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Resumen - Abstract

Resumen

El objetivo de estas notas es mostrar diferentes funciones patoldgi-
cas como funciones continuas y nulas en los numeros irracionales y
positivas en numeros racionales, funciones continuas y no diferen-
ciables en ninguna parte, funciones diferenciables nunca mondtonas,
funciones nunca analiticas de clase infinita, funciones singulares y
funciones con derivada acotada y no integrable.

Abstract

The aim of this notes is to show different pathological functions as
continuous and zero functions in irrational numbers and positives in
rational numbers, continuous nowhere differentiable functions, now-
here monotone differentiable functions, infinitely differenctiable now-
here analytic functions, singular functions and functions with boun-
ded derivative and no integrable.
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Introduccién

Dirichlet da un ejemplo de una funcién que no es continua en ninguna
parte.

0sizeR\Q
D(z) =
1lsi 2€Q

Esta funcioén es el ejemplo usual de funcién acotada que no es Riemann integrable
en cualquier intervalo. Es natural preguntarse si es posible construir un funcién
integrable Riemann que se anule en los irracionales y que sea positiva en los
racionales. En el ano 1875, K.J.Thomae modificé la Funcion de Dirichlet de la
siguiente manera:

0 si z € R\Q
T(x) = % six = f]l donde p y q son primos entre si
1siz=0

La Funcién de Thomae es continua en los ntimeros irracionales y discon-
tinua en los racionales, es Riemann integrable, se anula en los irracionales y es
positiva en los racionales.

Es un hecho establecido que, dado cualquier conjunto numerable D € R,
se puede construir una funcién continua sobre R de tal modo que ella deja de
ser diferenciable precisamente sobre dicho conjunto. Imaginarse la grafica de
una funcién continua que no sea diferenciable en ningin punto de su
dominio es una tarea extremadamente dificil. Lagrange, en 1777, era uno de los
que crefa que toda funcién continua era diferenciable excepto para ciertos valores
particulares. Compartiendo la misma opinién de Lagrange sobre este punto de
vista se encontraba, el también matematico, Ampere y algunos otros. Riemann,
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sin embargo, sostenia puntos de vista diferente para ciertas funciones continuas
representadas por series. De hecho, en una conferencia en 1861, afirmd, como
conjetura, que la funciéon R, definida por

0 2
sen(n°x
R(z) = Z (2 )
n
n=1
era continua pero nunca diferenciable. La continuidad es, por supuesto, una
consecuencia facil de la prueba M de Weierstrass, pero la no-diferenciabilidad,
si tal cosa es posible, no es trivial. Riemann jamas present prueba alguna de su
conjetura.

Sin embargo, la afirmacién de Riemann acciond la curiosidad y la duda de
K. Weierstrass quien, en un intento por demostrarla, se encontré con su primer
ejemplo de una funcién continua nunca diferenciable. Pero Weierstrass no era el
unico que dudaba de la afirmacién de Riemann. En 1916 Hardy demostré que
R no era diferenciable en todos los muiltiplos irracionales de m, pero que era
diferenciable en algunos ntimeros racionales.

Una funcién f : R — R se dice nunca mondtona si no existe un subin-
tervalo cerrado [a, b] con a < b, sobre el cual f es monétona.

Construir una funcién siempre discontinua y nunca mondtona es muy facil.
Por ejemplo, la funcién caracteristica en Q , f= xq, es de este tipo. Observe-
mos que una funcién nunca monoétona no debe confundirse con una funcién que
no es mondtona en [0,1]. jExisten funciones continuas nunca monétonas? La
respuesta, como ha de esperarse, es afirmativa. En efecto, teniendo en cuenta
el Teorema de diferenciabilidad de Lebesgue , se sigue que toda funcién conti-
nua nunca diferenciable en [0, 1] es una funcién continua nunca mondtona. En
particular, las funciones continuas nunca diferenciables son nunca mondétonas.

En el transcurso del siglo XVII a los matematicos les era imposible determi-
nar si existian funciones siempre diferenciables pero nunca mondtonas.
Notemos que para que una tal f exista debe ocurrir que los conjuntos

{z:f(x)>0} vy {a:f(x) <0}

sean densos en [0, 1]. Dini era uno de los que crefa que dichas funciones podian
existir, mientras que P. du Bois-Reymond tenia la presuncién de que funciones
nunca mondétonas no podian ser diferenciables.

En 1887, Kopcke a fuerza de coraje y perseverancia dio a conocer, a través
de una construccion extremadamente complicada, una funcién diferenciable nun-
ca mondétona. Nuevas funciones de este tipo fueron dadas por otros matematicos,
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todas esas construcciones seguian siendo dificiles y largas (la mds corta constaba
de 10 péginas).

Casi 100 anos después, en 1974, Katznelson y Stromberg reviven la inves-
tigacién al construir otra funcién diferenciable nunca mondtona pero mucho mas
simple que la dada por Kopcke.

Recordemos que una funcién f : R — C es analitica en zg € R si f admite
un desarrollo en series de Taylor con radio de convergencia positivo en xg, y es
de clase C si f posee derivada continua de todos los érdenes; es decir, si f()
existe y es continua para todo n € N. Debemos recordar que para que la funcién
f de clase C*° en un intervalo de R sea analitica, no es suficiente que su serie
de Taylor posea, en cada punto, un radio de convergencia positivo; es necesario,
ademas, que la suma de dicha serie sea igual a f.

Por supuesto, toda funcién analitica es de clase C'°°; sin embargo, el
reciproco no es, en general, valido.

Uno de los ejemplos més sencillos y relativamente simple de una funcién
de clase C*° sobre R que no es analitica en ningtan punto, fue construido
por Mathias Lerch en el ano 1888, y es el siguiente:

o0

Z COS

k=0

con a impar y mayor que 1.

Otro ejemplo, més reciente y debido a Kent G. Merryfield de una fun-
cién infinitamente diferenciable que no es analitica en cualquier punto puede
ser construido por medio de una serie de Fourier de la siguiente manera. Sea
A ={2" : n € N} el conjunto de las potencias de 2 y definamos Va € R

Z e Vkeos (kx).

keA

Una funcién f : [a,b] — R se dice singular si satisface:

a) f es continua en [a,b].
b) f es creciente.

) [fla) = f(b).

d) Existe un conjunto de medida nula N tal que f'(z) = 0,Vz € [a,b]\N

o
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Un ejemplo estandar de funcién singular es la funcién de Cantor, también
llamada la escalera del diablo.

El primer ejemplo de una funcién derivable con derivada acotada
pero no integrable se debe a Volterra, el cual data de 1881. La construccién
de la funcién de Volterra se basa esencialmente en la funcién f dada por f(z) =
z?sen(L) siz # 0,y f(0) = 0 cuya derivada estd dada por f'(z) = 2zsen(L) —
cos(1) si z # 0y f/(0) = 0. Si se mira superficialmente la construccién de la
funcién de Volterra, puede quedar la impresién de que la no integrabilidad de
la derivada se debe a que la funcién en la que se basa la construccién, oscila
infinitas veces alrededor del origen, por esta razén presentamos en este capitulo
una funcién similar a la de Volterra, cuya funcién base, que se utiliza para
su construccion tiene una derivada con mejor comportamiento. Las ideas que
aplicamos son las mismas que las del ejemplo de Volterra.

Para construir las funciones anteriormente mencionadas usaremos un con-
junto de Cantor generalizado. La no integrabilidad se probard usando la carac-
terizacién de las funciones integrables Riemann en términos de sus discontinui-

dades.

Las funciones que construiremos serdn derivables en [0, 1] con derivada
discontinua en un conjunto de Cantor generalizado de medida 2i
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Funciones nulas en los irracionales y positivas en
los racionales.

1.1. La Funcion de Thomae

Dirichlet da un ejemplo de una funcién que no es continua en ninguna
parte.

0 si x € R\Q
D(z) =
1si z€Q

Esta funcién es el ejemplo usual de funcién acotada que no es Riemann
integrable en cualquier intervalo. Es natural el preguntarse si es posible construir
un funcién integrable Riemann que se anule en los irracionales y que sea positiva
en los racionales. En el ano 1875, K.J. Thomae modificé la Funcion de Dirichlet
de la siguiente manera:

0 siz € R\Q
T(z) = % st x = % donde p y q son primos entre si
1stx=0

Teorema 1.1. La Funcion de Thomae es continua en los nimeros irracionales
y discontinua en los racionales.

Demostracion. Veamos, en primer lugar, que T es discontinua sobre Q. Sea xy =
% un ndmero racional irreducible arbitrario. Como el conjunto de los nimeros
irracionales es denso en R, podemos elegir una sucesion de ntimeros irracionales,

(z,)52, tal que z,, — zo cuando n — oco.

Por definicién, T'(x,) = 0 para todo n € N, mientras que T(zo)= % # 0,
es decir, lim, o T(x,) # T(x). Esto prueba la discontinuidad de T en zy € Q
y como xg es arbitrario, concluimos que T es discontinua sobre Q.
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Para probar que T es continua sobre los irracionales, serd suficiente de-
mostrarlo en los irracionales positivos, IT. Tomemos cualquier z; € I y sea
0 < e < 1. Elijamos un N € N tal que % < &. Nuestro objetivo es determinar un
intervalo abierto con centro en zq, digamos J, que no contenga ningin racional

de la forma
1 2 1 3 1 2 N -1

2" 3 3 4 4 5 5 7 N

Figura 1.1. Funcién de Thomae

Supongamos que hemos obtenido el intervalo J y tomemos cualquier z € J.
Notemos ahora que:

= six es irracional, entonces T'(x) = T(x1) = 0 y en consecuencia
|T(x) —T(x1)]=0<e.

= six es racional, entonces dicho niimero no es ninguno de los que aparecen en
la sucesion anterior y, en consecuencia, su denominador debe ser mayor que
. P .o
N, es decir, x es de la forma g conq > N 7y, por consiguiente,

1

T(@) = T(a)| = T(@) = - < - <e.

|~

Esto demuestra la continuidad de 7T en x7 y la prueba finalizara una vez
hayamos construido el intervalo J.

El procedimiento para obtener el intervalo abierto J es el siguiente: co-
menzamos escogiendo un d; > 0 de modo que el intervalo (z1 — d1,21 + d1) no
contenga ningin nimero natural. De inmediato seleccionamos otro do > 0 tal
que el intervalo abierto (1 — 2, 21 +02) no contenga ningtin racional de la forma

m

5 con my 2 primos entre si. Siguiendo con este procedimiento, podemos hallar
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un Jx > 0 tal que el intervalo (x1 — dk, 1 + dx) no contenga ningin racional de
la forma 7%, con m y k primos entre si y k =1,2,..., N.

Definiendo § = min{dy, ..., 0y }, resulta que el intervalo J = (z1 — 4, z1 +4)
no contiene ningun racional de los que aparecen en la anterior sucesion y la
demostracion concluye.

Corolario 1.2. La Funcion de Thomae es Riemann integrable, se anula en los
irracionales y es positiva en los racionales.

Demostracion. Su conjunto de discontinuidades es Q que tiene medida de Le-
besgue cero.

Si bien es cierto que la funcion T : R — R definida anteriormente es
unicamente continua en los irracionales, el siguiente resultado nos muestra que
es imposible construir una funcién f : R — R que sea continua sélamente en
los racionales.

Teorema 1.3. No existe una funcion f : R — R que sea continua solamente
en los racionales.

Demostracion. Supongamos que existe una funcién f : R — R que es tnica-
mente continua en los racionales y sea g la funcién definida como 7" anteriormen-
te. Tomemos un ntimero racional cualquiera xg en (0,1). Como f es continua en
xg, existe un § > 0 tal que (xg — d, 29 + ) C (0,1) v,

1

|f(z) = f(zo)| < 5

siempre que
|z — x| < 0.

Escojamos ahora a; y by de modo que [a1,b1]C (29 — §, 29 + 6). Entonces,
para todo z,y € [a1,b1] se cumple que

1 1

7@~ J)| < (@)~ Flao)l +1£w) ~ fao)| < 5+ 3 =1

El siguiente paso es elegir arbitrariamente un numero irracional yy €
(a1,b1) y usar la continuidad de T en yo para obtener, como en el paso anterior,
puntos as y b tales que [a2,b2]C (a1,b1) y

T(x) - T(y)| <1

para todo z,y € [ag,bs]. En particular,
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lflx) = fyl<1 5 [T(@x)-T(y) <1
para todo z,y € [ag, ba].

Repitiendo el argumento anterior pero ahora con el intervalo (ag,bs) en
lugar del (0,1), podemos construir ahora un intervalo [as,b3]C (ag, b2) tal que las

desigualdades
1

f@) —fwl <5 |T(JS)—T(y)\<%

se cumplan para todo z,y € [as, bs].

Continuando con este proceso indefinidamente, se construye una sucesiéon
de intervalos cerrados ([an, b,])5%,; tal que

1. (Oa 1) 2 [alabl] 2 [@27b2] 2 2 [anvbn] 2 Sz}

2. lim,,_, o, longitud ([a,,b,]) =0,y
3. f(2) = f(W)| < 5= ; |T(x) = T(y)| < zi== para todo x,y € [an, by).

Por el Teorema de los intervalos encajados de Cantor, existe un inico pun-
to ¢ € (0,1) tal que

ﬂ [an, bn] = {c}.

Como f y T son funciones continuas en ese punto, resulta que ¢ debe ser,
al mismo tiempo, tanto racional como irracional. Esta contradiccién revela que
dicha funcién f no existe.l]

1.2. Diferenciabilidad de la Funcién de Thomae.

Teorema 1.4. La Funcion de Thomae no es diferenciable en ningin punto.

Demostracion. Es suficiente ver que T no es una funcién diferenciable sobre los
irracionales. Esto proviene del siguiente hecho: Va € R\Q y para cada n € N
existe un término j, € Z tal que [22 —a| < L. Por definicién, T(&) > 1.
Entonces, 4 4

T(2)-T()|  T()
2

>1 Vn

—d B -a

Puesto que 4 — @ cuando n — oo, esta aproximacién racional de a nos
dice que la derivada no puede ser cero. Sin embargo, desde el punto de vista de

una aproximacién irracional, aseguramos que si existe debe ser cero. O
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Funciones continuas nunca diferenciables.

2.1. Introduccion

Es un hecho establecido que, dado cualquier conjunto numerable D € R,
se puede construir una funcién continua sobre R de tal modo que ella deja de ser
diferenciable precisamente sobre dicho conjunto. En efecto, sea D = {d;,ds, ...}
un subconjunto numerable de R y sea (z,)22; una sucesién de ndmeros reales

positivos tal que
o0
Z Ty < 00.
n=1

Podemos tomar, por ejemplo, x,, = 2% para n=1, 2, ... Para cada = € R,
consideremos la funcién hy : R — R definida por

1 s t <z,
hZ(t) =
0  en otro caso

Ahora, la funcién g : R — R definida por
g(x) = anhn(dn)
n=1

que es continua excepto en los puntos de D y entonces la funcién f : [0,1] — R
dada por

fa) = / ")

es continua, acotada y, gracias al Teorema Fundamental del Cdlculo, deja de ser
diferenciable exactamente en los puntos de D.



6 2 Funciones continuas nunca diferenciables.

Imaginarse la gréafica de una funcién continua que no sea diferenciable en
ningin punto de su dominio es una tarea extremadamente dificil. Lagrange, en
1777, era uno de los que creia que toda funcién continua era diferenciable excepto
para ciertos valores particulares. Compartiendo la misma opinién de Lagrange
sobre este punto de vista se encontraba, el también matemé&tico, Ampere y algu-
nos otros. Riemann, sin embargo, sostenia puntos de vista diferente para ciertas
funciones continuas representadas por series. De hecho, en una conferencia en
1861, afirmd, como conjetura, que la funciéon R, definida por

R(z) = Z sen7(1721 x)

era continua pero nunca diferenciable. La continuidad es, por supuesto, una
consecuencia facil de la prueba M de Weierstrass, pero la no-diferenciabilidad,
si tal cosa es posible, no es trivial. Riemann jamas presenté prueba alguna de su
conjetura.

Sin embargo, la afirmacién de Riemann accioné la curiosidad y la duda de
K. Weierstrass quien, en un intento por demostrarla, se encontré con su primer
ejemplo de una funcién continua nunca diferenciable. Pero Weierstrass no era el
Unico que dudaba de la afirmacién de Riemann. En 1916 Hardy demostré que
R no era diferenciable en todos los multiplos irracionales de 7, pero que era
diferenciable en algunos nimeros racionales.

2.2. Funcion de Weierstrass

Teorema 2.1. (K. Weierstrass) Sea b € (0,1) y a un entero impar tal que
ab>1+ %w. Entonces la funcion

flx) = Z b"cos(amx)
n=0

es continua y no es derivable en ningun punto.

Demostracion. Comencemos estudiando la continuidad de la funcién. Observe-

o0
1 .
mos que, como 0 < b < 1, Z b = T3 < 00. Si a esto le sumamos que
k=0

sup [b"cos(a™mx)| < b"
reR

nos da, aplicando la prueba M de Weierstrass, que
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Z b"cos(a"mx)
n=0

converge uniformemente a la funcién W(z) =Y 2 b"cos(a™rx) sobre R.
La continuidad de W proviene de la convergencia uniforme de series.

Ahora es el turno de estudiar la derivabilidad.

f(J:+h

ncos(a"m(x + h)) — cos(a™mx)
h

Z = Ry (h).

ey
g

Por el Teorema del Valor Medio tenemos:
|cos(a"m(x 4+ h)) — cos(a"mx)| < a”|h|7
por lo que si |h| < 1

a™b™ -1 a™b™

< nn: .
h)|7Z7mb L <7Tab—1

En lo que resta estimaremos |R,,(h)| por abajo.

Escribimos a™x = oy, +v,, con a,, enteroy _71 < U < y sea h =
entonces 0 < h < 2(1% y

a"m(x+h)=a"""a"w(x+h) =a" "w(am + 1).

Como a es impar se sigue que:

cos(a"mz) = cos(a” " (y + U)) = cos(a" " wag,)cos(a” T " U, )

= (—1)%"cos(a" " mUp,)

cos(am(xz + h)) = (—1)¢" "(emt) — (_1)%me
De este modo

—1 Qm 41
Ry, (h) = L Z b™{1 + cos(a™ "wum)}
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y como todos los términos de la serie son positivos, tenemos

b 2
R, (h — > —a™"
[Rh)] > > 5a
por lo que
fl@+h)— f(x) 2 T mam
MAGREVANT A - - ,
Pero

2
ab>1+§7r

y como m — oo entonces h — 0, se sigue que (% — = ) a™b™ tiende a oo, de

1
donde f'(z) no existe.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 2.1. Funcién de Weierstrass

Remark: A principios del siglo XX, Hardy probé que se sigue obteniendo
el mismo resultado para las conclusiones b € (0,1),a > 1y ab > 1.

2.3. Funcién de van der Waerden.

Tras la publicacién de la funcién de Weierstrass, muchos matematicos
trabajaron en la busqueda de mas funciones continuas y nunca diferenciables.

Aparecen entonces las funciones de Takagi en 1903 y 27 afios mas tarde
la funcién de van der Waerden, que aparentemente fue publicada sin que se
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percataran de la similitud con la anterior. Ambas funciones toman como punto
de partida la funcién periédica ¢ definida por ¢ = dist(x,Z),x € R, esto es,
min{x — [z],[z] +1 — z},z € R. Aqui, [x] representa a la funcién parte entera.

Se define entonces la funcién F,,a > 1, mediante la serie

Fu@)=Y ¢(Z:x), z€eR.
k=1

Cuando a = 2 se tiene la funcién de Takagi y en el caso de a = 10 hablamos
de la funcién de van der Waerden.

Damos ahora una prueba de la continuidad y la no derivabilidad de la
funcién de van der Waerden, que puede adaptarse a otros valores de a.

AN
-

V] 1 a2 2 1 32 2

v

Figura 2.2. Funcién phi

Proposicién 2.2. Sea ¢ la funcion de la figura. Se tiene que la funcidn de van
der Waerden

00 k
V(m)zz%, r € R,
k=1

es continua en R y no derivable en ningin punto.

Demostracion. La continuidad de V se sigue del hecho de que ¢ es continua, y
la serie que define a V converge uniformemente en R, pues

= p(10Fz) X1
ZTJSZW<OO'

Veamos que V no tiene derivada en ningin punto de R.
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Sea z € R. Para cada m € N, tomamos 6, = £10""~!, donde el signo se
elige de manera que ¢ sea lineal entre 10™(x + 6,,) y 10™x. Nétese que esto es
posible pues [10™4,,)| = %.

Tomamos x,, = x + d,,, m € N. Es claro que z,,, — x, cuando m — oo.
Por otro lado, teniendo en cuenta que ¢ es periédica de periodo 1 y que si
k,m € N,k > m + 1, entonces 10%6,, € Z, se sigue que

H(10F2,,) — ¢(10%z) = ¢(10F2 + 10%6,,) — p(10%2) =0, k,m e N, k,>m + 1.

De aqui se obtiene entonces que

Viz,)—Viz) 1 <~ 1 & &
i ; ToF $(10%z,,) — ¢(10%2)), m e N.

Ya que ¢ es lineal(con pendiente 1 o -1) en el intervalo de extremos 10*x
y 10Fz,,, k= 1,...,m,m € N, se tiene que, para cadam € Ny k=1,...,m,

H(10F2,,) — ¢(10%2) = 10F oy (x, — ) = 10F g,
donde oy, € {—1,1}.

De esta forma

V(zm) —V(z) Zm
_—_— N
pe—— 2 a, meN,

y, por tanto, V no es derivable en x, como queriamos demostrar. O

Figura 2.3. Funcién de van der Waerden
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Funciones diferenciables nunca monotonas.

3.1. Introduccion

Definiciéon 3.1. Una funcion f : R — R se dice nunca mondtona si no
existe un subintervalo cerrado [a,b] con a < b, sobre el cual f es mondtona.

Construir una funcién siempre discontinua y nunca monoétona es muy facil.
Por ejemplo, la funcién caracteristica en Q , f= xq, es de este tipo. Observemos
que una funcién nunca mondétona no debe confundirse con una funcién que no
es mondtona en [0,1]. ;jExisten funciones continuas nunca mondtonas? La res-
puesta, como ha de esperarse, es afirmativa. En efecto, teniendo en cuenta el
Teorema de diferenciabilidad de Lebesgue , se sigue que toda funcién continua
nunca diferenciable en [0, 1] es una funcién continua nunca mondtona. En parti-
cular, las funciones continuas nunca diferenciables de Weierstrass o de Van der
Waerden son nunca monétonas.

En el transcurso del siglo X VII a los matematicos les era imposible determi-
nar si existian funciones siempre diferenciables pero nunca monétonas. Notemos
que para que una tal f exista debe ocurrir que los conjuntos

{z:f'(x) >0} v Az:f/(x) <0}

sean densos en [0, 1]. Dini era uno de los que crefa que dichas funciones podian
existir, mientras que P. du Bois-Reymond tenia la presuncién de que funciones
nunca monoétonas no podian ser diferenciables.

En 1887, Kopcke a fuerza de coraje y perseverancia dio a conocer, a través
de una construccion extremadamente complicada, una funcién diferenciable nun-
ca mondtona. Nuevas funciones de este tipo fueron dadas por matematicos como
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Denjoy, Pereno, Hobson, etc. Todas esas construcciones seguian siendo dificiles
y largas (la méds corta constaba de 10 pdginas).

Casi 100 anos después, en 1974, Y. Katznelson y Stromberg reviven la
investigacion al construir otra funcién diferenciable nunca monétona pero mucho
mas simple que la dada por Kopcke.

3.2. La Funcion de Katznelson-Stromberg.

El objetivo de esta seccion es el de presentar una funcién diferenciable en
cualquier punto, pero que nunca es monétona.

Lema 3.2. Sean r,s € R.

1. Sir > s> 0, entonces

r—s <2
r2—g2 ~ oy’
2.5 r>1ys>1, entonces
r+s—2 2

_ <,
72 —s2 -2 " s

Demostracion. La demostracion para la afirmacién 1. es trivial puesto que
r—s __ _1 1 2 . . . s .
=z = 745 < p < 7.. Veamos la implicacion 2. directamente.

Sir>1ys>1, entonces
5<(r—s)?+(r—1(s—-1)+r*+3s+r
5<(r?—2rs+s8)+(rs—r—s+1)+r+3s+r
5<2r®+ 5% —rs+2s5+1
rs+s2—2s < 2r? +25% — 4

s(r+s) <2(r? +s* - 2)
r+s—2 2

—_—< -,
r24+s2-2 s
O

Lema 3.3. Sea ¢(x) = (1 + \m|)Tl para x € R. Entonces

b
ﬁ/ o(z)dx < 4min{¢(a), ¢(b)}

siempre que a y b sean numeros reales diferentes.
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Demostracion. Sin pérdida de generalidad, supongamos 0 < a < b entonces
aplicando el lema 3.2 vemos que

/ bz 20/1+b—/1+a) < 4
U+ —(1+a) “Viid
Como ¢ es una funcién par, el caso en el que a < b < 0 queda igualmente

probado con la misma demostracién. Ahora bien, el caso en el que se verifica
que a < 0 < b se resuelve empleando la segunda parte del lema 3.2.

/q5 20/1+b—V/1+a—2)
(1 +b)—(14a)—2

— — dmin{6(a), 6(8)}.

— < dmin{@(a), 6(0)}.

O
Lema 3.4. Sean ¢(z) = (1 + |;1c|)T1 Y cualquier funcion de la forma

Zcm (x — ay)),

donde c1,...,Cp Y A1, ..., \p SON numeros reales positivos, y
A1y eeny Oy

cualquier numero real, entonces

/ Yx)dz < dmin{i(a), Y(b)},

b—a
cualesquiera que sean a y b nimeros reales distintos entre si.

Demostracion. El resultado se obtiene haciendo uso del lema 3.3 que

A(b—a)

1 b 1
= | e - = s /. L, s

O

Lema 3.5. Sea (¢,)52; una sucesion de funciones como las del lema 3.4. Para

x € R y cada n definimos
2) = / (bt
0

Supongamos que Y- p(a) = s < co para algin a € R. Entonces la serie
F(z) = Y07 ¥, (z) converge uniformemente en cada subconjunto acotado de
R, la funcion F es diferenciable en a y F'(a) = s.

En particular, si F(x) = Y07 Wn(t) y Yoo Un(t) = f(t) < ooVt € R,

entonces F es diferenciable sobre todo R y F' = f.
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Demostracion. Sea b tal que b > |a|. entonces, haciendo uso del lema 3.4, —b <
x < b, vemos que

/Oa wn(t)dt’ 4

Gracias a la Prueba M de Weierstrass, podemos afirmar que existe con-
vergencia uniforme en [—b,b]. Para probar que F’(a) = s, tomemos € > 0y

elijamos NN tal que
> tnla) <e
n=N+1

W ()] <

L/an@ﬁ#‘S‘HM#%@U-F4$-GWM(G)SJ?bwnwl

Como cada 1, es continua en a, podemos afirmar que existen algunos

6 > 0 tales que
1 a+h
[ e -l <

siempre que 0 < |h| < dy 1 < n < N. Ademss, empleando el lema 3.4, 0 < |h| <

¢ implica que
{ %<>}|
1
“ 1

/ —u(a)
{/ Un(t) + ¢n(a )}

+ Z 5¢n(a) <

n=N+1

£
2N’

‘F(aJrh)F(
h

E\H

(3.1)

lMg HMZ HM8

<

N ™

O

Lema 3.6. Sean Iy, ..., I, intervalos abiertos disjuntos, o el punto medio del
intervalo I;, ye yyi, ..., yn numeros reales positivos. Entonces existe una funcion
¥ como la del lema 3.4 tal que para cada j,

1. Y(aj) > y;
21/)(x)<yj+5 st x €l
3 Yp(r)<e si v¢LU...UI,.
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Demostracion. Elijamos ¢; = y;+5 y escribamos ¢;(x) = c¢;¢()\j(r—a;)), donde
A; es elegido suficientemente grande tal que ¢;(z) < 5 si ¢ I;. Tomemos
¥ = ¢1 + ... + ¢p. Las propiedades 1., 2., y 3. del lema se verifican porque
Linly,=0,i#k. 0O

Teorema 3.7. Sea {a;}32; y {B8;}32, subconjuntos numerables disjuntos de R.
Entonces existe una funcion F diferenciable en cualquier punto sobre R verifi-
cando que F'(aj) =1, F'(B;) <1 Vj, y O0<F'(z)<1 Va.

Demostracion. Obtendremos nuestra funciéon F' como en el lema 3.5 constru-
yendo primero F/ = f = ZZO=1 ¥, con sumas parciales f,, = ZZ=1 P, de tal
manera que

An fn(aj)>1_7 (1<J<n)7
Bn fn('r) <l- ﬁ (ZIJ € R)v
Cn:wn(ﬂj)<2n% (1<j<n)

Suponiendo que esto es cierto, tendriamos que
1 ,
Flla;) = lm fn(a;) =1,

0< F'(z)= lim f,(z) <1,

n—oo

y, eligiendo n < 7,

F'(B)) = fa-1(B)) + > ¥e(B;)

k=n

1 <1 1 1 1
<1-2= <l —1=1-—<1,
n+§2k~2k n+2n 2n

obteniendo dicha funcion F'.

Procedamos inductivamente para construir f,. Elijamos un intervalo [
abierto con punto medio «; tal que 8 ¢ I. Después hacemos uso del lema 3.6
con € =y = i para obtener f; = 11 que satisface Ay, By, y Cy. Ahora supon-
gamos que n > 1, f,_1 v ¥,_1 han sido elegidos de tal manera que satisfacen
A,_1,Bn_1, vy Cph_1. Seleccionando intervalos abiertos disjuntos Iy, ..., I, tales
que, para cada j € {1,...,n}, o; es el punto medio de I, I; N {B1,....0n} =0y
fn_l(a:) < fn—l(aj)a donde

1 1 <
nn+1) 2n-27

0.
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1_

Ahora, nuevamente aplicando el lema 3.6 y tomando € = ﬁ yy;=1-—+

fn—1(aj), con 1 < j < n, obtendremos 1, satisfaciendo C,,. También
1
fulag) = fa-1lag) +nlag) > fa-r(ay) +y; =1- —,

para obtener asi A,. Para comprobar B,, tengamos en cuenta que si z € R,
entonces

1 1 1
fn(x) = fnfl(x)"i_wn(x) < fnfl(aj)'i‘a‘f'yj"‘s S 1_ﬁ+m = 1—m,

mientras que si x ¢ szllj, entonces

fn(x) = fnoi(z) +ihn(x) <1 - % Le<l— %H

O

Corolario 3.8. (La funcion de Katznelson - Stromberg.) Friste una fun-
cion diferenciable H sobre R con derivada acotada tal que H es nunca mondtona.

Demostracion. Sea {;}52, y {B;}72, subconjuntos densos disjuntos de R. Ha-
ciendo uso del teorema anterior, obtenemos una funcién F' diferenciable en cual-
quier punto y G sobre R tal que

F/(aj) = G,(ﬂj) =1, G/(aj) <1, F,(ﬂj) <1,
0<F'(z)<1, 0<G'(z)<1,
Vj v . Pongamos H = F' — (. Entonces,

H'(aj) >0,H'(Bj) <0 —1<H'(z) <1,
Viy .

. 100 100 7
Como {a;}22; v {B;}32, son ambos densos , H no puede ser monétona en
ningun intervalo. [J
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Funciones nunca analiticas de clase C°°.

4.1. Introduccién.

Recordemos que una funcién f : R — C es analitica en zg € R si f admite
un desarrollo en series de Taylor con radio de convergencia positivo en xg, y es
de clase C si f posee derivada continua de todos los érdenes; es decir, si f()
existe y es continua para todo n € N. Debemos recordar que para que la funcién
f de clase C*° en un intervalo de R sea analitica, no es suficiente que su serie
de Taylor posea, en cada punto, un radio de convergencia positivo; es necesario,
ademas, que la suma de dicha serie sea igual a f.

Por supuesto, toda funcién analitica es de clase C'°°; sin embargo, el
reciproco no es, en general, valido.

4.2. Funciones C'* y no analiticas en el origen.

Consideremos la funcién

_ Jeaxp(=t)siz >0
f(x){ 0 siz<O0.

definida para todo numero real x.

La funcién f tiene derivadas continuas de todos los érdenes en todos los
puntos = de la recta real, dados por

f(n)(x) _ pn(w;cg{(x) sixz>0
0 stz <0.

donde p,,(z) es un polinomio de grado n — 1 que se obtiene recursivamente a
partir de
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Figura 4.1. Funcién no analitica y de clase C*°.

pi(z) =1
Py1(x) = 2P, (x) — 2nz — Vpu(x), neN.

Veamos que la féormula se verifica para la primera derivada de la funcién f
para todo & > 0y que p1(x) es un polinomio de grado 0. En efecto, la derivada
de f es cero para z < 0. Queda por demostrar que la derivada por la derecha de
f evaluada en x = 0 es cero. Haciendo uso de la definicién de derivada vemos
que )

£(0) = tim L@ =SO e

z—0 x—0 z—0 I

De acuerdo con la hipétesis de induccién, supongamoslo cierto para n y
demostrémoslo para n + 1.

fFor = <m - 2np”($) + pn(x)) f(z)

x2n x2n+1 x2n+2

22 (z) — (2nx — x
_ 27 () xgiw Dpn( )f(x)

= Pl pi,

- 22(n+1))
donde p,4+1(z) is un polinomio de grado n = (n + 1) — 1. Es ficil ver que la

(n+1) derivada de f es cero para x < 0 y que la derivada por la derecha de f

“ (n) (n)
o FP@ = 0 L pale)

z—0 z—0 z—0 p2n+l

-1
e= =0.
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Como hemos visto antes, la funcién f tiene infinitas derivadas continuas,
y todas estas derivadas en el origen valen 0. Ademas, la serie de Taylor de la
funcién f en el origen en cualquier punto converge a la funcién cero,

oo oo

F0) 0 0

Z ] T —Zﬁm =0, x€eR,
n=0 n=0

y asi la serie de Taylor no es igual a f(x) para > 0. Consecuentemente, la

funcién f no es analitica en el origen.

4.3. La funcién de Lerch.

Uno de los ejemplos mas sencillos y relativamente simple de una funcién
de clase C'*° sobre R que no es analitica en ningin punto, fue construido por
Mathias Lerch en el ano 1888, y es el siguiente:

< cos(aFz)
k=0

con @ impar y mayor que 1.

La funcién f: R — R es claramente C*° debido a la convergencia unifor-
me de todas las series obtenidas diferenciando término a término. Para demos-
trar que la serie de Maclaurin diverge para todo x # 0 observemos primero que

(n) n
f@™)(0) = expa*™. Por este motivo tenemos que 1im,, _, oo sup (W) = +-o00.

Hasta el momento s6lo necesitdbamos que a > 1.

Para probar que la serie de Maclaurin es divergente para cada z # 0
necesitamos que ese a fuera un entero positivo impar. Esta prueba se basa en
el hecho de que un crecimiento similar de las derivadas f (”)(x) se produce en

. b7T . o
cualquier punto de la forma 7, con b impar y m un entero positivo.

4.4. La funcién de Merryfield.

Otro ejemplo, més reciente y debido a Kent G. Merryfield de una fun-
cién infinitamente diferenciable que no es analitica en cualquier punto puede
ser construido por medio de una serie de Fourier de la siguiente manera. Sea
A ={2":n € N} el conjunto de las potencias de 2 y definamos Vz € R

F(z) = Z e_‘/Ecos(kw).
keA
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Ya que la serie ), ., e~ Vkgn converge Vn € N, esta funcién se ve
facilmente que es de clase C°°, por una aplicacién inductiva estandar de la
prueba M de Weierstrass. Por otra parte, para cualquier multiplo racional diddi-
co de 7, es decir, x = gmeonp e Ny g € A, y para cualquier orden de derivacién
n € A,n>4yn>qtenemos que

F™(z) = Z e*‘/gk'”cos(kx)

keA

= Z e VEE™ + Z e_‘/gk‘”cos(k:m) (4.1)
k€A k>q keAk<q

> Vit 4 0(")

cuando n — co. Donde hemos usado que cos(kz) = 1,Vk > ¢g. Consecuente-
mente, en cualquiera de dichos x

1
Fn) n
lim sup ((x)|) = 400,

n— oo n!

por lo que el radio de convergencia del desarrollo en serie de Taylor de la funcién
F en z vale 0 atendiendo a la Férmula de Cauchy - Hadamard. Ya que el con-
junto de analiticidad de una funcién es un conjunto abierto y que los racionales
diddicos son densos, se concluye que esta funcién F' no es analitica en ninguna
parte de R.
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Funciones singulares.

5.1. Introduccion.

Definicién 5.1. Una funcion f : [a,b] — R se dice singular si satisface:

a) f es continua en |a,b].

b) f es creciente.

&) 1(a) < f(b).

d) Eziste un conjunto de medida nula N tal que f'(z) = 0,Vz € [a,b]\N.

Un ejemplo estandar de funcién singular es la Funcién de Cantor, aun-
que no es la dnica. Si f(z) =0 parax < ay f(x) =1 para x > b; entonces dicha
funcién es la funcién de distribucién de una variable aleatoria que no es discreta,
(puesto que la probabilidad es cero para cada punto) ni es absolutamente conti-
nua (puesto que la funcién de densidad es cero en cada punto si existe).

5.2. El conjunto de Cantor

Sea Cj el intervalo cerrado [0 , 1] de la recta real. Dividimos este intervalo

en tres subintervalos
1 12 2
077 ) a2 o ’ 771 .
b3l (53) 5]

El primer paso, para la construcciéon del conjunto de Cantor, consiste en
eliminar el subintervalo abierto intermedio, o sea quitamos (%7 %) Sea C7 la
unién de los dos intervalos restantes, es decir C; = [0, %] U [%, 1] .
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El segundo paso consiste en repetir el mismo proceso a cada uno de los
intervalos que componen C;. En otras palabras, a cada intervalo que confor-
ma C; lo dividimos en tres partes de igual tamano generandose los siguientes

subintervalos
671 (7 8) |8,
9°9(’\9’9/)719" 7|

5] (5:5) 53

Como antes, ahora quitamos los subintervalos abiertos intermedios, que-
dando asf la siguiente unién de intervalos

SUHNNS

que denotaremos como Cj.

Para obtener C3 repetimos el proceso, es decir, a cada uno de los intervalos
que componen Cy (que tienen longitud de %), lo dividimos en tres partes de igual
tamano y quitamos los tercios medios. Con esto obtendriamos el tercer paso de
la construccion que consiste en el conjunto:

oo L10[2 B]0[8 T][8 9] [18 19] 20 21] r21 25] f26 |
N Y 277 27 277 27 277 27 277 27 277 27 27727 2777
Este proceso se sigue indefinidamente, y asi para obtener C), 11, se dividen

en tres partes iguales todos los intervalos que componen a C,,, y se suprimen los
intermedios.

17 iteracion
—_— —_— 2* iteracion
3" iteracidn

4* iteracion

Figura 5.1. Construccién del conjunto de Cantor C

Finalmente el conjunto de Cantor C se define como la interseccién de
todos los conjuntos C,,. Esto es

C = FjOC’m.

Teorema 5.2. El conjunto de Cantor tiene medida de Lebesgue cero.
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Demostracion. Para calcular la medida de C, restaremos a la medida de [0, 1],
la medida de los intervalos que quitamos en la construccién de C. Observamos
que en el primer caso, eliminamos un intervalo de longitud %, en el segundo 2
intervalos de longitudes %, en el tercero 4 intervalos de longitudes 2% y asi suce-

sivamente. Entonces, usando propiedades de series geométricas obtenemos que

1 1 1
m(C) = m((0, I\(m([0, INC))) =1 = (1- 5 +2- 5 +4- = +..)

=1-> o (5.1)

O
Teorema 5.3. El conjunto C de Cantor es no vacio, perfecto y nunca denso.

Demostracion. Ya que m(C) = 0, no puede contener intervalos. Por lo que, C
es nunca denso. Para probar que C' es perfecto, debemos probar que cada punto
de C es un punto limite. Cogemos z € C'y 4 > 0. Elegimos un entero n tal que
37" < 4. Como z € C,, existe un intervalo cerrado I de longitud 3~ tal que
x € I C (. Tomamos a un punto final de I que es distinto de x y tenemos que
a € Cy0<|z—al <. Por tanto, z es un punto limite de C.OJ

Corolario 5.4. C' es no numerable.

Demostracion. Es consecuencia de que todo conjunto perfecto es no numerable.[]

5.3. La funcién de Cantor.

Recordemos que el conjunto de Cantor C' C [0,1] y C' = (), Ck, donde
C}, es una unién disjunta de 2¥ intervalos de longitud 3%

Consideremos las sucesiones de funciones {f,}52 v {Fn}52, cuyos térmi-
nos generales vienen dados por f, = (%)n Xc, ¥ Fa(t) = [ fa(t)dt respec-
tivamente. As{ por ejemplo fo = 1, Fy(z) = z, Fi(z) es una funcién continua

creciente en [0, 1] que viene dada por

%,x siOSxS%
Fi(x) = %, sz'%g;rg%

1+1(Br—2),si

Wl
IN
8
IN
—_
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0.8+

0.6

0.4

] 02 04 06 0.8 1
x

Figura 5.2. Funcién F1

De la misma manera, F5(z) es continua, creciente y viene dada por

%a: SiOSl‘S%

L sitsess
1+1092-2),si<2<az<i

Fy(x) = %, si%ﬁxﬁ%
14+3092-6),si<2<ax<]

5 sifse<}

34219z -8),sis<z<l.

Observemos que si [g—i, %411 es uno de los intervalos que forman C,:

3n
uéil agtl 3 n+1 1

41 4541

/a; (3)nxcn(t)dt= / j3n fu(t)dt.

3 31

Por tanto obtenemos que F,,;2; es una sucesién de funciones continuas y
crecientes donde su término general verifica
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0.8
0.6
041
02
0 T
0 02 0.4 06 03 1
X
Figura 5.3. Funcién F2
0, six=0
j caj+1 ; .
Fo(z) = 7‘7;}, St a;; <z< % para j =0,...,2" — 2

1, six=1

y los escalones de la funcién los unimos de forma lineal. Notemos también que

si x € [0,1]\Cy,_1 entonces F,(z) = F,,_1(z).

Proposicién 5.5. Sean F,(x) las funciones que acabamos de definir. Entonces
existe F(x) = limy, o0 Fn(x).

Demostracion. Es suficiente probar que F,(z).., es una sucesién de Cauchy

uniforme en [0, 1].
T 3 n+1 3 n
L) e (3) reu
T 3 n+1 3 n
g;n 3 n+1 37 3 n
< /. 5 XCpyr (DAt + . 5 ) xcu (t)dt

3

|Fn+1(z) - Fn(m)| =
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Sea € > 0, debemos encontrar ng € N tal que para m,n > ng, se tiene
que |F,,(z) — F,(z)| < € para todo x € [0,1]. Fijemos € > 0, y tomemos ng de
forma que Zzozno 2%1 < e.Sean m,n > ng, y supongamos que m > n, entonces,
aplicando el apartado anterior,

[Fm(2) = Fo(@)| =[Fn(2) = Fn1(2) + Fre1(2) = Fro2(2) + - + Faga(2) — Fu(2)]

< (@) = Fro1(2)] + [Fin—1(2) — B2 (2)| + . 4 [Foga () — Fr(2)]
SRR -
— om-—1 om on—1
= 1
DI =
k}:’ng

(5.3)

Hemos demostrado por tanto que F, (x)f:):l es una sucesién de Cauchy uniforme.[]
Teorema 5.6. La funcion de Cantor, F :[0,1] — [0, 1], es singular.

Demostracion. Como F,(x);~, es una sucesién de funciones crecientes, tenemos

que, para cualquier n y todo z,y € [0,1], con z < y, F,,(z) < F,,(y). Tomando

limites cuando n — oo a ambos lados, llegamos a que F'(x) < F(y). Por tanto, F'
. 7 o0 .z .

es creciente. Ademds, como F, (), _; es una sucesién uniformemente de Cauchy

y F,.(z);2_, son funciones continuas, tenemos que F(z) es una funcién continua.[J

También, por construccion de la funcién de Cantor, es facil observar que:

« F(0)=0.

« F(1)=1.

= [ es constante en cada intervalo del complementario del conjunto de Cantor.
Por tanto, F' = 0 en casi todo punto.

Figura 5.4. La funcién de Cantor F
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Funciones cuya derivada es acotada y no
integrable.

6.1. Introduccion.

El primer ejemplo de una funcién derivable con derivada acotada pero no
integrable se debe a Volterra, el cual data de 1881. La construccion de la funcién
de Volterra se basa esencialmente en la funcién f dada por f(z) = z?sen() si
z # 0,y f(0) = 0 cuya derivada estd dada por f'(z) = 2xsen(1) — cos(3) si
x # 0y f(0) = 0. Si se mira superficialmente la construccién de la funcién de
Volterra, puede quedar la impresién de que la no integrabilidad de la derivada
se debe a que la funcién en la que se basa la construccion, oscila infinitas veces
alrededor del origen, por esta razén presentamos en este capitulo una funcién
similar a la de Volterra, cuya funcién base, que se utiliza para su construccién
que tiene una derivada con mejor comportamiento. Las ideas que aplicamos son
las mismas que las del ejemplo de Volterra.

Para construir las funciones anteriormente mencionadas usaremos un con-
junto de Cantor generalizado. La no integrabilidad se probard usando la carac-
terizacién de las funciones integrables Riemann en términos de sus discontinui-

dades.

Las funciones que construiremos serdn derivables en [0, 1] con derivada
discontinua en un conjunto de Cantor generalizado de medida QL

6.2. El conjunto de Smith - Cantor - Volterra.

Construyamos un conjunto de Cantor generalizado contenido en [0, 1] de
medida %, llamado Conjunto de Cantor -Smith- Volterra. El primer paso de
esta construccién consiste en eliminar del intervalo un subintervalo abierto E}

centrado en [0, 1] de longitud §. Ese intervalo es Ej = (2, 5).
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Sea C el conjunto compacto que resulta de la unién de los 2 = 2! intervalos

cerrados restantes 3 5
= — -, 1].
-t

El segundo paso consiste en eliminar 2 = 2! intervalos abiertos, uno de
cada uno de los subintervalos compactos que componen C7, ambos intervalos
abiertos centrados en sus respectivos intervalos compactos y de longitud 4%.
Sean E} y E? estos intervalos abiertos.

En general, habiendo construido el conjunto compacto C} constituido por
2% intervalos cerrados, construimos Cy 1 mediante la eliminacién de 2* intervalos
abiertos, cada uno de ellos centrado en el intervalo correspondiente que compone

C}. Cadas uno de estos intervalos abiertos, que denotamos por E,i€7 tiene longitud
1

T
Para cada entero no negativo k, sea Uy la unién de los intervalos abiertos
i
£y
2k
i
Up = U EL.
i=1
17 iteracion
2% iteracion
3* iteracion
4% iteracion
Figura 6.1. Representacién de los intervalos
Como los 2F intervalos abiertos EF son disjuntos dos a dos, la m(Uy) =
2k
T

Para cada entero no negativo n, sea

Vo = O Ug.
k=0
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Como V,, es la unién de intervalos abiertos disjuntos, su medida viene dada

1 2 22 on 1 1\

Puesto que (V;,)22, es una sucesién creciente de conjuntos abiertos, tene-
mos que la medida de la unién de ellos

U= [j Vo
n=0

es m(U) = lim, 0o m(V,,) = % Por lo tanto el conjunto de Cantor

por

H = 1[0,1\U = [0,1]\ G (VEiEL)
k=0

también es de medida %

Observemos que SC'V es la interseccién infinita de los conjuntos compactos
Cl, es decir

SCV = [{Cxlk € N},

asi que SCV es un conjunto compacto. De hecho, el conjunto de Cantor SCV
es infinito no numerable, cerrado, sin puntos interiores y sin puntos aislados. Un
conjunto cuya adherencia tiene interior vacio se llama denso en ninguna parte,
y si el conjunto no tiene puntos aislados se llama perfecto, asi que el conjunto de
Cantor SC'V es denso en ninguna parte y perfecto.

6.3. Funcion de Volterra.

Nuestra construccién de la funcién de Volterra sera paralela a la del con-
junto de SVC. En la primera etapa de la construccién del SVC | hemos eliminado
el intervalo (£,3) en [0,1] . Con el tiempo vamos a colocar una funcién espe-
cialmente disenada basada en xzsen(%) en este intervalo que hemos eliminado.
En primer lugar, sin embargo, vamos a comenzar la construccién de esa funcién
en el intervalo (0,1), de modo que los paralelismos entre la construccién de la

funcién de Volterra y la construccion de la SVC se pueden ver en su totalidad.

Comenzaremos considerando la funcién

2epml o
risen: six # 0

g(z) =
0 stx=0
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en el intervalo (0, i) En primer lugar, buscamos el mayor = entre 0 y % tal que
g'(x) = 0 y denotamos este punto como a;. Limitaremos ¢ al intervalo (0, a;),
y en [ay, 3 — a1] vamos a insertar la funcién constante g(a1) . Por ultimo , en el
intervalo (3 —ai, 1) colocamos la funcién g reflejada, g( — 1) . Vamos a llamar
a esta funcién definida a trozos como f; , de la forma siguiente

0 st x <0
g(z) si O<z<a
filz) =< glar) sia<a<i-a

g(%—x) st i—algm

IN
W=

. 1
0 St 1<z

Podemos ver tanto de la definicién de fi, asi como de su grafica en la
s . 1 } . / L Tie .
figura 6.2 que f; es diferenciable en (0, ), pero su derivada f{ serd discontinua
en 0y en % .

Nuestro paso siguiente es colocar esta funcién en el intervalo eliminado
en la primera fase de construcciéon de la SVC . Para ello, se define una nueva
funcién h; para trasladar la funcién fq, % de unidad a la derecha. Por tanto, hy
se define como:

hi(z) = glar) sid+am<z<i-a

g(g—m)si %—algxgg

. 5
0 St 3 <z

La creacion de hy es el primer paso en la construccién de la funcién de
Volterra. Repetiremos este proceso para crear ho, hg , y asi sucesivamente, colo-
cando cada funcidn en los intervalos correctos. Tengamos en cuenta que mientras
h1 se coloca en un solo intervalo, h, consistird en f,, funcién diferenciable si-
nusoidal colocada en el 2! intervalos que retiramos en el paso enésimo de la
construccién del SVC.

Para dar un mejor sentido del procedimiento general para la construccion
de cada h,,, ahora vamos a construir hs . Desde la segunda etapa de la construc-
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cién de SVC quitamos los iptervalos (55, 35) v (33, 20), cada 1uno de longitud -,
y vamos a empezar a definir a; como el mayor & menor de 35 donde ¢'(x) = 0.

gl=x)

glx)

a1

ol

glay)

Figura 6.2. Izquierda : Se define a; como el mayor x menor de é de tal manera
que ¢'(z) = 0. Derecha: Las tres piezas que componen la funcién fi: la funcién g , su
valor constante en a1, y g reflejada. Podemos ver que esta funcién f; es diferenciable

(y continua), pero su derivada fi tiene discontinuidades en los extremos 0 y %

|1| |

|| hy(x)

Al |

Figura 6.3. Nuestro primer paso en la construccion de la funcién de Volterra es crear la

funcién hi definida en (%, %), el intervalo eliminado en la primera etapa de construccién

del SVC. Observe cémo h; es simplemente f; trasladado al intervalo deseado
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Figura 6.4. Un dibujo de hi (azul) y Hz (rojo). La derivada de hi tiene dos discon-

tinuidades, que se producen en los puntos 2 y %. La derivada de la hs tiene cuatro

8
. . 5 7 25 _ 27

discontinuidades, que se producen en los puntos 33, 55, 55 ¥ 55 De esto, podemos su-
poner que, en general, la derivada de h,, tendra discontinuidades en los 2n puntos, que
en virtud de ser puntos finales de los intervalos eliminados en la construccién del SVC,

son ellos mismos los elementos del SVC.

1

Entonces construimos la funcién f; en el intervalo (0, +=), definida como

' 16
0 S <0
glx) si 0<x<a
fa(x) = ¢ glaz) siay<z<q5—an
g(fs —z) sif5s —az <z < &
0 st %6<1:.

Ahora tenemos una funcién diferenciable cuya derivada es discontinua en
0y 11—6. Nuestro tltimo paso es definir hy para crear dos copias de fy trasplan-

tadas en los intervalos (3, 55) v (33, 22) respectivamente. Por lo tanto, hy es

327 32
diferenciable y su derivada h} es discontinua precisamente en los cuatro pun-
tos finales de los dos intervalos. Recordemos que estos puntos finales son en

s{ mismos puntos del SVC.

Ahora estamos listos para definir la funcién general f,, y h,. Para empezar,
observamos que en el enésimo paso de la construccién de la SVC , quitamos 2!
intervalos abiertos de longitud 4™ . A continuacién, definimos a,, para que sea
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el x mas grande de longitud menor que % -47" donde ¢'(x) = 0. La funcién f,
quedard definida a trozos como:

0 st <0
glx)  si 0<z<ay,
fulz) = glan) st 0<a,

gd™ —x)sid™ —qa, <z <4™"

0 st 47" < .

La funcién h,, se define entonces como la funcién a trozos que consiste en
fn llevada a los 27! intervalos que retiramos en el paso n de la construccién del
SVC .

Por ultimo, podemos definir a continuacién de Volterra funcién V.

Definicién 6.1. La funcidn de Volterra es una funcion 'V :[0,1] — R defi-
nida como

o0
V(z) = hala),
n=1
donde h, es la funcidn definida a trozos consistente en las 2" copias de la
funcion sinusoidal f, que se coloca en los 2"~ ' intervalos de longitud 4™ que
proceden del intervalo [0,1] en el enésimo paso de la construccion del conjunto
de Smith-Cantor.

Ahora buscamos demostrar realmente que la funciéon de Volterra V es
diferenciable y que su derivada estd acotada y no es integrable Riemann. Para
demostrar que V es diferenciable, es maés facil si reformulamos nuestra definicién
de V ligeramente.

Recordemos que el SVC es un conjunto perfecto, denso en ninguna par-
te formado por los extremos de los intervalos que se retiraron en el proceso de
construccién y de los puntos limite de los puntos finales. Debido a esto, podemos
dividir el intervalo [0, 1] en dos conjuntos disjuntos: el SVC y los intervalos abier-
tos eliminadas en el proceso de construccién (es decir, los intervalos cerrados,
menos los puntos finales ). Entonces, tenemos

[0, 1]\5 = U (uk7vk).

k=1

Elijjamos uno de estos intervalos y denotémoslo por (uy,v,). Sea a, un
ntmero contenido en (uy,, %) tal que ¢'(ay,) = 0. Debe quedar claro que se
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trata de un punto similar al a, empleado en una secciéon anterior. Definimos
entonces b, = u,, + v, — a,, por lo que a,, — u, = v, — b,. Por tltimo, llega el
momento de definir la funcién f,, : (uy, v,) — R como

1
T—Unp

(x — uy,)?sen( ) Uup <z <anp

0 en otro caso.

Podemos ver que:
para Up < T < an, |fn(@)] < |z —unl? < |7 — v |?

para ap <2 <bn, |fu(@)] < lan — unl? < |z — up)?
para  an <2 <bn,  |fa(@)] < by —va)* < |2 — v,]?
para b, <2 <vn, |fu(@)] < |z —va]? < |2 — up?
Asi, |fn(x)| estd acotada por ambos |2 — u,|? v |2 — v,|?.
Ahora, ya que tenemos [0, 1]\S = U2 ; (ug, vx), para cada intervalo (ug, vg)

sea fr una funcién definida de igual forma que la anterior. Entonces podemos
ver que la funcién de Volterra puede ser definida, de manera alternativa, como:

fe(x) si x € (ug,vg)
Viz) =
0 st x €S,

donde S es el SVC. Teniendo en cuenta la definicién de cada f,, , podemos ver
que V serd diferenciable para cualquier ¢ ¢ S. Entonces vayamos a elegir un
elemento ¢ € S. Para ver que V es diferenciable en ¢, veamos que

T—c™ r —cC

La demostracion se puede modificar de una forma facil para adaptarla al caso del
limite por la derecha. Sea £ > 0, y elijamos § = . Supongamos que x € (¢—4, c).
Percatémonos de que el resultado es trivial si consideramos x € S, por lo que
sea T € uy,, vV, para algin valor de n. Entonces de aqui se sigue que

| fr ()] |z —vp|
= —(z — ) = |z — vy

r —cC

IV(Q;) —V(e)
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Asi, V'(¢) = 0, por lo que concluimos que V es diferenciable en todo ¢ € S
y, de este modo, diferenciable en todo el intervalo [0, 1].

Para ver que la funcién V' no es integrable Riemann, vamos a ver que V'
tiene una discontinuidad en cada ¢ € S, esto es, en cada punto del SVC. Sea
c € S, como ¢ es un punto limite del conjunto de los extremos de los intervalos
quitados durante la construccién del SVC. Entonces, ya que ¢ es un punto de
ese conjunto E limite, existe una sucesién ay de puntos en E que converge a c.
Para cada n, existe un entero a,, > n tal que

V'(zn)| = |fr, (zn)| =1 donde x, =ay, + L

qnT
Entonces la sucesién z,, converge a ¢ pero la sucesién V' (x,,) converge a 1 #
0 =V’(c), de lo que se obtiene que V' es discontinua en ¢. Entonces concluimos
que V' no es continua en ningtin punto de S. En otras palabras, V'’ toma valores
0 y 1 arbitrariamente cerca de cualquier punto en el SVC, y por lo tanto no
es continua alli. Dado que la medida del conjunto de discontinuidades de V' es
igual a la medida de S y que su medida es positiva, llegamos a la conclusién por
el Criterio de Lebesgue para Integrabilidad Riemann que la funcién de Volterra

V tiene una derivada acotada que no es integrable Riemann.

6.4. Funcidén tipo Volterra no oscilante.

Ahora construimos una funcién f : [0,1] — R, derivable, con derivada
acotada y discontinua en el conjunto de Cantor SV C'. Para cada intervalo (a, b) =
E}, montamos la restriccién de una funcién derivable f, 5 : [a,b] — R tal que
ella y su derivada f; , tomen el valor cero en sus extremos a y b. Cuidamos que
siempre haya un punto en (a,b) donde la derivada f , tome el valor 1. En los
puntos de SVC = [0,1]\U, a F la hacemos igual a cero.

Para construir f,; en un intervalo [a, b], partimos de la funcién

2

M) =2

Primero tomamos de esta funcién la parte correspondiente al intervalo
[—1,1], luego extendemos esta parte al intervalo [—2,2] tomando los trozos en
los intervalos [0,1] y [—1,0] debidamente reflejados y trasladados. Dado que
R (=1) =1y h'(1) = —1, con los tres trozos obtenemos una curva suave. Obser-
vemos que la grafica de la funcién resultante tiene tangentes horizontales en los
puntos (-2,0), (0, 2) y (2,0). Véase figura 6.
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Figura 6.5. Representacién de la funcién h(x)
2
e si—2< 3 < -1

Gty s 1S02

o
[
v

x

Figura 6.6. Grafica de la funcién g
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La derivada de g esta dada por

%si—2§x§—l

g@) =3 arep s -l<az<l

Observe que ¢'(=2) = ¢'(0) = ¢'(2) =0, ¢'(-)=1y ¢'(1)=-L

Figura 6.7. Gréfica de la funcién g’(x)

Mediante una composicién adecuada, obtenemos una funcién f : [0,1] —
R, con las mismas cualidades de g especificamente si f(z) = g(4x —2) obtenemos

2
e s0<a<

=

<z <

=
NI

flz) = 1+(4§72)2 51

32(z—1)%) .
6(z—1)2+1 ¢

|0

<z<l1

La derivada de f se anula en los extremos del intervalo [0,1] y toma el

valor 1 en el punto x = %

Si [a, b] es cualquier intervalo cerrado y acotado, definimos f, 5 : [a,b] —
R como f,(z) = (b—a)?f (””_ ), es decir

a
b—a




38 6 Funciones cuya derivada es acotada y no integrable.

-1 0 1 2
x.

Figura 6.8. Grafica de la funcién f(x)

(b,a)QM si a<z<ag4 =@
16(5=5)%+1 =7 = 4
2 2 . b—a b—a
fan(z) =4 (b—a) FEY e sia+ 3% <z <b+
g2 2= _b-a
(b—a) = st b 2 <x<b

Esta funcidn se anula en los extremos a y b y su derivada satisface f, 5(a) =

fap(®) =0y f;7b(3“T+b) = 1. Esencialmente hemos llevado la funcién f definida

en [0,1] al intervalo [a,b]. El factor (b — a)? tiene la finalidad de comprimirla
suficientemente, para cuando la longitud del intervalo [a, b] es pequena. Esto lo
necesitamos para que la funcién F' que vamos a definir resulte diferenciable.

Ahora definimos la funcién F' : [0,1] — R como sigue:

1. Si z € U, sea E. el tinico intervalo de esta familia de intervalos, al cual
pertenece x. Denotemos por (a,b) este intervalo. Definimos entonces

F(I) = fa,b(x)'
2. Six € H, definimos F(x) = 0.
Observemos que si (a,b) € {EL} y « € (a,b), entonces

b—a
4

|F(z)] <32(x—a)® si a<az<

|F(2)] <2(a—0b)* si a—l—bjTa<x<b—b;a
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b—a

|F(2)] <32(x —b)* si b— <z<b
Probemos que F es derivable en todo punto ¢ € [0, 1].

Primero consideremos ¢ € U. Sea (a,b) € E} tal que t € (a,b). En todo
punto x de este intervalo F' es derivable y

Fla) = foale) =0~ af' (5=2).

En particular F es derivable en ¢.

Sea ahora ¢t € H. Por definicién F(t) = 0. Probemos que

F(x
—————~ = lim —( ) =0.
Tt xr—t z—otx —t
Mostraremos que para cualquier € > 0, existe una d-entorno del punto ¢
tal que
F(x
T —t1

<€

para todo x € [0,1] que cumpla 0 < |z — t| < 0.

Sea entonces € > 0 arbitrario. Consideremos cualquier J-entorno de t. Sea
z €10,1] tal que 0 < |z —t| < 4. Si x € H, entonces % =0.

Si x € U, entonces z pertenece a algtin intervalo abierto (a,b) € Ej.
Necesariamente uno de los extremos del intervalo (a,b) pertenece al §-entorno
de t. Este extremo estd entre ¢t y x. Se puede probar que si este extremo es a,

entonces ’% < % < 32|z —al.

Por otra parte, si b esta entre ¢t y x tenemos que % < % < 32|z—b|.
. F(x)
En cualquier caso tenemos que || <

Esto prueba que F'(x) = lim,_; Fa)=Ft) _ g,

x—t
Hemos probado que F' es derivable en [0,1] y que en todo punto x del
conjunto de Cantor H, F'(z) = 0.

Observemos que F” estd acotada en el intervalo [0, 1], de hecho |F'(z)| <
2 VYzel0,1].
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Probemos ahora que F’ es discontinua en H. Sea x € H. Como H es
perfecto, todo entorno Is = (z— 4,z +9) de x tiene un punto y de H diferente de
x. Por otra parte, en el intervalo cerrado con extremos en x e y, por ejemplo [z, ],
necesariamente existe un punto o € U, pues en caso contrario H contendria al
intervalo con extremos z y ¥, en consecuencia tendria puntos interiores, pero
esto no puede ser posible ya que H es denso en ninguna parte.

Supongamos « € (a,b) € Ef. Entonces (a,b) C (z,y), pues en caso contra-
rio uno de los puntos z e y estarfa en (a,b). Como la derivada de la funcién f,
toma el valor 1 en algin punto, entonces existe un punto z en el J-entorno de x
tal que F’(z) = 1. Esto implica que F’ es discontinua en x ya que F'(z) = 0.

Hemos probado que F” es discontinua en el conjunto de Cantor H., el cual
es de medida %, luego F’ no es integrable Riemann.

Las siguientes figuras muestran las gréficas de algunas funciones f,; y sus
derivadas f! , con lo cual podemos tener una idea del aspecto que va adquiriendo
:
la gréfica de F' durante su construccion, asi como la de su derivada.

i / .'\ il J \ Al A

Figura 6.9.

Figura 6.10.
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Apéndice.

A continuaciéon se expone una lista con las definiciones, proposiciones,
teoremas y corolarios que se han ido usando a lo largo de este trabajo:

7.1. Los numeros reales.

Definicién 7.1. Sea A un subconjunto de R.

i) El conjunto A es perfecto si es cerrado y cada punto de A es un punto limite.
it) A es nunca denso si su clausura A no contiene intervalos abiertos.

Proposicion 7.2. Todo conjunto perfecto es mo numerable.
Teorema 7.3. Teorema de los intervalos encajados de Cantor
Dada una sucesion de intervalos cerrados tal que:

1. [ao,bo] :_) [al,bﬂ :_> :_> [an,bn]
2. lim,, o0 longlan, by] =0

Entonces existe un unico ¢ € [ag, by] tal que

m[an,bn] = {c}.

7.2. Funciones derivables.

Definicién 7.4. Funcién derivable
Sea f : (a,b) = R y xog € (a,b). Se dice que f es derivable en xzq si existe

f(zot+h)—f(zo0)
h

limy, o y es finito. En ese caso denotaremos por f'(xzg) el limite

antertor.
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J(zoth) = f(zo0)

Se dice que f es derivable por la izquierda en xq si existe limy,_,o- %

y es finito. En ese caso denotaremos por f (xo) el limite anterior.
Se dice que f es derivable por la derecha en xysiexistelimy,_, g+ w
y es finito. En ese caso denotaremos por f! (xq) el limite anterior.

Asi, f es derivable en xy si y sélo si es derivable por la derecha y por la
izquierda en xo y f' (x0) = f(z0).

Teorema 7.5. Teorema del Valor Medio

Dada cualquier funcion f continua en el intervalo [a,b] y diferenciable en el
intervalo abierto (a,b) entonces existe al menos algin punto ¢ en el intervalo
(a,b) tal que la tangente a la curva en ¢ es paralela a la recta secante que une
los puntos (a, f(a)) y (b, f(b)). Es decir:

—a

Proposicién 7.6. Propiedades analiticas de la funcién x?

Sea g : [0,1] — R definida a trozos

sen(L)

z?sen(L) siz #0
g(x) =
0, six=0

g es deriwable (y continua)en [0, 1] pero su derivada g' es acotada pero no con-
tinua en x = 0.

Recordemos que g es derivable en 0 si el limite

1 9®) —9(0)
x—0 €r — 0

existe. La definicion de g parece indicar que la funcion g es diferenciable en 0y
que ¢'(0) = 0. Para demostrar esto veamos que

¢'(0) = lim 9@) =90 _ 1 a:sen(%) =0.

n— 00 T — n— 00

Por tanto, g es diferenciable en 0 y, de este modo, también es continua.

También podemos ver que la derivada de la funcién g, g’ : [0,1] — R
estd definida de la forma
2zsen(L) — cos(L) six #0
g'(z) =
0, stix =0
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Figura 7.1. La funcién oscila vertiginosamente a medida que se acerca al origen

Ademds, podemos observar que g’ no es continua en 0 ya que la sucesion
x, definida en [0,1] por

1
Ty = —
™m
converge a 0 pero la serie {|g'(x,)|} no converge a {|¢'(0)|} = 0 ya que

{l¢'(x)|} = 1,Vn. En lo referente a la acotacion, la expresidn que define ¢
revela que es acotada en [0, 1].

Entonces, g es una funcion cuya derivada existe y estd acotada en cual-
quier parte del intervalo [0, 1], pero ¢’ no es continua en 0. Deberiamos notar
que la funcion ¢'(1 — x) estd acotada pero es discontinua en 1.

Teorema 7.7. Teorema de Diferenciacion de Lebesgue
Toda funcion mondtona es derivable en ctp.

7.3. Funciones integrables Riemman.

Definicién 7.8. Particion de un intervalo Sea [a,b] un intervalo cerrado
sobre los nimeros reales. Entonces una particidn de [a,b] es un subconjunto
finito P = {xg = a, x1, ..., T, = b} tal que z;—1 < x;, coni =1,..,n. La
norma de la particion es el intervalo mds grande:

|P|| = max {x; — ;1 :i=1,..,n}

Lo que estamos haciendo en pocas palabras es cortar al intervalo en subinterva-
los disjuntos, cuya union forma el intervalo original, la norma es el valor del
intervalo de mayor longitud.
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Definicién 7.9. Suma de Riemann Sea f una funcidn en [a, b] y tomemos
una particion del intervalo [a, b], que denotaremos por P = xg = a,21,...,2n, = b
entonces llamamos suma de Riemann a una suma de la forma:

n
> ftR) @k —xko1), con wmpoy Sty <y
k=1

De manera intuitiva esta suma representa la suma de dreas de rectdngulos con
base x, — x—1 y altura f(tg). Simbolizamos esta suma como S(P, f), también
se utiliza la notacion mds extensa pero mds explicita:

S(Pa f’ {ti}?:l)

Definicién 7.10. Integrable Riemann

Una funcién f acotada definida en un intervalo [a,b] se dice que es Riemann integrable
en [a,b] si existe un nimero I en los reales tal que, para todo nimero real posi-
tivo e existe una 0 positivo tal que si P es una particion de [a,b] con ||P|| <& y
S(P, f) es cualquier suma de Riemann entonces |S(P, f) —I| < e.

Teorema 7.11. Criterio de Lebesgue para la integrabilidad Riemann
Sea f una funcion definida y acotada en [a,b] y sea A\ el conjunto de las discon-
tinuidades de f en [a,b]. entonces f es integrable Riemann si, y sélo si, la medida
de Lebesgue de A\ es cero.

Proposicion 7.12. Todo conjunto numerable tiene medida de Lebesgue cero.

Teorema 7.13. Teorema Fundamental del Cdlculo
Dada una funcidn f integrable sobre el intervalo [a,b], definimos F sobre [a,b]
por F(z) = [ f(t)dt. Si f es continua en c € (a,b), entonces F es derivable en

¢y F'(e) = fle).

7.4. Sucesiones y series funcionales.

Definicién 7.14. Convergencia puntual y uniforme
Una sucesion de funciones S, sobre el intervalo I se dice que converge puntualmente
a una funcion S sobre I siVx € I

lim S, (z) = S(z),

n—oQ

esto es,

Veel,Ve>0 AN eN Vn>N |[S.(z)— S(z)|<e.

La convergencia es uniforme sobre I si
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1m IS0 (2) = S(@)lloc,r =0,

esto es,
YVe>0 INeN VYn>N supl|S,(z)—Sx)| <e.
xel
Teorema 7.15. Prueba M de Weierstarss
Sea fi : I — R una sucesidn de funciones tales que sup,cg | fx(x)| < My, Vk €
N. 8i X7 My, < oo, entonces la serie X7_, fi(z) es uniformemente convergente
en I

Teorema 7.16. Si {f,} es una sucesion de funciones continuas sobre I y f,
converge uniformemente a f en I, entonces f es una funcion continua en todo I.

Corolario 7.17. Si fi, : I — R es una funcién continua Vk € N y X2° | fi(x)
converge uniformemente a S(z) en I, entonces S es una funcién continua en todo
L

Corolario 7.18. Sea {f;(2)}52, una sucesion de funciones continuas diferen-
ciables en R. 8i 3272 fj(x) converge puntualmente a f(x) y 3772, fi(x) con-
verge uniformemente en R entonces f(x) es diferenciable y su derivada f'(x) =

25 fi(@).

Proposicion 7.19. Férmula de Cauchy - Hadamard Dada la serie de po-
tencias

f@) = cale—a)
n=0

donde a, c, € R. Entonces el radio de convergencia de f en el punto a estard dado
por

— —limsup(|e,|®
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Pathological functions in Real Analysis

Universidad
de La Laguna
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The aim of this notes is to show differ-
ent pathological functions as continuous
and zero functions in irrational numbers
and positives in rational numbers, con-
tinuous nowhere differentiable functions,
nowhere monotone differentiable func-
tions, infinitely differenctiable nowhere an-
alytic functions, singular functions and
functions with bounded derivative and no
integrable.

1. Continuous and zero functions in

irrational numbers and positives in rational
numbers.

Dirichlet gives an example of a function
that is not continuous anywhere.
0 si xeR\Q
D(x)=
1si xeQ
Thomae modifies the Dirichlet funtion the
following way:
T(x)=
0 si xeR\Q

% siox= % donde p y g son primos entre sij

1six=0

Figure 1: Thomae’s function

The Thomae'’s function is continuous in ir-
rational numbers and discontinuous in the
rationals. Moreover, it is integrable Rie-
mann, zero in the irrationals and positive
in the rationals.

2. Continuous nowhere differentiable
functions.

(Theorem: K. Weierstrass) Let b€ (0,1)
be and a odd integer such that ab > 1+3.
Then, the function
fx)=Y b"cos(a"nx)
n=0
is a continuous nowhere differentiable
function.

Juan Jesus Doéniz Labrador
Facultad de Ciencias - Seccién de Matematicas

Universidad de La Laguna
alu0100531060Qull.edu.es

3. Nowhere monotone differentiable
functions.

A functon f : R — R is said
nowhere monotone if there is no closed
subinterval [a, b] with a < b, on the f which
is monotone.

Building a discontinuous always and
nowhere monotone function is very easy.
For example, the characteristic function
in Q f = yq, is of this type. Ob-
serve a monotonic function never be con-
fused with a function that is not mono-
tone in [0,1]. Are there nowhere mono-
tone continuous functions? The answer,
as expected, is yes. Indeed, given the
differentiability theorem Lebesgue, it fol-
lows that every continuous nowhere dif-
ferentiable function in [0,1] is a continuous
function nowhere monotone.

(Theorem: K - g’s ion.)
There is a differentiable function H on R
with bounded derivative such that H is
nowhere monotone.

4. Infinitely differenctiable nowhere analytic
functions.

One of the simplest examples of a func-
tion C*(R), that is not analytic at any point,
was built by Mathias Lerch in 1888, and it
is as follows:

Flo = & cas(a"x)
(x) é—k!
with @ odd and greater than 1.
Kent and Merrifield give another more re-
cent example of an infinitely differentiable
function of which is not analytic at any
point, constructed by means of a Fourier
series as follows. Let A={2":neNj} the
set of powers of 2 and define VxeR

Fx)=Y e VEcos(kx)
kea

5. Singular functions.

A function f: [a,b] — R is said singular if

it satisfies:

a) f is continuous on [a, b].

b) f is increasing.

c) f(@ < f(b).

d) There is a set of measure zero N such
that f'(x) =0,Vx€ [a,b]\N.

A standard example of singular function

is the function of Cantor, also called the

devil’s staircase.

TRABAJO FIN DE GRADO, Convocatoria de Septiembre, 2017

FACULTAD DE
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o0 00

Figure 3: Cantor’s function.

6. Functions with bounded derivative and

no integrable.

The first example of a differentiable
function with derivative bounded but
not integrable is due to Volterra, which
dates back to 1881. If the surface looks
the construction of the function of Volterra,
may be under the impression that the non-
integrability of the derivative is because
the function in which the construction is
based, ranging countless times around
the origin, for this reason we present in
this chapter similar to that of Volterra,
base whose function, which is used for
its construction has a better performance
derivative function.

Figure 4: Volterra non-oscillating function.
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