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Resumen - Abstract

Resumen

En esta memoria estudiamos en detalle el operador de Laplace A en el
espacio Euclideo n—dimesional R" mediante algunos problemas cldsicos
en los que interviene. Entre otras presentamos las propiedades bdsicas de
las funciones arménicas (aquellas u € C? tales que Au = 0) tales como
la propiedad de la media, el principio de mdximo, el problema de Diri-
chlet/Neumann, las desigualdades/principio de Harnack, el teorema de
Bocher y el problema de Poisson para terminar con el lema de regulari-
dad de Weyl.

Palabras clave: Funciones armonicas — Problema de Dirichlet — Proble-

ma de Neumann - Desigualdades/principio de Harnack — Teorema de Bo-
cher — Lema de Weyl — Problema de Poisson.

Abstract

In this memoir we provide a detailed study for the Laplace operator in Eu-
clidean n—dimensional space R" via some classical problems in which
it intervenes. Among then we consider the basic properties of harmonic
functions (those u € C? so that Au = 0) such as the mean value pro-
perty, the maximum principle, the Dirichlet/Neumann problems, Har-
nack’s inequalities/principle, Bocher’s theorem and Poisson’s problem to
finish with Weyl’s regularity lemma.

Keywords: Harmonic functions — Dirichlet’s problem — Neumann's pro-
blem — Harnack'’s inequalities/principle — Weyl's lemma — Bocher’s theo-
rem — Poisson'’s problem.
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Introduccion

En esta memoria hacemos un estudio detallado de las funciones arménicas
en R” para n = 2. Esto constituye la continuacién natural de los contenidos estudia-
dos en la asignatura Ecuaciones Diferenciales II de tercero de Grado de Matematicas,
donde se hace un estudio somero (via separacién de variables) del Problema de Di-
richlet en dos dimensiones. En el presente trabajo profundizaremos en las propie-
dades bdsicas de las funciones armoénicas, es decir, aquellas que satisfacen Au =0
donde A es el operador de Laplace

n 52
A=V.-V= —
;ax%

entre las que se encuentran la propiedad de la media o el principio del maximo, es-
te dltimo en el que se ha basado la definicidn relativamente reciente de soluciones
viscosas para operadores no lineales mas generales.

Tras caracterizar el operador de Laplace mediante sus propiedades de inva-
rianza, en la seccién 2, caracterizaremos las funciones arménicas via la propiedad
del valor medio. Acto seguido computaremos su solucién fundamental que, con al-
gunas manipulaciones clésicas, permite caracterizar las funciones de Green y Neu-
mann asociados a los problemas de valores de frontera correspondientes que estu-
diamos en el apartado 3.

Continuamos con el estudio del comportamiento tanto local como global que
presentan las funciones arménicas. En particular se recoge un resultado sobre evi-
tabilidad de singularidades, algunos teoremas cldsicos que de rigidez, a saber, los
teoremas de Harnack y Bocher.

Nuestra memoria termina con el estudio del problema de Poisson para funcio-
nes de soporte compacto (secciéon 6), para culminar con el lema de Weyl, que refleja
el carécter eliptico de A.






Funciones armonicas en R"

1. Eloperador de Laplace

El operador de Laplace o Laplaciano es quizés el operador diferencial més im-
portante de todos los operadores en derivadas parciales, no s6lo por sus aplicaciones

sino por el papel que juega en fen6menos mas generales. Esta definido por
n 62
A=V-V= -
j=1 Ox]

La electrostética permite un marco fisico en el que presentar el operador de
Laplace: de acuerdo a las ecuaciones de Maxwell, un campo electrostatico E en el
espacio (un campo que representa la fuerza sobre una unidad de carga positiva) esta
relacionado con la densidad de carga f por la ecuacién V-E = f y también satisfa-
ce Vx E=0 (en n dimensiones V x E denota la matriz antisimétrica (6—12 - g—f]’:)i, i)
La dltima condicién significa que, al menos localmente, E = —Vu para alguna fun-
cién ullamada potencial electrostdtico. Asi —Au =V - E = fy, por tanto, el Laplaciano
relaciona el potencial con la densidad de carga.

En este capitulo hemos seguido fundamentalmente los manuscritos de Axler-

Bourdon-Ramey [1], Evans [6], Flores-Sadarangani [7], Folland [8] y John [15].

Propiedades de invarianza

Una de las propiedades fundamentales del Laplaciano es que conmuta con
traslaciones/rotaciones y genera el anillo de operadores diferenciales con esta pro-
piedad. De aqui que aparezca en procesos fisicos cuya fisica subyacente sea homo-
génea (independiente de la posicion) e isotrépica (independiente de la direccién).

Miés precisamente, que un operador L en R” conmute con traslaciones/rota-
ciones significa que L(u o) = (Lu) oy para toda traslacion/rotacién y en R”.

Teorema 1.1. Sea L un operador diferencial en derivadas parciales en R". Entonces,
L conmuta con traslaciones y rotaciones si y sélo si, L es un polinomio en A, ésto es,
L=Y;ajA dondelasumaes finitay a; € R.



2 Funciones armonicas en R™

Los operadores considerados en este teorema son de la forma

Llul(x) = P(x,0)u(x) = ) aq(x)0%u(x) (1.1)

lal=m
donde a = (a1, as,...,a,) € N” es una n—tupla de enteros no negativos y

x|
U=
0x]10x,° -+ 0xp,

conlal=a;+az+---+a,. Aqui m = 1,2,... y ademds, para que el operador tenga
orden m, suponemos que a, # 0 para algiin « con |a| = m.

Que el operador (1.1) sea invariante por traslaciones significa que tiene co-
eficientes constantes, i.e., aq(x) = aq no depende de x. En efecto, si 74(x): =x+a
denota la traslacién por a € R" entonces

[Lwot)l ()= ) ag()[0% (ot ()= Y aa()[(0%u)ot4] ()

lal=m la|l=sm

mientras que
[(Lwotal ()= Y [aaoTal () [(0%u)oTa] ().
lal=m
Esto implica que a, = a4 07, paratodo a € Ry por tanto a, es constante.
Demeostracion (del teorema 1.1). Un operador L = P(0) = ¥ |41<m @a0% con coeficien-
tes constantes conmuta con rotaciones si

L(ucpo) = (Lu)opo, (1.2)

para todo O € 0, (0'O = I) donde pp(x) = O(x). Pero si w € R", para u = e, donde
ey,(x): =e®”* tenemos

(Ley) 000 = (P()ey) 0 po = P(w) [ey o 00]

L(ew OQO) = L(eOt(w)) =P (Ot(a))) eot(w)
_ P (0 @) [ew 000,

Asi, que L sea o,—invariante equivale a decir que P (Ot(w)) = P(w) para todo O €
0,y w € R" (basta evaluar (1.2) en x = 0), esto es, P debe ser radial. Puesto que la
accion de o0, conserva la descomposicién homogénea de polinomios, podemos, sin
pérdida de generalidad, suponer que P = P es homogéneo de grado s. Esto implica
que Ps(x) = c|x|® con s par ya que P es un polinomio, lo que quiere decir que el
polinomio original es de la forma
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lm/2]

Px) =Y aplxl**=Q(x?)
k=0

con
Lm/2) ,
Q= ) ajAl.
j=0
lm/2] .
AsiL=Q(A) = Y ajAl.
j=0
Para el reciproco sera suficiente probar (1.2) para L=A.Si O = (0,,) €0, €s

ortogonal, entonces

0(uepo)

oxe —(x )—Zo,ka—(om)

y de igual forma

Por tanto,

62 ° n
[A(uogo)](x)zz%(x)= Z 0jkO¢k xl;

n
=Y oz
j=1

Puesto que el Laplaciano conmuta con rotaciones, conserva la clase de las fun-
ciones radiales sobre la que se reduce a un operador diferencial ordinario llamado la
parte radial del Laplaciano.

Proposicién 1.2. Si u(x) = f(r) donder = |x|, entonces

Au(x) = f%n+ f()

Demostracion. Puesto que 0r/0x;j = x;/r, tenemos

Au(x) = ;6_[ f(r)] Z[ f//() ( r_é)f’(r)]

-1
=P (B rm=rn+s 2o, :
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Corolario 1.3. Si u(x) = f(r) es radial entonces, u satisface la ecuacion Au =0 enR"™ \
{0} si, y sélo si,

a+blnr sin=2

a+br¥ " sin>2

f)= {
donde a, b € R son constantes.

.z _ . . 1/ (n—1) g1 _ . .
Demostracion. Au = 0 significa que f"(r) + = f'(r) = 0 por lo que, tras multiplicar
por el factor integrante r ir [r”’lf’(r)] =0.Asi f'(r) = crt—n y el corolario se
deduce sin mas que integrar tomando b = 55, paran>2yb=csin=2. O

2. Propiedades basicas de las funciones armdnicas

Una funcién u € C%(Q) se dice armdénica en un abierto Q cR” si Au=0en Q.
Sea O c R” un abierto acotado que suponemos con frontera regular y positivamente
orientada, esto es, de modo que 0Q sea una hipersuperficie regular orientada por su
normal unitaria exterior 7i. Recordamos el teorema de Gauss [7, teorema 6.37]:

Teorema 2.1 (de la Divergencia). Si V € C'(Q) N C(Q) entonces

fv-fnw:/ V.ids
Q 0Q

donde dv es el “elemento diferencial de volumen” y dS el “elemento diferencial de
drea’.

Teorema 2.2 (Identidades de Green). Si O c R" es un dominio acotado con frontera
regular y u, v son dos funciones C' en Q, entonces

f vdﬁudS:f(uAu+Vu-Vu)dv 2.1
0Q Q

f (vaﬁu—udﬁv)dS:f(vAu—uAv)dv. (2.2)
0Q Q

Demostracion. La expresion (2.1) no es mas que el teorema 2.1 aplicado al campo

-

V = vVu. Por su parte, (2.2) sigue de (2.1) restando tras intercambiar u y v. O

Corolario 2.3 (Teorema integral de Gauss). Si u es arménica en Q) entonces

0pudS=0.
0Q

Demostracion. Bastatomar v=1en (2.1) o (2.2). O
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2.1. Integracién sobre esferas

En algunos de los apartados que siguen haremos uso explicito de la integra-
cién en hipersuperficies en R” y en particular de la que se refiere a la esfera unidad.
Puesto que la integracion se realiza en dimensiones superiores a tres (esta ultima es
la que hemos estudiado en detalle durante el grado), creemos conveniente incluir
aqui un estudio detallado para el caso esférico.

Sea w,, el area de la esfera unidad en R",

ni/2

~Tn/2)

donde I" denota la funcién de Euler

(0]
L'(p) =f tPle~tdt, p>0.
0

(ver [7, ejemplo 4.28]),

Wp

Utilizando el teorema de Fubini, veamos como es la expresién de la medida
do en coordenadas ambiente. Sabemos [3, ejercicio 4.3.1] que, como forma,

1 & ; — .
doQ)=— 3 (=1/7'L;dCiAdlo A A dC A N d
n j=1

porlo que, sipara 1 < k < n—1 denotamos por By alabola unidad en R¥ y parametri-
zamos la esfera $"~! mediante ¢ = (x, (1 |x>)!/2), con x € By yne S" k-1 c Rk,
entonces para g = (1 — lez)l/2 tendremos

n—-k . .
wpdo=an0+dxn Y (DK, 600
j=1
a:zj;l(—l)f-lxjdxl Ao NAX; A NdXg, 0= ALy A NAC YO = A0y A A
c?fkjj A+ Ad(p. Puesto que (i j = pnj nos queda

0 =(mdo+pdm)A---A(Np-rdo+pdnn—x)
j

0 n—k —
:Qn_kdﬁgrgn-k—l Z njdmA...don...dn, i
j=1

= w0 " 'dondon)

yaquedn=dni A---Adnn_i esdeorden n—k>n—-k—-1=dimS" 1. De forma
similar,
07 = (mde+edm) A AdCkrj A+ A(Np-kdo+0dN k)
:Q”‘kdnl/\-~-/\6717\j/\---/\d17n_k+d9/\ﬁ
* En general, si £ < R” es una subvariedad co-orientada por un campo ortonormal 71, enton-
ces se tiene que do'y = 7i) dx|Z donde dx = dx1 Adxy--- A dxj denota la forma de volumen
enR"y | el operador de contraccién definido por v]w(¥1, Uy, ..., V) = o(F, U1, U2, ..., Uy), si

w es una (k + 1)—forma [7, Apéndice D] (obérvese que U']w es una k—forma y por tanto do
esuna (n—1)-forma).
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donde f es una (n— k — 2)—forma en "%, Asi

wndo =w,_ 1" * landondom) +p" Fdx
n—k
. — 0~
AY DAy A ndn A Adny_ g+ dxadp A B

j=

P (Q”_k_la Ndp Adom) +(~1)Fe" KL dx A da(n)) ,
pero como

andp=-(Y -1/ xdxm A ndxg A ndi) A (Y L du)
J=1 =10
= (- p "x? dx

tenemos

n—-k-2 (

wpdo =(-1)*w, o |xI* + %) dx A do(n)

W,
Ik 5n=k=2 gy A do (). 2.3)
Wn

do = (-1
El posible signo que aparece en esta identidad se debe a que la parametri-
zacién de S""! considerada invierte orientacién cuando k es impar y, por tanto, el
factor (-1)* se debe eliminar en la identidad (2.3) cuando do se entiende como la
medida de Lebesgue normalizada en S~! (esto también se puede justificar recor-
dando el teorema de cambio de variable en integracién multiple, donde en el cam-
bio infinitesimal de medida aparece el valor absoluto del jacobiano del cambio de
variables).
Asi, si u: $"! — R es una funcién (integrable) dada, entonces

f wQ)do(Q)
S

= m] (1- |x|2)(n_k)/2_1 (f ulx, 1 - 1x»HY2n) do ()| dx.
By sn—k-1

Wn

(2.4)

En particular, si u = u(x) (x = (xl,...,xk)) solo depende de las k primeras va-

riables,
W —ky/2-1
f w@QdoQ) = =~ ’“f (1-1x) " u dv ),
sn-1 Wp By

Otra forma de probar este resultado es la siguiente: como antes, si 1 < k <
n—1,laaplicacién ¥: By x §"~k-1 . gn-1 ((x,m) — (x,om)) es uno a uno con imagen
§"~1 salvo un subconjunto de medida cero (el conjunto de aquellos { € S"~! tales
que (k41 = -+ = {, = 0). Ahora pretendemos hallar una féormula para el cambio de
variables asociado a V.



2 Propiedades bésicas de las funciones armdnicas 7

Observemos que By x $" k=1 es una subvariedad (n — 1)—dimensional de R”
cuyo elemento de drea es dv(x) do(n). Para x € By fijo, ¥ cambia la medida de area
sobre {x}xS"~*~1 por el factor p"~*~1. Para7 fijo, ¥ cambia la medida k—dimensional
sobre By x {n} por el factor o~ '. Ademads, como se puede comprobar ficilmente, las
subvariedades W ({x} x S"~%~1) y ¥ (B x {n}) son perpendiculares sobre sus puntos
de interseccion, por lo que W cambia la medida (7 —1)— dimensional en B, x §"~%~1

. n—k—2 n(n-k/2-1 .
por el producto de estos factores, es decir, por p = (1 —|x| ) . Ajustando
las constantes de normalizacion, esto implica (2.3).

Algunos casos particulares de (2.4) merecen mencién especial. Por ejemplo,
para k = 1, que corresponde a la descomposicién de S~ ! en esferas de una dimen-
sién inferior intersecando S"~! con hiperplanos ortogonales al primer eje coordena-
do, la bola B; es el intervalo (-1,1) y

1
fu(()da((): w”‘lf (1—x%)=372 (f ulx,(V1-x2mdom)|dx.
S Wp -1 sn-2

En el otro extremo, el caso k = n—1 (que es el mayor valor admisible para
k) corresponde a descomponer S”~! como unién de pares de puntos intersecando
§"~1 con rectas paralelas al Gltimo eje coordenado. La esfera S° es el conjunto de
dos puntos {-1,1} y do la medida contadora normalizada tal que cada punto tiene
medida 1/2. En este caso, (2.4) se escribe como

—x|2 — —xl2
/u(()da(()z S u(x, V1= 1xP9) +ulx, =V =[x
s Wn JBy- V1-|x2

Por tltimo, si n > 2y k = n—2, el término (1 — |x|?)"~0/2-1 desaparece y la
variable 7 varia en la circunferencia unidad en R?> que, por tanto, podemos parame-
trizar por (cos8,senf), lo que hace do(n) = df/2xn. Asi, (2.4) se reduce a

1 T
f u)do () = —f (f u(x,v1—-|x12cos0,v/1—|x|2sen6)d6 | dx.
S wn Bn72 =7
2.2. Lapropiedad del valor medio

Si do denota la medida de Lebesgue invariante por rotaciones en S"~! = 9By
normalizada de modo que (S 1) = 1, el andlogo multidimensional de la proposi-
ci6én 2.6 en [16] estd dado por

Proposicién 2.4. Si u € C?(B) entonces
. 2n
Au(0) = lim —Zf (u(rd) —u(0)) do(Q). (2.5)
r—0+ 12 Jgn-1

Demostracién. Atendiendo al desarrollo de Taylor, paral € " 'y0<r<1
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2
u(rd) = u(0) + rvu(0)- ¢ + % FU0)0) - + o(r?).

Integrando

0
[, uroo@ = uo-+r 250 [, ¢a0

r2 n
+— ()f do () +o(r?)
2 ],Czlax]axk Cick ¢
2
= u(0) + — 2162()f GdoQ)+o(r?)
]

2
= u(0) + — Au(0) + 0(r?)
2n

ya que

[, cidow =0,
sn-1
f (3doQ) =~
sn-1

sij=1,2,...,ny
[, titrdowr =0
gn-1
si j # k. Para ver esto, obsérvese que la funcién
2 - 2
Q= [ €xrdo@=] (£ ¢pu) dot0

zj’(f (sz(O)x +2 ) (Lnflfj(kdo(i))xjxk

l<j<ksn

es radial, puesto que para toda transformacién ortogonal O € o(n),
Qo0 = [ | @002 o= [ (00 dow)
= fs (@ x0*do)=Q(x)
porque o es invariante por rotaciones. De aqui (2.9) es aparente. Ademds, como

sn-1 sn-1 gn-1

(2.6)

2.7)

(2.8)

(2.9)



2 Propiedades bésicas de las funciones armdnicas 9

se tiene que

2 _ = 2 _ 2 _ n-1y _
nf, Gao=1 [ Gaso=[ 1rFas0=os=1

para todo j = 1,2,... Esto prueba (2.8). El razonamiento para ver (2.7) es similar:
basta considerar la funcién

Q(X)=fsn1C-de(()=jZ=1(Lnlfde(())xj

que, por la misma razén, también es radial. Puesto que Q es lineal y Q(0) = 0, se sigue
que Q = 0. Ahora (2.5) sigue haciendo r — 0* en (2.6). O

Ejemplo 2.5 (ver la Nota tras la solucion del ejercicio 5.35 en [7]). En el caso particular
n =3 lamedida do en coordenadas esféricas

X = sen¢cosf
y =sengsenf 0<0<2m,0<@p<n
Z = Cos¢,

tiene la expresion

) X y z
ax 0y az seng
do@,p)=—4det| 35 735 77 | = dodo.
T 15 5]
dp 3¢ 3¢

La identidad (2.5) se convierte en

b3 2
Au(0) = lim f sen(p(f u(rsengcosf,rsengsend, rcosp)dl |de.
0

r—0+ 212 Jo

El siguiente teorema establece que el valor de una funcién arménica en un
punto coincide con su valor medio sobre cualquier esfera centrada en dicho punto.

Teorema 2.6 (del valor medio). Supongamos que la funcion u es armdnica en un
abierto Q cR"™. Six € Q y0 < r < dist(x,0Q), entonces

1 1
uw=— s [ wdso == [ utxrds@
wnr IC—x|=r Wn Jig|=1
:f u(x+r)do).
I¢1=1

Demostracién. Primero obsérvese que la segunda igualdad sigue de la primera ha-
ciendo el cambio de variables { — x + r{, que la tercera es otra forma de reescribir la
segunda (do = dS/wy,) y que, componiendo con una traslacién, podemos suponer
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que x = 0. Para probar la primera usaremos el teorema integral de Gauss (corolario
2.3). Si

1
o) =— u(r$)ds()
w

n J|{1=1

entonces

1 1
e'(r=— f {Vur)dsSQ) = —— f dnu(mdSm) =0.
wy Jig1=1 T(a)nr Inl=r
n=r

Esto implica que O es constante, y por tanto
1
u(0)=0(0)=0(r) = —f u(rd)ds). O
Wn J(gI=1

Integrando en r podemos enunciar la siguiente version del teorema 2.6 en vo-
lumen:

Corolario 2.7. Si u, Q yr > 0 son como en el teorema 2.6, entonces

n n
u(x) = "-[II ux+y)dv(y) =— ux+rydv(y).
ylsr

Wnpr Wy Jlyl<1
Demostracion. La Gltima de estas igualdades se obtiene haciendo el cambio de va-
riables y < ry, y el resultado sigue sin mds que multiplicar la relacién

1
ux)=— u(x+pr{)dS()
Wn Jig|=1

por Q”‘l eintegrarpara0<p<1. O

Observacion 2.8. (a) Nétese que el factor n/w, en el corolario 2.7 coincide con
1/v(B) (el volumen n—dimensional de B).

(b) Puesto que do = dS/wy, 1a férmula (2.5) muestra que para funciones C? el reci-
proco del teorema 2.6 también es cierto. De hecho bastaria con que a cada x € Q
corresponda una sucesion de radios 0 < r; < dist(x,09), j = 1,2,..., tales que
rj — 0 cuando j — oo, paralos que

u(x):L u(x+r;0)ds), j=12,... (2.10)
Wn J|(|=1

El siguiente resultado es el andlogo armoénico del teorema 1.2.4 en [14] (ver
también [16, teorema 1.10])

Corolario 2.9. Sea u armdnica en un abierto Q < R". Para todo compacto K c Q y
todo entorno abierto U c Q de K existe C > 0 (que sélo depende de K y no de u) tal que

suplul = Clulp gy, -
K
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Demostracién. Sea § < dist(K,0U)/2. Si xop € Ky |x— xp| < 6, por el corolario 2.9 te-
nemos que

n
lu(x)| < f lu(x+y)ldv(y) < flu( Ndv(y)
wn6" Jiyi<s Y Y wn6" Ju Y Y
n

Observacion 2.10. El corolario 2.9 muestra que, para sucesiones de funciones armé-
nicas, la convergencia uniforme en compactos es equivalente a la convergencia en
L} oc» €8 decir, en L' sobre compactos. Otra forma de decir esto es que las correspon-
dientes topologias sobre el espacio de funciones armonicas coinciden.

De hecho, jcualquier topologia ‘medianamente razonable’ que se considere en
el espacio de funciones armonicas implica convergencia uniforme en compactos!

2.3. Elreciproco del teorema del valor medio

El siguiente teorema muestra que la hipétesis de regularidad en la observacién
2.8(b) puede relajarse sustancialmente:

Teorema 2.11. Supongamos que u sea continua en un abierto Q c R" y que
u(x) =f u(x+rd)do(() (2.11)
I¢1=1

six € Q para todo 0 < r < dist(x,0Q). Entonces u € C*(Q) y es armonica en .

Demostracién. De acuerdo con la observacion 2.8(b), basta probar que u € C®(Q).
Sea ¢ € C°(B) radial tal que fB<pdv =1y ¢x) =w(x)) con v € CX(0,1). Pa-
ra cada ¢ > 0 suficientemente pequefio, sean ¢¢(x): = £ "P(x/e) y Qp: = {x €
Q / dist(x,0Q) > ¢}. Entonces, si x € Q,, la funcién y — ¢ (x — ) tiene soporte en
Qy

u*qbe(x)=_[Qu(y)(l>g(x—y)dv(y)=fQu(x—y)d>g(y)dv(y)

=£_"f u(x—y)p(yle)dv(y) =/
lyl=e |

- ul(x—ey)p(y)dv(y)
yl=

1
=f Q'HW(Q)U u(x—EQC)dS(())dQ
0 (=1

1
= wnu(x)f " 'w(p)do= u(x)deﬁy)dv(y) = u(x).
0
Puesto que ¢ € C*, u = u * ¢, también lo es en Q.. Como € > 0 es arbitraria-
mente pequeno, concluimos que u € C®(Q). m]
Corolario 2.12. Si u es arménica en Q) entonces u € C*°(Q).

Demostracién. Es consecuencia inmediata de los teoremas 2.6 y 2.11 aplicados su-
cesivamente. O
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Corolario 2.13. Si {uy} es una sucesion de funciones armonicas en Q) que converge
uniformemente en compactos de Q a una funcion u, entonces u es armonica en Q.

Demostracion. Puesto que cada uy satisface las hipotesis del teorema 2.11, u tam-
bién. ]

2.4. ElPrincipio del Maximo
Teorema 2.14. Sea Q un dominio en R". Si u es armdnica real en Q y

sup u(x) = A< +oo,
x€Q

entonces u(x) < A para todo x € Q o u(x) = A para todo x € Q.

Demostracién. La prueba sigue la linea de la demostracién del teorema 2.10 en [16]:
claramente % : = {x€ Q / u(x) = A} es relativamente cerrado en Q. Pero por el teo-
rema del valor medio, si xo € % entonces u(x) = A para todo x en cualquier bola
cerrada centrada en xp y contenida en Q, con lo que %/ también es abierto. Como Q
es conexo, % = @,yporlotanto u< Aen Qo % =Q, en cuyo caso u = Aen Q. O

Corolario 2.15. Si Q c R" es acotado y u es armonica real continua en Q, entonces

max u(x) = maxu(() y min u(x) = min u(().
x€Q {edQ xeQ {€dQ

Demostracién. El méaximo se alcanza en algiin punto de Q, pues si esto sucediese en
un punto interior, como u es constante en la componente conexa que lo contiene
(teorema 2.14), el maximo también se alcanzaria en 0Q. La igualdad entre los mini-
mos sigue de la de los méximos sin mas que reemplazar u por —u. O

Corolario 2.16 (Teogema de Unicidad). Sea Q acotado y u,v arménicas complejas
enQ y continuas en Q. Siu = v en 0L, entoncesu = v en Q.

Demostracion. Las partes reales e imaginarias de u — vy v — u son armonicas reales
en Q y se anulan en 0Q. Por el corolario 2.15, u = v en Q. m]

Observacion 2.17. Como hemos visto, la propiedad del valor medio es caracteristica
de las funciones armonicas, pero el principio del méximo y sus corolarios siguen
siendo validos para ecuaciones en derivadas parciales més generales.

El siguiente resultado generaliza el corolario 2.26 en [16] para n = 3:

Corolario 2.18 (Teorema de Liouville). Si u es armoénica acotada en R", entonces u
es constante.

Demostracién. Six€R™yr > |x|, por el corolario 2.7 tenemos

f u(x+y)du(y)—f u(y)dv(y)'
lylsr lylsr

[u(x) —u(0)| =

wnpl

n nv(Dy)
L ||u||oofDrdu(y)=||u||wW

n n

=
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donde D, denota la diferencia simétrica de las bolas B,(x) y B;(0). Pero como se
cumple que D, c o, ={y /r—Ix|<|yl<r+|x|} (figura1.1),

r+x|

v(Dr)Sv(dr)Sf dV(y)zwnf 0" 'dp
o, r

—1x|
)
= —((r+1xD" = (r = 1xD")
n
lo que implica que

(r+1xD™—(r—|xp”

lu(x) —u(0) = n
r
lx] )" |x])"
={1+—] -[1-—] — 0.
r r) rooo
Por tanto u(x) = u(0) para todo x € R” y asi u es constante. O

Figura 1.1. Diferencia simétrica D, < </,

Observacién 2.19. Cabe sefalar que la misma demostracién del teorema 2.18 permi-
te relajar su hipdtesis: basta con suponer que u sea positiva.

Corolario 2.20. Toda funcién arménica positiva en R? \ {0} es constante.

Demostracion. Si uesarmonica positiva en R2\{0}, la funcién z — u(e?) es arménica
positiva en RZ=~C, y atendiendo a la observacion 2.19, u es constante. m]

El andlogo del corolario 2.20 es falso cuando 7 > 2: la funcién |x|2 " es positiva
y armoénica en R” \ {0}. En el apartado 5.5 clasificaremos, tras la demostracién del
teorema de Bocher, las funciones armdnicas positivas en R” para n > 2.
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3. Lasolucion fundamental

Una solucién fundamental para un operador diferencial con coeficientes cons-
tantes L = P(0) = ¥ |qj<m 320% es una “distribucién” K tal que LK = § (la delta de
Dirac). En otros términos, K es una solucién fundamental de L si

(K,L" @) =(0) 3.1)

para toda ¢ € CP(R")". Aqui L* = P*(0) = ¥q)<m(~1)'*!G,8* denota el adjunto for-
mal de L.

Las soluciones fundamentales son ttiles para el estudio de la ecuacién no ho-
mogénea Lu = f:si f € CP(R™), entonces la convolucién u = K * f definida por

K*f(x)=fWK(x—y)f(y)dv(y)

satisface Lu = f.

Observacién 3.1. De acuerdo al teorema de Malgrange-Ehrenpreis, todo operador li-
neal con coeficientes constantes tiene una soluciéon fundamental.

El objetivo de esta seccién serd encontrar una solucién fundamental explicita
para el operador de Laplace. Puesto que éste conmuta con rotaciones buscaremos
una radial que, por el corolario 1.3, debe ser de la forma a + bix"sin>20a+
bln|x| si n = 2, y donde obviamente la constante a se puede omitir en ambos casos.
Basta asi con probar que existe una constante b € R” que nos permita construirla.
Teorema 3.2. La funcién

|x|2—n

Nx)=1{ C-nw;y
1 T

3 Inlx|, sin=2

,Ssin>2

es una solucion fundamental para A en R".

Demostracion. Sea ¢ € C°(R"™) y r > 0 lo suficientemente grande para garantizar
que sop@ < B(0). Sie >0, por (2.2) en Q. = B, (0) \ B;(0) tenemos

fg (NA(p—(pAN)dv:faQ (NOzp —pd5N)dS

=f (Naﬁ(p—(paﬁN)dS
0B (0)

—f (Naﬁ(p —<p6;,N) as.
0B¢(0)
Puesto que N es armdnica en R \ {0} y ¢ = 0 en 0B, (0), resulta que

NA@dv = f (907N — Nozp)ds. (3.2)

Qg 0B¢(0)

* (3.1) es la definicion distribucional basada en integracion por partes de LK = §.
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Cuando € — 0, el término de la izquierda tiende a

NAgpdv
Rn

ya que N es localmente integrable y, para el de la derecha,

f Nz dS‘ =N(e) f 07 dS' = N(e)
0B¢(0) 0B¢(0) 1

por (2.2)
con v=1

f Apdv
B¢ (0)

2

A , para n>2
py— 1A@lloo, P

elne

IA@lleo,  para n=2

por lo que en ambos casos tiende a 0 cuando € — 0. Por dltimo, para todo n = 2

1
5-—NdS=—f dS— ¢(0)
faBg(O)(p " wpe™1 aBE(O)w e—0?

y (3.1) se sigue haciendo € — 0 en (3.2) (nétese que el adjunto formal cumple A* = A,
es decir, A es autoadjunto). O

Observacién 3.3. 1. Si no se desprecian los términos de frontera en el infinito, la
demostracion de este teorema permite concluir que

<p(0):f NA(pdv+f (907N — Nozp)dS (3.3)
Q 0Q

sipe C3(Q).
Noétese ademads que, si Q = B < R” es la bola unidad, (3.3) generaliza el teorema
2.4en[16].

2. El caso n =2 en el teorema 3.2 se puede deducir formalmente del teorema 1.2.1
en [14] (ver también [16, teorema 1.8]): por este tltimo, la funcién C(z) = 1/nz
es una solucién fundamental para el operador 0/9z, pero

6N— 19 nlz|l= ! In|z|? = 19 In(zZz)
0z  2mdz T 4m oz T 4mdz

_ 1t a(lnz+ln2)— ! alnz— ! —1C(z)
T 4Am oz T Amdz T Amz 4

y puesto que A = 40%/0z0z, tendremos

0
T oz

ON
0z

0
—C5.

AN =—=
0z

El siguiente resultado expresa funciones suficientemente regulares en térmi-
nos de su Laplaciano en Q y su dato de Cauchy en 0Q.
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Teorema 3.4. Sea Q < R" un dominio acotado con frontera regular. Si u € C*(Q), en-
tonces

)= [ Nee=paup) v+ [ (u@os Nix -0 -05u@NG=0)dS Q) (.4)

para todo x € Q.

Demostracion. Sea xg € Q. Por (3.3)
u(xp) = ¢(0) =fQ N Ap(y)dv(y)
0
+ fag (MmN () - Nmdsup () dS,
0

donde Qp = {yeR" /xo—y€Q} y ¢ la funcién definida en Qy dada por ¢(y) =
u(xp—y). El teorema sigue haciendo el cambio de variables y€ Qg — x=xp—-y€Qy
1N €0Qy — { = xp—1n € 0Q en el primer y segundo sumando de esta igualdad respec-
tivamente. O

Corolario 3.5. Sea Q ¢ R” un dominio acotado con frontera regular. Si u € C'(Q) es
armonica en ), entonces

u(x) = fa 5 (w07, N(x =) = 05u Q)N(x =) dS(©)

para todo x € Q.

4. Los problemas de Dirichlet y Neumann

Dos de los problemas de valores frontera mds importantes donde aparece el
operador de Laplace son respectivamente el de Dirichlet y el de Neumann.
Sea Q c R” un dominio con frontera regular.

El problema de Dirichlet: dadas dos funciones f en Qy g en 0Q, encontrar otra u en
Q tal que

{Au:fenQ @1

u = g enoQ.

El problema de Neumann: dadas dos funciones f en Q y g en 0Q, encontrar otra u
en Q tal que

4.2)

Au= fenQ
Opu = g en 0Q).
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El teorema de unicidad (corolario 2.16) muestra que, si existe solucién clasica
ue C2(QncCQ al problema de Dirichlet, ésta serd tinica en la clase C2lQnCQ).
Para el problema de Neumann no ocurre lo mismo, pues siempre podemos sumar a
u cualquier constante para obtener otra solucion. Ademas, si u es solucion de (4.2),
por(2.1)conv=1

ffdvzfAudv= OpudS = gds
Q Q 00 oQ

lo que impone una condicién de compatibilidad entre fy g que, como veremos en
el apartado 4.3, en ciertos casos resulta ser suficiente para la existencia de soluciones
de (4.2).

El problema (4.1) se puede reducir a los casosenque f=06g=0:sivy w
satisfacen

Av = fenQ

{ v =0 enodQ “-3)
y

Aw =0enQ

{ w = g enodQ, 4.4

respectivamente, entonces © = v + w satisface (4.1). Es mds, los problemas (4.3) y
(4.4) son equivalentes. En efecto, supongamos que podemos resolver (4.3) y sea una
funcién g € C(0Q); entonces, si § € C>(Q) N C(Q) es una extensiéon de g a Q y v
resuelve (4.3) con f = Ag, la funcién w = g — v serd solucién de (4.4). Por otro la-
do, si podemos resolver (4.4), extendiendo f como nula fuera de Q podemos tomar
v=Nx* f—w, donde w es solucion de (4.3) con dato wlsq = (N * f)lsq.

4.1. Latransformada de Kelvin

Sea ¢: Q c R” — Q c R” un difeomorfismo de clase C*®. Si y = w(x), sean
Ty = (ay : ) Yy = ( ;;) las matrices jacobianas de v y ¢! respectivamente. Consi-

deremos en Q la matriz

L axk 6xk
(817 ) =Ty - Ty1 (1) = (g o, ay,)
y denotemos por (g'/) su inversa
B nog ‘OJ/'
ij — -1 L7t -1 — Yi J )
(&7 W) =Ty - Ty ™ () (k; e s wl(y))

2 ~
Si g =det(gij) = (det ]w—l) , los elementos de volumen en Q y Q estdn relacionados
por dv(x) = \det]w-l |dl/(y) =,/8dv(y).
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Teorema 4.1. Si u es una funcién C> enQ yii= uoy ™", entonces

ey =— 3 gl vga

glj lay]

Demostracién. Si w e CP(Q)y W= w o1 tenemos

0yl ) *:5)

” ou ow

o 6%u
fQAu(x)w(x)dv(x):I;fﬂa—zwdv(x) Z 6_xkad v(x)

L 0il 0y; 0w 5}/
oy SRR auy
l.jk,l 0 0y; 0xi Oy 0xk
on 0w

_o———g'VEgdv(y)
ij= 1 aJ/z 0yj

= ’]\/_—)wdv(y)
1;1 ay] (

fl"c'i

El resultado sigue inmediatamente puesto que w es arbitraria. O

oy wdv(x).

)

\/gl] lay]

Observacion 4.2. Si pensamos en y1, s, ..., ¥n como nuevas coordenadas en Q, (4.5)
proporciona la expresion del Laplaciano en esas coordenadas. De forma més gene-
ral, ésta es la expresion para el operador de Laplace-Beltrami en la variedad Rieman-
niana (Q, (g,'j)) con tensor métrico (g;j) en coordenadas y1, y2,..., Ya.

Para lo que nos concierne, estamos interesados en la transformacién

X

= W

para x € R™\ {0}, obtenida por reflexion respecto de la esfera unidad S = dB. Puesto
que x = x*/|x* |2, tenemos

*

* %
oxy  Oix % X (4.6)
ax;k - |x*|2 |x*|4 :
Y n X\ 5 XX, 5
g._:z(éik _2xixk) ik 577k _ Oij
1] = |x*|2 |x*|4 |x*|2 |x*|4 |x*|4’

porlo que g/ = |x*[6;j y g = [x*|7*". Asi, si u es C* en R*\ {0} y @1(x*) = u(|x|™x),
de (4.5)

r 0 oil 0 oil
Au(x) = |x*|2n Z — (|x |4 2n6” ) |x |2n Z : (|x*|42n_*)
o axj ox’ 10X dxj

ol
2— 2n *
+(4 2n)|x*| /6 )

n 2 7
ox’

4 *
j=1 j
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%a  olx*|F" da )

R P
| ij Gx]. 6xj
n 2 ~ *|12—n 7 2% (12—-1n
|x*|n+22 (Ix*lz_” o0“ii . 0|x*| oii +6 [x*| ~)
. *2 * * *2
| ax] 6x] 6x] dxj
n

donde en la penultima igualdad hemos afiadido A+ (|x* Iz‘”) que esnulo para x* #0
(corolario 1.3). Asi
u= |x* |n+2A(|x* |2—n ﬁ),

es decir
w(xc/11?) = 1™ 2A (1 u (/1 x12)) 4.7)

si x € R™\ {0}.

Definicién 4.3. Si u € C? en un dominio Q < R™\ {0}, la transformada de Kelvin % u

de u se define como
Kl (x) = 1x1* " u(x/|x1%)

enQ={x/|x? / xe Q}.

Observacion 4.4. 1. Lareflexion x — w(x) = x* es conforme, es decir, conserva an-
gulos. Esto a su vez equivale a que su matrix jacobiana ¥’ (x) sea un mdltiplo de
una transformacién ortogonal. Para probar esta afirmacién, si O € 0, es ortogo-

nal entonces
Ox Ox

10x1Z  |x2
es decir, ¥ conmuta con cualquier O € o0,,. Asi, para ver que en un punto arbi-

trario xg € R™\ {0} 9’ (xp) es un mdiltiplo de una matriz ortogonal, serd suficiente
probar que esto sucede si xg = |xgl€] = (|xgl,0,...,0). Ahora bien, de (4.6)

Y(0x)=—> =0(y)

—1/|xl?, sii=j=1

0—(360) Uixol?, sii=j=2
i 0, en otro caso

que quiere decir que W’ (xp) es proporcional a la matrix ortogonal

-100...0
010...0
Oo=|001..0]

000...1
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2. Noétese que (4.7) se puede reescribir como
A(K [u) = A [I1xI*Au]

yaque

4
K [Ix*Au] (x) = |x*" Au(x/|x?) = X172 " Aulx/ |x]?) = A (K [ul).

|x?

Con esta discusidon hemos, en particular, probado:

Teorema 4.5. Si u es arménica en Q c R"™ \ {0}, entonces su transformada de Kelvin
K [u]l loesen Q.

4.2. Lafuncién de Greeny el niicleo de Poisson

En este apartado presentaremos una férmula general para representar la so-
lucién del problema de Dirichlet (4.1).

Sea Q) c R” un domino con frontera regular y supongamos que u € C>(Q). El
teorema 3.4 permite recuperar la funcién u si se conocen Au en Q y u,0u/dn en
0Q. Sin embargo, en el problema (4.1) la funcién du/d7 no es conocida y, por tanto,
hemos de modificar esta expresién para eliminar dicho término. La idea consiste en
corregir la solucién fundamental N de tal forma que la funcién resultante siga siendo
una solucién fundamental y ademds se anule en 0Q).

Para x € Q2 supongamos que exista una funcién h,: Q — R que resuelva el pro-
blema (4.4) con dato g = N;: = N(x—-). Porlaidentidad de Green (2.2) tendriamos

fQ he (AU dV(y) = fa (10030 = 0515 ©)dSQ)
- fa (NG =003 = 1032 ©) S

y sumando con (3.4)

u(x) = fm 07, G(x,u)dS() + fQ G(x, y)Au(y)dv(y) (4.8)
donde G(x,y): = N(x—y)—hx(y) eslallamada funcién de Green. De ella observamos
que cumple

(i) SixeQ, G(x,")— N(x—-) esarmonica en Q y continua en Q.
(ii) G(x,{) =0paratodo xeQy (€.

Claramente G es Uinica: para cada x € Q, G(x,-) — N(x —-) es la inica soluci6n al pro-
blema (4.4) condato g = -N(x—").
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Proposicién 4.6. La funcion de Green tiene las siguientes propiedades

(a) es negativa:
G(x,y)<0

Six,yeQ,x#y.
(b) es simétrica:
G(x,y) =Gy, x)

paratodo x,yeQ, x#y.

Demostracién. (a) sigue de (i) y (ii) por el principio de maximo: para cada x € Q,
G(x,-) esarmoénicaen Q\ {x} y

lim G(x,y) = lim (N(x=y) = he(y) = —c0.
Para ver (b) sean x,y € Q, x # y, y consideremos las funciones u = G(x,) y v = G(y,)

definidas en Q\{x, y}. Si € > 0 suficientemente pequefo, por (2.2) en Q, = Q\ (B, (x)U
Bg(x)) se tiene

f vo; U — Ul v :f udymv — vopu (4.9)
B (x) Be(y)

vaque Au=Av=0en Q. y u=v=0endQ. Como en la demostracién del teorema

3.2, por un lado
f uaﬁ v
Be(x)

puesto que v es regular cerca de x, y por otro

<Ce" ! sup |v]—0
0B:(x) €70

e—0

lim Vo U :f v(()@;l(N(x—()dS(() =v(x).
Be(x) Be(x)

Asi, el termino de la izquierda en (4.9) converge a v(x) cuando € — 0y, de la misma
forma, el de la derecha lo hace a u(y). Consecuentemente

G(x,y) = u(y) = v(x) = G(y, x). o

La funcion de Green para el semiespacio
Consideremos el semiespacio
RY: ={(x=(x1,%x2,...,Xy) €R" / x, > 0}.
Lafuncién s, (y) = N(x—7) donde X es lareflexién de x sobre el hiperplano 6R” dada

por
X= (xlyx2y---r_xn)
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puede usarse como corrector para encontrar la funcién de Green, que en este caso
tendrd la expresiéon

Gx,))=Nx-y)-Nx-7), x,yeR}], x #y.

Teniendo en cuenta la expresion para la soluciéon fundamental dada en el teorema
3.2,paral € 0R} yn>2

0G 1 [Xn=Yn Xn+Yn
05,G(x, ) =— — . -
" 0Vnlyee @n llx=yI" " lx=31" |,
_ 2 Xn
wp |x={|"

ya que {, = 0. De igual forma podemos comprobar que esta expresion sigue siendo
vélida para n = 2.
Si quisiéramos resolver el problema

Au =0 enRY
u = g endRY,
(4.8) sugiere que
2
u(x) = x"f 8O 4 (4.10)
Wy Jor? |x—{|
El nticleo 9
Xn
P (x,0) = —
[Rer(x ) wp |x="

es el niicleo de Poisson para R’} y (4.10) la correspondiente férmula de Poisson. Dicho
nucleo Py tiene las siguientes propiedades

(P1) Pgn(x, {) > 0 para todo x € R7 y todo { € dR".
(Py) f . Py (x,0)d{ =1 para todo x € R”.
R

(P3) lim Pgr (x,m)dn = 0 para todo ¢ € dRY y todo 6 > 0 fijo.
xxnjo In—¢1>6
Tenemos que (Py) es inmediato de la propia definicion de Pg» y (P2) sigue de (4.8)
tomando u = 1. Para ver (P3), si |x—{| <8/2y|n—{| > entonces
lx=nl=n-Cl-1x-{1>6/2

y por tanto

2x d 2x d
f Py (x,mdn = f = f o
In—¢1>6 Wn Jix-ni>6/2 1x—1| Wn Jini>sr2 1N

+00 d +00 d 4
:anf Q”fz—SZanf —f:ﬁ—»o
512 0 512 0 6 x—¢

yaqued >0estafijoy x, — 0si x — { € IR} (enla peniltima integral se ha efectuado
el cambio a polares en R,
Ahora podemos enunciar el siguiente
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Teorema 4.7. Supongamos que g € C(R"™!) es acotada y definamos u en R" por
(4.10). Entonces

(a) ue C®(R?) yacotada,
(b) Au=0enR?
y
lig(l u(x) = g(0)
x);>0
para todo { € R"1.
Aqui se requiere que g esté acotada para que la integral (4.10) que define u sea
absolutamente convergente.
Demostracion. Que u € C*°(RY) sigue inmediatamente ya que Pg» lo es en la variable
xparale Re1 y estd acotada ya que, por (P1) y (P2),

Wl [ Py ORI S I8l [ Pay(5.0dC = Iglo

si x € R. Puesto que P es armonica en x para todo { € R"! fijo, concluimos que u
es armonica en RY.

Para terminar, sea { € R""! y ¢ > 0. Como g es continua en {, existe § > 0 tal
que |g(0) — g(n)| < € siempre que |{ —n| < § y por tanto, de (P) y (P»), si x e R}

u(x) - gQ)l = f| oy Pt Com |80~ g dn
n— <
ﬁ[ Pgn (x,m) |g({) — g dn
In—{1=6

Sff P (x,mdn +2(glleo Pgn (x,m)dn
In-¢1<6 In-¢1=6

{12

ngml P (x,mdn +2(glleo el 6P[R£(X,Tl)d77

n—(lz
=e+2]8lleo P (x,m)dn.
n-¢1=6
Haciendo x — {, (P3) implica que
limsup|u(x) - g <e.
x)i,;(o
Puesto que esta desigualdad es valida cualquiera que sea € > 0 concluimos que
limsup|u(x) - gW)I=0
xxn;CO
que equivale a
lirr(l lu(x)-g)=0
xx,l>0

seglin queriamos demostrar. O
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Observacion 4.8. Nétese que, aunque tenemos una férmula para una solucién del
problema de Dirichlet en el semiespacio R en términos del dato de frontera g, la
solucién no es tnica (esto es tipico para el problema de Dirichlet en regiones no
acotadas). Para comprobar esto, simplemente obsérvese que la funcién v(x) = x,
es armoénica en R” y se anula en R"~! = 0R”, lo que implica que se puede sumar a
cualquier solucién para producir otra nueva. Por otro lado, como consecuencia del
principio de reflexién 5.10 y el teorema de Liouville 2.18, es cierto que las soluciones
acotadas del problema de Dirichlet son tnicas.

La funcién de Green para la bola

Para construir la funcién de Green en la bola emplearemos como antes una
reflexion, ahora por medio de la transformada de Kelvin y que, como alli, nos permi-
tird mover la singularidad de la solucién fundamental N para asi construir la funcién
correctora adecuada. En lo que sigue necesitaremos el siguiente

Lema 4.9 (de simetria). Si x,{ € R", x #0 y|{| = 1, entonces
x—(l= le(‘ (figura 1.2).
Demostracion.

x=(P=1-2x-C+|x]®=

~2() (1) + i = ——|x|c

1x|

Figura 1.2. Simetria

La funcién hy(y) = [yI>"N(x - y*) = [yl* "N (x - y/|y|?) es, por el teorema
4.5, armoénica para cada x € By hy({) = N(x,{), yaque {* = si|{| = 1. Consecuente-
mente, si n > 2, la funcién de Green para la bola es
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G(x,y) = N(x—y) - |y|2‘"N(x— %)

_y|2—n_|y|2—n y

lyI?

2—1’1)
= ix x|y

1 2-n
p— — _n_
2-nwy, (lx Y | x| )

que es vélida si x # 0 (en la dltima igualdad hemos hecho uso del lema 4.9). Ademés,
la cadena de igualdades en (4.11) sugiere definir

|y|2—n _
@C-nw,

.

= (|x
2-nw;,

. (4.11)
= G [ e

G(0,y) =

Cuando 7 = 2 la expresién andloga es

27 |Inlx =yl =In| 5 - ,si X#0
G(x,y):{zln[“'x yI=In| & - xy|| s?x;é
bl si x=0.

Por udltimo, pasamos a computar el ntcleo de Poisson. Puesto que la derivada
normal en la esfera es {-V; =3.{;0/0( j, derivando en (4.11) tenemos
J

vor (& -1
P(x,0) =05, G(6,0) =V Glx,{) = ——c =
=0 |2 e

1 lx—{|" lx—{|" wp lx=C"
lema 4.9

_ _i((.(x—()_le(-(%l—lxl())_il_mg

El resultado anélogo al teorema 4.7, y cuya demostracién omitiremos por su
similitud con la de aquél (ver [16, teorema 2.18]), es:

Teorema 4.10. Sea g€ C(S) y
1 1-|x/? .
Plglx) = or Js mm8dS(@), si x| <1
g(x), si|x|=1.
Entonces P[g] es continua en B y arménica en B.

Observacioén 4.11. Para n = 2, usando notacién compleja, si x = a e y = z entonces

a-z 1 ala-z)

G(a,z):— — — ~” |=—In|l=—=
allal-lalz| 2n |a-|al*z
;zi(a z)

1
= gln|¢a(z)|,

Mlaa-
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donde ¢, es el automorfismo del disco unidad que intercambia 0 con a (ver [19]).
Ahorala identidad (4.8) se puede escribir como

21 _
W@ = = i ff ) |Au(z)dA(z)
27‘[ 0 |el(9 _ a| lzI<1

Esto generaliza el teorema 2.4 en [16] (ver también [7]).

4.3. Lafuncién de Neumann

La idea utilizada para resolver el problema de Dirichlet por medio de la fun-
cién de Green puede adaptarse al problema de Neumann (4.2). Como ya hemos in-
dicado, para que este problema tenga solucién los datos deben satisfacer

ffdv=f gds, (4.12)
Q 00

y en tal caso la solucién estd determinada salvo constantes.
Imitando lo que hemos hecho en la construccién de la funcién de Green,

u(x)=fQJV(x,y)Au(y)dv(y)+fm=/V(x,()g(()dS(()

SiAN(x, ) =NEx—-y)—@x, ),y
{ Ap, =0 en Q
a,—wx(c) = ayl(N(x—C) en 0Q.
donde ¢ = ¢(x,-). Sin embargo, este problema no tiene solucién ya que por el teo-
rema3.4conu=1

(4.13)

| osNe-nas@ =1,
0Q

y por ello nos vemos obligados a sustituir la condicion de frontera en (4.13) por

{ Apy =0 en Q i
i, Px() = 853, N(x =) - 5557 en 0Q. :
Suponiendo que este problema tenga solucién, el andlogo a (4.8) es

u(x) =Lgﬂ(x,()6ﬁ(u(()d8(()+fQ</V(x,y)Au(y)dv(y). (4.15)

La funcién de Neumann para el disco

Aunque en general resulta dificil encontrar la expresién explicita para la fun-
cién de Neumann, la estructura analitica de R?> ~ C ayuda a hacerlo para el disco
unidad D = {z € C / |z| < 1} [4]. Puesto que para todo { € T = 0D

1 0 0 0
07, N(z—{) = Py (wﬁ+w%) w:(ln|z w| —Re (aw'w—(lnk_wiz]
1
= —Re ¢ =iRe[ 1_ )
2m (-z| 2n 1-{z
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tenemos
11 1 1 (
6,5(N(Z—()——:—Re[ _ —1]:—Re ¢z
2n  2m 1-(z 21 1-(z
1 0 _ 0 _
= —|w—rw2|  In|1-w
2\ Ow 0w | yw=¢
:aﬁ{(Pz(()-
Asi,

1
@ (w) = —gln|1— L?/z|

es solucién de (4.14) y
1 _ 1 -
Moz w) = — (In|z-w|+In|1-wzl|) = Eln|(z— w)(1-wz)|

es la funcién de Neumann para D.
Dado que Ap(2,{) = 2 In|z— (|, atendiendo a (4.15) la solucién del problema
(4.2) viene dada por

1 1
u(z)z—f ln|z—(|g(()|d(|+—ff In|(z- w)(1 - w2)|f(w)dA(w)
7 Jigi=1 27 JJywi<1

siempre que Ji;_; §IdC| = [f| <) f(w)dA(w).

5. Mas propiedades de las funciones armoénicas

Ahora que sabemos resolver el problema de Dirichlet en la bola, podemos pro-
bar algunas hechos interesantes para las funciones arménicas.

5.1. Lapropiedad del valor medio revisada

En la observacion 2.8(b) se apuntaba que la propiedad (2.10) es suficiente pa-
ra concluir que una funcién u € C?(Q) es arménica en Q. Siguiendo la demostracién
del teorema 11.13 en [19] veremos que, como en el teorema 2.11, la hipétesis de re-
gularidad sobre u puede relajarse.

Teorema 5.1. Si u es continua en Q y satisface (2.10), entonces u es arménica en Q.

Demostracién. Supongamos que B(a,r) cQysea

v=">p [”laB(a,r)

la extension armonica de u’ oB(a,r) @ B(a, 1) dada por el teorema 4.10. Probaremos el
teorema viendo que u = v.
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Supongamos que w = v — u es positiva en algtin punto de B(a, r) y considere-
mos E < B(a, r) el conjunto donde w toma su valor maximo. Puesto que E es com-
pacto, contiene un punto x més alejado de a. Claramente x € B(a,r) yaque w =0 en
0B(a,r) y por tanto existe j tal que B(x,r;) < B(a,r) en donde u(x) es el promedio
de u sobre 0B(x, 7;). Ahora bien, como v es armonica en B(a, r),

w(x) = /|(|—1 w(x+r;iQ)do(()

pero w(x +r;{) < w(x) para todo |{| = 1y, por continuidad, w|aB(x,rj) = w(x), lo que

contradice nuestra eleccién de x. Asi v — u < 0 en B(a, r). De forma similar v — u = 0
en B(a, r) (bastarazonar con —u en lugar de u). O

Observacion 5.2. Notese que la demostracion del teorema anterior proporciona un
principio del maximo para la clase de funciones que satisfacen (2.10), es mas, permi-
te ver que el teorema 5.1 sigue siendo vélido si u tiene la propiedad del valor medio
para un solo radio, ya que tales funciones satisfacen el principio del méximo.

Generalizaciones

Sorprendentemente, para que una funcién continua u en R” sea armonica,
basta que (2.11) se verifique para dos valores distintos de r (y todo x € R") siempre
que estos radios no estén relacionados de una manera muy especial: més precisa-
mente, Si

. _Wn-1 T izcosd n-1 _r(n E (=212
jn(2) = o fo e sen GdH—F(Z) - J(n-2)/2(2)
donde T esla funcién gamma de Eulery J, la funcién de Bessel de primera especie y
orden v, sea

Hy={21/12>0/ ju(z1) = ju(z2) =1}

el conjunto de cocientes positivos de ceros de la funcién j, — 1. Se debe a J. Delsarte
[5] que si (2.11) se verificaparar =ryyr =ry y r1/r, € Hy, entonces u es armoénica
en R" (ver [20, 21, 22]). El desarrollo asint6tico de las funciones de Bessel se puede
usar para demostrar que, para n > 1, H, es finito y, de hecho, H; = {1} [5], por lo que
en dimension 3 es suficiente con dos radios distintos. El caso n = 1 es especial, ya
que ji(z) = cosz y el conjunto de cocientes excepcionales es H; = Q* (racionales no
negativos). Que el conjunto excepcional es no vacio para todo n > 1 contintia siendo
una cuestiéon abierta [22].

También existen versiones locales de este teorema [2, 18]: si # es continua en
B(0, r) y satisface (2.11) para r = r1,12 (r1/r2 ¢ Hy) y x € B(0,r) tal que |x|+7r; <,
entonces u es armonica en B(0,r) siempre que r; + 1, <.

A este respecto hemos de mencionar el problema de un radio de Littlewood
resuelto por W. Hansen y N. Nadirashvili: sea u continua y acotada en el disco unidad
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abierto D c C y supongamos que para cada z € D exista un radio r = r(z) <1 —|z| tal

que
T

_ b i0
u(z) = on) . u(z+r(z)e')ae. (5.1)

;Debe u ser armoénica en D? La respuesta resulta ser NO [11]. Por otro lado, la con-
dicién sobre un radio que se obtiene al reemplazar el promedio de linea por el de
area sobre el disco de radio r(z) SI que implica armonicidad [10]. Este tltimo resul-
tado se puede extender a funciones definidas en dominios acotados de R” (y a otros
no acotados también) incluso rebajando la hip6tesis de acotacién sobre u a que ésta
admita una mayorante armonica, es decir, que |u| < h para alguna funcién arménica
positiva h. Surveys de estos, y otros resultados relacionados, se pueden encontrar en
(13]y [17].
Observacién 5.3. 1. Sin embargo, si u es continua en D y tiene la propiedad de
un radio (5.1), entonces u es armonica en D. Para ver esto, sea M = méx@u y
E ={zeD / u(z) = M} el conjunto de puntos de D donde u alcanza su méximo.
Como en la demostracién del teorema 5.1, puesto que E es compacto, ENdD # @
porlo que méx@u =maxyp U. Asi, u= P [ulsp].
2. Aunque la respuesta al problema de Littelwood es negativa, para el caso del
plano es afirmativa [12] si se imponen condiciones adicionales a r; a saber, si r
es una funcion estrictamente positiva en R? tal que para alguna constante M > 0

r(z) <l|z|+ M siempreque |z|>M (5.2)

entonces cualquier funcién continua y acotada u en R? que satisfaga (5.1) debe
ser constante. Esta conclusion falla sila condicién (5.2) se reemplaza por r(z) <
4|z|+ M.

Enlarecta (n = 1), el promedio (5.1) podria reemplazarse por (f(x—r(x)) + f(x+
r(x)))/ 2. Con r(x) = 27, la funcién u(x) = sen x muestra que el resultado andlogo
falla en una dimensién.

Por tltimo, cabe senalar que en R ya no se conoce si existe un analogo de este
resultado.

Para ver como aparecen las funciones de Bessel, consideremos 7 = 2 y la fun-
cion ug(z) = e'Y (z = x+iy). Entonces

1 r i0 1 d i(y+rsend) i d irsenf de
— | wuo(z+re )d@:—f e'V d9=eyf e —
21 J_x 21 J_n - 2n
=up(2) g e%(em_eiie)@
- 27
T [e 0] de
_ ve | 22
- [[| § i) 2
= Jo(Nup(2)

ya que por la férmula generatriz de Schlémilch

z Ny & v
E(t ;) = > (2t

V=—00

exp
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Noétese que 1y es una autofuncién del Laplaciano; mds precisamente, satisface
la ecuacién de Helmholtz Au+x?u = 0 con k = 1. Es més, si u es cualquier solucién

de esta ecuaciéon y
n

1 .
o= u(re'®)as,

TJ-n

de la demostraciéon del teorema 2.4 en [16] tenemos

12
di’ 2nr f-[|z|<rAu(Z)dA(Z) -[/I‘z\<r u(Z)dA(Z)

.
:—K— | Q(f (Qelg)de)dp———f 00(p)dp.

2nr
Esto quiere decir que O satisface la ecuacion diferencial ordinaria

d( doe
dr( d)+1<r@) 0

y, por tanto, la funcién W () = ©(¢/x) satisface

avy 14d¥y

—+ - +¥=0.
dt  tdt

Esta tiltima es la ecuacién de Bessel de orden cero de la cual sabemos que sélo tiene a
los multiplos de Jo como soluciones acotadas para t — 0*. Puesto que © (y por ende
V) estd acotada cercade 0y Jo(0) = 1, deducimos que O(r) = Jo(k1)O(0) = Jo(x 1) u(0),
es decir,
— u(reie)dﬁzjo(Kr)u(O).
27 J-x

Ademids, como la ecuacién de Helmholtz es invariante por traslaciones, tam-

bién se tendra .

i0 _
e u(z+re )d@—]o(Kr)u(z)

paratodo zeCyr >0.
Siguiendo la demostracién del teorema 2.6, un razonamiento anélogo prueba
que en n dimensiones, si u es solucién de la ecuacién de Helmholtz y

o(r) =f u(rd)do((),
1{1=1

entonces
o .
dr - fmzlz'vu(ro Aoy = fm:rarzu(n)dsm)
_ ;f Au(x)dv(x) = i[ w(x)dv(x)
! Wnr" " Jixi=r 0" Jixi<r

(2.1) con v=1
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—ifi—jq ”*L[ (Odsmﬂd
w,r™ 1 Jo e |(:1u r ©
2

__Kzfr n—l(f (()d (())d __K fr n—le( )d
T opn-l o e I(Izlur o Q_rn_l b (Y plap

por lo que

d n-1 d®) 2_.n-1
— — 0=0.
ar (I’ ar +K°r

Siv=(n-2)/2, con el cambio de funcién ¥ (r) = r*®(r) esta ecuacion se transforma

en
d2\1/+1d\1/+(2 VZ)\I, 0
I —_—— K—— =
dr? rdr 2

que, a su vez, con el cambio de variable independiente t = xr se reduce a

612_\P+1d_\11+(1_\/_2)\}’_0
dr?  tdt )

Como antes, ésta es la ecuacion de Bessel de orden v y por tanto ¥ (que es conti-
nua en ¢ = 0) debe ser proporcional a J,. Deshaciendo los cambios y ajustando la
constante de proporcionalidad deducimos que

2 v
o(r) ( ) r~J,(xr)©(0)

T+ \x

n 2 (n-2)/2

ZF(E) (K_r) J(n-2)12(k1)©(0) = j, (k1)O(0)
puesto que

0 (—l)k (z)v+2k

@)=Y 5

o kT(v+k+1) ' 6:3)

y por tanto, (%)V]V(r) —T'(v+1) cuando r — 0.
Consecuentemente hemos probado que, si u es solucién de la ecuacién de
Helmholtz (que sigue siendo invariante por traslaciones), entonces

fm—l u(x+r)do({) = ja(xr)u(x) (5.4)

paratodo xe Ry r > 0.
Reciprocamente, de (5.3) vemos que

. m&  (=DF gk
Jn(@ =T~ — |z

" (z)kgok!r(gm)(z)
Asi, j,(0) =1, j,(0) =0y jI(0) = —1/2n. Ahora la proposicién 2.5 implica que si la
funcion u € C? satisface (5.4) entonces
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2

Au(x) = ZHW .

7Ojn(1<r) u(x) = —x>u(x).

Por tanto, y como ocurre con la propiedad del valor medio para funciones ar-
moénicas, al menos para funciones C?, (5.4) caracteriza las soluciones de la ecuacién
de Helmholtz.

5.2. Estimaciones locales. Analiticidad

Como hemos visto en el corolario 2.9, las férmulas del valor medio se pue-
den usar para establecer estimaciones locales finas para las funciones arménicas. La
misma idea [6] proporciona el siguiente

Teorema 5.4 (Estimaciones para las derivadas). Si u es armonica en un abierto Q)

R™ entonces
Cn

k
|6au(a)| < Tk ||u||L1(B(u’,)) (55)

a,rt
para toda bola B(a,r) c Q y todo multi-indice a con |a| = k. Aqui a, = w,/n es la
medida de la bola unidad, y C,;. = n*(k+ 1) (k=0,1,...).

Demostracion. Probaremos este teorema por induccién en k. El caso k = 0 es conse-
cuencia inmediata de la demostracion de la propiedad del valor medio en volumen
(corolario 2.7). Para k = 1, teniendo en cuenta que du/dx; es armoénica (basta derivar
con respecto a x; en la ecuacién de Laplace Au = 0), por el corolario 2.7 y el teorema
de la divergencia (para el campo V = u8;), si 0 <y < 1 entonces

ou 1 ou 1 .
—(a) =—nf —dvz—nf un; ds
0x; an(yr)” 1IBayn 0xi an(yr)” lJoBw@ayn 5.6)
1 n ’
< —7 luldS = —llull ;o .
an (yr)" fag(m,) yro @)

Ahora, si x € 3B (a,yr) entonces B(x, (1 -y)r) < B(a, r) y por tanto

lu(x)| < an(l_—W "u”Ll(B(a,r))
por (5.5) para k = 0. Combinando estas desigualdades con y = 1/2 obtenemos (5.5)
para k=1.

Supongamos ahora que k = 2 y que (5.5) es cierto en cualquier bola en Q y
para todo multi-indice a de orden |a| = k — 1. Fijemos una bola B(a,r) c Q y sea «
un multi-indice de orden || = k. Entonces 0%u = 0 (0P u) /dx; paraalgtni € {1,..., n}
yIBl=k—-1.Cony=1/(k+1), (5.6) implica que

|0%u(a)| < @ Haﬁ”HLoo(aB(a,ﬁ))'
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Si x€ 0B(a,r/(k+1)), entonces B (a, k—fl r) c B(a,r)cQy (5.5) para k—1 implica

Cni-1
|6ﬁu(x)| = L P ”u”Ll(B(a,r))’
ap mr
pero
an 1 k-17.n+k-1 r K
- _ _ n+k _
nlk+1) i nlk+1) T =N (k+1) =Cuk-

(m (m

Esto prueba (5.5) en cualquier bola contenida en Q y todo multi-indice de orden k.
]

Estas estimaciones permiten generalizar el corolario 2.9 y proporcionan el
andlogo al teorema 1.10 en[16].

Corolario 5.5. Sea u arménica en Q. Para todo compacto K c Q y todo entorno abier-
to U c Q de K existe una constante C (que no depende de u) tal que

mlg'tx|6“u| <Cllulpy,-
De hecho

nl® (1 +|a))Hal
dk

ITlKé.X 6“u| < ”u”LOO(U) (5.7)

donded: = dist(K,0U).

Demostracién. Sear <d.Siae Ky |x—al <r, por el teorema 5.4 tenemos, con
C=nkk+D*/r*k que
|0%u()| < Cllulpi g,

para todo multi-indice . Si usamos la expresion explicita para esta constante pode-
mos escribir

nk(k+1)n+k nk(k+1)n+k

07 )| < el < T Nl

anr

para todo multi-indice @ de orden |a| = k. Puesto que r < d es arbitrario, esto implica
(5.7). O

Ahora podemos fortalecer el corolario 2.12.

Teorema 5.6 (Analiticidad). Si u es armoénica en Q) entonces u es analitica en €, es
decir, la serie de Taylor en cualquier punto de Q) converge uniformemente en algiin
entorno de dicho punto.
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Demostracién. Fijemos a € Q y sea r > 0 tal que B(a, r) c Q. Entonces, por (5.7) te-
nemos que

lal
|0%u(a)| < (l+|a|)”(;) T+l

Ahora, la férmula de Stirling [7, teorema 2.28] afirma que kh—l»go % = \/% y por tan-

to
A +]ah™ < M + a2 1 +|a))!

para alguna constante M > 0y todo multi-indice @. Ademads, el teorema multinomial
de Newton implica

(n al!
nk= 14 ey 12

|
lal=k a.

porlo que |a|! < n'* a!. Combinando estas desigualdades tenemos
en2\1®
|0% u(a)| sM(1+|a|)”‘”2(—) al. (5.8)
r

a
El desarrollo de Taylor en a es }_, %(x —a)%, donde la suma se extiende
a todos los multi-indices @ = 0 (a; = 0 si a = (aj,az,...,ay)). Afirmamos que esta
serie de potencias converge absolutamente en B(a, 242) En efecto, si x € B(a, 52)
en 2en
entonces

lx—al'" < M1 +|ap"~V22719,

a
|0 u'(a)l |(x—a)“|

10%u(a)l
S —_—
a! a!

y por tanto

0%u(a
Y ¥ |(x— @)% < MK+ k)" 1227k < g2k,
o=k @&
Asi, laserie de Taylor de u en a estd absolutamente mayorada porla serie Y - k227,
que es convergente. m]

Axler et al., basdndose en el teorema 4.10, presentan otra prueba de este resul-
tado [1, teorema 1.28]. Obviamente es suficiente probar que si u es arménica en un
entorno de la bola unidad cerrada B entonces la serie de Taylor converge a u en x = 0
en algin entorno de 0. La idea aqui es la misma que se usa en una variable compleja
para el mismo menester —usamos la representacién integral de Poisson de u dada en
el teorema 4.10 y desarrollamos el nticleo de Poisson en serie de potencias—.

Si|x|<v2-1y|{|=1,entonces 0<|x—{|*><2y

1 1-|x]? 1
Px,{)= —————m = —
Wn (|1x-{1?) Wn =0
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donde Y ,,50 cm(t — 1) es la serie de potgncias de t7Y2 en (0,2), centrada en ¢ = 1.
Tras desarrollar los términos [le2 -2x-( ) yreordenar (factible pues disponemos de
convergencia absoluta), resulta que
P(x,0) =) qa)x®
a
para |x| < V2-1 y I{| = 1 donde cada g, es un polinomio. Puesto que esta tdltima
serie converge uniformemente sobre S = 4B para cada |x| < v2 -1,

1
un = - f PEOUQASO =Y ( f q(c)u(c)dsm) X
Wn JS a S

para |x| < V2 — 1. Este es el desarrollo deseado.

Observacion 5.7. 1. Desafortunadamente, la serie de potencias multiple en x = 0 de
una funcién armoénica en B no necesariamente converge en B. Por ejemplo, la
funcién u(z) = 1/(1 — z) es holomorfa y por tanto arménica en el disco unidad
abierto del plano complejo. Pero si escribimos z = x + i y tenemos

u@ =Y x+ipk=3Y ¥ ( .)x](iy)’”"
k=0 k=0j=0\J
para |z| < 1. Como serie de potencias multiple, esta serie converge absolutamen-
te si, y s6lo si, |x| +|y| < 1, y por tanto no converge en todo el disco unidad.

2. Si u fuese arménica en un entorno de B(0, r), la serie anterior convergeria en la
bola de radio (v2 — 1) r (basta aplicar el resultado a la dilatada u,(-) = u(-/r)). En
comparacion con el resultado obtenido en el teorema 5.6 donde el radio de con-
vergencia tiende a cero cuando la dimensién n / +oo, aqui es proporcional a r
con constante de proporcionalidad independiente de la dimensién. En particu-
lar, el desarrollo de Taylor en x = 0 de una funcién armoénica ‘entera’ (armoénica
en todo R") converge uniformemente en compactos de R” a dicha funcién.

Para funciones analiticas tenemos la siguiente

Proposicién 5.8 (Principio de identidad). Supongamos que Q) sea conexo, u analiti-
caenQ yu =0 en algtin subconjunto abierto de ). Entonces u =0 en Q.

Demostracion. Sea w el interior del conjunto {a € Q / u=0}. Si a € Q es un punto de
acumulacién de w entonces, por continuidad, 0% u(a) = 0 para todo multi-indice a,
y esto implica que la serie de potencias de u en a es idénticamente cero: asi a € w.
Por tanto w es cerrado en Q. Puesto que por hipétesis w no es vacio y Q es conexo
concluimos que w = Q. Esto equivale a que u =0 en Q. m|

Este teorema nos permite obtener una versién local del principio del méximo:

Teorema 5.9 (Principio local del mdximo). Supongamos que Q) sea conexo, u armo-
nica real en Q y que u tenga un mdximo local en Q. Entonces u es constante.

Demostracion. Si u tiene un maximo local en a € Q, entonces existe r > 0 tal que
u(x) < u(a) para todo x € B(a,r) c Q. Por el teorema 2.14, u es constante en B(a,r).
Dado que u es analitica en Q, u = u(a) por la proposicion 5.8. O
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5.3. Elprincipio de reflexién

El siguiente teorema permite, bajo ciertas circunstancias, extender funciones
armoénicas, y representa una generalizacién del teorema de reflexién de Schwarz
(teorema 11.14 en [19]).

Teorema 5.10 (Principio dereflexion). Sea ) c R™1 (con coordenadas (x, t) € R" xR)
simétrico al hiperplano t = 0, es decir, (x,—t) € Q si (x,1) € Q. SeaQ: ={(x,H €Q/
t>0} yHo: ={(x,1)€Q/ t =0} (figura 1.3). Si u es continua en Q.. UQq, arménica
en Q. yu =0 enlly, entonces u puede ser extendida armonicamente a Q) haciéndola
impar en t, es decir, de modo que u(x,—t) = —u(x, t).

Demostracion. Siseguimos denotando por u la extension impar de u a Q, estd claro
que entonces u es armoénica en Q \I1y. Dado (xg, 0) € Iy, veremos que u es arménica
cerca de (xp,0). Sea B una bola centrada en (xy, 0) cuya clausura esté contenida en Q.
Trasladando y dilatando (operaciones que conservan armonicidad) podemos supo-
ner que xo = 0y que B es la bola unidad, y puesto que u es continua en B podemos,
por el teorema 4.10, resolver el problema de Dirichlet

Av=0enB
v=uenodB

con v € C(B). La expresion de v dada alli muestra que v es impar en ¢ ya que u lo
es y, en particular, v(x,0) = 0, lo que a su vez permite ver que v coincide con u en
las fronteras de las semibolas superior e inferior. Por el corolario 2.16 v = u en cada
semibola y por tanto v = u en B. En particular u es arménica en B. O

te R

Q4

n
0, ze R

Figura 1.3. Dominio simétrico

Observacién 5.11. Notese que, para cada |{| = 1, la transformada de Kelvin del nticleo
de Poisson P(x,{) paralabolaes
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X
- I F i T
H [P0 (x) = |xI"7"P (x/1x1°,{) = —— 7
(07} L_(
|x[?
lx[2=1
x> Txp
= —— =—-P(x,().
1 Wy, (\x—fl)" (%0)
lema 4.9 x|

Asi, la integral de Poisson de una funcién g € C(S) satisface & [P[g]] =-Plglyla
prueba del principio de reflexién es vélida para funciones u que se anulen en Sy
dominios £ —simétricos respecto de la esfera, es decir, dominios Q < R”" tales que
K (Q) = Q (comparar con la discusién en el apartado 14.4 en [19]).

A este respecto, obsérvese también que el niicleo de Poisson para el semiespa-
cio R} es trivialmente impar respecto a la simetria (x, £) — (x, — f) usada en el teorema
5.10 que, por cierto, fue la misma que se usé para construir la funcién de Green para
el semiespacio.

5.4. Singularidades aisladas

Definicién 5.12. Sedice que una funcién armonica u definida en un entorno del pun-
to xg € R", salvo quizds en xy, tiene una singularidad evitable en xq si u se puede ex-
tender a xy como armonica en tal entorno.

El siguiente teorema establece que cualquier singularidad “mdés débil” que la
de la solucion fundamental es evitable (comparar con el teorema 1.20 en [19]).

Teorema 5.13. Supongamos que u es armonica en Q\ {xp}. Si

lu(x)|=o(lx— xolz_”) paran > 2

lux)|=o(Inlx—x0l™") paran=2
cuando x — Xy, entonces u tiene una singularidad evitable en x.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que xo = 0 y que u es
armonica en la bola unidad cerrada B\ {0} salvo en 0. Como antes, sea v € C(B) la
extension armonica de u|s a B. Seguidamente veremos que v = u en B\ {0}, con lo
que podemos evitar la singularidad haciendo #(0): = v(0). Seane >0y 0<d < 1.
Con w = u— v consideremos la funcién

wx)—¢ (|x|27” -1)

paran>2y
w(x) +eln|x|

si n = 2 definida en B\ Bs(0). Esta funcién es arménica en B \ Bs(0), continua en su
clausura, cero en Sy, por hipétesis, negativa en 6 Bs(0) para todo 6 suficientemente
pequenio. Por el principio del méximo, es negativa en B\ {0}, y haciendo € — 0 con-
cluimos que u < v en B\{0}. Por dltimo, el mismo argumento muestra que u = v, por
lo que u=ven B\{0}. m]
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5.5. Funciones Arménicas Positivas
La Desigualdad y el Principio de Harnack

Las funciones armoénicas positivas no pueden oscilar demasiado sobre sub-
conjuntos compactos K € € si Q es conexo. Para el caso de la bola el resultado se
recoge en el siguiente

Teorema 5.14 (Desigualdad de Harnack en la bola). Si u es una funcién armoénica
no negativa en B, entonces

g =um s )
———u(0) < <—u
1 +[xpn? a-lxpm?
para todo x € B.
Demostracién. El nicleo de Poisson verifica
1—|x| 1+ x|
] = P(xr() = -1 (5'9)
(1+1xD™ a-1xp"

para todo x € By { € S. Si u es positiva y arménica en B y como antes do({) =
dS()/wy; esla medida normalizada de drea en S, multiplicando (5.9) por u({) e inte-
grando tenemos

1= 1+|x]
1+ chn-1 = | P(x, <
(1+|x)" L fsu(f)do(()<fs x,Qu@)do@) < (1_|x|)n_1fsu(()d(f(()
por lo que
1—|x] 1+ x|
Wy 4O =10 = e 4O

Si u es positiva y arménica en B, el teorema sigue sin mds que aplicar lo que hemos
probado a las dilatadas u,(x) = u(rx) (r <1) y tomar limite cuando r /1" O

Sean ¢, (f) = (1-)/(1+ 8" Lyc* () = 1+ 1)/1-1)"'. Después de trasladar

y dilatar, el teorema 5.14 asegura que si u es armoénica y positiva en B, (a) y |x — al <
o < r entonces

c(p/Mula) < ulx) < c*(p/rula). (5.10)

Teorema 5.15 (Desigualdad de Harnack). Si Q) es un dominio en R" y K € Q es un
subconjunto relativamente compacto en (), entonces existe una constante C = 1 que
solo depende de Q, K y la dimensién n tal que

1_uy _
C u(x)

para todo x, y € K y toda funcion armonica positiva u en Q.
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Demostraciéon. Es suficiente probar que existe C = 1 tal que u(y)/u(x) < C para todo
X,y € K, ya que la otra desigualdad sigue intercambiando los papeles de x e y.
Para (x, y) € Q x Q definamos

s(x,y) = sup{u(y)/u(x) / ues positiva y armonica en Q}.
Primero veremos que s < +oo en Q x Q: fijemos x € Q y consideremos el conjunto
={yeQ/ s(x,y) < +oo}.

Sea u cualquier funcién positiva y arménica en Q. Si y € Ey r > 0 es suficientemente
pequeio para que By, (y) € Q, por (5.10), u < ¢*(1/2)u(y) en B,(y). Esto implica que
B, (y) c E,lo que prueba que E es abierto. Si z € Q) es un punto limite de E, existe r > 0
e y € E tales que z € Br(y) € B2, (y) € Qvy, de nuevo por (5.10), u(z) < c*(1/2)u(y). Asi
z € Ey E esrelativamente cerrado en (. La conexidad de Q implica que E = Q ya que
E # ¢ (trivialmente x € E).

Ahora veremos que s: Q x Q — R* es de hecho semicontinua superiormente,
esto es, que para todo a,b e Q

limsup s(x,y) < s(a, b).
(x,y)—(a,b)

En efecto, si x € By(a) < Br(a) cQ e y € By(b) < Br(b) =, (5.10) implica que

u(y) c (Q/r)

u(x) c(o/T) s(a, b),

s(x,y) =

y entonces

s(a,b) = s(a, b)

limsup s(x,y)= lim sup s(x,y) <[ im c*(o/1)
(x,y)—(a,b) 00" xeBy(@ —0* ¢y (p/T)
Y€By(b)

ya que lim+ cy (1) = lim+ c*(t) = 1. Puesto que toda funcién semicontinua superior-
t—0 —0

mente alcanza su maximo en compactos, slo hard en K x K. m]

Que existe C = C,, = 1 dependiente de u tal que 1/C < u(x)/u(y) < C para todo
X,y € K es consecuencia del teorema de Weierstrass, puesto que la funcién (x, y) —
u(y)/ u(x) es continua en Q x Q si u > 0. Lo importante en este teorema es que C se
puede elegir independiente de u, esto es,

sup M
x,yek U(x)

C= sup < +o0.
uarmonica
u>0
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Observacion 5.16. La hip6tesis sobre las funciones consideradas en el teorema 5.15
puede relajarse: puesto que para # fijo la constante C s6lo depende de K y Q, para
todo € > 0 podemos concluir que si u es armoénica no negativa en Q

1 ulx)+e¢
—_ < — <

C uly)+e

Haciendo € \, 0 concluimos que

1
Eu(y) < u(x) =Cu(y)
para todo x, y € K c Q. En particular

maxu(x) < Cmin u(x). (5.11)
xeK xeK

Notese que esto implica que si u se anula en un punto xp € K entonces u =0
en Q pues, por (5.11), para cualquier otro punto x € Q, 0 < u(x) < Cu(xp) = 0. Pero
esto también es consecuencia del principio del minimo y, de hecho, no es dificil ver
que el teorema 5.15 implica el teorema 2.14.

Teorema 5.17 (Principio de Harnack). Sea Q c R" un dominioy uy < up < ... una
sucesion no decreciente de funciones armonicas en Q. Entonces

(i) up — +oo cuando k — oo, 0
(i) {ug} converge uniformemente en compactos de Q a una funcién u que, por el co-
rolario 2.13, también debe ser armonica en Q.

Demostracion. Supongamos que para algun xp € Q u(xg) = klim Ur(xp) < +oo. Sea
—00
K € Q compacto. Afiadiendo xj a K siempre podemos suponer que xp € K, y (5.11)
implica que
sup (U (x) = ug(x)) < C(um(xo) — ug(x0)).

xeK
Esto a su vez implica que la sucesion {u;} es uniformemente de Cauchy en K. Asi,
uy — u para cierta funcion u. O
El teorema de Bocher

Siguiendo [1], en este apartado probaremos el teorema de Bocher que carac-
teriza el comportamiento local de las funciones arménicas positivas en un entorno
de una singularidad aislada. A este respecto recordemos que, para n =2, In(1/|x|) es
positiva y arménica en B\ {0}, mientras que |x|>~" lo es para n > 2. El teorema de
Bocher establece que esencialmente estos son los tinicos ejemplos.
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Teorema 5.18 (Bdcher). Si u es una funcion armoénica positiva en B\ {0}, entonces
existe una funcién armonica v en B y una constante b = 0 tal que

u(x) =
v(x) + blx®", sin>2

{ v(x)+bln1/|x]), sin=2
para todo x € B\ {0}.

Basaremos la demostracién del teorema 5.18 en tres lemas. Para empezar, si u
es una funcién definida en B\ {0}, el promedio esférico o radializacién de u se define
como

' (x) = f u(|x1)do ()
I¢1=1

para x € B\ {0}.
Lema 5.19. Si u es armoénica en B\ {0}, entonces existen constantes a, b € R tales que

a+bln(l/|x]), sin=2

Ul (x) = ” .

a+blx|c7", sin>2

para todo x € B\ {0}. En particular u' es arménica en B\ {0}.

Demostracion. Si

f =f(|_1 u(r)do ()

esta claro que u*(x) = f(|x|). Derivando respecto a r obtenemos

iG] =fl(‘_1(-Vu(r()da(C)= r‘”fl n-Vu(mdo ).

ni=r

Sirg<rn <1yQ={xeR" /rg<|x|<r},elcorolario 2.3 implica que

1
— n~Vu(n)dU(n)=f 6ﬁu(n)d0(n)=f onu(mdo(n)
To Jinl=ro Inl=ro Inl=r1
1
=— n-Vu(mdon)

I Jinl=r,

lo que quiere decir que f'(r) es un miiltiplo constante de r"~!, f'(r) = cr’*"!. Inte-
grando vemos inmediatamente que f tiene la forma deseada. O

Observacion 5.20. La funcién u es arménica radial si, y sélo si u = uf y por tanto, el
corolario 1.3 es una consecuencia inmediata del lema 5.19.

El siguiente lema es una version de la desigualdad de Harnack en conjuntos
no compactos.
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Lema 5.21. Existe una constante c > 0 tal que, para cualquier funcién armonica po-
sitiva en B\ {0},
cu(y) < u(x)

siempre que0 < |y|=|x| < 1/2.

Demostracién. La desigualdad de Harnack con Q = B\ {0} y K = %S (teorema 5.15)
muestra que existe ¢ > 0 tal que para toda funcién arménica positiva en B\ {0} te-
nemos cu(y) < u(x) para |x| = |y| = 1/2. Aplicando esto a las dilatadas u,(-) = u(r-)
(0 <7 <1) concluimos el lema. O

Finalmente, el préximo resultado caracteriza a las funciones armoénicas en B\
{0} que se anulan en Sy estd en el corazén de la prueba del teorema de Bécher.

Lema 5.22. Supongamos que u sea armoénica positiva en B\ {0} y u(x) — 0 cuando
|x| — 17. Entonces existe una constante b > 0 tal que

bln(1/|x|), sin=2
u(x) = - )
b(IxI*"-1), sin>2

para todo x € B\ {0}.

Demostracion. Por el lema 5.19 es suficiente ver que u = uen B\{0}.Si0 < |x|<1/2
yI¢| =1, por el lema 5.21 existe ¢ > 0 tal que cu(|x|{) < u(x), y por tanto cuf (x) < u(x).
Asi, uy = u—cu® es arménica en B\ {0}, u; >0en %B\{O} y u1(x) — Ocuando |x| — 17,
por lo que, en virtud del principio del minimo para funciones arménicas (corolario
2.15), u; > 0 en B\ {0}. Iterando este proceso tenemos que u > Cj uf parak=0,1,2...
donde cy+1 = ¢+ (1 —c)cx y cp = 0. En efecto, el caso k = 0 1o acabamos de probar en
las lineas anteriores, y si lo suponemos cierto para k, entonces

u—ckHuu = u—(c+(1—c)ck)uu = u—cku'i—c(l—ck)um
= (u-cput) - c(u—crut)' > 0.

Puesto que ¢ — 1 cuando k — oo, esto implica que u = u* en B\ {0}, pero si en algtin
Xo € B\ {0} se tuviera la desigualdad estricta u(xg) > ut (x9), entonces u(xy) > ut(x) si

|x] = | x| lo que implica que u(xp) > (uﬁ)Ii (x0) = ul (x0). o

Ahora estamos preparados para la demostracion del teorema de Bocher.

Demostracion del teorema 5.18. Supongamos primero que #n > 2. Considerando las
dilataciones podemos, sin pérdida de generalidad, suponer que u es arménica posi-
tiva en B\ {0} . Sea w la funcién

w(x) =ulx)—P [u|s] () +|x]2 " -1.
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Por el teorema 4.10, w(x) — 0 cuando |x| — 1 y w(x) — +oo si x — 0 ya que u es
positivay P [u| s] estd acotada en B\{0}. Por el principio del minimo concluimos que
w es positiva en B\ {0}. Por el lema 5.22, u(x) = v(x) + b|x|2" para alguna funcién
armonica v en By alguna constante b. Haciendo x — 0, la positividad de u implica
que b = 0, esto prueba el teorema de Bocher para n > 2.

La prueba para el caso bidimensional es la misma, excepto que |x|>~" se debe
reemplazar por In (1/]x|). m]

Observacion 5.23. (a) Atendiendo ala observacion 5.16 vemos que el teorema de Bo-
cher sigue siendo vélido para funciones arménicas no negativas en B \ {0}.

(b) Notese que, siguiendo la demostracién del teorema 5.13, éste es un corolario del
teorema de Bocher.

Concluimos este apartado con una caracterizacién de la funciones armoénicas
positivas en R \ {0} (recuérdese que por el corolario 2.20, toda funcién armdnica
positiva en R? \ {0} es constante).

Corolario 5.24. Sea n > 2. Si u es armanica positiva en R" \ {0}, entonces existen cons-
tantes a,b = 0 tales que u(x) = a+ b|x|>~" para todo x € R \ {0}.

Demostracién. Por el teorema de Bocher, u(x) = v(x) + b|x|>~" donde v es arménica
en B\ {0} y b= 0. La funcién v tiene una extensiéon arménica a R" \ {0} (basta hacer
v(x) = u(x) — blx[>~" para x € R" \ B). Puesto que liminf, o, v(x) = 0, el principio
del minimo implica que v = 0 en R”, y por la observacion 2.19, v = a = cte. O

6. Laecuaciéon de Poisson con soporte compacto

Laecuacion Au = f en R” se denomina ecuacion de Poissony para ella se tiene:

Teorema 6.1. Si f € C*°(R") tiene soporte compacto, la funcién

u(x) = fw Nx-yfydv(y) (6.1)

es solucion de la ecuacion de Poisson.

Demostracion. Puesto que el nticleo N eslocalmente integrable, haciendo el cambio
de variables y — x—y, u(x) = fRn N f(x—y)dv(y) se puede derivar bajo el signo
integral y las integrales asi obtenidas son absolutamente integrables. Puesto que f
tiene soporte compacto, si r > 1 es suficientemente grande (para que sop f € B,(0)),
paratodo0<e<r

f‘l N(J’)Af(x—y)dv(y)=f(| (f(x=00zN@) ~ N©)0uf(x =) dS©.
es|ylsr

I{l=¢

Como en la demostracién del teorema 3.2 tenemos
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lim N(y)Af(x—y)dv(y)=fRnN(y)Af(x—y)dv(y),

e—0 e<|ylsr

im N0 f(x—-0dS() =0,

e=0JiI=e
y
lim fx=00zNWASEQ) = f(x).
£=0Ji01=¢
Esto implica (6.1). |

Como se menciona en [16], si Q c R" es abierto y f € C*(Q), que la ecuacién
de Poisson Au = f tiene solucién u € C*°(Q) sigue como en la demostracién del teo-
rema 1.16 en [16] usando un teorema tipo Runge [9, teorema 1.10]. Como alli, ahora
consideramos el problema de encontrar soluciones u € C* con soporte compacto
de la ecuacion de Poisson en R”. Si & es cualquier funcién arménica en R”,

f h(x)Au(x)dv(x) = lim h(x)Au(x)dv(x)
R7 r—=o0Jix|<r
(6.2)
= lim - h(¢)05u(@)dS) =0

por (2.2).

Proposicién 6.2. Sin =3y f € C°(R"), cualquier solucion acotada u € C*°(R") de la
ecuacioén de Poisson es de la forma u = N * f + ¢ para alguna constante c.

Demostracion. Del teorema 6.1 sabemos que v = N * f resuelve la ecuaciéon de Pois-
son en R"”. Ademas, puesto que |N(x)| — 0y f tiene soporte compacto, u — v esta
acotada en R” y, por el teorema de Liouville, debe ser constante. Asi u = N = f +¢
para alguna constante c. O

Ahora podemos demostrar el siguiente andlogo del teorema 1.27 en [16].
Teorema 6.3. Sea f € C2°(R"). Son equivalentes

(a) La ecuacién de Poisson Au = f admite solucién u € C*™ con soporte compacto.
(b) Para todo polinomio arménico p en R"

fu@n px) f(x)dv(x) =0.

Demostracion. Por (6.2), solo hemos de probar que (b) = (a). Ahora veremos que
u = N * f tiene soporte compacto (de la proposicién anterior ésta es la tinica candi-
data). Como en el apartado 5.2, para | z| < V2 - /1yl,

2=y =3 cm(2f —2y~z)]C =) qa(y)2”
k=0 a
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donde ¢, son polinomios homogéneos armoénicos (la funcién x — |x|2~" es arméni-
caenR"\{0}). Asi, si sop f € B,(0)y |x| > r/(v/2—1)) entonces | x| > |y|/(v/2—1)) para
todo y € sop f. Por el teorema 4.5, la transformada de Kelvin es

H ) () = x> (x/ |x1?) = lez‘”fw N (x/1x1* = y) u(y)dv(y)

. §(f ()()d()) o
= u 1 —_— = .
@ mywy G U 1V rziay
Esto prueba que u tiene soporte compacto. O

Observacion 6.4. Que la ecuacién de Poisson con dato f € CZ°(R") es tinica (cuando
existe) es consecuencia inmediata de la proposicion 5.8; la diferencia de dos solucio-
nes seria armonica con soporte compacto y por tanto idénticamente nula.

7. Ellemade Weyl

Laseccion 2.5 de [16] estd, como aqui, dedicada al aspecto de regularidad para
las funciones arménicas. Macid prueba el teorema 7.2 para el caso del plano R? pero,
como bien indica en [16, observacién 2.37], no hay nada particular en la prueba que
no permita su generalizacién al caso multidimensional. Como en [16], empezamos
recordando las definiciones pertinentes.

Si u es armonica en un abierto Q c R" y ¢ € C*°(Q), de (2.2) (con v = ¢)

(u,mp):f u(x)A(p(x)dv(x)zf @(x)Au(x)dv(x) =0.
Q Q

Esta condicion tiene sentido incluso para funciones que no sean continuas en
Q, como por ejemplosi u € L}oc (Q) eslocalmente integrable. Esto sugiere la siguiente
definicién:
Definicién 7.1. Una funcién localmente integrable u en un abierto Q de R" se dice
armonica en sentido débil o que satisface la ecuacion Au = 0 en sentido débil si

(u, Ap) :f u(x)Ap(x)dv(x) =0
Q

para toda funcién ¢ € C°(Q).

Obsérvese que no sigue de la definicién 7.1 que si u € L}OC(Q) es arménica en
sentido débil lo sea en sentido usual (para ello u debe ser al menos C?).
Este hecho se recoge, y es parte de un resultado més general, en el siguiente

Teorema 7.2 (Lema de Weyl). Siu € L}OC(Q) ¥ Au =0 en sentido débil, entonces u es

arméonica, esto es, Au = 0 en sentido cldsico en .
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Para ser mds precisos, en la conclusion se debe entender que u es armoénica posible-
mente tras una modificacién en un conjunto de medida nula.

Demostracién. Sean Q. y ¢ como en la demostracién del teorema 2.11. Si ¢ €
C*®(Q,) tenemos que @ * P € CP(Q) vy Ug: = u* P € CP(Q,). Por (2.2) se tiene
que

fQAug(x)(p(x)dv(x)=fng(X)A(p(x)dV(X)
:fg(fﬂu(y)cpg(x—y)dv(y))Aw(X)dV(x)
:fg(fﬂ(pg(x—ym(p(x)dv(x)) u(y)dv(y)
:fg(fﬂ(l)g(xm(p(x+y)dv(ld) u(y)dv(y)
:fQu(y) (Ayf()¢g(x)<p(x+y)dv(x))dv(y)
=fQu(y)Ax(y)dv(y)=0
ya que la funcién

1) =fg¢g(x)<p(x+y)dv(x)

es C(Q) y ues armoénica en sentido débil en Q. Por tanto u, es armoénica en sentido
clasico en Q.

Por ultimo observemos que, como consecuencia de la demostracién del teo-
rema2.11

Ug = Ug * Ps = (U * Pe) * P = U * (Pe * Ps)
= u* (Ps * Pe) = (U * Ps) * Pe = Us * Pe = Us

en Qmmie,s), Y puesto que u, — u en L%DC(Q) cuando € — 0, del corolario 2.9 (o la
observacién 2.10), u, converge uniformemente en subconjuntos compactos de Q a
una funcién u. que, por el corolario 2.13, es arménica en Q y coincide con u en casi

todo punto. O
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N THIS MEMOIR we provide a detailed study for the Laplace

operator in Euclidean n—dimensional space R" via some clas-
sical problems in which it intervenes. Among then we consider
the basic properties of harmonic functions, those u € C* so that
Au = 0, such as the mean value property, the maximum principle,
the Dirichlet/Neumann problems, Harnack'’s inequalities/principle,
Bdcher's theorem and Poisson’s problem to finish with Weyl's re-
gularity lemma.

1. Introduction

N this manuscript we focus in the study of the so called harmo-
nic funciones in Euclidean space R": these are those functions
u: Q C R" = R of class C in Q2 such that
n 2.
Au=(V-V)u= 0_1;:0 in Q.
— Ja=
=17
We mainly center our attention in their qualitative properties such
as the maximum principle and the mean value theorem, present
and solve the classical Dirichlet problem for the ball and the up-
per half space. The monograph will finish up with a closer look at
its local behavior near isolated singularities, the rigidity assum-
ptions that sign constrains puts on them (Harnanck’s inequali-
ties/principle and Bocher's theorem), the Poisson problem with
compact supports and the Weyl's regularity theorem to the ex-
tend that weak harmonic functions are in fact classical harmonic
functions.

2. Outline

FTER introducing the Laplace operator we will characterize it

via its invariance properties with respect to the isometry group
of real Euclidean n space R". We will go on with the main pro-
perties for harmonic functions, its characterization via the Gauss
mean value property and the maximum principle which, among
other things will give uniqueness in the Dirichlet problem. Green’s
and Neumann'’s functions, as well as the Poisson’s kernel, are pre-
sented and explicit formulas are given for some particular but im-
portant cases, the ball and the upper half space (for the Neumann

TRABAJO FIN DE GRADO, Convocatoria de Septiembre, 2017

case, this formula will be given just in the case of the unit disc in
RR?). Harnack's inequalities essentially say that positive harmonic
functions can not oscillate too much on compact subsets and, as
a consequence, an increasing sequence of harmonic functions
on a region on R" either, converges uniformly on compact sets to
a harmonic function, or diverges to +oc. We will prove Bocher's
theorem which describes the local form of positive harmonic fun-
ctions near isolated singularities and give the analog of the Sch-
warz reflection principle. We also take a closer look at Poisson’s
problem on the hole space R". Finally we finish with a astonishing
(but easily proven) regularity result known as Weyl's lemma.
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