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Resumen - Abstract

Resumen

La interpolacion polindmica consite en aprozimar una funcion
deseada por una funcion polindmica, generada a partir de un
numero finito de datos conocidos. FEsta herramienta es de wuso
frecuente en multitud de procesos numéricos de la Matemdtica
Aplicada y en diversas dreas de la Ingenieria. Dada la importancia
de este tema por sus numerosas aplicaciones, en esta memoria se
pretende reforzar conocimientos adquiridos sobre la interpolacion
polinomica cldsica, e introducir y estudiar el concepto de Funciones
Spline, una herramienta dentro de la interpolacion que se ajusta
convenientemente a ciertas actividades de la vida cotidiana.

Esta memoria se ha estructurado en tres capitulos. El primero
estd dedicado a la interpolacion polindmica cldsica. En el sequndo se
presenta la interpolacion mediante funciones spline, y se estudian
sus propiedades mds relevantes. En el dltimo capitulo se estudian
las funciones B-spline y su tmportancia tedrica. Ademds, numerosos
ejemplos y aplicaciones son presentados a lo largo de todo el trabajo.

El objetivo principal de este trabajo es introducir el concepto de Fun-
ciones Spline y estudiar sus propiedades mds relevantes. Estas fun-
ciones nos proporcionardn soluciones a los problemas que se pue-
dan generar en la interpolacion polindmica al aplicar los métodos de
Newton o de Lagrange para tablas grandes de datos, suavizando ast el
comportamiento de nuestra funcion interpolante. Nos aportardn una
base que nos permitird construir y trabajar con polinomios sencillos
a trozos de manera eficiente.

Palabras clave: Interpolacion polinémica — Funciones Spline —
Funciones B-Spline — Interpolacion por funciones spline.
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Abstract

The polynominal interpolation consists in approximating a desired
function by a polynominal function, generated from a finite number
of known data. This tool is often used in many numerical processes
of Applied Mathematics and in diverse areas of Engineering. Due
to the importance of the subject because its many applications,
this report aims to strenghthen the knowledge acquired about
the classic polynominal interpolation, and introduce and study
the concept of Spline Functions, a tool within the polynominal in-
terpolation that fits conveniently to certain activities of the daily life.

This report has been structured in three chapters. The first one is
dedicated to the classical polynomial interpolation. In the second
chapter, interpolation by spline functions is presented, and their
most relevant properties are studied. In the last chapter we study the
B-Spline Functions, and their theoretical importance. Also, several
numerical examples and applications are carried out throughout the
report.

The main aim of this work is to introduce the concept of Spline Fun-
ctions and to study its most relevant properties. These functions will
provide solutions to us about to the problems that could be generated
in the polynominal interpolation by applying Newton or Lagrange
methods for large data tables, softening the behavior of our inter-
polating function. They will provide us with a basis that will allow
us to construct and to work with simple piecewise polynomials of an
efficient way.

Keywords: Polynominal interpolation - Spline Functions - B-
Spline Functions - Spline Interpolation.
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Introduccién

La interpolacién polinémica es una herramienta recurrente en diferentes
ramas de la Ciencia y la Ingenieria, ya que permite aproximar el comportamiento
de los distintos estudios mediante una funcién polinémica, interpolando a partir
de un nimero finito de datos, o bien, en el sentido de la mejor aproximacién en
normas euclideas e infinito. Dada la importancia de este tema por sus numerosas
aplicaciones, y tras lo estudiado en la asignatura Métodos Numéricos II [5] del
actual Grado en Matematicas de la Universidad de La Laguna, donde se impar-
te el problema de interpolacién polinémica y el Teorema de Aproximacion de
Weierstrass, uno de los objetivos de este Trabajo de Fin de Grado es el profun-
dizar y ampliar los conocimientos estudiados sobre la interpolacién polinémica
clasica, y analizar las ventajas e inconvenientes de los métodos més notables
conocidos en la literatura.

La interpolacién polinémica, aplicando el método de Newton o el de La-
grange, es 1til en situaciones que requieren un nimero bajo de puntos para
interpolar. Sin embargo, a medida que crece el nimero de nodos, también lo
hace el grado del polinomio interpolador, y éste se convierte en una funcién
muy oscilante. Ademads, en ambos métodos, la dificultad de los cdlculos también
aumenta al incrementar el nimero de nodos. Con el fin de evitar estas adver-
sidades se recurre a otros tipos de funciones interpolantes, como pueden ser la
interpolacién racional(ttil si la funcién a interpolar presenta singularidades) o
trigonométrica (1til si ésta es una funcién periédica).

Una idea razonable para evitar las oscilaciones de la funcién interpoladora
cuando el nimero de puntos a interpolar es elevado seria, en lugar de obtener un
tinico polinomio de grado n definido en todo el intevalo [a, b], dividir el intervalo
en un nimero determinado de subintervalos, para luego buscar un polinomio de
menor grado fijo que interpole a nuestra funcién en éstos. Esta es precisamente
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la idea de la interpolaciéon mediante funciones spline, que se desarroll6 en la
década de 1940 y que seran funciones con un cierto grado de regularidad de-
finidas a trozos mediante polinomios. Esta interpolacién da lugar a resultados
similares requiriendo solamente el uso de polinomios de bajo grado, evitando
asi indeseables oscilaciones.

La facilidad de cdlculo computacional de las funciones spline nos permiten
representar graficamente curvas con formas complicadas de manera sencilla y
eficiente. Debido a esto la interpolacién por funciones spline se ha convertido
en una herramienta muy popular de la Matematica Aplicada y en el diseno de
graficos por ordenador.

Las fuentes bibliograficas mas frecuentemente consultadas durante la rea-
lizacién de esta memoria han sido [2] y [5].
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Interpolacién polinémica

En este capitulo se tratara el problema de la interpolacién polinémica clasi-
ca. Se estudiaran los métodos de Newton y de Lagrange y se realizardn algunos
ejemplos ilustrativos sencillos. También analizaremos las ventajas y desventa-
jas entre ambos métodos y sus problemas en aplicaciones reales. Motivaremos
finalmente el uso de funciones spline en el problema de interpolacion.

1.1. El problema de la interpolacién polinémica.
En esta seccidn se caracterizara el siguiente problema: Dada una tabla de
n+ 1 puntos (x;,y;), coni=0,1,....,n,, con y; € R,

A E A EPY R
ylvo v vz ] un

)

buscar un polinomio p con el menor grado posible, tal que p(z;) = y;, 0 <i < n.
Se dice que el polinomio p interpola los datos. A lo largo de este trabajo, P,
denotard al espacio vectorial de polinomios con coeficientes reales y grado a
lo sumo n y C*([a,b]) al espacio de funciones continuas en [a,b] con derivadas
continuas hasta orden k. Comenzamos enunciando y demostrando el teorema
que garantiza la existencia y unicidad de este problema.

Nota. El desarrollo tedrico es igualmente valido si y; € C.

Teorema 1.1. Sean xq,x1,..., T, numeros reales distintos. Entonces, para va-
lores arbitrarios reales yo,y1, ..., Yn existe un unico polinomio p, € P,, tal que
pn(®i) =yi, 0 <i<n.

Demostracion. Veamos primero la unicidad. Supongamos que existen p,,q, €
P,, cumpliendo las condiciones anteriores. Sea 7, := p, — ¢, € P,, con grado a
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lo sumo n. Como r,(z;) =0,Vi=0,1,...,n, se concluye que r,, = 0.

Ofreceremos ahora dos demostraciones para la existencia, inspiradas en
los métodos para el calculo del polinomio interpolador que estudiaremos en los
préximos apartados 1.2 y 1.3.

Newton:

Para probar la existencia procedemos por induccién sobre n. Para n = 0 la
existencia es obvia: po(z) = yo. Supongamos ahora que hemos obtenido un poli-
nomio px_1 € Pr_1, con px_1(z;) = y;, para 0 < ¢ < k — 1. Intentemos construir
pi. de la siguiente manera:

pi(x) = pr—1(x) + c(z —zo)(x — 1) -+ - (x —xp—1) €Py, c€R.

Es evidente que py interpola los datos que interpola px—; dado que pp(z;) =
pe—1(x;) = yi, 0 < i < k — 1. Procedamos ahora a determinar el coeficiente
desconocido ¢ a partir de la condicién pg(zx) = yi. Esto lleva a la ecuacién

Pr—1(xk) + c(xr — x0)(T) — 1) - (Th — Th—1) = Yi» (1.1)

de la cual se despeja univocamente el valor de ¢ dado que x; # x; si ¢ # j.
Concluimos asi la primera demostracion.

Lagrange:
Las condiciones de interpolacién p(x;) = y;, para 0 < ¢ < n, conducen a un
sistema lineal de n+1 ecuaciones con n+1 incégnitas cg, 1, ..., ¢, donde p,, (z) =

S it

1x0x%-~-x8 Co Yo
lxlx%-~-x’f c1 Y1
. =1 . 1. (1.2)
1 2 .. .n
Ty T, Ty Cn Yn

La matriz asociada a este sistema, que denotaremos por V (x, ...,z ), se conoce
como matriz de Vandermonde y es ficil comprobar que

det(V(zq, ..., zpn)) = I_I(acZ —xj).
i<j
Por tanto, la elecciéon de nodos distintos garantiza que para cualquier conjunto

de datos ¥g, ---, Yn, €l problema tendrd solucién unica. 0

Para sistemas grandes la resolucién del sistema (1.2) resulta costosa y es
posible que presente inestabilidad numérica, por lo que desde el punto de vista
computacional esta formula no es una via eficiente.
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Enunciamos a continuaciéon un resultado que permite estimar el error que se
comete al aproximar una funcién f con ciertas condiciones de regularidad que
se evalia en (n + 1) puntos por su polinomio interpolador.

Teorema 1.2. Sea f € C"([a,b]), y sea p € P, el polinomio que interpola a
fen zo,x1,...,x, € [a,b], con z; # x; para i # j. Entonces, ¥ x € [a,b], eziste
& € (a,b) tal que:

f(@) —plz) = D) [ (@ = wa).
=0

(n+1

Obsérvese que en particular se cumple que:

M A n
H‘$*$i|a M:ma%e[a,bﬂf( +1)(z)|-

|f(z) —p(z)| < m U

Demostracion. Nétese que el resultado es trivialmente cierto si el punto  es uno
de los nodos x;, dado que ambos miembros de la igualdad son nulos. Podemos
tomar por tanto un punto ¢ € [a,b] con t # x;,V i = 0,...n. Entonces definimos

E(z) = f(@) —p(). y Glz)=E() - "Du@r), Veelab],

m(t)
con  w(z)=TI]"o(z — ).
La funcién G(z) € C"*([a,b]), ya que E(z) y 7(x) lo son. Ademss,

G(z;) = E(x;) — ﬁég)E(t) =0, Vi=0,..,n, y G(t)=E(t)— E(®).

Por tanto, G tiene n + 2 ceros distintos en [a, b], aplicando el Teorema del Valor

Medio, G’ tendra n+ 1 ceros distintos. Repitiendo este argumento, GU )(x) tiene
n+2 — j ceros en [a,b],¥j = 0,...,n + 1. Sea &, un cero de GV (z),

G (g,) = 0.

Dado que,
EM ) (z) = f (@), y 7 (z) = (n+ 1)L,

tenemos que

|
G () = fF D (@) - (%)1 L),
Sustituyendo x = &, y despejando E(t),
Bt = U pee,)

(n+1)!

y obtenemos el resultado deseado. O
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Un resultado importante que justifica el aproximar funciones continuas en
[a, b] por polinomios es el teorema de aproximacién de Weierstrass (véase
la demostracién por ejemplo en [1, pag. 198]). Este resultado establece que el
espacio P([a, b]) de polinomios definidos en [a, b] es denso en C([a, b]) con respecto
a la norma uniforme.

Teorema 1.3 (Weierstrass). Sea f € C([a,b]) y € > 0. Entonces existe un
polinomio p que satisface ||f — plloo := Mmaz e p|f(z) — p(z)] < €.

Aunque solo existe un tnico polinomio interpolador de grado minimo para
una tabla de datos dada, existen diferentes formas de calcularlo. En las dos
secciones siguientes abordaremos los dos métodos mas conocidos en la literatura.

1.2. Método de Newton para el calculo del polinomio de
interpolacién.

El método de Newton es un proceso recursivo que permite computar el po-
linomio interpolador a partir de una tabla de datos. Los polinomios pg, p1, ..., Pn
generados que cumplen pg(x;) = y;,V 0 < i < k poseen la propiedad de que para
todo k£ > 1, cada p; se obtiene anadiendo un sumando al anterior pi_1, siendo
por tanto un proceso dinamico:

po(x) = co = Yo,
pr(z) = pr—1(z) + cp(z —x0) - (x —x)—1), VE>L (1.3)

El coeficiente ¢, de esta ecuacion se corresponde con el coeficiente ¢ de la ecuacién
(1.1), que puede calcularse segiin

= Yk _Pkﬂ(xk)
= or = o) —2) - (2 —nd)” (1.4)

La forma compacta para la expresiéon anterior que genera sucesivamente los
polinomios py € P, viene dada por:

koooi-l
pr(z) = Zci (x — z;), (1.5)

i=0  j=0

donde por convenio, HTZO(x — ;) =1, si m < 0. Estos polinomios reciben el
nombre de polinomios de interpolacién en la forma de Newton.

Como durante el proceso aparece la evaluacién de polinomios, debemos
recordar que una manera eficiente para hacerlo es el método conocido como
multiplicaciéon anidada o Algoritmo de Horner, ya que este minimiza el
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nimero de operaciones a realizar. Puede ser explicado de manera sencilla para
una expresion general de la forma

1
dj = co + c1dg + cadody + -+ - + cpdody - - - di—1.
0

%

k —

u = E C;
i=0 j=

La idea es escribirla como:

u=co+do(cr+ - +dp_s(crh2+dp_2(ch—1+dp_1-cp))--).

Si se procediera a evaluar el polinomio monomio a monomio, el nimero de

. . , . 1 .
operaciones necesarias seria del orden de n sumas y % productos, mientras

que aplicando el algoritmo de Horner, como se describe a continuacién:

bO = Ck,
by =cr—i+dp_i-bi_1, Vi=1 .k,

tendriamos que u = by, y el nimero de operaciones realizadas se reduce a n
sumas y n productos.
A continuacién veamos un ejemplo.

Ejemplo 1. Encontrar el polinomio de menor grado que interpola la siguiente
tabla.

| 3| 7 |1]2
y[12]146 (2|1 °

Nota. Obsérvese que la tabla no tiene por qué estar ordenada de la forma z; < x;
sii < j.

Solucién. Para resolverlo utilizaremos las férmulas (1.4) y (1.5) vistas anterior-
mente.

Co = Yo;

o — l46-12 _ 134 _ 67,
1= 7237 — 4 — 72>

Cy — 2455 _ 57 _ 19.
2= 0=3)a-7n — 12 4
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-3 -1

€3 = pomyEmne=T) — 4

67 19 1
ps(@) =124 (@ =3) + — (@ =3)@—T) ~ (@ =)@~ T)(@ 1)
— _1x3+§x2_877x+§
T4 2 4 2

El célculo de los coeficientes ¢j, 0 < j < n del método de Newton pue-
de efectuarse mediante el cdlculo de las diferencias divididas de Newton,
definidas por:

flzdd = f(zi), 0<i<m
Floi Tig, ooy Tigj] = e, o @ig) = Moo @il o iy 5o, (1.6)
Titj — T4

Las diferencias f[x;], flzi, zit1], flTi, Tiv1, Tiva], fl@i, Tig1, Tiga, Tivs), ...
son respectivamente las diferencias divididas de orden 0, 1, 2, 3, etcétera (diferen-
cias divididas de orden superior). Estas cantidades proporcionan los coeficientes
del método de Newton. Para su céalculo se suele proceder construyendo la tabla
de diferencias divididas. Para el caso particular n = 3 (andlogo para n en gene-
ral) a partir de los pares (z;, f(x;)) de nuestro problema se construye segun:

Xo f[Xo] f[CUo,xl] f[ff(),xl,ih] f[9507$1>$2,$3]
1 fxq]| fler, 2] fla, @2, 23]
2 fxa]| fl22, 73]

X3 f[X3]

Algunas propiedades importantes de las diferencias divididas son las si-
guientes (véanse las demostraciones por ejemplo en [1, pdgs. 139-144)):

Teorema 1.4. La diferencia dividida es una funcion simétrica en sus argumen-
tos. Es decir, si (29,21, ..., 2n) €s una permutacion de (xg, 1, ..., T,) entonces

flz0, 215 ooy 2n] = flTo, @1, ooy Tn).

Esta propiedad justifica, por ejemplo, que para el calculo del polinomio interpo-
lador no sea necesario partir de una tabla de datos ordenada de datos, z; < z;
sit < j.

Teorema 1.5. Sea p € P, el polinomio que interpola a la funcion f en losn+1
nodos distintos xg,T1,...,Ty. Sit es un punto diferente de los nodos, entonces

F(6) = p(t) = fleo.or, oo ] [[ (¢ — ).
=0
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Este resultado nos permite obtener una estimacién del error que se comete al
aproximar el valor de la funcién f por evaluaciones en su polinomio interpolador.

Teorema 1.6. Sea f € C"([a,b]) y x0, 21, ..., T, puntos distintos en [a,b]. En-
tonces hay un punto &, € (a,b) tal que

Floos a1, ] = 1 F(E),

Este enunciado permite en particular establecer la cota

M
f[m03x17 ,.’L’n] < ma M = mamxe[a,b]‘f(n)(xﬂv

util para el Teorema 1.5. (Véase el Teorema 1.2).

Ejemplo 2. Consideremos la misma tabla del Ejemplo 1, y calculemos el poli-
nomio interpolador empleando la férmula de Newton, pero esta vez mediante
diferencias divididas.

3 12 |67/219/4 —1/4

Solucic 7146| 24 5
olucion. 1 2 1
2 1
flivo, @] = 18=12 = 6T — (.
T, me) = 27418 =24
f[ ) } 1-7 5
flwe, xs] = % = -1,
_er
f[xO)xlaxQ] - 2‘;_32 = 1479 = C9;
flr1, x2, 23] = 721:724 = 5;
_ 19
flzwo, w1, @2, 23] = 52753) = _i = C3;
67 19 1
ps(a) =12+ (2 =3)+ (v = 3)(z = 7) = J(z = 3)(@ — )z — 1)
= _l‘rg + E 2 _ g + §
=77 5 Tt 5

Finalizamos esta seccion anadiendo otro ejemplo ilustrativo:

Ejemplo 3. Escribir el polinomio de interpolacion de Newton para la siguiente
tabla:
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4632661
., 211|125

Solucion. 077

3 28
flzo, 1] = 5=38 =26 = ¢y;
flor, o) = T2 =2
flag,as] = 21 =1,
flxo, 1, 22] = f[ml’mfz]:ic[{%’ml] = 52 =6=cy;
f[l'l,lﬂg,fﬂg} = W = g%g = 5;
f[$0,$17$2,$3] — f[3317x272?;;:£[[)37071'17$2] _ g:?l —1=c3

p3(z) =63 +26(x —4) +6(z —4)(z —2)+ (z —4)(z — 2z =2° — 22 4+ 7.

1.3. Meétodo de Lagrange para el calculo del polinomio
de interpolacién.

Veamos ahora un método alternativo para hallar el polinomio de inter-
polacién p asociado a una tabla de datos (z;,y;), con 0 < i < n. Recordemos
que si asumimos que los nodos x; son distintos, existird un tinico polinomio de
interpolacion en P, para datos arbitrarios yg, ..., Yn-

El método de interpolacién de Lagrange proporcionara una via alternativa
a la de Newton para el calculo de éste, expresando el polinomio p en forma de
Lagrange:

p(z) = Zyzll(x)v (1.7)

donde I; € P,\P,_1,Vi = 0,1,...,n. A estos polinomios I; se les conoce como
polinomios fundamentales de Lagrange, solamente dependen de los nodos,
y tienen la propiedad I;(z;) = J; ; siendo ¢; ; la funcién delta de Kronecker.

Sea [y un polinomio de grado exacto n que toma el valor 0 en todo z; para
1 <k <nyelvalor 1en xy. Entonces [y debe ser de la forma:

n

lo(x) = cH(m —xj).

j=1
El valor de ¢ que garantiza lo(zp) = 1 se obtiene haciendo x = xq, luego

l=c[[j_i(xo—2;) = c=][_(vo—a;)""
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Por tanto, podemos escribir:

Razonando de igual manera obtenemos el resto de los polinomios fundamentales
de Lagrange:

zi(x):H;__?, VO<i<n. (1.8)
g=0"" "
jAi

Esto nos permite calcular el polinomio de interpolacién de Lagrange segun la
férmula (1.7).

Ejemplo 4. Consideremos la tabla de datos del Ejemplo 1, y calculamos ahora el
polinomio intepolador mediante la formula de Lagrange.

Solucién. Para ello utilizaremos las férmulas (1.7) y (1.8) vistas anteriormente:

Io — (z=T)(z—1)(z—2) I — (z—3)(z—1)(z—2)
0= BG-NE-1(E-2)’ L= 7=3)(7-D(7-2)°
Iy — (z—3)(z—T)(z—2) lo — (z—3)(x—T)(z—1)
27 @=-3a-n(i-2 37 (@-3)2-n(E-1)°

por lo que

p(x) = yolo + y1ly + yala + y3ls = 121y + 1461, + 215 + 13
Lo 1o, ST 33
4 2 4 2

Al igual que en la seccién anterior finalizamos con otro ejemplo ilustrativo:

Ejemplo 5. Encontrar el polinomio de menor grado que interpola estos puntos.

x|1,5]2,7]3,1]-2,1|-6,6]11,0
¥0,0]0,0[0,0] 1,0 | 0,0 | 0,0

Solucién. p(x) = yolo + y1l1 + yolo + y3ls + yals + ysls = I3, por tanto

(x —1,5)(z — 2,7)(x — 3,1)(x + 6,6)(z — 11,0)
) = T 1520 — 27 (<20 — 3.0)(—2.1 + 6.6)(—2,1 — 110)
~ 0,00019(z — 1,5)(z — 2,7)(z — 3,1)(z + 6,6)(z — 11,0)
~ 0,000192° — 0,00221z* — 0,004422% + 0,083522 — 0,22353z + 0,17208.
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1.4. Convergencia de la interpolaciéon polinémica.
Algunos resultados notables.

La interpolacion polinémica presenta mayores problemas de estabilidad
cuanto mayor sea el nimero de nodos. En el Teorema 1.2 se ha establecido una
cota del error que se comete al aproximar la funcién por su polinomio interpo-
lador, pero jqué podemos decir sobre la convergencia?

De dicho teorema tenemos que |f(z) — p(x)| < %M‘(m)\, siendo
m(z) = [Tiso(@ — 2;) vy Myp = mazefay|f "V (2)]. Luego, parece razonable
pensar que la convergencia dependera de la eleccion de nodos, y que nuestro
objetivo ha de ser escogerlos de tal forma que se minimice |7 (x)|.

A pesar de que no es recomendable trabajar con un nimero grande de
nodos en la interpolacién polinomica clésica, podria plantearse la siguiente cues-
tién: jAumentar el nimero de nodos hara que el error cometido tienda a cero?
Debemos tener en cuenta que el error depende del comportamiento de las deri-
vadas de f, asi que el aumento en el nimero de nodos no implica necesariamente
una mejor aproximacion.

Cuando [a, b] = [—1, 1] se conoce que la eleccién de nodos éptima, es tomar
los nodos de Chebyshev de 1* especie:

2k+1)-m
= —_— <k <n.
T cos( 2+ 1) , VO<Ek<n

Utilizando estos nodos y realizando una transformacién lineal se comprueba que
la férmula del error resultante viene dada por

M, - (b _ a)nJrl
1) = @) < Zr

La convergencia dependera por tanto de que el limite de la expresion que se
encuentra a la derecha de la desigualdad tienda a cero.

Si se escogen nodos equiespaciados, el error cometido es del orden de

@) =5(a)| < iy (b;“)w.

La convergencia nuevamente dependera por tanto de que el limite de la expresion
que se encuentra a la derecha de la desigualdad tiende a cero, en particular, para
garantizar la convergencia uniforme sera necesario imponer que
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i Moo (b—a)"

n— oo n!

=0.

A continuacién se enunciaran una serie de resultados destacables en la li-
teratura sobre la convergencia en la interpolacién polinémica clasica.

Una cuestion que debemos tener clara es la siguiente: dada f una funcion
continua en el intervalo [—1,1], y nodos esquiespaciados. g)E’]sto implica conver-
gencia puntual o uniforme en dicho intervalo cuando n — oco? La respuesta es que
no, como se deduce del famoso Contraejemplo de Bernstein. Sea f(z) = |z|

n [—1,1]. Esta funcién es derivable en todo el intervalo salvo en el origen. Sin
embargo, los polinomios interpoladores para nodos equiespaciados divergen en
0<|z| <1

Otro famoso resultado es el Ejemplo de Runge: Sea f(z) = 14-% definida
en el intervalo [—5,5], f analitica. Se demuestra que existe ¢ = 3,63 tal que los
polinomios interpoladores convergen si || < ¢, y divergen en caso contrario. La
extension de f(x) € R al plano complejo influye en la convergencia.

Teorema 1.7. Sea f(z) funcidon entera, real evaluada si z € R. Entonces los
polinomios interpoladores convergen uniformemente a f, para cualquier sistema
de nodos.

Nota. Observar que la funcién del Ejemplo de Runge no cumple las hipotesis
del Teorema 1.7.

Teorema 1.8 (Marcinkiewicz). Sea f continua en [a,b]. Entonces existe un
sistema de nodos tal que los polinomios interpoladores convergen uniformemente

a f enla,b)].

Lamentablemente, la demostracién de este resultado no es constructiva,
es una prueba de existencia. Asi que no nos proporciona una forma de conocer
dicho sistema de nodos que resultaria de gran utilidad.

Teorema 1.9 (Faber). Dada una tabla de nodos en [a,b]. Entonces existe f
continua en [a,b] tal que los polinomios interpoladores no convergen uniforme-
mente a f.

Teorema 1.10. Si f € C!([a,b]) y consideremos el conjunto de nodos de Chebys-
hev. Entonces los polinomios interpoladores convergen uniformemente a f en

[a, b].

Nota. Observar el hecho de que si una de las condiciones falla en un solo punto
hace que no se cumpla, como ocurre en el Contraejemplo de Bernstein.
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1.5. Ventajas y desventajas de los métodos.

El método de Newton es un mecanismo dindmico. Permite anadir un no-
do a la tabla y utilizar la informacién ya calculada, algo que no es posible con
el método de Lagrange debido a que la variacién del niimero de nodos obliga
a recalcular todos los polinomios fundamentales de Lagrange. Numéricamente
hablando, el método de Newton para el calculo del polinomio de interpolacién
mediante diferencias divididas junto con el algoritmo de Horner es mas eficiente
y rapido computacionalmente. Sin embargo, el método de Lagrange se simplifica
considerablemente cuando las ordenadas asociadas a los nodos son nulas (como
se vio en el Ejemplo 5). Ademds tiene un especial interés tedrico en numerosos
procesos numeéricos, como por ejemplo, en la construcciéon de féormulas de cua-
dratura.

En efecto, si deseamos aproximar la integral I = f: f(x)dx, siendo f €
C([a,b]) y p denota al polinomio que interpola a f en (n+1) nodos x; € [a,b],i =
0,...,n. Como p =~ f, parece razonable proceder reemplazando en el integrando
de I la funcién f por el polinomio de interpolacion p en su forma de Lagrange,
obteniendo asi formulas de cuadratura de tipo interpolatorio:

n

b _n n b
I~ / Zf(gcl) Ai(x)dx = Zf(xl) : / li(z)dx = Z)‘i - f(zs).
@ =0 =0 a =0

N
Ai

Los polinomios interpoladores son funciones aproximantes que tienen un
cardcter global dado que tienen una misma expresién en todo el intervalo [a, ]
en el que se considera el problema de interpolacion. No obstante, ya sabemos
que en general la interpolacién polinémica puede carecer de buenas propiedades
de convergencia, y de hecho, al aumentar el nimero de nodos de interpolacién,
se asume el riesgo de que el polinomio presente altas oscilaciones.

Una alternativa mas flexible a la interpolacién polinémica clasica consiste
en considerar una particién A del intervalo [a, b] e interpolar en cada subintervalo
de la particién mediante polinomios de grado bajo, exigiendo naturalmente, que
el aproximante a trozos obtenido tenga suficiente regularidad en los puntos de
la particién. Surgen asi las denominadas funciones spline (polinémicas), que de
modo general son funciones polinémicas de grado k a trozos en una determinada
particién del intervalo [a, b], con la condicién de que se sus derivadas sucesivas
sean continuas hasta cierto orden m,V 0 < m < k (claramente si se exige m = k
se obtiene un polinomio definido globalmente en todo intervalo). Por simplicidad
en la exposicién, asumiremos en nuestro desarrollo que m = k — 1. La teorfa de
funciones spline ha encontrado interesantes aplicaciones, como por ejemplo en
el diseno geométrico asistido por ordenador o en la regularizacién de soluciones
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numéricas a Ecuaciones en Derivadas Parciales obtenidas a través del Método
de Elementos Finitos.






2

Funciones Spline

En este capitulo se introducird el concepto de Funcion Spline. Se estu-
diara cémo construir tales funciones y sus propiedades mas relevantes en relacién
con la interpolacién.

2.1. Funciones Spline.

Comenzamos dando la definicién formal de funcion spline:

Definicién 2.1. Sean n + 1 puntos distintos tg < t1 < --- < t, que componen
una particion A y k € N fijo. Una funcion spline de grado k con nodos en
to,t1,...,tn €s un funcion S que satisface las siguientes condiciones:

i) S € Py en cada intervalo [ti—1,t;).
i) S € C*([to,tn]).

Por tanto, S es un polinomio de grado a lo sumo k a trozos en [to,t,] continuo
y que tiene derivadas continuas hasta orden k — 1.

Denotaremos por S* al espacio de funciones spline de grado k definidas en
el intervalo [to, t,].

Los splines de grado 0 son funciones constantes a trozos, por lo que vienen
dados explicitamente por

05 T e [t07t1)7
1 T e [t17t2>7
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Figura 2.1. Funcién Spline de grado 0.

Una funcién spline de grado 1 se puede expresar de la forma

S()((E) = apx + by, xr € [to,tl),
51(33):&15(5-‘1-[)1, Z'E[tl,tg),
S(x) = : :

Snfl(ir) = ap—1T + bnflv HAS [tnfhtn] )

donde los nodos t; y los coeficientes a;, b; son conocidos. La funcién spline se pue-
de definir en toda la recta real. Por conveniencia podemos utilizar la expresién
So sobre el intervalo (—oo,t1) y la expresion S,,_1 sobre el intervalo [t,_1,00).
La funcién S es continua, por lo que los coeficientes a;, b; no son realmente ar-

bitrarios, dado que debe cumplirse que lim,_, ,- S;—1 = Si(ti),Vi=1,..,n—1

Figura 2.2. Funcién Spline de grado 1.

Plantearemos con fines ilustrativos el problema de interpolacién de una
funcién f definida en el intervalo [a,b] por medio de una funcidn spline lineal
(k =1). Para resolverlo, en primer lugar, se define una particién A del intervalo
[a,b] de tal forma que a = tg < t; < -+ < t, = b. A partir de las n + 1
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condiciones de interpolacién S(t;) = f(t;),Vi=0,...,n, y de regularidad en los
nodos interiores deducimos que

x—ti

S(x) = f(ta)+(f(tiv1)—f(t:)) Vi=0,..,n—1conw € [t;tip1). (2.1)

tiy1 —ti
Por otra parte, ademds la expresién (2.1) es tnica, luego S|[t;, t;+1] coincide con
el polinomio interpolador de f de grado 1 en los nodos ¢; y t;41,Vi=0,...,n—1.
Notemos ademas que, en este caso, al aumentar el nimero de nodos no varia el
grado de los interpolantes, que es uno. El resultado es una grafica en forma de
linea poligonal como en la Figura 2.2.

Debido a su frecuente uso en diversas areas del Anélisis Numérico y en
problemas aplicados, en la siguiente seccién abordaremos el problema de inter-
polacién basado en funciones spline cibicas (k = 3).

2.2. Funciones Spline cibicas interpolantes.

En esta seccién presentaremos la construccién de una funcién spline ctibica
interpolante, asi como la demostracién de su propiedad maés relevante. Supon-
gamos que partimos de una tabla de valores dada:

tlto |t | ta] | tn
ylyo lvr]v2 ] yn

y que se desea construir un spline ciibico S definido en [ty, t,] que interpole dicha
tabla. Sobre cada intervalo [to,t1), [t1,t2), .., [tn—1,tn], S estd definida como un
polinomio ctbico diferente:

So(z), x € [to, t1),

S(z) = o (:x)’ ! 6 f1:t2). (2.2)

Sn,1<.'17), VS [tnflatn} .

Al ser S continua, los polinomios S;_1 y S; interpolan el mismo valor en el punto
t; y por ello:
Si—l(ti) =Y; = Si(ti), Vi<i<n-—1. (23)

Ademés S’ y S” también deben ser continuas. jSe podra definir bajo estas con-
diciones de interpolacion y de regularidad el spline cibico interpolante S de
manera unica?

Cada polinomio S; que compone a la funcién spline ctbica posee 4 coefi-
cientes por lo que hay un total de 4n coeficientes a determinar. Las condiciones
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de interpolacién y de continuidad de S en los nodos interiores nos proporcionan
2(n—1), condiciones como hemos visto en (2.3), y una por cada uno de los nodos
extremos. Asi pues tenemos un total de 2n condiciones. La continuidad de S’
proporciona una condicién en cada nodo interior, S!_;(t;) = Si(¢;) y de igual
manera, la continuidad de S” nos proporciona otras (n — 1) condiciones. Por
tanto, tenemos 4n — 2 condiciones para determinar los 4n coeficientes, quedando
asi dos grados de libertad, que nos permiten fijar 2 condiciones adicionales para
nuestro beneficio.

La necesidad de imponer dos condiciones adicionales para la determinacién
de S, da lugar a ciertos splines ciibicos interpolantes particulares:

1. natural: S (tg) = 8" (tn) = 0.
2. periédico:  S'(to) = S'(tn) y S"(to) = S"(tn), cuando yo = yy.
3. completo:  S'(to) = f'(to) y S'(tn) = f'(tn).

Nos centramos ahora en la obtencién de S. Para ello, procederemos par-
tiendo de sus momentos {S”(t;) :== M;}I"_,. Obviamente, los momentos M; exis-
ten, V 0 < ¢ < ny debe cumplirse que lim _, ,- SI ;(z) = M; =1im__, ,+ S/ (z),

J J
Vv 0 < j < n, por la continuidad de S” en los nodos interiores. Dado que S; es un
polinomio cibico en [¢;,t;41), se deduce que S/ es una funcién lineal en dicho
intervalo tal que Sy (t;) = M; y SV (tix1) = Mit1, S! que se corresponde con la
segmento que une (¢;, M;) con (t;11, Mit1):
M; M; 4

S{ (x) = }T;(tHl —z)+ h,

(x —t:), =€ [titiy1),

donde h; :=t;41 — t;. Si integramos dos veces esta expresion obtendremos:

M; M;
Si(x) = @(tiﬂ — )’ + #(x —t:)° + Ci(z —t;) + Di(tiy1 — ),  (24)

donde C; y D; son constantes. Imponiendo las condiciones de interpolaciéon
Si(ti) =vi vy Si(tix1) = yit1 en (2.4) determinamos C; y D;, V0O <i<n-—1:

M; M;
Si(x) = @(tiﬂ —z)® + 76h+-1 (z —t;)?
; My 1h; i Mh;
+ <yh+,1 - y) (z—t)+ <Z I > (tivr — ). (25)

El problema estaria por tanto resuelto, a falta de calcular los momentos
{M;}_,. Para hallar los valores My, ..., M,,_1 recurrimos a los condiciones de
continuidad impuestas sobre S, S!_;(t;) = Si(t;). Derivando la ecuacién (2.5)
obtenemos
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M; M1 Yit1 Mipihe oy Mihy
Si(z) = —ﬁ(tiﬂ —z)? + W(x — 1) + 6 nT 6

Sustituyendo x = t; y simplificando tenemos que

D h; Yit+1 Yi
Si(t;) = 3 M; 5 M1+ I, n (2.6)

Procediendo de la misma forma, si utilizamos la ecuacién (2.5) para obtener
Si_, llegamos a que:

hi—1 hi—1 Yi Yi—1
) = M, + —M,;_ .
1—1( ) 3 it 6 i—1 T+ hiy hi i

(2.7)

Igualando las ecuaciones (2.6) y (2.7) podemos escribir

6
Mi_1hi—1+2(hi +hi—1)M; + M1 h; = h*(yi+1 —Yi) — (yi —yi—1). (2.8)

i hi-1
Esto genera un sistema de n — 1 ecuaciones lineales con n — 1 incégnitas,
My, ..., M, _1. Las cantidades My y M, pueden elegirse de manera arbitraria
(dos grados de libertad), o recurrir a los diferentes tipos de funciones spline
mencionados anteriormente para determinarlas.

Supongamos que nuestra eleccién es construir un spline cubico natural
(8"(tg) = S”(t,) = 0). El sistema lineal (2.8) para 1 <i<n—1con My=0y
M,, = 0 puede expresarse en la forma

(751 h1 0 0 0 M1 (6751

h1 (%) h2 0 ce 0 MQ (65)

0 h2 us h3 s 0 M3 Qa3

o -t 1= (2.9)
00-- hn73 Up—2 hn72 Mn72 Qp_—2

000 - hn72 Up—1 Mnfl Op—1

donde

6 6 .
u; = 2(hi +hic1) y = —(Yir1 —yi) — (i —yi-1), Vi=1,..,n—1

hi hi—1

Recordemos que los nodos estdn ordenados (t; < t;11), por tanto h; =

tiv1 —t; > 0, Vi =0,....,n — 1. Vemos pues que las cantidades «; estan bien
definidas y que la matriz asociada al sistema (2.9) es simétrica, tridiagonal y
diagonal dominante, concluyendo por tanto del Teorema de Gershgorin (véase
[1, Teorema 9.1]) que es no singular y que el sistema tiene por tanto solucién
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unica.

Una vez hemos determinado los coeficientes My, My, ..., M,,, puede calcu-
larse cualquier valor S(z) de la funcién spline cibica (2.2) a partir de la ecuacién
(2.5), determinando previamente el indice ¢ para el cual z € [t;,t;41). Recorde-
mos que por conveniencia podemos utilizar la expresién Sy sobre el intervalo
(—o0,t1) v la expresién S, sobre el intervalo [t,,_1, 00), definiendo de este mo-
do a la funcién S en todo R.

Ejemplo 6. Hallar el spline cubico natural, considerando la siguiente tabla de
datos.

t| -2 |-05[05] 12| 4] 6 | 7 |88]10

y[1,25] 06 [ 1[2]0]—-2[-525]-1,75]0,75] 2

Solucién. Esto genera un sistema de 8 ecuaciones lineales con 8 incdgnitas,
My, ..., Mg. Las cantidades My = 0 = My no son incégnitas, por ser el spli-
ne cibico natural. Luego estamos ante un sistema del tipo A- X = B como el
presentado a continuacién:

U1h10 0---0 M1 a1

h1UQh2 0---0 M2 (65

OhQU3 h30 M3 as

0 0 - hg uy hy M- Qg

00 0 ---hyus Mg ag
donde

6 6 .

UiZQ(hi—I—hi_l) y ai:ﬁ(y“_l_yi)_h- 1(%‘—%‘—1), Vi=1,..,8.

Procedemos a calcular los valores correspondientes a h;, u; y o; a partir de
los datos de la tabla como se indic6 en el desarrollo anterior. Resultando asi el
siguiente sistema:

501,00 0 0 0 0 O M 5,0
1,030050 0 0 0 0 M, 9,6
00530100 0 0 0 M, —24,0
0 01060200 0 0 My| | 60
00 02080200 0| |M|~|-375
00 0 02060100 Mg 30,75
0000 0105618 M; 12,67
00000 01860 Ms ~2,08
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Para resolverlo este sistema aplicaremos el algoritmo de Thomas, es de-
cir, nuestra matriz A admite una descomposicién LU mediante la descomposicién
de Crout (que se ha obtenido comparando elemento a elemento las entradas de
A ylas de LU, donde L es una matriz triangular inferior y U triangular superior
con 1 en las entradas de la diagonal principal).

500 0 0 0 0 0 0 1002 0 0 0 0 0 0
1,028 0 0 0 0 0 0 01,0018 0 0 0 0 0
005291 0 0 0 0 O 001,003 0 0 0 0
0 01,0566 0 0 0 0 00 0 1,0035 0 0 0
00 0 20729 0 0 0 00 0 0 10027 0 0
00 0 0 20545 0 0 00 0 0 0 10018 0
00 0 0 0 105420 00 0 0 0 0 10033
00 0 0 0 0 1854 00 0 0 0 0 0 10

Obteniendo asi un sistema del tipo L -U - X = B. Que se resolvera en dos pasos:
1 Resolver L - Y = B, mediante sustitucién hacia adelante.

500 0 0 0 0 0 O n 5,0
1028 0 0 0 0 0 0 s 9,6
005291 0 0 0 0 0 s —24,0
0 0 10566 0 0 0 0 ya| | 60
00 0 20729 0 0 0| |uys|™|-375]"
00 0 0 20545 0 0 Y6 30,75
00 0 0 0 105420 yr 12,67
00 0 0 0 0 1,854 Us —2,08

luego YT = (1,0 3,07 —8,77 2,61 —123 6,09 1,21 —0,79).

2 Resolver U - X =Y, mediante sustituciéon hacia atras.

1,002 0 0 0 0 0 0 1 1,0
01,0018 0 0 0 0 0 o 3,07
0 010034 0 0 0 0 5 —8.,77
00 0 1,003 0 0 0 zq | | 2,61
00 0 0 10027 0 0 s | T =123
00 0 0 0 10018 0 6 6,09
00 0 0 0 0 10033 7 1,21
00 0 0 0 0 0 10 s —0,79

la solucién es X7 = (0,03 4,87 —9,99 359 —280 582 147 —0,79).

Ya se han determinado los momentos de nuestro spline cibico, es decir,
los coeficientes My, M1, ..., Mg, sélo falta para resolver el ejercicio hacer uso de



22 2 Funciones Spline

la ecuacién (2.5), para hallar la expresién (2.2) del spline buscado. Obtenemos
asi el siguiente spline ctibico:

So(z) = 0,003z + 0,0222 — 0,4z + 0,395, :ce[z -0,5),
Sy (z) = 0,80723 + 1,22522 + 0,198 + 0,494, €[-0,5,0,5),
So(x) = —4,9532% + 9,86522 — 4,129z + 1,217, r€[05,1),
Sg(x)—2263x — 11,78522% 4 17,5122 — 5,99, r€[1,2),
S(z) = ¢ Sy(x) = -0 532x3+499x — 16,03z + 16,36, x €[2,4),
Ss(x) = 0,71823 — 10,0222 + 43,982z — 63,58, T € [4,6),
Se(z) = —0,72523 + 15,9622 — 111,905x + 248,22, z € [6,7),
Sy(z) = —0,20923 + 5,12922 — 40,307z + 100,834, = € [7,8,8),
Sg(z) = 0,11023 — 3,29222 + 33,800z — 116,559, T €[8,8,10].

Tras concluir la construccién de las funciones spline ciibicas naturales inter-
polantes, recordemos que el objetivo de considerar funciones spline interpolantes
era con el proposito de minimizar las grandes oscilaciones que producen los po-
linomios ordinarios cuando son de grado elevado. La propiedad que enunciamos
y demostramos a continuacién, junto con la nota que le acompana, justifica tal
consideracion. Este resultado nos viene a decir que es precisamente un spline
cibico natural el que genera la funcién interpolante en [tg, 1] menos oscilatoria
posible.

Teorema 2.2. Sea f € C%([a,b]) y tomemos a =ty <t; <---<t,=b. 9§ es
el spline cubico natural que interpola a f en los nodos t;,¥ 0 <1i < n, entonces:

/ b[S”(:c)]de < / b[ 1 (@) da.

a a

Demostracion. Sea g = f — S, luego g(t;) = 0,V0<i<ny f'"=g4"+5".

Entonces,
b b b b
/(f”)2dx:/ (S")de—F/ (g”)de—i—Z/ S"q"dx.

El teorema queda demostrado si probamos que fab S"g"dx > 0, en particular
veremos que dicha integral es nula. Para ello realizamos el cédlculo utilizando la
integracién por partes, usando la condicién S”(tg) = S”(t,) = 0, y teniendo en
cuenta que S” es la funcién constante ¢; en el intervalo [t;—1,t;),V 1 < i <mn.
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b n t;
/ S”g”dac _ Z/ S”g”dm
a i=1

ti—1

n

> [(s"g'xti) (8"t - [ s’"g’dx]

i=1 ti—1
n ti n t;

- g / S"qg'dx = — E ci/ g'dx
i=17ti—1 i=1 Jti-1
n

=S e lglt) — gltim1)] = 0.
1=1

O

Nota. La curvatura de la curva descrita por la ecuacién y = f(z) viene dada por

|f7"(2)] [1+ (f'(z))?] B Suponiendo que el término no lineal se aproxime a 1,
podemos asociar | f”(x)| como una aproximacién de la curvatura de dicha curva.
Teniendo en cuenta esto y el Teorema 2.2 concluimos que si S es el spline ciibico
natural que interpola a f € C?%([a,b]) en los nodos t;, V0 < i < n, entonces
S es, de todas las funciones en C?([a,b]) que interpolan a f en estos nodos, la
curva aproximadamente mds suave posible, es decir, con aproximadamente la
curvatura minima sobre cada intervalo.

A continuacién se muestra una grafica, donde se compara la funcién spline
cubica generada en el Ejercicio 6 frente al polinomio interpolador construido
para la misma tabla de datos.

Variable y

i 2 4 6 8 10
Variable t

Figura 2.3. Funcién spline cibica vs polinomio interpolador.

En la gréfica se ha representado, en color rojo los puntos de interpolacién,
en trazo azul el polinomio interpolador, que en este caso se ha obtenido hacien-
do uso de la formula de Lagrange, y en trazo verde el spline ctibico interpolador
obtenido anteriormente. Se puede apreciar claramente como efectivamente la
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funcién spline (verde) presenta menores oscilaciones que el polinomio interpola-
dor (azul) minimizando la curvatura como indica el Teorema (2.2). La gréfica se
ha obtenido haciendo uso de Matlab, cuyo cédigo se adjunta en el Apéndice.

2.3. Funciones Spline de grado superior.

Para concluir este capitulo, a continuacién enunciaremos algunos resulta-
dos tedricos sobre funciones spline de grado superior y sobre funciones spline
naturales.

Una funcién que conviene utilizar es la conocida como funcion de potencias
truncada, denotada por (z —t;)% € C~V(R) y definida como:

(I — tl)n si x > ti
— 1+ )" = )
(@ —t:)} { 0 siox<t;.

Recordemos que S* denota al espacio de funciones spline de grado k defi-
nidas en el intervalo [to, t,].

Proposicién 2.3. La dimension de S* es a lo sumo k + n.

Demostracion. La idea de la demostracion es bastante intuitiva, dado que un
spline S(z) € S* queda determinado por n- (k+ 1) coeficientes, mientras que las
(n — 1) - k condiciones de regularidad en los nodos interiores reducen el nimero
de parametros libres a n + k, para fijar las condiciones de interpolacion y las
restantes a elegir segiin convenencia. Para demostrar la proposicién procedere-
mos encontrando un conjunto de k + n funciones que generan el espacio S¥. En
efecto, si S € S, entonces se puede expresar como:

k n—1
S(x) = Zajxj + Z bi(x —t;)%, con a;,b; € R (2.10)
3=0 i=1

Para comprobar la igualdad dada en la ecuacién (2.10), comenzamos es-
tudiando qué ocurre en el intervalo [tg,t1), en el que todas las funciones de
potencias truncadas valen 0. En [tg,t1), S(x) es un polinomio de grado k, al
que denotamos por pg. Entonces, tenemos que pg = Zf:o ajz’, expresién que
determina los coeficientes a;. En [t1,t2), S(z) es otro polinomio p; de grado k.
Teniendo en cuenta las condiciones de regularidad en t;, tenemos:

(p1 —po) () =0, 0<r<k-1.

Dado que py — p1 € Py, podemos concluir que (pg — p1)(z) = by (x — t1)* para
un cierto b;. Esto nos permite escribir
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k
S(m):Zajxj—&—bl(x—tl)i, to < x < to.
=0

Este mismo argumento se repite de manera iterativa en todos los nodos interio-
res to,t3, ..., tn—1, justificando asf la expresién (2.10).

O

De la demostracién de la Proposicién 2.3 no solo se deduce su enunciado
sino que también vemos una expresién alternativa para expresar una funcién
spline de orden superior empleando funciones de potencias truncadas. Se trata
por tanto de una demostracion constructiva. En el siguiente capitulo demostra-
remos que la dimensién de S* es exactamente n + k.

Las funciones spline naturales de orden superior sélo tienen sentido para
grados impares, debido a cémo se eligen las condiciones. En efecto, sea S € S*.
Tras fijar las condiciones de regularidad y de interpolacién nos quedan k — 1
parametros libres. Para hacer posible imponer el mismo nimero de condiciones
en ty y en t,, k — 1 tiene que ser par, y por tanto k impar. Asumimos pues que
S € Py con k = 2m + 1, luego tenemos 2m parametros libres distribuidos de tal
manera que impongamos m condiciones en ty y otras m en t,. ;Cudles son esas
condiciones en ty y t, para definir un spline natural de orden superior? Estas
van a ser

SMEM (15) = SH(4,) =0, conr=1,..,m. (2.11)

Cuando m = 1 tenemos los splines cibicos naturales que acabamos de estu-
diar. Asi pues, bajo estas condiciones se puede demostrar de manera andloga al
Teorema 2.2 el siguiente resultado general:

Teorema 2.4. Sean m < n y f € C™([a,b]). Sea S el spline natural de grado
2m + 1 que interpola a f en los nodos a =ty < t1 < ... < t, = b. Entonces:

/b[S(m-i-l)(x)]de < /b[f(m-i-l)(x)]de.

a

Para finalizar esta seccién veremos brevemente dos resultados mas para
splines naturales de grado superior. Para afrontar la teoria en general es con-
veniente proceder de una manera ligeramente diferente. Al igual que antes, se
parte de un conjunto de nodos: tg < t; < ... < t,. Un spline natural de grado
2m + 1 consistird en una funcién S € C*™(R) que se reduce a un polinomio
de grado < 2m + 1 en cada intervalo [to,t1), [t1,t2), .., [tn—1, t] cumpliendo las
condiciones definidas en (2.11) y a un polinomio de grado a lo sumo m en los
intervalos (—oo,t9) v (tn,00). Con esta definicién, un spline ctibico natural se
reduce a polinomios lineales en (—oo,tg) ¥ (tn,00) y a un polinomio cibico en
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cada intervalo [to, 1), [t1,%2), ..., [tn—1, tn] tal que S”(to) = S”(t,) = 0. El subes-
pacio vectorial de las funciones spline naturales de grado 2m + 1 se denotara por
A2

Teorema 2.5. Cada funcién en N2+ se puede expresar como:
m n
S(x) =Y a@' + > bi(z — ;)7
i=0 i=0

con 3 bi(ti)? =0, Y0O<j<m.

Teorema 2.6. Sea tg < t; < ... < t, un conjunto de nodos y tomemos 0 < m <
n. Fxiste un unico spline natural de grado 2m + 1 que ajusta los valores dados
en los nodos.

Pueden verse las demostraciones de los Teoremas 2.4 - 2.6 en [2, pags. 333-336].
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Funciones B-Spline

Este capitulo se dedicard al estudio de las funciones B-spline, que serdn
funciones spline con notables propiedades. En concreto, seran un caso particular
de funciones no negativas que se anulan en toda la recta real excepto en unos po-
cos intervalos [t;, t;41] contiguos. Las funciones B-spline nos proporcionaran una
base para construir facilmente funciones spline generales. Su estudio proporciona
ademds distinguidas aportaciones tedricas en Matematica Aplicada.

3.1. Funciones B-Spline.

En la practica las funciones spline se construyen a partir de un sistema de
nodos dados tales que tg < t; < --- < t,, pero en lo que respecta al desarrollo
tedrico, es mas sencillo considerar que los nodos t;, estén ordenados sobre toda
la recta real, es decir, que formen un conjunto infinito que se extiende desde —oo
hasta +oo:

et <ty <t < < e <y <1 < -

Partiendo de esta premisa, a continuacién vamos a ver céomo se definen
formalmente los B-splines de grado 0, que denotaremos por BY:

BO: 1, si ti <z <tit1,
¢ 0, si z<t;6x2>tiq1.

Los B-splines de grado 0 constituyen una sucesién infinita, {B? : i € Z}.
Algunas de sus propiedades més destacables que se deducen directamente de su

definicién son:

(i) El soporte de BY, definido como el conjunto de valores x donde B;(x)° # 0,
es el intervalo [t;,t;41).
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(i) BY(z) >0,VieZyVzeR.
(iii) BY es continua por la derecha en toda la recta real.
(iv) Y0 Bl(z)=1,VzeR.

1=—00

—
1
1
|
1
|
|
1
|
|
|

Y

tica i1t bign tia tigs

Figura 3.1. B-Spline de grado 0, BY

Resulta evidente que las funciones B-splines BY constituyen una base para
todos los splines de grado 0 definidos sobre la sucesién de nodos dados, de manera
que sean continuos por la derecha. Por tanto, S(z) = > oo ¢;B?(x),Vi € Z.
De esta manera tenemos una base de Schauder: cada vector en el espacio tiene
un representacién tnica en términos de una serie doblemente infinita.

Las funciones BY son el punto de partida para una definicién recursiva
de todas las funciones B-spline de orden superior. Consideremos para ello la
relacion.

—t _ t; - _
BF(z) = (I ) B '(z) + (W) Bf Nz), k>1, (3.0)
tivk — t tivks1 — tit1
que relaciona B-splines de orden k& con B-splines de érdenes k — 1. Considerando
las funciones lineales auxiliares
—t;
V@) = (32)
Litk — 1
podemos escribir la relacion de la siguiente manera:
Bf(x) = V¥Bi ™t + (1 - V&) B (3.3)

Dado que BY es un polinomio a trozos de grado 0, y que V¥ es lineal, B}
es un polinomio a trozos de grado < 1. Andlogamente, de forma general tenemos
que B¥ es un polinomio a trozos de grado < k.

Utilizando la ecuacién (3.1) se puede dar la expresién formal para B}:
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T —t; tivo —
Bj(x) = (tH—t> B(z) + <t+;r—tﬂ> Bl (x)

0, si l’<tié£€2ti+2,
7t7’ .
= tij—l_ti’ S1 ti <ax <ty
R s " , .
Trre—ti1’ S1 tiv1 <x <tita.

Algunas de sus propiedades més destacables son:

(i) El soporte de B}, es (t;,tit2)-
(ii) B}(x )>0Vz€ZyVm€R
)

(iii) B} es continua y diferenciable para todo punto excepto en t;, t;11 y tiio.
(iv) X Biz)=1VzeR

Esta ultima igualdad se puede comprobar de la siguiente manera:
» Sifijamos z € (t;,t;41), entonces B} ;(x) # 0, B} (z) #0y Bi(z) =0,Yj #
{i — 1,4}. Por tanto,

tisn — —t
S Blw) = BLy(2) + Bl(x) = 2 4 ST o,
s tiv1 — 1 tig1—1;

= Siahoraw € (fig1,tit2), entonces Bf (x) # 0, B, (z) # 0y Bj(x) =0,V j #
{i,7 + 1}. Por tanto,

t'+2—l‘ x—t'+1
> Bl(x )+Bl+1()—tf ——+ 7 _’t_ =1.
icZ 1+2 i+1 1+2 i+1
1]
tiz L ti f‘.,l tivz  tivs x

Figura 3.2. B-Spline de grado 1. B}

En la siguiente seccion generalizamos estas propiedades para funciones B-

splines de orden superior, haciendo uso especialmente de las relaciones (3.1) -
(3.3).
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3.2. Propiedades de las funciones B-Spline.

A continuacién se demostrardan una serie de lemas donde recogeremos las
propiedades mds importantes de las funciones B¥ coni € Zy k € N.

Lema 3.1. Sik > 1 yx ¢ (t;,tirrs1), entonces BE(x) = 0.

Demostracion. Ya se ha visto que esto es cierto para k = 1, Asi pues, procediendo
por induccién, suponemos que es cierto para k — 1y vemos que también es cierto
para k. Six ¢ (ti, ti+k+1)a entonces x ¢ (ti, ti—i—k) yx ¢ (ti+17 ti+k+1)~ Por
hipétesis de induccién, BF ~'(z) =0y Bf_;ll (z) = 0. Por tanto, de la ecuacién

k(r) —
(3.1) se deduce que Bj*(z) = 0. O

Nétese que el lema anterior no es cierto para k = 0 dado que BY(t;) = 1.
Lema 3.2. Sea k > 0. Si x € (t;,tiyr+1), entonces Bf(w) > 0.

Demostracion. Previamente hemos visto que esta propiedad se cumple para
k =0y k = 1. Como en la demostracion anterior procedemos por induccion,
suponiendo que es cierto para k — 1, con k > 2. De la ecuacién (3.1) se tiene
pues que si z € (t;,ti1x11), entonces BF(z) > 0. O

Teniendo en cuenta que uno de los objetivos principales del estudio de
las funciones B-splines BY es usarlos como base para generar funciones spline de
grado k, analicemos a continuaciéon su comportamiento en combinaciones lineales

oo E
de la forma ).~ ¢ Bf(z).

Lema 3.3. Bajo las condiciones anteriores se cumple

oo o0

Z B = Z [eiVF + (1= V)] B

1=—00 1=—00

Demostracion. Aplicando la ecuacién (3.3) a la serie obtenemos:

Z iBf = Z Ci [Vika_l +(1— Vz‘]jrl)Bfil]
= Y eVl +ea(t-vh] B
1=—00 0

El Lema 3.3 permite expresar combinaciones lineales de { B¥} en términos
de {Bf‘l}. Los coeficientes ¢; pueden ser constantes o incluso funciones ¢; =
Ci(x). Por tanto, podremos evaluar una funcién f(x) expresada en la forma:
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f(z)= Y CHa)Bi(x),

siendo CF funciones conocidas.
Para ello, sea
Cf Ha) = CF (@) V¥ (2) + CFLy (2) [1 = Vi ()] - (3.4)
Mediante esta formula y el Lema 3.3 obtenemos:
Y Cf@)Bfi(@)= Y CF '2)Bi (x).

Reiterando este argumento (k — 1) veces llegamos a expresar f en términos de
la familia de B-splines de orden cero:

Y CHa)Bi(z) = Y Cl@)B(a).

i=—00 i=—00

En el lado derecho de esta igualdad aparecen las funciones B-splines BY y
funciones C?, por lo que se trata de una expresién facil de calcular, ya que es
precisamente BY = 1 si x € [t;,;41) y se anula en el resto de intervalos. Faltarfa
pues establecer cémo obtener las funciones CY a partir de CF. Esto se realiza
de manera idéntica teniendo en cuenta que la ecuacién (3.4) se puede reescribir
utilizando la ecuacién (3.2) como:

Tr — ti k |: T — ti :|
— 4+ (2) |1 = ——
livk — i (@) livk — i
= (@~ t)CH@) + (tias — 0)CEA@)] [ — 1) (35)

Con el fin de seguir generalizando las propiedades de B-splines que hemos
para k = 0, 1 establecemos ahora el siguiente

Ci () = Cf(x)

Lema 3.4.>° _BF(z)=1,VkeN.

1=—00

Demostracion. Sea ;- _ CFBF(z), con CF =1,V i € Z. Si fijamos z, podemos

1=—00

proceder usando la ecuacién (3.5) para calcular

CEl = [(@ — t)CF + (tivne — 2)CF 1] [ (tin — i)
=z —ti +tigx — x| /(Livr — ti)
=1.

Repitiendo el argumento observamos que C’f =1LvVj=k£k-1,..0. Por lo
tanto, >0 BF(z) =2 __ BYz)=1.

i=—00 i=—00
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O

La siguiente propiedad nos describe cémo se comporta la derivada de una
funcién B-spline B, en términos de B-splines de orden k — 1. (Véase la demos-
tracién en [2, pags. 346-348].

Lema 3.5. Para k > 2,

d k _ k
— B (z) = (_) By (x) - (_) By (x).
dx Ltk — 1 tivk+1 — tit1

Cuando k =1, la expresion es vdlida para todo x excepto v = t;,tiy1,ti+2.

Nota. Aplicando el Lema 3.5 a la expresién Y .o c;BF y teniendo en cuenta
el Lema 3.3, se obtiene la siguiente férmula, que resulta de gran utilidad en la
diferenciaciéon numérica:

di Y eBl@) =k Z ( . 1>Bfl(x), k> 2. (3.6)
X

—t
i=—00 i=—00 H_k

Lema 3.6. Para k > 1, las funciones B-splines cumplen Bf € C*1(R).

Demostracién. Es evidente que B} es continuo: B} € C°(R). Procediendo por
induccién, supongamos ahora que B € C¥~1(R). Por el Lema 3.5 tenemos que
4 B+l € ¢F=1(R), ya que la derivada es combinacién lineal de B y BY, . Por
tanto, BF ! € C*(R). 0

A continuacién vemos una propiedad que nos describe cémo se comporta
la integral de una funcién B-spline BY, y posteriormente algunos resultados
que permitirdn presentar a un conjunto de B-splines como una base para otras
funciones spline S*.

Lema 3.7. [*_ BF(s)ds = (%) Z;; B;-“H(x),

Demostracion. Utilizando la ecuacién (3.6) podemos verificar que las derivadas
a ambos lados de la expresién son iguales si tomamos

o — 0, si j<i1,
N

Se observa que c¢; — ¢;j_1 es cero excepto cuando j=i, de donde se deduce que:

Livk+1 — Ui 1
B = (M) e ) () )

Con el fin de asegurarse de que las funciones a ambos lados de la ecuaciéon no
difieren en una constante, observe que las dos se reducen a cero cuando x = t;.
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O

Sean los B-splines BE, BY ..., B,lj. Cuando éstos se restringuen a un sélo
intervalo entre los nodos (¢;,%;11), el resultado es un conjunto de polinomios de
grado < k, estos son precisamente todos los que al evaluarlos en dicho intervalo,
son extrictamente positivos. Un resultado interesante es que este conjunto de
funciones restringido al intervalo (t;,t;41) forman una base del espacio polino-
mial Py.

Lema 3.8. El conjunto de funciones B-spline {Bk Bﬁl, . le?Jrk} es linealmen-
te independiente en (tiyj, thtjt1)-

Demostracion. Procedamos por induccién sobre k. Sea k = 0, el lema afirma
que {B;J} es linealmente independiente en el intervalo (¢;,¢;4+1). Esto es ob-
viamente cierto. Supongamos ahora que el enunciado es cierto para k — 1. Sea
S = Zf:o cj+¢Bj’?+i, y supongamos que S|, ¢, ;.,) = 0. De la ecuacién (3.6) y
teniendo en cuenta que ng+k+1 0Oy Bffl =0en (tg4j,trrj+1) tenemos que:

k
Ci+i — Cj+i—1 k—1
S| g ST 9T ) B .
[(tretgotitien) — P titisk — tivi IFE (b g et j1)

Aplicando la hipdtesis de induccién en {Bk S Lo S Bf;kl}, tenemos que el

J+1°75+2>
conjunto es linealmente independiente en dicho intervalo. Por tanto, los coefi-
cientes de la ecuacién (3.6) deben ser nulos, es decir, ¢; = ¢j11 = ... = Cji.

Si denotamos ¢; = A\, Vj < i < j+ k y aplicando el Lema 3.4 tenemos que
S(z) = XA en (tg4j,tkt+j+1), y teniendo en cuenta que todos los términos son
nulos en dicho intervalo salvo Bf,Bf_H, ...,B;-“Jrk, de haber supuesto que S se
anula en (tx;,tkt;41), concluimos que A = 0. 0

Lema 3.9. El conjunto de funciones B-spline {B*,, B’ij, .y BF |} es lineal-
mente independiente en (tg,ty).

Demostracion. Sea S = Z?::lk c;BF y supongamos que S|(to,tn) = 0. En el
intervalo (tg,t1) s6lo Bﬁk,Bﬁk+17...,B§, son no nulos, y por tanto:

0

k
Sittotn) = 0= €iBF|(10.10)- (3.7)
i=—k

Por el Lema 3.8, el conjunto {Bﬁk,BEkH,...,Bg}, es linealmente independiente
en (tg,t1). Luego, de la ecuacién (3.7) se deduce que ¢; = 0 cuando —k < i < 0.
Si ¢; =0, Vi la demostracién habria concluido. Asi pues, podemos suponer que
¢; es el primer término no nulo para j > 1. Entonces, (¢;,t;+1) C (to,t,). Para
cualquier x € (t;,t;41) llegamos a una contradiccién:



34 3 Funciones B-Spline

S(z)=0= i ciBF(z) = chf(:c) # 0.

Por lo tanto, ¢; =0,Vi=—k,...,.n— 1. 0

Del Lema 3.9 se sigue que la dimensién del conjunto de funciones B-spline
de orden k definidos en [t, t,] es al menos n + k. Teniendo en cuenta la Propo-
sicion 2.3 se concluye el siguiente resultado

Teorema 3.10. La dimensién de S* es n + k.

Para finalizar esta seccién analizaremos la convergencia de las funciones
B-spline lineales y las B-splines ctibicas.

Sea A una particién arbitraria y B un B-spline lineal. Si f € C?([t;, tiy1]),
entonces se cumple la estimacién de error

M;
|f(z) — B(z)| < ?h? x € [ti, tit1),

con h; = mazo<i<n—1tiy1 —ti y My = maxgep, v, |f"(z)]. En particular, si
f € C%([a,b]), entonces

M
£@) - B@) < 2n2, we o)
con h = mazo<i<n—1tiv1 —t; y M =mazycpp | f" ()]

De aqui podemos observar que, a diferencia de la interpolacién polinémica
en general, la interpolacion de una funcién por medio de B-splines lineales ga-
rantiza un sucesién de interpolantes uniformemente convergentes, siempre que
el didmetro de la particién h =|| A || tienda a cero y f € C?([a, b]).

Aunque el espacio los splines lineales S! proporciona interpolantes conver-
gentes al aumentar el nimero de nodos, su uso en la practica es reducido debido
a su baja regularidad en los mismos. Teniendo en cuenta esto y que en la practi-
ca se utlizan los splines ctibicos S®, enunciamos a continuacién un resultado de
convergencia para este tipo de B-splines.

Sea f € C*([a,b]) y sea B un B-spline ciibico completo que interpola a f
en A, con A una particién arbitraria para la que existe un K > 1 cumpliendo
que

LAl

M= <K, Vj=0,..,n—1.
Tjt1 = T



3.3 Aplicaciones de las funciones B-Spline. 35

Dicha constante K es una medida de cudnto esta de lejos A de ser equiespaciada.

Entonces, existen constantes C} independientes de A, con 0 < k < 3y
0 < Oy <2, tales que

1P =B < Co- K- A /D e, 0<E <3,

LA
Tj1—T;
cibico completo y sus tres primeras derivadas convergen uniformemente a f
en [a, b].

Luego, si asumimos supp>1maro<j<n—1 acotado, entonces el spline

3.3. Aplicaciones de las funciones B-Spline.

En el capitulo anterior estudiamos las funciones spline de orden k S*, y
vimos que son funciones a trozos de clase C*~! que se componen de polinomios
de grado < k en los intervalos [tg,t1), [t1,%2), -y [tn—1,tn]. Recordemos que de-
notamos por S* a la familia de splines cuyo dominio es [to, ;]

Nuestro objetivo ahora es ver como se relacionan estas funciones con las
funciones B-spline. Para ello restringimos el dominio de las funciones B-spline
k : 2
B;* de la recta real al intervalo [to,t,], ¥ lo denotamos por B \ltostn]”

Teorema 3.11. Una base para el espacio S* es

{B}, ~k<i<n-—1} (3.8)

[to,tn] *
Por tanto, la dimension de S* es k + n.

de la ecuacién (3.8) per-

Demostracion. Es evidente que las funciones Bfl

[t07tn]
tenecen al espacio de las funciones S*, ya que son funciones spline de grado k,
definidos en los nodos tg < t; < -+ < t,. Como se vio en la Proposicién 2.3 del

capitulo anterior la dimensién de S* es a lo sumo & + n.

Por tanto, para concluir la demostracién falta probar que la expresion (3.8) es
una base, y aplicando el Lema 3.9 se concluye que las expresiones dadas en dicha
ecuacién son linealmente independientes, teniendo en cuenta que la dimension
es k + n. En efecto, es una base de S*. 0

Tras la demostraciéon del Teorema 3.11 podemos decir que las funciones
La,22, .., (z — tl){“H (x — tg)i, oy (2 = tn,l)i generadas en la Proposicién 2.3
de la Seccién 2.3 forman una base de S*. Sin embargo, emplear esta base puede
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generar dificultades en los cédlculos numeéricos, debido a esto es recomendable
emplear en su lugar la base de B-splines que se enuncia en el Teorema 3.11.

Las funciones spline se pueden emplear como funciones interpoladoras. Sea
x1, T2, ..., Ty un conjunto de puntos dados, nos gustaria interpolar datos arbitra-
rios en estos puntos mediante funciones spline de la forma Z?:l chf. Para que
esto sea posible, la matriz de interpolacién A dada por A4;; = B;-“ (z;),(1 <
i,7 < n) debe ser no singular.

Un importante teorema que nos proporciona las condiciones necesarias
y suficientes para garantizar la solucién a este problema es el Teorema de

Schoenberg- Whitney que enunciamos a continuacién. (Véase la demostracién en
[2, pags. 355-357]).

Teorema 3.12. Sea z1, T, ..., T, un conjunto de puntos dados. Para que la ma-
triv A dada por A;; = Bjk(xz) sea no singular, es necesario y suficiente que no
contenga elementos nulos en su diagonal.

Ejemplo 7. Fijado como nodos el conjunto de puntos de los enteros (Z). Si desea-
mos interpolar mediante combinaciones lineales de B, B3, ..., B2, jpodemos usar
el conjunto de puntos {2,4,4,2,4,6,5,5,6,8}7

Solucién. En efecto, podemos aplicar el Teorema 3.12, asi que basta con com-
probar que los elementos de la diagonal de A;; = B? (x;) son no nulos, y esto
es cierto si los puntos estdn en el soporte de los B2,V i = 1,..,5, (Lema 3.2)

1
vedmoslo:

El soporte de B? = (t;,t;13), si identificamos los nodos con la recta real,
podemos suponer que estamos en el intervalo [1,8]. Sea A;; = B?(x;), luego

a1 = BY (2,4) y 24¢€ [1,4) = a;; >0.
a9 = 33(4,2) y 42¢€ (2, 5) = age > 0.
as; = B2(4,6) v 4.6¢€(3,6) = ag > 0.
(a4 = 2(5,5) y bbe (4, 7) =  agq > 0.
a5s = B§(6,8) y 6,8¢ (5, 8] = as; > 0.

Concluimos por tanto, del Teorema de Schoenberg-Whitney que el problema de
interpolacién tendra solucién unica, la cual puede obtenerse facilmente resol-
viendo el correspondiente sistema de dimensién 5, y cuya solucién nos brindaran
los coeficientes de la combinacién lineal de funciones B2, i =1,...,5.
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Programacion Matlab

n=10;
syms X;
xn=[-2 -0.5 0.5 12 4 6 7 8.8 10];
yn=[1.26 0.6 1 2 0 -2 -5.25 -1.75 0.75 2];
plot(xn,yn,’*r’)
hold on
p=0;
for i=1:n
L=1;
for j=1:n
if jo=i
L=L* (x-xn(j))/(xn(i)-xn(j));
end
end
p=p+L*yn(i);
end
p=simplify(p)
pretty(p)

x=-2:0.01:10;
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£=(10810479693733*x.79) . /104796710943724800 -
(85259461754711%x.78) ./238174343056392000 +
(462522803579339*x."7) . /9658683036288000 -
(4094711073018667*x.76) ./13609962460224000 +
(236190600087064699%*x . "5) ./299419174124928000 +
(80085127195097*x."4) ./439031047104000 -
(2288044281290226307*x . "3) . /523983554718624000 +
(108509696483261191*x.72) . /23817434305392000 +
(793465203611429*x) . /550402893612000 -
2450213544709/7088522114700

g0=0.003*x.73+0.02*x."2-0.4*x+0.395;
g1=0.807*x.73+1.225%x."2+0.198*x+0.494;
g2=-4.953*x.73+9.865*x."2-4.129*%x+1.217;
g3=2.263*x.73-11.785*x.72+17.512*x-5.99;
g4=-0.532%x.73+4.99%x."2-16.03*x+16.36;
g5=0.718%*x.73-10.02*x."2+43.982*x-63.58;
g6=-0.725*%x.73+15.96%*x."2-111.905%x+248.22;
g7=-0.209*x.73+5.129%*x."2-40.307*x+100.834;
g8=0.11%x.73-3.292*x."2+33.8*x-116.559;

g=(x<-0.5) . *g0+((x>=-0.5)&(x<0.5)) . *g1+((x>=0.5) & (x<1)) . xg2 +
((x>=1)&(x<2)) . #g3+ ((x>=2) & (x<4) ) . *gd+ ((x>=4) &(x<6)) . *g5 +
((x>=6) & (x<7)) . %gb+((x>=7) & (x<8.8)) . *g7+((x>=8.8) & (x<=10) ) . *g8;

plot(x,f,x,g);
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The polynominal interpolation consists in
approximating a desired function by a
polynominal function, generated from a fi-
nite number of known data. This tool is of-
ten used in many numerical processes of
Applied Mathematics and in diverse areas
of Engineering. Due to the importance of
the subject because its many applications,
this report aims to strenghthen the knowl-
edge acquired about the classic polynom-
inal interpolation, and introduce and study
the concept of Spline Functions, a tool
within the polynominal interpolation that
fits conveniently to certain activities of the
daily life.

The main aim of this work is to introduce
the concept of Spline Functions and to
study its most relevant properties. These
functions will provide solutions to us about
to the problems that could be generated
in the polynominal interpolation by apply-
ing Newton or Lagrange methods for large
data tables, softening the behavior of our
interpolating function. They will provide us
with a basis that will allow us to construct
and to work with simple piecewise polyno-
mials of an efficient way.

1. Introduction

An interpolant polynomial can be obtained
from the classical Newton or Lagrange
methods. It is a useful tool when a low
number of interpolant nodes is required.
However, when this number increases,
the interpolant will be a polynomial of high
degree, and thus a very oscillating func-
tion. In addition to this drawback, tedious
calculus arises in this situation in both pro-
cedures.

A reasonable idea to avoid such high os-
cillations of the interpolant function for a
high number of interponat nodes would be
not to find a unique polynomial of degree
n defined in the interval (a, b], but to con-
sider a partition A of this interval and then
to find a polynomial of low fixed degree
in each subinterval that interpolates our
function. This is precisely the idea of in-
terpolation by spline functions.

2. Outline of the first Chapter

Let us present the problem that character-
izes the classical polynomial interpolation
problem:

Spline Functions
Eduardo Gonzalez Diaz

Facultad de Ciencias - Seccién de Matematicas

Universidad de La Laguna
alu0100371444@ull.edu.es

From a given table of n+1 points (x;,y:),
withi=0,1,..,n,and y; R (or y; € C),

X|Xo| X1 | X2 |-

YiYo||yz |-
find a polynomial p of less possible de-
gree, such that p(x;) = y;, 0<i<n. The
polynomial p is said to interpolates the
data. The next known result guarantees
the uniqueness and the existence of the
interpolant polynomial:

Theorem Let xo, xy,..., x, be a set of dis-
tinct real numbers. Then, for arbitrary real
(or complex) values yy, yi, ..., ¥, there ex-
ists a unique polynomial p,, € P,,, such that
pux) =y, forallosi<n.

A very important result in Approximation
Theory, that justifies the use of polyno-
mials in the approximation of continuous
funcions in [a, b], is the well known Weier-
strass Approximation Theorem, that
states that the space P((a, b]) of polyno-
mials defined in [a, b] is dense in € ([a, b))
with respect to the uniform norm.

The most famous known methods for
the computation of an interpolant polyno-
mial are the Newton and Lagrange proce-
dures. Despite polynomials are nice func-
tions for the approximation of continuous
functions, it is not true that when the num-
ber of interpolant nodes increases, then
the interpolant polynomial converges to
the function. Some well known results in
the literature in this respect are the Bern-
stein counterexample, Runge’s example,
or the Marcinkiewicz or Faber's Theo-
rems. In order to avoid these drawbacks,
it is standard to choose spline functions.

3. Outline of the second chapter ‘

Spline functions are piecewise polyno-
mial functions of degree k in a partition A
of the interval [a, b] with a certain regular-
ity condition: they belong in €((a,b)),
for some m < k (it is very common to
take m = k-1). The associated inter-
polation problem by using such kind of
functions gives rise to similar results as
in the polynomial interpolation, with the
improvement that the interpolant function
has now few oscillations.

Due to the common use in several areas
of Numerical Analysis and applied prob-
lems in Mathematics, Physics, Engineer-
ing,..., in this second chapter we mostly
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concentrate in the study of cubic spline
functions. In particular, we analyze their
efficient construction and we prove their
most important property:

Theorem Let f € 6%(la,b]) and take a =
fy<ty <---<t,=b. If Sis the natural cu-
bic spline that interpolates f at the nodes
t;,V0<i=<n,then:

b b
/[S”(X)lzdef [f"(0))Pdx.

Some numerical experiments are carried
out, in order to illustrate this important re-
sult. Spline functions of high order are
also analyzed not so deeply.

4. Outline of the third chapter

B-spline functions are spline functions
with remarkable properties. In particular,
they are a family of elementary functions
{BF(x)}icz that form a basis of the spline
functions of order k considered in the pre-
vious chapter. So, their study becomes
an important tool for our purposes. This
chapter is devoted to the analysis of their
most important properties, in particular:

Theorem A basis of the space of spline
functions .#* of degree k is given by

{B, —k<isn-1}.

k .
LINAN

So, the dimension of #* is k+ n.

To end, we also characterize the interpo-
lation problem by B-spline functions. It is
convenient to mention that the study of
spline functions can be directly done from
the study of B-spline functions in an inde-
pendent way.
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