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Resumen - Abstract

Resumen

En esta memoria presentamos un estudio de la categoria de
Lusternik-Schnirelmann. Este invariante numérico fue definido por
Lusternik y Schnirelmann en su estudio del cdlculo de variaciones
en 1934. Originalmente se concibid para una variedad diferenciable,
dando una aprorimacion sobre el numero de puntos criticos de cual-
quier funcion diferenciable real definida en la variedad. Mds tarde,
Fox generalizo este invariante para cualquier espacio topoldgico y
descubric que tiene muchas propiedades, como que es un invarian-
te homotdpico. Después de estudiar estas versiones presentamos el
cdlculo de la categoria de Lusternik-Schnirelmann en algunos espa-
ctos, asi como también varias aplicaciones de dicho invariante.

Palabras clave: CW-complejo — anillo de cohomologia — categoria
de Lusternik-Schnirelmann — sistema dindmico — punto critico —
Teorema de Lusternik-Schnirelmann.

Abstract

In this project we study the Lusternik-Schnirelmann category. This
invariant was defined by Lusternik and Shcnirelmann in their studies
in 1934. It was originally conceived for a smooth manifold, giving
an lower bound to the number of critical points for any smooth real
function defined on the smooth manifold. Later on, Fox generalized
this invariant for any topological space and discovered that it has
many properties, such as being a homotopy invariant. After studying
these versions, we present the computation of some examples of the
Lusternik-Schnirelmann category of certain spaces as well as some
applications of this invariant.

Keywords: CW complex - cohomology ming — Lusternik-
Schnirelmann category — dynamical system - critical point —
Lusternik-Schnirelmann theorem.
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Introduccion

La Topologia es una de las ramas mas importantes de las Matematicas
que ha conseguido un gran auge en poco tiempo y que, gracias a ella, se han
encontrado numerosos resultados que han ayudado en otras areas. El progeni-
tor fue H. Poincaré, también conocido como el iltimo universalista. Uno de sus
mayores descubrimientos fue la relacién entre la existencia y la forma de Ecua-
ciones Diferenciales y Topologia donde podemos encontrar muchos problemas
que a dia de hoy aun no se han resuelto. Un ejemplo de estos problemas era el
de aproximar el nimero de puntos criticos de funciones diferenciables en wvarie-
dades diferenciables. Muchos intentaron encontrar estas cotas pero no fue tarea
facil.

o

(a) Lazar Lusternik (b) Lev Schnirelmann

Durante los anos 20 y 30, dos mateméticos soviéticos, L. Lusternik y L.
Schnirelmann, describieron un invariante que llamaron categoria tal que propor-
cionaba una cota inferior al problema anterior. Aunque intentaron describirlo
analiticamente, se dieron cuenta que tenfa gran importancia en Geometria. Con-



X Introduccién

siguieron probar un teorema andalogo al Teorema de Borsuk-Ulam o al Teorema
del punto fijo de Brouwer, llamado el Teorema de Lusternik-Schnirelmann, mu-
cho antes de que estos se probaran. Estos teoremas son de gran importancia ya
que han ayudado a probar numerosas conjeturas como, por ejemplo, que R™ no
es homeomorfo a S™.

En 1939, R. Fox presenta su tesis doctoral On the Lusternik-Schnirelmann
Category. A partir de este momento la categoria pasa a denominarse categoria de
Lusternik-Schnirelmann. En esta tesis doctoral se estudia la categoria como un
objeto topolédgico y prueba varias propiedades tales como que se trata de un in-
variante homotopico y su relacién con la homologia. Durante los anos posteriores,
R. Fox publica algunos articulos sobre esto pero luego niega todo conocimiento
sobre la categoria de Lusternik-Schnirelmann y no vuelve a publicar nada mas
sobre ello.

Figura 0.1. Ralph Fox

Aunque la categoria de Lusternik-Schnirelmann no es fécil de calcular,
tiene varias aplicaciones y facilita el trabajo de muchos cientificos hoy en dia.
Como mencionamos anteriormente, tiene una gran relacién con la Topologia
Algebraica. Comprobaremos que la categoria de Lusternik-Schnirelmann estd
acotado superiormente por la nilpotencia del anillo graduado de cohomologia.

La presente memoria se divide en tres capitulos. En el primero haremos
un recordatorio de las nociones de Topologia General y Teoria de Homotopia,
ademads de describir una clase especial de espacios topolégicos denominados CW-
complejos. En el siguiente capitulo, estudiaremos el anillo graduado de cohomo-
logia, en el cual veremos la homologia de un complejo de cadenas y de cocadenas
para concluir con el estudio de la cohomologia y su estructura de anillo gra-
duado. En el ultimo capitulo, y central, estudiaremos la categoria de Lusternik-
Schnirelmann. Comenzaremos viendo la motivaciéon de este invariante con la
definicién original dada por L. Lusternik y L. Schnirelmann y asi probar el Teo-
rema de Lusternik-Schnirelmann. Luego, veremos la definicién dada por R. Fox
y varias propiedades importantes como que se trata de un invariante homotopi-
co. Ademsds, estudiaremos dos caracterizaciones de la categoria de Lusternik-
Schnirelmann y probaremos dos aproximaciones, que nos serviran para calcular
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ejemplos. Finalmente, demostraremos algunas aplicaciones de la categoria de
Lusternik-Schnirelmann como la relacién con los dos teoremas mencionados an-
teriormente: el Teorema de Borsuk-Ulam y el Teorema del punto fijo de Brouwer.
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Preliminares

Hemos incluido un capitulo preliminar para poder ver todas aquellas nocio-
nes y resultados que nos haran falta para el estudio de la categoria de Lusternik-
Schnirelmann. Expondremos cuestiones basicas de Topologia General y Teoria
de Homotopia de manera que la mayoria de resultados no precisan de demos-
tracién por ser muy elementales. El resto de cuestiones no han sido impartidas
durante el Grado de Matematicas, por lo que hemos incluido su demostracién
0, al menos, un esbozo de ellas. Para poder ver aquellas nociones de Topologia
General, referiremos al lector a [3] o [6] y aquellas de Teoria de Homotopia, a [2],
[4] o [5]. Finalmente, estudiaremos un caso especial de espacios, denominados
C'W-complejos.

1.1. Herramientas de topologia general.

La nocién de espacio topoldgico sera la estructura matematica con la cual
trabajaremos. Este se define dando un conjunto X junto con una coleccién dis-
tinguida de subconjuntos, que denominaremos topologia y cuyos elementos de-
nominaremos abiertos, de manera que cumplen:

= Kl conjunto total X y el conjunto vacio son abiertos.
= Cualquier unién de abiertos es abierta.
= La interseccion finita de abiertos es abierta.

Si no hay lugar a confusion, escribiremos simplemente X para designar el
espacio topoldgico sin necesidad de explicitar la topologia. Los espacios topoldgi-
cos se relacionan mediante el uso de aplicaciones continuas. Intuitivamente, una
aplicacién continua es una transformacién de un espacio topoldgico en otro ve-
rificando que puntos cercanos del codominio proceden de puntos cercanos en el
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espacio dominio. Formalmente, una aplicaciéon entre espacios topolégicos es con-
tinua cuando la antimagen por f de cualquier abierto es abierto. Un resultado
muy util y que utilizaremos con cierta frecuencia serd el siguiente lema:

Lema 1.1 (Lema de continuidad). Sean A y B subconjuntos cerrados en un
espacio topoldgico X tales que X = AUB ysean f : A=Y yg: B —Y apli-
caciones continuas tales que fianp = gjanp- Entonces la aplicacion h: X =Y,
definida como:

es continua.

Un homeomorfismo es una aplicaciéon continua, biyectiva y con inversa
continua. Diremos que X e Y son homeomorfos cuando exista un homeomor-
fismo entre ellos. Usaremos la notacién X = Y para expresar que X e Y son
homeomorfos. Esta nocién es una correspondencia biyectiva entre los espacios
X e Y tal que conserva la estructura topoldgica implicada. Ademds, algunas
propiedades de X se dan, mediante el correspondiente homeomorfismo, en el es-
pacio Y. Tales propiedades, es decir, las que se conservan por homeomorfismos,
se denominan propiedades topolégicas.

Pr®00

Figura 1.1. Ejemplo de espacios homeomorfos.

Entre las nuevas propiedades topolégicas no vistas en el grado y que son ne-
cesarias para desarrollar este trabajo se encuentra la de normalidad. Recordemos
que un subconjunto de un espacio topolégico es cerrado si su complementario es
abierto.

Definicién 1.2. Se dice que un espacio topoldgico X es normal si para todo par
de cerrados disjuntos Fy, Fy, existen abiertos disjuntos Ay, As tales que F C Ay
y By C As.

No es dificil comprobar que la normalidad es una propiedad topolégica ya
que los homeomorfismos conservan abiertos, cerrados y conjuntos disjuntos; pero
no es hereditaria. A pesar de no ser hereditaria, existe un resultado parcial en
este sentido.
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Proposicién 1.3. Sea X un espacio topoldgico normal y F C X un cerrado.
Entonces F' es normal.

Demostracion. Sean Fy, F» C F cerrados disjuntos. Entonces F} y Fy también
son cerrados en X. Ademds por ser X normal, existen Ay, Ay abiertos disjuntos
en X tales que I} C Ay y Fy C As. Tomando By = A\NFy By =A;NF se
tiene que B y Bs son abiertos disjuntos en F' tales que F} C By y Fs C Bs.

O

La siguiente proposicién nos muestra diferentes caracterizaciones ttiles de
normalidad. La notaciéon que usaremos para la clausura de un subconjunto A de
un espacio topolégico X sera A.

Proposicién 1.4. Sea X un espacio topoldgico. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

1. X es normal.

2. Para todo cerrado F y para todo abierto A tales que F' C A, existe V' abierto
tal que F CV CV C A.

3. Para todo par de cerrados Fy, Fy tal que Fy N Fy = 0, existe un abierto A tal
que F1 CA, ANF, =0.

4. Para todo par de cerrados disjuntos Fy, Fo, existen abiertos Ay, As tales que
L C AL F> C A yAilﬂAigz 0.

Demostracion. En primer lugar, supongamos que X es normal y sean F' un ce-
rrado y A un abierto de X tales que F' C A. Tomando F' = X \ A cerrado,
tenemos que F'N F’ = (). Entonces, por ser X normal, existen abiertos disjuntos
Vy V' talesque F CV y F' CV'. Ademés, como V y V' son disjuntos, V est4
contenida en el complementario de V'’ y que éste estd contenido en el comple-
mentario de F’ o, lo que es lo mismo, contenido en A. Por tanto, obtenemos que
F CV CV C A. Por otro lado, supongamos que para todo cerrado F y todo
abierto A, existe un abierto V tal que F CV CV C A y sean F; y F cerrados
disjuntos. Entonces definimos B = X \ F, abierto y observamos que F; estd
contenido en B. Por hipétesis, existe un abierto U tal que F; C U C U C B. Por
tanto, como A estd contenido en B, vemos que AN F, = (). Supongamos nueva-
mente que Fy y Fy son cerrados disjuntos. Por hipétesis, existe un abierto A; tal
que Fy C A1y A, N F, = (). Entonces como A; vy Iy = () son cerrados disjuntos,
por hipétesis existe un abierto Ay tal que Fy C Ay y A; N A; = (). Finalmente,
si para todo par de cerrados disjuntos Fi, F5, existen abiertos A;, Ay tales que
Fy C A1,F, C Ay y A1 N Ay = (); entonces, de forma trivial, X es normal.

|
Otra caracterizacién importante de normalidad viene dado por el lema de

Urysohn. Lo enunciaremos sin demostracién ya que nos extenderiamos demasia-
do y no entra dentro de los objetivos de la memoria. Para ver una demostracién
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detallada, recomendamos [3, pdg. 237]. Como es habitual, [0, 1] denota al inter-
valo unidad cerrado con la topologia inducida por la usual de R.

Teorema 1.5 (Lema de Urysohn). Sea X un espacio topoldgico. Entonces
son equivalentes:

1. X es normal
2. Para todo par de cerrados A, B disjuntos, eziste una aplicacion continua

h:X —10,1] tal que h(A) = {0} y h(B) = {1}

Observacion 1.6. Se comprueba que todo espacio compacto y de Hausdorff es
normal (ver [3, Teorema 41.1]). Ademds todo espacio metrizable también es
normal (ver [3, Teorema 32.2]).

Un tipo especial de espacios que surge de forma natural en topologia son
los espacios cocientes. Si tenemos R una relacién de equivalencia en un conjunto
X y x € X, entonces el subconjunto:

[] ={y e X [zRy} C X

se denomina clase de equivalencia de z. El conjunto formado por todas las clases
de equivalencia de los puntos de X se denomina conjunto cociente de X por Ry
suele denotar como X/R. Asimismo, si X es un espacio topoldgico la topologia
asociada al conjunto cociente es la topologia final asociada a la proyeccién 7 :
X — X/R (se define para todo € X como 7(z) = [z]), es decir, si T es una
topologia de X, entonces la topologfa en X/R viene dado como:

T,={ACX/R|7m YA €T}

El espacio topolégico resultante se denomina espacio cociente de X por la rela-
cion de equivalencia R.

Un caso especial de espacio cociente que usaremos es el que resulta al
colapsar un subconjunto dado en un punto. Esto es, dado A C X se define la
relacién de equivalencia por xRy si y solo si x = y 6 x,y € A. Usaremos la
notacién X/A para denotar dicho espacio cociente.

[~

b

a

Figura 1.2. El toro 7.
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Un ejemplo clasico de espacio cociente es el toro T'. Este espacio se puede
describir, salvo homeomorfismos, como el cociente de identificar en [0, 1] x [0, 1]
los lados opuestos dos a dos segun la figura anterior.

Otro ejemplo es el cilindro circular S' x [0,1]. Se puede definir, salvo
homeomorfismo, como la relacién de equivalencia R en [0, 1] x [0, 1] que identifica
cada punto (0, ¢) del lado izquierdo con el correspondiente a la misma altura (1, ¢)
del lado derecho. Para ver mas ejemplos e informacién detallada, recomendamos

al lector [6, Capitulo 4].

Figura 1.3. El cilindro circular.

1.2. Teoria de homotopia basica.

En esta seccién expondremos brevemente algunos de los conceptos basicos
de Teoria de Homotopia, que utilizaremos a lo largo de la memoria. Como men-
cionamos anteriormente, los resultados se expondran sin demostracién ya que la
mayoria se han visto en el Grado de Matematicas.

Denotaremos por I al intervalo unidad cerrado [0, 1] con la topologfa indu-
cida por la usual de la recta real. Dadas dos aplicaciones continuas f,g: X — Y
y A C X, diremos que f es homdtopa a g relativamente a A si existe una apli-
cacién continua H : X x I — Y tal que H(z,0) = f(z), H(z,1) = g(x) v
H(a,t) = a para todo x € X, a € Ayt € I. Usaremos la notacién f ~ g rel. A
para expresar que f es homdétopa a g relativamente a A. Si queremos explicitar
la homotopia, escribiremos H : f ~ g rel. A. Mas generalmente, si consideramos
A = () el conjunto vacio entonces diremos que f es homdtopa a g y lo denotare-
mos por f ~ g. Observamos que la homotopia H : f ~ g se puede interpretar
como una coleccién uniparamétrica de aplicaciones continuas

{Ht X = Y}tEI

que varfa con continuidad en I tal que Hy = f, Hi = g y donde Hy(z) :=
H(xz,t). Ademds, es facil comprobar que la homotopia relativa es una relacién
de equivalencia en el conjunto de las aplicaciones continuas de X a Y (véase
[3, Lema 51.1.]). Por tanto, abusando del lenguaje y en virtud de la simetria,
podemos decir que “f y g son hométopos relativamente a A”en vez de “f es
hométopa a g relativamente a A”.

Un caso particular que utilizaremos con cierta frecuencia, lo constituyen
las aplicaciones hométopas a una constante.
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Definicién 1.7. Diremos que f : X — Y es nulhométopa si es homdtopa a una
aplicacion constante, es decir, existe yo € Y tal que f ~ C,,. La homotopia
entre f y Cy, se denominard nulhomotopfia.

Gracias a las homotopias, podemos clasificar los espacios topolégicos de
una forma menos restrictiva que usando homeomorfismos. Diremos que una apli-
cacion continua f : X — Y es una equivalencia de homotopia si existe una
aplicacién continua g : ¥ — X tal que fog ~ 1y y go f ~ 1x. Se dedu-
ce que g también es una equivalencia de homotopia, el cual lo denominaremos
inverso homotopico de f. Obviamente todo homeomorfismo es equivalencia de
homotopia. No obstante, el reciproco no siempre es cierto. Por ejemplo, sea
D? = {(x,y) € R? | 22 + y? < 1} el disco unidad cerrado. Entonces la aplicacién
constante f : D? — {*} es una equivalencia de homotopifa y claramente no es un
homeomorfismo. Un inverso homotépico de f viene dado por g : {*} — D? como
g(*) = z0, siendo z un punto cualquiera del disco D?. Trivialmente se tiene que
fog = 1y,; ademds por convexidad se tiene una homotopfa H : go f >~ 1p2,
definida como H (z,t) = (1 — )z + tx.

Definicién 1.8. Diremos que dos espacios topoldgicos X eY son homotdpica-
mente equivalentes, o bien del mismo tipo de homotopia, si existe una equiva-
lencia de homotopia entre ellos. Usaremos la notacion X ~Y para denotar que
X eY son homotépicamente equivalentes.

Algunas propiedades topoldgicas se conservan por equivalencias de homo-
topia como, por ejemplo la conexidad y la conexidad por caminos. Veremos a
continuacion un caso especial de espacios topoldgicos.

Definicién 1.9. Un espacio topologico X es contractil si es homotopicamente
equivalente a un espacio unipuntual.

Una caracterizaciéon de gran utilidad de contractibilidad viene dada en la
siguiente proposicion.

Proposicién 1.10. Un espacio topologico X es contractil si y solo si la aplica-
cion identidad 1x : X — X es nulhomdtopa.

Hemos visto anteriormente que la aplicacién f : D? — {*} es una equi-
valencia de homotopia, por lo que deducimos que D? es contréctil. Estamos
interesados en un ejemplo genérico de espacios contractiles pero para ello defi-
niremos un nuevo espacio topologico. Si X es un espacio topoldgico cualquiera,
entonces el cono de X es el espacio cociente CX := (X x I)/(X x {0}). Por de-
finicién, para t = 0, los puntos de C'X se contraen a un punto que denotaremos
por #, es decir, para todo z € X, x = [z,0].

Proposicién 1.11. Para cualquier espacio topoldgico X, CX es contrdctil.
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XxI cX = XX’/XX{O)

Figura 1.4. Cono de X.

Demostracion. Definimos la aplicacién H : CX x I — CX como H([z,t],s) :=
[, (1 — s)t] para todo ([z,t],s) € X x I. Es ficil comprobar que H estd bien
definida y que es continua. Ademds, se observa que H([z,t],0) = lex([z,t]) v
H([z,t],1) = [z,0] = %, es decir, que H es una homotopia entre 1lox =~ C,.
Entonces, por la proposicién 1.10, C'X es contractil.

O

Podemos definir la aplicacién continua k : X — CX como k(x) = [z,1].
Obsérvese que en C'X podemos encontrar una “copia”de X. En efecto, k : X —
kE(X) es claramente un homeomorfismo. Por lo que podemos considerar a X
como un subespacio de C'X con k como inclusién

Finalmente veremos un caso interesante que tiene lugar cuando un subes-
pacio es del mismo tipo de homotopia que el espacio que lo contiene. Podremos
encontrar condiciones més débiles o fuertes pero nos centraremos solamente en
una de ellas, la de retracto por deformacion. Sean X un espacio topoldgico y
A C X. Diremos que A es un retracto de X si existe una aplicacién continua
r: X — Atal que 74 = 14. A la aplicacién 7 se le denomina retraccion de
X en A. Normalmente la expresion r|4 = 14 se escribe equivalentemente como
roj =14 siendo i : A — X la inclusién candénica. Una nocién maés fuerte es la
que definimos a continuacion:

Definicién 1.12. Sea A C X. Diremos que un subespacio A es un retracto por
deformacion de X si existe una retraccion r: X — A tal que ior >~ 1x.

Noétese que todo retracto por deformacién es retracto y que es sencillo de
probar que si A es un retracto por deformacién de X, entonces A es homotdpi-
camente equivalente a X.

Observacion 1.13. En Teoria de Homotopia podemos considerar, més general-
mente, parejas de espacios en vez de espacios topologicos. Una pareja de espa-
cios (X, A) estd formada por un espacio topolégico X junto con un subespa-
cio A C X. Por otro lado, una aplicacién continua entre parejas de espacios
f: (X,A) — (Y,B) no es més que una aplicacién continua f : X — Y tal
que f(A) C B. Surge de forma natural, la nocién de homotopia de parejas.
En efecto, sean f,g : (X, A) — (Y, B) aplicaciones continuas, se dice que f es
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hométopa a g, denotado por f ~ g, si existe una aplicaciéon continua de parejas
H:(XxI,AxI)— (Y,B) tal que H(z,0) = f(z) y H(z,1) = g(x), para todo
x € X. De forma andloga al caso clasico, se puede definir las nociones de equiva-
lencias de homotopia de parejas de espacios y contractibilidad. Observamos que
todo espacio topologico X se puede considerar una pareja de espacios tomando
la identificacién de X con (X, 0).

En esta memoria, trabajaremos con un caso especial de parejas de espacios que se
denominan espacios punteados donde A es el subespacio formado por un punto
de nuestro espacio topolégico X y tal punto lo denominaremos punto base. Para
evitar notacién engorrosa y tomando A = {x}, escribiremos (X, xo) en vez de
(X, {zo}). Diremos que la aplicacién f : (X,z9) = (Y, y0) es continua punteada
sif:X — Y escontinuay f(xg) = yo. Sean f,g: (X, x0) — (Y, yo) aplicaciones
continuas punteadas, se dice que f es homdtopa punteada a g, denotado por
f =~ g, si existe una aplicacién punteada H : (X x I, {xo} x I) — (Y, yo) tal que
H(z,0)= f(x) y H(z,1) = g(z), paratodo x € X y t € I.

1.3. CW-complejos.

En esta ultima seccién presentaremos un tipo especial de espacio topologi-
co, denominado complejo celular o CW-complejo. Este tipo de espacio facilita
el estudio de la Topologia Algebraica ya que podemos construirlos de forma
inductiva y para probar muchas de las propiedades se hace normalmente por
un sencillo proceso de induccién. Ademas, tiene propiedades homotépicas y to-
poldgicas interesantes (véase [2]). Para poder describir la construccién de estos
espacios, necesitaremos recordar varias nociones como la de la union disjunta.
Definimos la union disjunta de dos espacios topologicos X e Y, que denotare-
mos por X UY, como X UY = (X x {0}) U (Y x {1}). Es sencillo comprobar
que podemos definir dos inclusiones (mds exactamente, homeomorfismos sobre
sus imégenes) j; : X — X UY y jo : Y < X UY dadas por ji1(z) = (2,0) y
Jo(y) = (y,1) paratodoz € X ey €Y.

Dada una aplicacién f : X — Y, definimos la cofibra homotopica de f
como el espacio cociente Cy :=Y U CX/ ~ siendo ~ la relacién de equivalencia
generada por las relaciones elementales f(x) ~ [z, 1], para z € X; aqui CX
representa el cono de X.

Tomandop :Y — Cy comop = woj con7 : YUCX — Cy la proyeccién del
espacio cociente y j : Y — Y UCX la inclusién, tenemos el siguiente diagrama:

|

cCX —

f
—

Qe
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A

i —

Figura 1.5. Cofibra homotépica.

Cr

Hacemos notar que p define un homeomorfismo de Y sobre su imagen, por lo
que podemos considerar que p : Y — C es una inclusién. La sucesion cofibrada
asociada a f : X — Y es la siguiente sucesién de aplicaciones continuas:

Xty

Denotaremos por D" = {z € R" | ||z|| < 1} al n-disco y S" ! = {z € R" |
|z]| = 1} ala (n — 1)-esfera, para n > 0 y tomando por convenio S~! = (). Por
definicién, una n-celda es un espacio homeomorfo al disco abierto D™\ S™~1,
para n > 1. Si n = 0, una 0-celda es homeomorfo a un punto. Diremos que un
espacio topolégico X es un CW-complejo si existe una coleccién de subespacios
cerrados:

X'cxlcX?’c..cX"c..cX

tal que X = US2, X" y se verifican las siguientes propiedades:

1. XY es un espacio discreto. Sus puntos se denominan 0-celdas.
2. X™ se obtiene de X! adjuntdndole una coleccién de n-celdas, es decir, X™
es una cofibra homotépica de la forma:

uasg—l Xn—l

f

UgDl —— X7
Obsérvese que existe un homeomorfismo C(U,S?~ 1) 2 L, D7. Esto se ob-
tiene del hecho de que CS™~! =2 D" y de las definiciones de cono y de unién
disjunta.

3. X tiene la topologia débil respecto de {X"}22 ), es decir, A C X es abierto
(respectivamente cerrado) si y solo si AN X™ es abierto en X™ (respectiva-
mente cerrado), para todo n > 0.

Para cada n > 0, X™ se denomina el n-esqueleto de X. Diremos que X
tiene dimension finita si existe un n tal que X = X™. El menor n tal que X = X"
se denominard dimensidn de X. A la dimensién la denotaremos por dim(X).
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Una clase de CW-complejos que manejaremos en la memoria viene dada
por los espacios proyectivos. En el caso del espacio proyectivo real RP™, co-
menzamos tomando RP? = {x} y para n, obtenemos RP" a partir de RP"~!
adjuntandole una unica n-celda mediante la siguiente cofibra homotdpica:

Snfl f ; anfl

|

D" — RP"

siendo f : S»~1 — RP™! la aplicacién cociente que define al espacio proyectivo
cuando identificamos cada punto con su antipodal (ver nota 1.14). Evidente-
mente dim(RP™) = n. Para el espacio proyectivo complejo CP™ y cuaterniénico
HP™ la construccién es similar pero en vez de utilizar (n — 1)-esferas, utilizare-
mos la (2n — 1)-esfera para el complejo y la (4n — 1)-esfera para el cuaterniénico.
Ademsds, en estos casos se tiene que dim(CP"™) = 2n y dim(HP™) = 4n Para
poder ver una construccién més detallada de los espacios proyectivos, véase |2,
péags. 6-7].

Observacion 1.14. Obsérvese que los espacios proyectivos se pueden construir de
varias maneras distintas equivalentes. Por un lado, si K = R, C, H, entonces se
puede considerar K P" := (K™"*1\{0})/ ~ donde ~ es la relacién de equivalencia
definida como = ~ y si y solo si existe A € K \ {0} tal que y = Az. Otra forma
de ver los espacios proyectivos reales es como un espacio cociente RP™ = D"/ ~
siendo ~ la relacion de equivalencia que identifica los puntos de la frontera S™ con
sus antipodales. Equivalentemente, también tenemos el espacio cociente RP™ =
S™/ ~ con la relacién de equivalencia ~ que identifica los puntos de S™ con sus
antipodales. Por tanto, podemos definir la aplicaciéon cociente f : S™ — RP"
como f(s) := [s].
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El anillo graduado de cohomologia

En general, la categoria de Lusternik-Schnirelmann no es facil de calcular
y, por tanto, es necesario encontrar aproximaciones. Dentro de la teoria de la
categoria de Lusternik-Schnirelmann existe un invariante algebraico que lo apro-
xima y que viene determinado por el anillo de cohomologia del espacio. Gracias
a esta aproximacién, seremos capaces de calcular muchos ejemplos. Es por ello
que hemos decidido incluir un capitulo sobre la cohomologia singular, puesto que
ademds es un tema que no se ha visto en el Grado de Matematicas. Expondre-
mos la nocién de cohomologia singular junto a sus propiedades mas importantes
como, por ejemplo, su estructura de anillo graduado mediante el producto cup.

2.1. Complejo de cadenas y de cocadenas.

Antes de comenzar, recordaremos la nocién de homologia en un complejo
de cadenas. Un complejo de cadenas (de grupos abelianos) es una coleccién
C = {Cy, 04}qez tal que para cada ¢ € Z, Cy es un grupo abeliano, denominado
grupo de las g-cadenas, y o4 : Cq — Cy—1 un homomorfismo de grupos, llamado
operador borde, tales que para todo ¢ la composicion:

041 dq
Cop1 —5 €y —25 Cy 4

es el homomorfismo trivial. Ademads, si para ¢ < 0 se cumple que C; = 0 entonces
diremos que C' es no negativo y usaremos la notacién C' = {Cy, §, }4>0. Definimos
el grupo de los g-ciclos como Z,(C) := ker(d,) y el grupo de los g-bordes como
B, (C) = Im(d4+1) y observamos que B,(C) C Z,(C) ya que d4 0 dq41 = 0.
Podemos definir el g-grupo de homologia de C como el grupo cociente Hy(C) :=
Z4(C)/B4(C) y denotaremos H,(C) = {Hy(C)}qez. Cada elemento de H.(C)
se denomina clase de homologia y diremos que los elementos de H,(C) tienen
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grado q. Si z es un g-ciclo, denotaremos por [z] a su clase de homologfa y cuando
21y #2 g-ciclos estdn relacionados (es decir, z1 — 22 € B,(C)) se dice que son
homdlogos.

Dados C' y C’ dos complejos de cadenas, un homomorfismo de complejos
de cadenas f : C — C’ consiste en una coleccién de homomorfismos de grupos
f={fq:Cq = Cy}qez que hace el siguiente diagrama conmutativo para todo
q € Z:

5{ f@

!
Comr 77 Cam

Esto permite que f lleve ciclos en ciclos y bordes en bordes. Por consi-
guiente, para ¢ € Z se induce Hy(f) : Hy(C) — Hy(C") un homomorfismo de
grupos definido por Hy(f)([2]) = [fq(2)]-

Diremos que un complejo de cadenas C’ es un subcomplejo de C si para
todo g € Z, tenemos que C’(’l C Cy y lainclusién ¢ : C" — C es un homomorfismo
de complejos de cadenas. Se induce de forma natural un complejo de cadenas
cociente C'/C" definido como (C/C"), := C,/C}, para todo q € Z.

La nocién dual de complejo de cadenas es la de complejo de cocadenas.
Un complejo de cocadenas es una colecciéon C' = {C9,0%},ez con C? un grupo
abeliano, denominado grupo de cocadenas, y 67 : C? — C9*! operador coborde
es un homomorfismo de grupos tal que para todo ¢ € Z, la composicién

ca-1 3 a3 g

es el homomorfismo trivial. Como en el caso de complejos de cadenas, di-
remos que un complejos de cocadenas es no negativo si para todo g < 0,
C? = 0 y lo denotaremos por C' = {C9,§%},>0. También definimos el grupo
de los g¢-cociclos como Z(C) := ker(d?) y el grupo de los g¢-cobordes como
B4(C) := Im(37"1). Denominamos al g-grupo de cohomologia de C' como el
grupo cociente H4(C') := Z(C)/B?(C) y denotaremos por H*(C) a la familia
de grupos abelianos {H9(C)}4ez v diremos que cada elemento de HY(C) tiene
grado ¢. Si z es un g-cociclo, denotaremos por [z] a su clase de cohomologia.
Finalmente, de forma analoga, podemos definir homomorfismo de complejos de
cocadenas y su cohomologia, subcomplejos de cocadenas y complejos de coca-
denas cocientes. A continuacion, pasaremos a ver la homologia y cohomologia
singular de un espacio topolégico.

Definicién 2.1. Sea X un espacio topolégico y n € Z, n > 0. El n-simplice
estandar se define como:
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Ap = {(to, 1, ey tn) €R™TY/ D Tt = 1,4, 2 0,¥i = 0,1,...,n} C R
=0

con la topologia inducida por la usual de R, Un n-simplice singular de X
es una aplicacion continua f : A, — X. Denotaremos al conjunto de todos los
n-stmplices singulares de X por Top(A,, X).

Ademds debemos recordar que un grupo libre generado por un conjunto
arbitrario S, que denotaremos por F(S), viene dado por los elementos o que son
sumas formales finitas ¢ = A\jz1 + Aox2 + ... + A\px,. donde \; € Z y z; € S.
Observamos que existe una inclusién canénica ¢ : S — F(S). Por otro lado,
dada una aplicacién ¢ : S — A con A un grupo abeliano, existe un tnico
homomorfismo de grupos ¢’ : F(S) — A que extiende de forma natural a ¢ y
viene dado por ¢/ (A1x1 + Aoxa + ... + Ary) = A1p(x1) + Aap(z2) + ... + A ().

|

F(S)

—>¢ A
»

Obsérvese que para poder definir un homomorfismo de grupos de F'(S) en
A, solo nos hace falta tener una aplicacién de S en A. Esto serd de gran utilidad
para la siguiente definicién:

Definicién 2.2. Definimos el complejo de cadenas singular de X como el com-
plejo de cadenas no negativo Sy == {Sq(X),dq}q>0 donde

Sq(X) = F(TOP(AmX))

es el grupo abeliano libre generado por el conjunto de los q-simplices singulares
de X y el operador borde 04 : Ay(X) — Ay—1(X) viene dado por:

q

84(0) = (~1)(00dy)

=0

cono € Top(Aq, X) y siendo d; : Ag—1 — Ay, llamado el operador i-cara, donde
di(to,t1, .y tg—1) = (tost1y s tiz1, 0,84, oy tq—1), 1 =0,1,...,q — 1. El g-grupo de
homologia singular de X es el g-grupo de homologia del complejo de cadenas
singular de X y lo denotaremos por Hy(X) := H,(S.(X)).

Asimismo, dada una aplicacién continua f : X — Y, se define el homo-
morfismo de complejos de cadenas singular de X, S, (f) : S«(X) — S«(Y), como
Sq(f)(o) = foo para cada g-simplice singular o : A, — X. Por tanto, definimos
la homologia H,(f) : Hy(X) — Hy(Y') como la homologia de S, (f).
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Més generalmente, si (X, A) es una pareja de espacios entonces Sy(A) C
S.(X) es un subcomplejo de cadenas. Por consiguiente, definiremos el complejo
de cadenas de (X, A) como:

S,(X,A) = S,(X)/S.(A)

Por tanto, el g-grupo de homologia singular de (X, A) es el g-grupo de homologia
del complejo de cadenas singular de (X, A) y lo denotaremos por Hy (X, A) :=
H,(S.(X,A)). Dada una aplicacién continua f : (X, A) — (Y, B), definimos el
homomorfismo de complejos de cadenas singular de (X, A) como la aplicacién
inducida en los cocientes S.(f) : S.(X,A) — S.(Y,B) y la homologia H,(f) :
H,(X,A) — H,(Y, B) como la homologia de S.(f).

2.2. Cohomologia singular.

Para los calculos de la categoria, nos interesara mas la cohomologia de un
espacio topoldgico ya que nos proporcionard un cota superior de ésta. Dado un
espacio topoldgico X y un grupo abeliano G, se define el complejo de cocadenas
singular de X con coeficientes en G, y lo denotaremos por S*(X;G), como el
grupo abeliano formado por todos los homomorfismos de grupos S,(X) — G,
siendo S,(X) el grupo de las g-cadenas singulares de X. Asi, para ¢ tenemos:

S9(X;G) = Hom(S,(X),G)

La operacién de grupo viene dada por (¢ +)(0) := ¢(0) + (o) y el operador
coborde 89 : S9(X;G) — STTHX;G) se define como §9(p) = ¢ 0 §yp1. Asf
podemos definir el g-grupo de cohomologia de X con coeficientes en G como

HY(X;G):= HI(5"(X;Q))

Como ocurria anteriormente, dada una aplicacion f : X — Y, se define
el homomorfismo de complejo de cocadenas S*(f) : S*(Y;G) — S*(X; G) como
SUf)(p) == ¢ o Se(f) para cada ¢ : S¢(Y) — G g-cadena singular en Y.
Entonces, de forma natural se obtiene la g-cohomologia de f con coeficientes
en G como HI(f) : H(Y;G) — H9(X;G). Si no hay lugar a confusién y para
simplificar la notacién, utilizaremos f* para referirnos a HI(f).

Observacion 2.3. Méas generalmente, podemos definir el complejo de cocadenas
singular de (X, A) con coeficientes en G como S9(X, A; G) := Hom(5,(X, A; Q)).
De la misma forma, definimos el g-grupo de cohomologia de (X, A) con coefi-
cientes en G como HY(X, A; G) := H1(S*(X, A;G)). Anédlogamente, para apli-
caciones continuas f : (X, A) — (Y, B) obtenemos la g-cohomologia de f con
coeficientes en G como H(f): HI(Y,B;G) - H1(X, A; G).
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La cohomologia cumple una serie de propiedades muy importantes que

vienen dadas por los denominados Axiomas de FEilenberg-Steenrod. Expondre-
mos cada una de las propiedades sin demostracién. Para ver una demostracién,
referimos al lector a [4]. Enumeramos a continuacién dichas propiedades:

1.

5.

Funtorialidad. Sean f : (X,A4) — (Y,B) y g : (Y,B) — (Z,C) aplicaciones
continuas de parejas. Entonces (go f)* = f* o g*

HY(Z,C;G) (o l)” HY(X, A; G)

HY(Y, B; G)

Si I(x,4) : (X, A) = (X, A) es la identidad en (X, A), entonces 1>EX7A) =
Lia(x,4;6) es el homomorfismo identidad en H?(X, A; G).

. Homotopia. Sean f,g : (X, A) — (Y, B) aplicaciones continuas de parejas.

Si f ~ g, entonces f* = g* : HY(Y, B;G) —» HY(X, A; G).

. Exactitud. Sea (X, A) una pareja de espacios y seani: A — X, j: (X,0) —

(X, A) las correspondientes inclusiones. Entonces existe una sucesién exacta
de grupos abelianos y homomorfismos:

-k

o HI(A;G) 2 HHU(X, A; G) L5 HHU(X; G) -5 HIFH (A G) S ...

El homomorfismo A se denomina homomorfismo de conexién. Se trata de una
transformacién natural. Esto es, dada f : (X, A) — (Y, B) una aplicacién
continua de parejas arbitraria, el siguiente diagrama es conmutativo:

HY(B;G) —2— H™\(Y, B;G)

(fA)*J Jf*

H(A; Q) T}H‘”l(X,A; G)

. Dimensién. Si P denota el espacio unipuntual, entonces:

G, ¢g=0
0, g¢#0
Escisién. Sean (X, A) una pareja de espacios y U un abierto de X tal que

U C Int(A). Entonces la inclusién i : (X \ U, A\ U) — (X, A) induce

isomorfismos en cohomologia

i HY(X, A;G) —— HI(X \ U, A\ U;G) .
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La cohomologia de un espacio tiene estructura de anillo graduado, una es-
tructura algebraica maés rica que la de grupo abeliano, y la cual viene determina-
da por un producto denominado producto cup. A partir de ahora consideraremos
la cohomologia con coeficientes en un anillo R (los més comunes suelen ser Z,
Zny Q).

Antes de seguir, precisaremos la notacién que utilizaremos mas adelante.
El n-simplice estandar A,, también se puede describir como el conjunto de todos
los elementos en R**! de la forma:

xr =tgeg +tie1 + ... + tpen

donde Y7 (ti=1yt; >0ye; = (0,0,..,1¢,...,0,0) € R*" ! parai=0,1,...,n.
Realmente, 4A,, es la envolvente convexa de los puntos eg, €1, ..., €,, que son los
vértices de A,, y podemos representarlo como A, := [eg, €1, ..., €,]. Asimismo,
con esta notacién, el operador borde en el complejo de cadenas singular de X,
0y : Se(X; R) — Sy—1(X; R), viene dado por la siguiente expresién (comparar
con la definicién 2.2):

q

dq(0) = Z(—1)i0|[eo,...,a,...,eq]

i=0
donde ¢; denota que se retira el elemento e;. Definiremos, en primer lugar, el

producto cup a nivel de cocadenas.

Definicién 2.4. Sean X un espacio topoldgico y p € CP(X;R), ¢ € C1(X;R)
cocadenas singulares de X de grados p y q respectivamente. El producto cup
p — 1 € CPTYX;R) es la cocadena cuyo valor en un simplice singular o :
Apiq = X wviene dado por:

(<P ~ W(U) = @(UHeo,el,‘..,eP]) : ¢(0|[ep,ep+1,...,ep+q])

donde en el miembro de la igualdad de la derecha se ha usado el producto del
anillo R.

Ahora para ver que este producto en cocadenas induce un producto cup
en clases de cohomologia, debemos probar el siguiente lema. Para simplificar
la notacién, no haremos uso de los indices de los operadores borde y coborde
correspondientes.

Lema 2.5. Si ¢ € CP(X;R) y ¢ € CYX; R), entonces
5~ 1) =6(p) v+ (=1)Pp ~5(¢)

Demostracion. Sea o : Ap+q+1— X un (p + ¢ + 1)-simplice singular de X.
Entonces tenemos:
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p+1 ‘
5(p) ~ = Z(71)290(@[eovu-»a,-wewl]) ’ w(a\[emlw-»@mqﬂ])
=0
p+q+1 _
(_1)1)(90 ~ 5(¢))(0) = Z (_1)1@(0’|[60,...,6p]) : w(a\[ep,...,eﬁ,‘..,epﬂﬂ])
i=p

Sumando ambas expresiones obtenemos que el tltimo término de la primera
expresion se cancela con el primer término de la segunda expresién Ademas,
como sabemos que:

p+q+l1

5(0) = Z (_l)ia|[eo,...,ei,...,ep+q+1]

i=0

entonces los términos que quedan son §(¢ — ¥)(0) = (¢ ~ ¥)(6(0)). Luego el
lema queda probado.

O

Dos consecuencias inmediatas del lema anterior son que el producto cup
de dos cociclos es un cociclo y el producto cup de un cociclo con un coborde o de
un coborde con un cociclo es un coborde. De esta manera, se induce el producto
cup en cohomologia:

<: H?(X;R) x HY(X; R) — H"*9(X; R)

Observamos que este producto cup es asociativo y distributivo ya que el
producto del anillo R verifica estas propiedades a nivel de cocadenas. También
si el anillo R tiene un elemento identidad entonces existe un elemento identidad
para el producto cup: la clase 1 € H°(X; R) definida por el 0-cociclo que toma
el valor 1 en cada 0-simplice singular de X. Por otro lado, existe un producto
cup relativo més general:

<: H?(X,A;R) x HY(X,B;R) — H"*9(X, AU B; R)

cuando A y B son abiertos de X. Para mas detalles sobre este producto relativo,
referimos al lector [2].

Es facil observar que la cohomologia junto al producto cup forma un anillo,
pero se puede comprobar que ademads es un anillo graduado. Generalmente, un
anillo graduado consiste en un anillo A junto con una descomposicion A =
@D~ Ar de subgrupos tal que la multiplicacion lleva A, x A, a Apiq, es decir:

':ApXAq—>Ap+q

Diremos que A es conmutativo, en el sentido graduado, si a-b = (—1)P%- a para
todo a € A, y b € Ay. Decimos que a € A tiene grado p, y lo denotaremos por
|a| = p, para indicar que a estd en A,,.



18 2 El anillo graduado de cohomologia

Como el producto es asociativo y distributivo, observamos que es fécil

probar que:
H*(X;R) = P H(X; R)
p=0

tiene estructura de anillo graduado donde los elementos de H*(X; R) son sumas
finitas ), a; con o; € H*(X; R) y el producto de dos tales sumas se define como
(i) ~ (325 B85) = 22, j o ~ Bj. Ademds, si R es conmutativo entonces se
puede comprobar que los anillos de cohomologia son conmutativos en el senti-
do graduado. En la siguiente proposiciéon, demostraremos que las aplicaciones
inducidas son homomorfismos de anillos graduados.

Proposicion 2.6. Sea f : X — Y wuna aplicacion continua. Entonces las aplica-
ciones inducidas f* : HP(X; R) — HP(Y; R) satisfacen la férmula f*(a~ B) =
[ (a) — f*(B), es decir, son homomorfismos de anillos graduados. Similarmente
en el caso relativo.

Demostracion. Esto es una consecuencia directa de la férmula S*(f)(p « ¢) =
S*(f)(¢) ~ S*(f)(¢) a nivel de cocadenas:

(S*(F)(p) = S ()W) () = S™(£)(@)(Teon....ep) - ST (W) fep.....epsa])
= (5" ()0)eo,....ep]) ~ V(S ()T lep,.repial)
= (¢~ ¥)(fo)
= S5"(f)(¢~)(o)

O

Observacion 2.7. Mas generalmente, la proposicién anterior se puede probar para
pares de espacios. Es decir, dada f : X — Y una aplicacién continua y dados
A, A’ subconjuntos de X y B, B’ subconjuntos de Y tales que f(4) C By
f(A") C B’, entonces f*(a~ B) = f*(a) « f*(B), para todo o € HP(Y,B;R) y
8 e HU(Y,B'; R).

Como hemos dicho anteriormente, este capitulo nos ayudard para poder
definir una cota de la categoria de Lusternik-Schnirelmann y que, ademas, nos
ayudard para poder calcular la categoria de los espacios proyectivos. La demos-
tracién del siguiente teorema puede encontrarse en [2, pag. 220].

Teorema 2.8. Sea n > 0. Entonces:

1. H*(RP™; Zy) = Zo[z] /(™) tal que |z| =1
2. H*(CP™,Z) = Z[x]/(z" 1Y) tal que |x| =2
3. H*(HP™; Z) = Z[z]/(2™1) tal que |z| = 4

Aqui Zo[z]/(2™F) denota al anillo de polinomios truncado con coeficientes en
Zo y Zlz]/(x™Y), al anillo de polinomios truncado con coeficientes en Z.
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La categoria de Lusternik-Schnirelmann

En este capitulo analizaremos en profundidad la categoria de Lusternik-
Schnirelmann o, para abreviar, categoria LS. Como hemos comentado, fue defi-
nido por L. Lusternik y L. Schnirelmann cuando intentaban encontrar el niimero
de puntos criticos de una funcién definida en una variedad diferenciable, un pro-
blema planteado por H. Poincaré. Definieron analiticamente un invariante que
sirvié para encontrar una aproximacién a este problema pero se dieron cuenta
que también tenia grandes consecuencias en Geometria. Mas tarde, R. Fox rees-
cribe en sus tesis doctoral On the Lusternik-Schnirelmann category la definicién
de la categoria LS y hace un extenso estudio sobre ella, ddndose cuenta que tiene
una gran importancia en Topologia Algebraica. En la evolucién de la categoria
LS, se encontraron varias aproximaciones como, por ejemplo, el cup-length (o
longitud cup) y el cone-length (o longitud de cono). Esto facilité el cdlculo de
la categoria de muchos espacios ya que en general no es nada sencillo hacerlo.
Aunque la categoria LS ha tenido un gran auge en Topologia Algebraica como
invariante homotdépico, sigue siendo importante para el andlisis de puntos criti-
cos en Geometria Diferencial. Por lo tanto, en este capitulo haremos un estudio
de la categoria LS donde mostraremos la definicién dada originalmente por L.
Lusternik y L. Schnirelmann y la dada por R. Fox. Ademads, probaremos algu-
nas de las propiedades mas importantes y haremos el célculo preciso de algunos
ejemplos notables.

3.1. Definicion original y su relacién con los puntos
criticos.

Comenzaremos estudiando la definicién original que Lusternik y Schnirel-
mann dieron para la categoria LS y demostraremos el Teorema de Lusternik-
Schnirelmann. Necesitamos definir unas nociones previas, como la de flujo o
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sistema dindmico sobre un espacio topolégico M. Esto es una aplicacién conti-
nua ¢ : M x R — M tal que:

(1) &(x,0) =z para todo v € M
(2) ¢(d(x,t),8) = d(x,t+ s) paratodoxz € My t,s € R

Sixz € M es fijo, entonces la drbita de = (o trayectoria de x) es el conjunto
{p(z,t)/t € R}. Ademds si fijamos t € R, entonces podemos definir la aplicacién

transicion ¢ : M — M como ¢i(x) := ¢(x,t) v si fijamos z € R, entonces
definimos la aplicacién movimiento ¢* : R — M como ¢*(t) := ¢(x,t). Notamos
que ¢; es homeomorfismo ya que (¢;)~! = ¢_; y que la 6rbita de = es la imagen
de ¢*(R).

Diremos que un flujo ¢ sobre M es de tipo gradiente si existe una aplicacién
f: M — R, que llamaremos funcion de Lyapunov, de manera que para cada
x € M cumple una de las siguientes propiedades:

1. f(ge(x)) < f(ps(x)) para t,s € R tales que ¢ > s; o bien
2. ¢ =z, para todo t € R

Para un flujo ¢ sobre M, diremos que z € M es un punto critico (o
estacionario, o de equilibrio) si ¢* : R — M es constante, es decir ¢*(t) = x
para todo t € R; y si ¢ es de tipo gradiente con una funcién de Lyapunov
asociada f, podremos decir que x es un punto critico de f. Si z no es un punto
critico, lo denominaremos punto reqular.

Observacion 3.1. En Geometria Diferencial, se parte de una funcién diferencia-
ble f : M — R sobre una variedad diferenciable M cerrada. Consideraremos
grad(f), el gradiente de f, como el campo de vectores métricamente equivalen-
te a a la 1-forma diferencial df de f. Al integrar —grad(f) obtenemos un flujo
global diferenciable ¢ : M xR — M de tipo gradiente siendo f la funcién de Lya-
punov asociada. Es este ambito los puntos criticos de este flujo se corresponden
exactamente con los puntos criticos de la funcién diferenciable f : M — R.

Supondremos que M es un espacio métrico y compacto y denotaremos por
K (f) el conjunto de los puntos criticos de f. Observamos que es un cerrado en M
¥y, por tanto, es compacto. Efectivamente, si (2, )neny C K(f) es una sucesién de
puntos criticos tal que x,, — = con x € M, entonces como ¢ es continua tendre-
mos que ¢¢(x,) — ¢¢(x) pero como x, es un punto critico entonces ¢;(x,) = =,
para todo n. Por tanto, ¢;(x) = z para todo t € R y por la unicidad del limite
x € K(f).

Los wvalores criticos de f son aquellos elementos de la imagen del conjunto
de puntos criticos f(K(f)) y su complementario R\ f(K(f)) es el conjuntos de
los walores requlares de f. Asi, si ¢ € R, tenemos que ¢ es un valor regular si
f~Y(c) =0 o f~1(e) solo contiene puntos regulares.

Para todo ¢ € R consideramos:
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K.:=K(f)nfYe) M, := f~((~o0,c])

donde denominaremos a K. como el conjunto de puntos criticos de nivel ¢. Por
tanto, K. # ) si y solo si ¢ es un valor critico de f.

A continuacién, veremos propiedades importantes para poder probar el
Teorema de Lusternik-Schnirelmann, como el Teorema de deformacion y el Prin-
cipio de minimaz. Pero antes deberemos probar el siguiente lema previo:

Lema 3.2. Sea z¢ un punto reqular de f con f(xg) = c. Entonces existen € > 0
y un entorno abierto V de xg tal que ¢1(V) C M._..

Demostracion. Como g es regular, entonces por la propiedad 2 tenemos que
f(¢1(z0)) < f(z0) = c. Por tanto, podemos encontrar € > 0 tal que f(¢1(x0)) <
¢ — ey, por continuidad, existe V' un entorno de xy de manera que f(¢1(x)) < e
para todo x € V. As{ vemos que ¢1(V) C (—o0,c] = M._..

O

Teorema 3.3 (Teorema de deformacidén). Sean ¢ € R y U un entorno abier-
to de K. en M. Entonces existe € > 0 tal que ¢1(Meye \U) C M._.. En parti-
cular, si ¢ es un valor reqular entonces ¢p1(Meye) € Me_..

Demostracion. Por el lema 3.2, para todo z € X = f~!(c) \ U podemos tomar
V. un entorno abierto de z y €, > 0 tal que ¢1 (V) C M._.,. Ademé&s como X es
un cerrado en M y M es compacto, entonces X también lo es y, por tanto, existe
un subrecubrimiento finito V,, ...,V de X. Si tomamos €* = min{e,, , ..., €;, },
entonces ¢1(Vy, U...UV, ) € M._.-. Definiendo el abierto V := V,, UV,, U
... UV, entonces vemos que f~!(c) C V y asi tenemos que f(M \ V) es un
compacto en R que no contiene a c. Se deduce la existencia de 0 < € < €* tal que
[c—e,ct+efNf(M\V) =0y, por tanto, L := f~!([c —€,c+¢€]) C V. Teniendo
en cuenta lo razonado anteriormente, se tiene que:

L\UCV\UCV,, UV,,U..UV,_
Y también:
¢1(L \ U) g ¢1(Vx1 U sz u..u Vacn) g Mc—e* g Mc—e

Como fo¢* es decreciente, entonces tenemos que ¢1(M.—_.) C M._.. Finalmente
teniendo en cuenta que Mot \U C M._. U (L \ U), deducimos que:

¢1 (Mc-i-e \ U) - (bl(Mc—e) U ¢1 (L \ U) - Mc—e
U

Para poder enunciar el principio de minimazx debemos tener en cuenta dos
definiciones previas: el minimazx de f e invariantes por isotopias.
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Definicién 3.4. Sea F una familia de subconjuntos de M. Se define el minimax
de f sobre F como:

minimaz(f, F) = infrersup{f(z): x € F}
= iane]:{C ceR:dJdF e F,F C MC}

Definicién 3.5. Sea G : M x I — M wuna aplicacion continua. Diremos que
G es una isotopia en M si verifica que Gy : M — M es un homeomorfismo
para cada t € I y Gy = idps. Diremos que una familia de subconjuntos F de M
es invariante por isotopias si para toda isotopia G y todo F € F, tenemos que
Gy (F) e F.

Nos encontramos en las condiciones para poder formular y probar la si-
guiente proposicion:

Proposicién 3.6 (Principio de minimax). Si F es una familia de subconjun-
tos de M que es invariante por isotopias, entonces minimazx(f,F) es un valor
critico de f.

Demostracion. Tomamos ¢ = minimax(f,F) y supongamos que ¢ es un valor
regular de f. Entonces por el teorema 3.3, existe € > 0 tal que ¢ (Meic) C M.
Por definicién de infimo, existe F' € F tal que F' C M4, y como {¢;}o<i<1 €s una
isotopia, tenemos que ¢1(F) € F. Pero vemos que ¢1(F) C ¢1(Mege) C M.
y, por tanto:

¢ =minimax(f,F) <c—e<c

Esto es una contradiccién y asi queda probado que ¢ = minimax(f,F) es un
valor critico de f.

O

A continuacién, veremos la definicién original de la categoria LS dada por
Lusternik y Schnirelmann. Para ello, necesitaremos la nocién de subconjunto
categorico. Sean M un espacio topoldgico y A C M. Diremos que A es categérico
si la inclusién A < M es nulhomoétopa. Nétese que A es categorico si y solo si
existe un diagrama homotdépicamente conmutativo de la forma:

AvM

Es decir, la inclusién A < M factoriza, salvo homotopia, a través de un es-
pacio unipuntual. Es claro que todo subconjunto de un conjunto categérico es
categorico.
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Podemos denominar un subespacio categérico como un subespacio contractil
en M pero no nos referiremos a él de esta manera porque puede generar con-
fusién con la definicién 1.9 ya que ser contréactil en M no es lo mismo que ser
contractil. Por ejemplo, observamos que S”~! no es contractil pero S™ ! sf es
categorico en D".

Definicién 3.7. Sean un espacio topolégico M y A C M. Entonces se define
la categoria de A en M, que denotaremos por catpr(A), como el menor entero
m > 0 tal que A admite un recubrimiento por m + 1 subconjuntos de M :

ACIyURU..UF,

donde cada F; es cerrado y categdrico en M. Ademds, hacemos la convencion
de que si A = 0, entonces catp(0) = —1 y si A = M entonces denotaremos
cat(M) = catp(M). A cat(M) se le denominard simplemente categoria de
Lusternik-Schnirelmann de M.

Para simplificar, diremos que un recubrimiento {U; };c; de M es cerrado y
categdrico cuando U; es cerrado y categérico en M, para todo ¢. Teniendo esto
en cuenta, a continuacién veremos algunas propiedades importantes de cat s (—):

Proposicién 3.8. Sea M un espacio topoldgico y A C M. Entonces

1. catpr(A) = 0 si y solo si A es categdrico.

2. catpr(A) = catpr(A).

3. 81 A es cerrado en M, entonces catp(A) < m siy solo si existen {F;},
cerrados en M tal que A = FyUFy U...UF,, y cada F; es contrdctil en M.

.81 AC BC M, entonces catp(A) < catpr(B).

.81 A, B C M, entonces catp (AU B) < catpr(A) + catpr(B) + 1.

. Si A es cerrado en M y es deformable a B en M (es decir, existe una
homotopia G : A x I — M tal que G(a,0) = a y G(a,1) € B para todo
a € A), entonces catpr(A) < catp(B).

7.8 h : M — M homeomorfismo, entonces catp(A) = catp(h(A)) para

cualquier A C M.

D A

Demostracion. 1. Si catpr(A) = 0, entonces A C F siendo F cerrado y ca-
tegérico. Aplicando clausuras, tenemos que A C F' y como F es categérico,
entonces A es categérico. Supongamos que A es categérico en M. Sabemos
que cualquier subconjunto de X estd contenido en su clausura, entonces
A C Ay A es categérico en M. Por lo tanto, catp(A) = 0.

2. Nétese que todo recubrimiento finito cerrado de A también contiene a A.
Por tanto, catyr(A) = catp(A).

3. Observamos que la implicacién para la izquierda es trivial utilizando la defi-
nicién 3.7. Supongamos que catps(A) < m y sea A cerrado, entonces existe
un recubrimiento cerrado y categérico {F;}1* tal que A C FyUFyU...UF,,.
Tomando los cerrados F] = ANF; C F;, obtenemos que A = F{UF]U...UF .
Noétese que cada F! es categdrico al estar contenido en Fj.
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4. Esta propiedad es trivial ya que todo recubrimiento de B también recubre a
A.

5. Si catpr(A) = 0o o catp(B) = 0o, habremos terminado. Supongamos que
catp(A) = ny catp(B) = m con n,m € N. Entonces podemos encon-
trar {U;}7_q v {Vj}]Lo recubrimientos de A y de B respectivos cerrados y
categéricos. Claramente {U; }7_U{V;}J_, es un recubrimiento de AU B for-
mado por m+n+2 cerrados categéricos. Por tanto, catpr(AUB) < m+n+1.

6. Sea G : A x I — M aplicacién continua tal que G(a,0) = a y G(a,1) € B
para todo a € A. Tomamos catp (B) = n con {K;}?_, un recubrimiento
cerrado categérico de B y definimos L; = Gl_l(Ki), siendo G; : A — M
la aplicacién definida por Gi(a) := G(a,1). Como G; es continua, entonces
Gfl(Ki) = L; es cerrado en A y, como A es cerrado, L; también lo es en
M. Ademds, como cada L; se deforma en K; (mediante la restriccién G) y
como K es categorico, es sencillo comprobar que L; también es categorico.
Obtenemos asf un recubrimiento cerrado y categérico {L;}7_, de A. Entonces
caty(A) < n.

7. Como h es un homeomorfismo y U cerrado y categérico en M, entonces
h(U) es también lo es ya que los homeomorfismos conservan los cerrados y los
conjuntos categdricos. Por tanto, es facil probar que catps(A) = catpr(h(A)).

O

Para poder enunciar y demostrar el Teorema de Lusternik-Schnirelmann
debemos tener en cuenta varias observaciones. Para cada 0 < m < cat(M) se
define la familia de subconjuntos de M:

Fm ={F C M | catp(F) > m}

Vemos que por el apartado 7 de la proposiciéon 3.8, F,, es invariante por isotopias.
Por lo que podemos considerar el principio de minimax. Definimos:

Cm = cm(f) = minimaz(f, Fp,) = inf{c e R| IF C M, : catp (F) > m}

Por el principio del minimax (proposicién 3.6), tenemos que ¢, (f) es un valor
critico de f para cada m < cat(M). Usando la propiedad 4 de la proposicién
3.8, obtenemos una nocién equivalente de ¢,,(f) que viene dada por:

em(f) =inf{c € R| catpr(M,) > m}

Como catp(M.) > m + 1 implica que catp(M.) > m, entonces vemos que
em(f) < ¢my1(f). Es posible que se dé la igualdad ya que, por ejemplo, si f es
constante entonces todos los valores ¢,,(f) coincidirdn.

Recordemos que un espacio M es localmente contrdctil si todo punto admi-
te una base de entornos contractiles. Teniendo esto en cuenta, nos encontramos
en las condiciones de enunciar y probar el Teorema de Lusternik-Schnirelmann.
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Teorema 3.9 (Teorema de Lusternik-Schnirelmann). Sea M un métrico,
compacto y localmente contractil y sea ¢ : M x R — M un sistema dindmico de
tipo gradiente con funcién de Lyapunov asociada f: M — R.Sic = cppa(f) =
Cnt2(f) = ... = cnar(f), entonces f tiene, al menos, k puntos criticos en K, el
nivel critico de ¢ (recordemos que K. := K N f~1(c)). Luego, f tiene al menos
m puntos criticos en M., , para cada 0 < m < cat(M). En particular f tiene al
menos cat(M) + 1 puntos criticos. En otras palabras:

cat(M) + 1 < card(K(f))
siendo card(K(f)) el cardinal del conjunto de puntos criticos de f.

Demostracion. Podemos suponer que hay un nimero finito de puntos criticos
en el nivel ¢ y que denotaremos por x1,xs, ..., x,. Por tanto, debemos probar
que r > k. Como M es localmente contractil y normal, es facil encontrar un
entorno abierto V; para cada x; tal que la clausura V; sea contractil. Ahora si
tomamos U = V;UVaU...UV,, tenemos que catp (U) < r—1y, por el teorema de
deformacion (teorema 3.3), existe € > 0 tal que ¢1(Mete \U) C M._.. Ademss,
como c—e < ¢py1(f) = inf{a € R|catp (M,) > n+1} entonces por la propiedad
6 de la proposicién 3.8 se sigue que catpr(Mete \ U) < n. Usando de nuevo la
proposicién 3.8, obtenemos que:

catpr(Mege) < catpr(Mepe \U)UU) < catpy(Mepe \U) +catpy(U)+1 <n+r
Por tanto, ¢ < ¢+ e < inf{a € R | catp;(M,) > n+r+ 1} = ¢pyrr1. Entonces
n+7r+1>n+ ky, finalmente, obtenemos que r > k.
O

En el Ambito de la Geometria Diferencial, el teorema anterior se enunciara
de la siguiente manera:
Corolario 3.10. Sea f : M — R una funcion diferenciable definida sobre una
variedad diferenciable cerrada M. Entonces:

cat(M) + 1 < card(K(f))

Demostracion. Simplemente tener en cuenta la observacion 3.1 y que toda va-
riedad cerrada es un espacio métrico, compacto y localmente contréactil.

3.2. Definicion de R. Fox y propiedades basicas.

En el apartado anterior enunciamos la definicién original de Lusternik y
Schnirelmann pero, posteriormente Fox expuso una definicién equivalente, al
menos, para una amplia clase de espacios topolégicos. En vez de utilizar recubri-
mientos por cerrados categdricos, utilizé recubrimientos por abiertos categdricos.
Para ver la relacion existente con la definicién 3.7, debemos probar los siguientes
lemas:
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Lema 3.11. Sean X un espacio normal y {U;}1, un recubrimiento abierto de
X. Entonces existen cerrados A;, B; y abiertos 0; donde i = 1,...,n tales que
A;CO;CB; CU;y

Demostracion. Usaremos el método de induccién sobre n. Si n = 1, entonces es
trivial ya que U; = X; y si n = 2, entonces tenemos que X = U; U Uy con U;
abiertos. Por tanto, F; = X \ U; son cerrados para ¢ = 1,2 donde F| N Fy =
(X\NU)N(X\U) =X\ (U UlUs) =X\ X =0. Ademds como X es normal,
podemos encontrar dos abiertos G, G2 de manera que F; C G; y G1 NGy = (0.
Con esto definimos:

A= (X\Gy) A =(X\Gy)

Observamos que A, UAdy =Xy A; C U; parai=1,2. Ademds existe abiertos
0; tal que A; C 0; C 6; C U; con B; = 6;. Ahora suponemos cierto paran — 1y
tomamos {U;}}; un recubrimiento abierto de X. Entonces definimos:

n—1
U= U u, U =0,
1=0

donde U y U’ son abiertos en X y por lo tanto, FF = X \U y F' = X \ U’
son cerrados y FNF' = (X\U)N(X\U) =X\ (UUU')=X\X =0. De
nuevo, como X es normal, podemos encontrar G y G’ abiertos disjuntos tales
que F C Gy F' CG'. Asi definimos:

V=X\GCX\G V=X\GCX\G

Por tanto, observamos que V' U V' = X y ademéds obtenemos que V C X K G =
X\GCX\F=UyV'CU' Sabemos que:

con U; NV abiertos en V y, por tanto, V es normal. Por consiguiente, exis-
ten A, Ag, ..., A,_1 cerrados en V (notemos que los cerrados A; también son
cerrados en X) que satisfacen V = U?;Ol Ay Ay C VNU; C U para to-
do i = 1,2,...,n — 1. Finalmente, considerando A, = V’/ C U’ obtenemos que
Uiz 4i = X.

d
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Un tipo de espacios topolégicos bastante usado en Topologia Algebraica
es el de ANR y nos servird para probar la igualdad de categorias.

Definicién 3.12. Un espacio topoldgico X es un ANR si verifica las siguientes
propiedades:

1. X es metrizable
2. Para todo espacio metrizable Y, para todo cerrado A en'Y y aplicacién con-
tinua f: A —Y existe un abierto U O A y una extension f:U — X.

A —f> X

U
Observacién 3.13. Este tipo de espacio se denomina Retracto absoluto por en-
tornos o como se conoce mas habitualmente ANR, siglas del nombre en inglés:
Absolute Neighbourhood Retract. Como ejemplo importante tenemos que toda

variedad topolégica es un ANR (para una demostracién de este hecho véase [11]
o [12]).

Lema 3.14. Sea X un ANR y A un subconjunto cerrado de X. Entonces A es
categorico si y solo si existe un abierto U D A tal que U es categdrico.

Demostracion. Si A es categérico, podemos definir G : A x I — X tal que
G(a,0) = 29 y G(a,1) = a para todo a € A. Definimos H : (X x {xo}) U (4 x
U (X x {1}) - X como H(z,0) = xo, H(a,t) = G(a,t) y H(z,1) = = para
todo z € X y (a,t) € A x I. Observamos que H estd bien definida y por el lema
de continuidad (lema 1.1), tenemos que H es continua.

Claramente Q := (X X {zo}) U (A x I) U (X x {1}) es un cerrado en el espacio
metrizable X ><~I . Por tanto, existe un abierto & en X x I con Q C U y existe
una extensiéon H : U — X de H,

LX
A

Al ser U es abierto en X x I, podemos escribirlo como unién de productos
de abiertos en X x I. Como A x I C Q C U entonces, para cada a € A,
tenemos que {a} x I C U;er(W; x J;) CU con a € W;. Sabemos que {a} x I es
compacto, por tanto podemos encontrar una subcoleccién finita de W; tal que
{a} x I CUR_,(W;, x J;,.). Definimos:

u

W, = (n] Wi,
k=1
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con a € W,. Evidentemente W, es abierto y W, x I C Z/! Si U := UgeaW,,
entonces A C U y U x I C U. Por tanto, se define F' = Hjyy; : U x I — X,

entonces F(z,0) = H(x,0) = 29 y F(x,1) = H(z,1) = x para todo = € U, es
decir, U es categorico.

La otra implicacion es trivial ya que para todo subconjunto de un conjunto
categdrico es categdrico.

O

Debemos tener en cuenta que todo espacio ANR es metrizable y que, por
consiguiente, también es normal (ver nota 1.6). Esto nos serd de utilidad para
demostrar la relacion entre la definicion original y la definiciéon por abiertos de
la categoria LS.

Proposicién 3.15. Sea X un ANR. Entonces la categoria LS de X es el menor
n tal que X se puede recubrir por n + 1 abiertos categdricos.

Demostracion. Para que la demostracién sea maés sencilla, utilizaremos la nota-
cién cat® (X) para referirnos a la categorfa LS de X por recubrimientos cerrados
categéricos y cat®?(X) a la categorfa LS que por recubrimientos abiertos ca-
tegéricos. Con esta notacién queremos probar que cat?(X) = cat(X).

En primer lugar, probaremos que cat®(X) < cat°?(X). En efecto, si cat’?(X) =
n, entonces tenemos un recubrimiento {U;}}_, de X con U; abierto categérico
para cada i. Como X es normal, por el lema 3.11 existen A;, B; cerrados y 6;
abierto tales que A; C 6; C B; C U; con U?:o A; = X. Como A; C U;, por el
lema 3.14, tenemos que A; es categérico. Concluimos que cat®(X) < n.
Reciprocamente, si cat®(X) = n, entonces existe un recubrimiento {A;}?, de
X con A; cerrados categoricos.

Al ser X un ANR, por el lema 3.14 tenemos que existe un abierto categérico U;
tal que A; C U; y, también, |J;_, U; = X. Por tanto, cat’?(X) < n.

d

Observacion 3.16. Para simplificar la notacién y siempre que no dé lugar a con-
fusién, escribiremos de aqui en adelante cat(X) para referirnos a la definicién de
la categoria LS en el sentido de Fox, dada por recubrimientos abiertos. Ademds,
todas las propiedades vistas en el apartado anterior, se verifican con esta nueva
definicién de la categoria LS.

Obviamente decir que cat(X) = 0 es equivalente a que X sea contractil.
Otro ejemplo sencillo, es el calculo de la categoria LS de la n-esfera. Observamos
que S™ no es contrictil, por lo que necesariamente cat(S™) > 1. Por otro lado,
tomando U = S™\{(0, ...,0,1)} y V = 5™\{(0, ...,0, —1)} se tiene que YUV = S
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Figura 3.1. Ejemplo de una n-esfera: una 2-esfera

y como U,V = R™, entonces son contréactiles, luego categoéricos en S™. Esto
demuestra que cat(S™) < 1. Por tanto, cat(S™) = 1.

Antes de probar que la categoria es un invariante homotépico, necesitamos
definir un nocién previa que nos facilitard su demostracién. Dados dos espacios
topoldgicos X e Y, diremos que X domina a Y si existen aplicaciones continuas
f:X—=>Yyg:Y — X talesque fog~ly.

Proposicion 3.17. Sean X e Y espacios topoldgicos donde X domina a Y.
Entonces cat(Y) < cat(X).

Demostracion. Si cat(X) = oo, entonces queda demostrado trivialmente.

Supongamos ahora que cat(X) = n. Primero vamos a ver que si U es abierto
categérico en X entonces g~1(U) es abierto categérico en Y. Teniendo en cuenta
el siguiente diagrama, el cual es de modo evidente conmutativo salvo homotopia:

9g=1w)

g U) —— 1,

se demuestra que la inclusién g~ (U) < Y factoriza, salvo homotopfa, a través
del espacio unipuntual *, es decir, g~ 1(U) es categérico. Por tanto como X =
U, Us, entonces Y = g~ 1(X) = U, 9~ *(U;) tal que para cada i, g~ *(U;) es
categdérico. Concluimos que cat(Y) < n.

O

Observamos que X ~ Y si y solo si X domina a Y e Y domina a X. Por
lo que, es facil observar la siguiente consecuencia:
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Corolario 3.18. Sean X e Y espacios topoldgicos homotépicamente equivalen-
tes. Entonces cat(X) = cat(Y).

Observacion 3.19. Obsérvese que el reciproco no siempre es cierto. Veremos que
la categoria del plano proyectivo real RP? y del toro coinciden. Sin embargo no
son homotépicamente equivalentes (una forma de ver este hecho es considerar los
grupos fundamentales del plano proyectivo real y del toro, que no son isomorfos
ya que el grupo fundamental de RP? es isomorfo a Zs v el del toro T isomorfo
aZ x7Z).

Un resultado muy interesante viene dada en la siguiente proposicién la
cual nos demuestra una relaciéon de la categoria LS con el producto de dos
espacios. Diremos que un espacio topolégico X es completamente normal si todo
subconjunto de X es normal. Un ejemplo de espacio completamente normal viene
dado por los espacios metrizables (véase [1]). Para poder ver la estimacién de
la categoria LS del producto debemos tener en cuenta la nocién de sucesidn
categorica de longitud k + 1 de un espacio topoldgico X. Se define como una
sucesién de abiertos Og, O1,...,0y1 con Og = 0y Orr1 = X tal que cada
diferencia O;11 \ O; estd contenida en un abierto categérico U;41 en X.

Lema 3.20. Sea X un espacio topoldgico. Entonces X tiene una sucesion ca-
tegdrica de longitud k + 1 si y solo si cat(X) < k.

Demostracion. Supongamos que X tiene una sucesién categdrica de longitud
k 4+ 1. Observamos que la sucesién categérica O;, las diferencias O,;11 \ O; v,
por tanto, los abiertos U; recubren a X. Por consiguiente, U; son categdricos.
Entonces {Ui}fiol forman un recubrimiento abierto y categérico de X. Entonces
cat(X) < k.

Finalmente, supongamos que cat(X) < k. Entonces existe un recubrimiento
abierto y categérico {U;}*1! de X. Definimos:

m

Vo= JU;
j=1

Nétese que Vi1 \ V; C Uiy tal que es abierto y categérico. Por tanto, {Vm}fill
forman una sucesion categorica de longitud k + 1.
O

Por tanto, podemos estimar la categoria LS del producto de la siguiente
manera:

Proposicion 3.21. Sean X e Y dos espacios topologicos tal que X XY es com-
pletamente normal. Entonces:

cat(X xY) < cat(X) + cat(Y)
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Demostracion. Supongamos que cat(X) = n y cat(Y') = m con sus respectivas
sucesiones categoricas Og C O1 C ... C Opp1y Ph C P, C ... C P41, dadas
por el lema 3.20 anterior. Denotaremos a los abiertos categoricos que contienen
las diferencias por:

Oit1\O; CUit1 Py \ P C Wi

A continuacién definimos los subconjuntos de X x Y, para r > 1, como:

-
Qr = U Oj X Pry1—5
j=1
donde para j > n+1, O;j =0 y parat > m+ 1, P, = . Si tomamos Qo = 0,
entonces observamos que Qg € Q1 C ... € Qnim+1 cOn Qpimy1 = X X Y.
Ademds, vemos que:

j+1
Qjr1\Q; = [ J(Ok\ Ox—1) x (Piya—i \ Pis1-s)
k=1
donde (O \ Ok—1) X (Pjyo—k \ Pj41-1) € Uk X Wjio_y tal que es abierto y
categdrico, pero pueden haber intersecciones para j fijo y k variando. Como

j + 2 — k decrece cuando k crece y los subconjuntos O y P estdan anidados,
entonces nos encontramos en el caso de que, para k # [:

(Ok\ Ok—1) X (Pry2—k \ Prs1—) [ )(O1\ O1-1) X (Pj2i \ Piy1-1) =0

(Ok\ Ok—1) (P21 \ Piy1-&) [ ) (01 \ Or-1) X (Pja—1\ Pir11) =0

Como X X Y es completamente normal, entonces podemos encontrar entornos
abiertos y disjuntos para los conjuntos (O \ Ox—1) X (Pj1o—k \ Pj+1-%) ¥ (Or\
Oi-1) X (Pj+2-1 \ Pj+1-1). Intersecamos con Uy X Wjto_g y Up X Wiy1_; para
obtener entornos abiertos, disjuntos y categéricos de (O \ Og—1) X (Pjta—k \
Pit1-k)y (O1\Oj—1) X (Pj12-1\ Pj41-1), para k # I. Ademads, como los entornos
categoricos son disjuntos, entonces la unién de estos también es categoérico. Por
lo tanto:

(Ok \ Ok—1) X (Pjp2—k \ Pjs1-k) U (01 \ Or—1) x (Pjy2—1 \ Pjt1-1)

estd contenido en un subconjunto abierto y categdrico. Si repetimos este proceso
un ndmero finito de veces, probaremos que Qj41 \ Q; estd contenido en un
subconjunto abierto y categérico. De esta manera, obtenemos que Qg C @1 C
.. € Qntm+1 €s una sucesion categorica de longitud n + m + 1 y, por el lema
3.20, obtenemos que cat(X X Y) < n+m = cat(X) + cat(Y).

O
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Corolario 3.22. 5i X e Y son espacios metrizables, entonces:
cat(X xY) < cat(X) + cat(Y)

Demostracion. Como vimos anteriormente, todo espacio metrizable es comple-
tamente normal. Teniendo esto en cuenta, queda demostrado.

Observacion 3.23. En 1971, T. Ganea conjeturd que si tenemos un espacio to-
polégico X entonces cat(X x S™) = cat(X) + 1. Gracias al teorema anterior,
obtenemos una desigualdad pero nos faltaria ver que cat(X x S™) > cat(X) + 1.
Durante anos se intenté demostrar pero recientemente se han encontrado contra-
ejemplos que desmienten la igualdad (ver ejemplo en [1, pag 19]). Aun asi, gracias
a la conjetura de Ganea se ha conseguido un estudio extenso de la categoria LS
en Topologia Algebraica.

3.3. Otras versiones de la categoria de
Lusternik-Schnirelmann.

En las secciones anteriores estudiamos la definicién original y la definiciéon
con la que se suele trabajar de la categoria de Lusternik-Schnirelmann. En este
apartado, trabajaremos con dos versiones, a priori diferentes: una para espacios
punteados y otra donde no es necesario usar recubrimientos. Comenzaremos con
los espacios punteados:

3.3.1. Para espacios punteados.

En Topologia Algebraica se suele trabajar con espacios punteados. Por
lo que, también existe una versién punteada de la categoria de Lusternik-
Schnirelmann que denominaremos la categoria Lusternik-Schnirelmann puntea-
da. En esta seccion introduciremos tal versién y compararemos con la vista en el
apartado anterior. Debemos tener en cuenta qué significa que un subespacio sea
categdrico punteado. Dado (X, zg) un espacio punteado y dado zp € U C X, dire-
mos que U es categdrico punteado si existe una aplicacion continua H : UxI — X
tal que H(z,0) =z, H(z,1) =x¢ y H(xo,t) = 29 paratodo z € X y t € I.

Definicién 3.24. Sean (X, zg) un espacio punteado. Entonces la categoria LS
punteada de (X, xo), que denotaremos por cat.(X,xo), es el menor n tal que X
admite un recubrimiento formado por n + 1 abiertos categdricos punteados.

Es fécil observar que si un subconjunto de (X, zg) es categérico punteado,
entonces también es categérico en X. En consecuencia, cat(X) < cat.(X,zo).
A continuacién veremos bajo qué condiciones obtenemos la igualdad cat(X) =
cat. (X, zp). El siguiente resultado previo nos dice que si el espacio X es conexo
por caminos y A C X es categdrico, entonces A se puede deformar a un punto
prefijado zg € X.
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Proposicién 3.25. Sea X un espacio topoldgico conexo por caminos y xg € X
un punto fijo arbitrario. St A C X, entonces A es categdrico si y solo si existe una
aplicacion H : A x I — X continua de manera que H(a,0) =a y H(a,1) = xg.

Demostracion. Observamos que si tenemos una homotopia H : A x [ — X con-
tinua tal que H(a,0) = ay H(a,1) = x, entonces trivialmente A es categérico.
Reciprocamente, si A es categérico entonces existen z € X y una homotopia
F:AxI — X tal que F(a,0) = ay F(a,1) = 2. Como X es conexo por
caminos, existe un camino « : I — X donde «(0) = z y a(1) = . Definimos la
aplicacién H : A x I — X como:

He.t) = F(z,2t), 0<t<3
U a@e-1), L<t<1

Por el lema de continuidad (lema 1.1), se prueba que H es continua. Ademds
H(z,0)=ay H(z,1) =z, para todo z € X.

O

Teorema 3.26. Sea (X, zo) un espacio punteado donde X es normal, conexo por
caminos y tal que {xo} es un cerrado que admite un entorno abierto categdrico
punteado. Entonces cat(X) = cat, (X, xo).

Demostracion. Sabemos que siempre es cierto que cat(X) < cat.(X,zo). Por
tanto, nos falta ver que cat.(X,z9) < cat(X). Supongamos que cat(X) = n
y tomemos {Ui}?jll un recubrimiento abierto categérico de X. Haciendo una
reordenacion de indices si fuera necesario, podemos suponer que zg € U; para
1<i<kywxo¢ U parak <i<n+1, para algin k.

Como X es conexo por caminos y por la proposicién 3.25, podemos suponer que
cada U; se deforma a zy en X. De esta manera, podemos tener una aplicacién
continua H, : U; x I — X tal que H;(z,0) =z y H;(z,1) = z, para todo z € U,.
Ademas, como X es normal, existe una coleccién de abiertos {6} tales que
Sea N el abierto categérico punteado tal que xyp € N y por la proposicion
3.25 existe una homotopfa G : N x I — X con G(z,0) = z, G(z,1) = zo y
G(xo,t) = w0, para todo x € N y t € I. Podemos suponer, sin pérdida de
generalidad, que N CU; paral <i<ky NNU; = para k <i < n+1. Siesto
no fuera cierto, tomarfamos N’ = NNU; N...NUg N (X \ 1) Neee N (X \Opy1)©
y entonces N’ C N.

Como {zp} C N y por el apartado 2 de la proposicién 1.4, existe un abierto M
tal que {xo} € M C M C N. Ahora definimos V; := [U; N (X \ M)]U M para
1<i<kyV;=60;,UN para k <i <n+ 1. Observamos que:

1. Para todo i, V; es abierto y U?:Jrll Vi = X.
2. Como {xg} C M y x¢g € N, entonces z( € V;, para todo i. Ademas podemos
definir las siguientes homotopias H; : V; x I — X:
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» Paral<i<ek,

E(w,t) = {

s Parak<i<n+1,

Hi(z,t) z€UnN(X\M)
G(z,t) zeM

U\ Gla,t) wzeN

Nétese que por el lema de continuidad (lema 1.1), E es continua, para todo 1.
Dichas homotopias demuestran que V; es categérico punteado. Esto prueba que
cat«(X,xg) < n.

O

Observacion 3.27. Las condiciones del teorema anterior no son tan restrictivas
como se puede llegar a pensar. Por ejemplo, si X es un CW-complejo conexo
(incluso una variedad conexa), entonces X es normal, conexo por caminos y si
ro € X es un punto cualquiera, siempre se puede encontrar un entorno abierto
categdrico punteado. Por lo tanto, para X un CW-complejo siempre se tendra
la igualdad cat(X) = cat. (X, xo).

3.3.2. Caracterizacién de Whitehead.

Hasta ahora hemos definido la categoria LS con recubrimientos abiertos
categéricos (o categéricos punteados). Sin embargo, usaremos una definicién al-
ternativa mas manejable usando tinicamente espacios topolégicos y aplicaciones
continuas. Dicha nocién permitié un avance importante en el estudio de la cate-
goria LS. Para la caracterizacion de Whitehead necesitamos definir un concepto
previo denominado el fat-wedge de orden n de un espacio punteado (X, *). Esto
se define como el subespacio de X"**1:

T (X) := {(z0, 21, .., Tn) € X" | existe i = {0,1,...,n} con x; = %}

Teorema 3.28 (Caracterizacién de Whitehead). Sea X un espacio puntea-
do conexo por caminos, normal y tal que el punto base tiene un entorno abierto
categorico. Entonces son equivalentes:

L.ocat(X)<n
2. Existe una aplicacion continua f : X — T™(X) haciendo homotdpicamente
conmutativo el siguiente diagrama:

T+ (X)

£ J
o in

Xy xnHl
Apti
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Demostracion. Supongamos que cat(X) < n y sea {U;}"H' un recubrimiento
abierto categérico de X. Como X es normal, existen A;, B; cerrados y 6; abiertos
tal que A, € 0; C B, CU; y U, 4 = X (por el lema 3.11). Observamos
que para todo 7, A; N (X \ 6;) = 0. Ademas, el lema de Urysohn (lema 1.5) nos
asegura la existencia de una aplicacién continua h; : X — I tal que h;(A;) = {1}
y hi(X'\ 6;) = {0}. También tenemos que, como U; es categdrico y X conexo por
caminos, existe una aplicacién continua H; : U; x I — X tal que H;(z,0) =z y
H;(z,1) = * para todo x € U; siendo * el punto base. Definimos, para cada i, la
aplicacién K; : X x I — X como:

X\ B;
Ki(x,t) = {x TEX\

HZ({I?7ch({IJ)), x € UrL
Por el lema de continuidad (lema 1.1), es sencillo ver que K; es continua. Con
esto, definimos una nueva aplicacién K : X x I — X"+ como:

K(z,t) = (Ko(z, 1), K1 (2, ), ..., Kn(2,1))

Podemos ver que, para cualquier € X, tenemos que K(z,0) = (z,z,....,x) =
Apt1(z), pero no sabemos que ocurrird con K (z,1). Por tanto, definimos la
aplicaciéon f : X — T™(X) como f(z) = K(x,1) y deberemos probar que
para todo z € X, f(z) € T™(X). En efecto, sea 2 € X = (J;_,A4;. En-
tonces existe ig € 0,1,...,n tal que z € A;, y, por tanto, K; (z,1) = =.
Como K(z,1) = (Ko(z,1), K1(z,1),..., Kp(z,1)) y teniendo en cuenta lo an-
terior, vemos que K(z,1) = f(z) pertenece a T™(X). Esto demuestra que
K:A, 1 ~jp0f.
Reciprocamente, sea una aplicacién continua f : X — T"(X) y sea la apli-
cacién continua K : X x I — X"t tal que K : A,yq1 ~ jn o f, es decir,
K(x,0) = (z,2,...,2) y K(z,1) = f(x), para todo x € X. Podemos escribir
jnof: X — X" como j, o f = (fo, f1, fn) donde fi : X — X conti-
nua, para todo i y también K : X x I — X" K = (Ky, Ky, ..., K,,) donde
K;: X x I — X continua, para todo 1.
Por hipétesis, el punto base tiene un entorno abierto categérico U y como X es
conexo por caminos, tenemos que existe H : U xI — X continua con H(z,0) =z
y H(x,1) = %, para todo 2 € X. Definimos U, := f; '(U). Entonces U; es abierto
en X. Ademas, tenemos lo siguiente:
» Por un lado, X =J!"_,U;.
Efectivamente, siz € X, como f(z) € T™(X) y jn(f(z)) = (fo(z), fi(z), ..., fu(z)) €
X, entonces existe ¢ € {0,1,...,n} tal que fi(z) = % € U. Por tanto,
e f7H(U) =U.
= Para cada i, U; es categdrico.
Esto se demuestra mediante la homotopia G; : U; x I — X definida como:

o Ki($,2t) 0 <
Gi(x,t) == {H(fi(ac),% ) % <
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Notese que por el lema 1.1, G; es continua.

Por tanto, {U;}}, forma un recubrimiento abierto y categérico de X y por
tanto, cat(X) < n.

O

Como vimos anteriormente que podemos definir la categoria LS para es-
pacios punteados, por lo que también encontramos una caracterizaciéon de Whi-
tehead para este tipo de espacios. La demostraciéon es muy similar, s6lo hay que
tener en cuenta que estamos trabajando con aplicaciones y homotopias puntea-
das.

Teorema 3.29. Sea X un espacio punteado conexo por caminos, normal y tal
que el punto base tiene un entorno abierto categorico punteado. Entonces son
equivalentes:

1. cat (X, x0) <n
2. Existe una aplicacion continua punteada f : X — T™(X) haciendo ho-
motopicamente conmutativo, en el sentido punteado, el siguiente diagrama:

TnJrl (X)

fooT J
= Jn

X —> Xn+1
Apti

3.4. Calculos.

Finalmente, calcularemos algunos ejemplos de la categoria LS. Como se
podra observar el calculo de la categoria LS no es sencillo. Necesitaremos encon-
trar aproximaciones que nos puedan ayudar. En esta memoria incluiremos dos
cotas que se suelen utilizar: el cup-length y el cone-length. Para el cup-length
(también denominado longitud cup), necesitamos definir la cohomologia reduci-
da de un espacio punteado (X, z¢) y la nilpotencia de un anillo. La g-cohomologia
reducida H7(X; R) se define como H?(X; R) := ker(H(X; R) — H({zo}; R)).
Ademds, si X es conexo por caminos, es facil comprobar que:

Fu(x; R) = {H%X,R) ¢#0
0 q=0

Definicién 3.30. Sea R un anillo. Entonces la nilpotencia (o el indice de nil-

potencia) de R, denotado por nil R, es el menor n tal que cualquier producto

de longitud n + 1 es nulo. Equivalentemente, es el mayor n tal que existe un

producto de longitud n no nulo.
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La R-longitud cup de un espacio punteado X conexo por caminos, con R
un anillo conmutativo, se define como

cupp(X) :=nil H*(X; R)

Esto es el menor n tal que todos los productos cup de longitud n+ 1 son nulos en
la cohomologfa reducida H*(X; R); o si no existe tal n, entonces cupp(X) = oc.
Teniendo en cuenta eso, podremos encontrar una cota de la categoria LS pero
para poder demostrarlo, primero debemos ver un lema previo.

Lema 3.31. Sean A; C X subconjuntos de X con i = 0,1,...,n y se conside-
ran las inclusiones ¢; : (X,0) — (X, 4;) para i = 0,1,....,n y q : (X,0) —
(X,UlyA;). Entonces:

g (xo~ x1 ) = qp(20) ~ g1 (21) ~ o~ g (20)
para todo x; € H*(X, A;; R).

La demostracion de este lema es sencilla y se deduce de la nota 2.7. Para
poder ver una demostraciéon més detallada ver [9]. Por tanto, podemos probar
que el cup-length es una cota inferior de la categoria LS, es decir:

Teorema 3.32. Sea X un espacio punteado y conexo por caminos. Entonces
para cualquier anillo de coeficientes R se tiene que:

cupr(X) < cat(X)

Demostracion. Si cat(X) = oo, habremos terminado.

Si cat(X) = n, entonces existe un recubrimiento {U;}7, tal que U; es abierto
y categdrico en X, para todo i. Al ser X conexo por caminos podemos supo-
ner que U; se deforma al punto zo. Asi tenemos tridngulos homotépicamente
conmutativos:

ini

~

{zo}

Aplicando cohomologia al tridngulo anterior, obtenemos triangulos conmutativos
para p > 0:

X

H?(U;; R)

S

HP({z0}; R)

HP(X;R)
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Pero como HP({x¢}; R) = 0, tenemos que (in;)* es el homomorfismo trivial.
Sean xg, 1, ...,2, € H*(X;R) arbitrarios y supongamos que z; € H? (X; R),
para p; > 0. Para cada i consideramos la sucesion exacta en cohomologia del par
(X, Uz)

o —— HP(X, Uy R) — s e (x: B) ) e (U R) ——
donde ¢; : (X,0) — (X, U;) es la inclusién candnica. Como (in;)* = 0, se deduce
por la exactitud que ¢} es sobre. Sea T; € HP' (X, U;; R) tal que ¢} (T;) = x; para
i=0,1,...,n. Entonces, utilizando el lema anterior (lema 3.31), tenemos que:

Lo~ Ty~ .~ Ty = qo(To) ~ ¢ (T1) ~ ...~ ¢ (Tn)

n
=q¢" (T~ T1 ...~ Tp) € H'(X,| JU; R) = H?(X, X;R) =0
=0

conp = Y i, pi. Por tanto, zg ~ z1 < ... « 2, = 0y concluimos que cupp(X) <
n.

O

Teniendo en cuenta los ejemplos del capitulo 2 de los espacios proyectivos,
podemos calcular facilmente su cup-length. Para el caso real y por el teore-
ma 2.8, como 2" = x « x « ..(" < 2 # 0 tenemos que cupz,(RP") =nil
H*(RP™; Zy) =nil Zy[z]/(2™"!) = n. Ademés, con el mismo razonamiento, ob-
tenemos que cupz(CP™) = cupz(HP™) = n. Por tanto, por el teorema 3.32
obtenemos que:

n < cat(RP™), n < cat(CP™), n < cat(HP™)

Otro cota importante se obtiene gracias al cone-length.

Definicién 3.33. Dado un espacio conexo por caminos X, definiremos el cone-
length de X, que denotamos por cl(X), como el menor natural n tal que existen
sucesiones cofibradas:

Zi-1 Yioa Yi
conl1<i<n,Yy~xeY,~X.SiX es contrdctil, entonces cl(X) = 0.
Proposicion 3.34. Sea f: Y — X una aplicacion continua. Entonces

cat(Cy) < cat(X) +1
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Demostracién. Sea A = {[z,t] € CY | t < 2} tal que formamos el abierto
B = XUyAen CX. Observamos que B ~ X tienen el mismo tipo de homotopfa,
por tanto, cat(B) = cat(X).

Definimos C = {[z,t] € CY |t > 1} abierto en CY y vemos que C ~ C'Y son
homotoépicamente equivalentes. Luego, por la proposiciéon 1.11, C' es contractil,
o lo que es lo mismo, cat(C) = 0.

. — ¢
G =Xupcy

Figura 3.2. CW-complejo Cy y los abiertos By C.

Ademas, tenemos que B U C = Cy y, al ser abiertos, podemos aplicar el
teorema 3.8 (apartado 5). Asi:

cat(Cy) = cat(BUC) < cat(B) + cat(C)+ 1 =cat(X)+ 0+ 1 = cat(X) +1

O

Proposicién 3.35. Sea X un espacio conexo por caminos. Entonces cat(X) <
c(X).

Demostracion. Supongamos que cl(X) = n. Entonces, para 1 < i < n tenemos
que existe una sucesion cofibrada:

Zi—l I Yifl Yz

conY; =Cy¢ =Y, 11Uy, CZ;_1,Yy ~xeY, ~ X. Por el teorema 3.34, obtenemos
que cat(Y;) < cat(Y;—1) + 1. Como Yy =~ %, por el corolario 3.18 sabemos que
cat(Yo) = cat(*x) = 0y, por tanto, cat(Y7) < cat(Yp) + 1 = 1. Supongamos cierto
para i — 1, es decir, cat(Y;—1) < i — 1. Entonces:

cat(V;) <cat(Yic1)+1=(G(-1)+1=1

Teniendo en cuenta que para Y,, ~ X, obtenemos por induccién que cat(X) =
cat(Yy,) < n.

O

Observamos que la dimensiéon de un CW-complejo constituye una cota
superior del cone-length (véase 1.3).
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Proposicién 3.36. Sea X un CW-complejo tal que X° = . Entonces cl(X) <
dim(X).

Demostracion. Sidim(X) = oo, habremos acabado. Supongamos que dim(X) =
n. Entonces X = X" y tenemos una sucesién cofibrada de la forma:

UpSit — X1 X1
donde X = x. Por tanto, cl(X) < n.
(|

Observacion 3.37. La mayoria de CW-complejos con los trabajamos comienzan
con X% = x. Atn asi, también podemos demostrar la proposicién anterior para
cualquier CW-complejo conexo X teniendo en cuenta que siempre se puede en-
contrar otro CW-complejo Y homotépicamente equivalente a X tal que Y9 = .
Esta propiedad se puede ver probada en [10] y no la incluiremos en la memoria
ya que seria demasiado extenso.

Teniendo en cuenta la estructura celular, es claro que el cone-length de los
n-espacios proyectivos, ya sean reales, complejos o cuaterniénicos, es menor o
igual a n y por la proposicién 3.35, obtenemos que:

cat(RP™) < m, cat(CP™) < m, cat(HP™) <n

Teniendo en cuenta el cup-length de los espacios proyectivos, queda de-
mostrado que cat(RP™) = cat(CP") = cat(HP™) = n.

El siguiente ejemplo que calcularemos es el de la categoria LS de cualquier
superficie compacta y conera y probaremos que es igual a 2, salvo en el caso
concreto de la 2-esfera que sabemos que es 1. Recordemos que una superficie no
es mas que una 2-variedad topologica. No obstante, también es conocido que son
CW-complejos de dimension 2. Ademds, toda superficie compacta y conexa se
genera a partir de un proceso denominado suma coneza. Coloquialmente, dadas
dos superficies A y B, la suma conexa A# B es una superficie que se obtiene tras
eliminar un disco abierto en A y en By pegar los espacios resultantes a través
de las fronteras que estas eliminaciones producen.

Por tanto, mediante el siguiente teorema podemos ver como se construyen las
superficies conexas y compactas. La demostracién queda omitida y referimos
al lector a [3] o [8]. Recordemos que denotamos por T al toro, RP? al plano
proyectivo real y S? a la 2-esfera.



3.4 Calculos. 41

Figura 3.3. Construccién de la suma conexa de A y B.

Teorema 3.38 (Teorema de clasificacién de superficies). Toda superficie
compacta y conexa es homeomorfa a una y una sola de las siguientes superficies:

SPHTHTH#..9. #T(g > 0)
RPQ#RPQ#...(h...#RPQ(h >1)

A la superficie Xy = S2HTHTH#.. 9. #T se le denomina superficie orientable
estandar de género g y a Xp = RP2#RP?#... (" #RP?, superficie no orientable
estdndar de género h. Obsérvese que si g = 0, entonces Xo = S? es la 2-esfera.

Con esta clasificacién de las superficies, podremos encontrar la categoria
LS de éstas. El siguiente lema, cuya demostracién se puede encontrar en [2],
describe el anillo de cohomologia de toda superficie compacta y conexa, toman-
do Z como anillo de coeficientes para el caso orientable y Zo para el caso no
orientable.

Lema 3.39. Si X es una superficie compacta y conexa orientable de género
g > 1, entonces el anillo de cohomologia de X con coeficientes en Z viene deter-
minado por la siguiente descomposicion:

H°(X;Z) = Z generado por 1 € H*(X;Z)
HY(X;Z) tiene como base ay,as, by, by € Hl(X,Z)
H?%*(X;Z) =7 con clase fundamental c € H*(X;Z)

Ademdas el producto cup viene dado por a; ~ a; =0, b; ~b; =0y

c, 1=
a;~bj=—-b—a; =
O {o, i#]

Si X una superficie compacta y conexa no orientable de género g > 1, entonces
el anillo de cohomologia de X con coeficientes en Zo viene determinado de la
stguiente manera:

H%(X;Z3) = Zy generado por 1 € H°(X; Zs)

HY(X;Zs) tiene como base Ay, Ay, Az, Ay € HY (X ;Zs)
H?(X;7Z) = Zs con clase fundamental B € H*(X;Zs)
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Ademds el producto cup viene dado por

Loa B i=i
YT o, iy

Proposicion 3.40. Sea X una superficie compacta y conexa de género g > 1.
Entonces cat(X) = 2.

Demostracion. Supongamos que X es orientable. Por el lema 3.39 y como a; -«
by = ¢ # 0, entonces cupz(X) > 2. Ademds, por el teorema 3.32 tenemos
que cat(X) > 2. Supongamos que X es no orientable. Por el lema 3.39 y por
A; ~ A; = B # 0, entonces cupz, (X) > 2. Por lo tanto, cat(X) > 2.

Al ser X un CW-complejo de dimensién 2, entonces por la proposicion 3.36,
obtenemos que cat(X) < 2.

O

3.5. Aplicaciones.

En este tultimo apartado estudiaremos una de las aplicaciones mas utili-
zadas de la categoria LS: la demostracion del Teorema de Borsuk-Ulam y sus
equivalentes como, por ejemplo, el Teorema del punto fijo de Brouwer. Este
teorema es uno de los més utilizados en Topologia pero también lo podemos
encontrar en resultados de Ecuaciones Diferenciales, FEconémicas, etc. Es acep-
tado que S. Ulam fue el primero en conjeturar el teorema y que posteriormente
K. Borsuk lo demostré en 1933; pero en 1930 Lusternik y Schnirelmann die-
ron una demostraciéon a un problema equivalente, denominado el Teorema de
Lusternik-Schnirelmann (no confundir con el teorema visto en la seccién 3.1 de
este capitulo). Denominaremos el punto antipodal de un punto = € S™ como el
opuesto a x, es decir, —x € S™.

Teorema 3.41 (Teorema de Lusternik-Schnirelmann). Si S™ tiene un re-
cubrimiento formado por n+ 1 abiertos (o cerrados), entonces al menos uno de
los abiertos (o cerrados) contiene un par (x,—x) de puntos antipodales.

Demostracion. Supongamos que {C; }7 es un recubrimiento abierto de S™, don-
de ningtin C; tiene puntos antipodales. Tomamos S™ C D"*! y sea A; C D!
sea el cerrado definido por segmentos desde el origen hasta cada punto de Cj.
Observamos que A; se puede contraer al origen.

Ademss, sabemos que RP™"t! = D"+1/ ~ donde ~ identifica los puntos de la
frontera S™ con sus antipodales y segiin las hipétesis, A; < RP"*! es inyec-
tivo. Entonces A; es contractil en RP"! y, por tanto, RP™t! se recubre por
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Figura 3.4. Construccién de A;.

Ag, As, ..., A,,. Entonces cat(RP"1) < n pero por el apartado anterior, sabemos
que cat(RP™*1) = n + 1. Por consiguiente, existe al menos un C; que contiene
puntos antipodales.

O

Demostraremos el Teorema de Borsuk-Ulam utilizando el teorema ante-
rior, aunque podemos encontrar diferentes demostraciones sin tener que usarlo.
Ademaés, debemos recordar que la aplicacion antipodal es aquella aplicacién que
envia cada punto de la esfera a su punto antipodal.

Teorema 3.42 (Teorema de Borsuk-Ulam). No ezisten aplicaciones anti-
podales f: 8™ — S*L.

Demostracidn. Supongamos que existe f : S™ — S"~! antipodal. Podemos re-
presentar S™~! como la frontera de un n-simplice y tomaremos Fi, F, ..., F.
las caras del simplice. Observamos que ningtn F; contiene puntos antipodales.
Sea G; = f~(F;), entonces {G, ;1;“11 recubre a S™. Por el teorema 3.41, existe un
G, que contiene puntos antipodales x, —z. Por lo que f(z), f(—z) = —f(z) € Fj,
que es una contradiccién.

O

Finalmente veremos otra variante de los teoremas 3.41 y 3.42 que mencio-
namos anteriormente: el Teorema del punto fijo de Brouwer. Para ello, necesita-
mos demostrar un lema previo.

Lema 3.43. Sea f : D™ — D™ continua. Si f no tiene un punto fijo, entonces
existe un retracto en D™ sobre su frontera S™7 1.

Demostracion. Definimos la retraccién r : D™ — S™ ! como:

e i)
" = T @)

Como f(z) # x para todo x € D", la aplicacién r estd bien definida y es
continua. Ademds observamos que para todo s € S"~!, tenemos que 7(s) = s.
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O

Por tanto, nos encontramos en las condiciones para demostrar el siguiente
teorema.

Teorema 3.44 (Teorema del punto fijo de Brouwer). Toda aplicacion f :
D™ — D" tiene un punto fijo.

Demostracion. Supongamos que f no tiene punto fijo y tomamos la retraccién
r: D" = 8" 1 del lema 3.43. Entonces definimos la aplicacién g : S® — S»~!

como:
r(Toy ey Tny) Ty >0
0y ey ) =
9(o n) {—r(—xo, ey —Tp) Ty <0
Observamos que g(—z) = —g(x), es decir, g es antipodal pero esto contradice el

teorema 3.42.

O
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Lusternik-Schnirelmann category

Universidad
de La Laguna

In this project we study the Lusternik-
Schnirelmann category. This invari-
ant was defined by Lusternik and
Schnirelmann in their studies in 1934.
It was originally conceived for a smooth
manifold, giving an lower bound to the
number of critical points for any smooth
real function defined on the smooth mani-
fold. Later on, Fox generalized this invari-
ant for any topological space and discov-
ered that it has many properties, such as
being a homotopy invariant. After study-
ing these versions, we present the compu-
tation of some examples of the Lusternik-
Schnirelmann category of certain spaces
as well as some applications of this invari-
ant.

1. Original definition of the
Lusternik-Schnirelmann category

We say that the continuous map ¢ : M x
R — M is a dynamical system if it verifies
that ¢(x,0) = x and ¢(p(x, 1),s) = P(x, L +5),
for all xe M and r,s € R. We say that
the dynamical system ¢ is gradient-like if
there exists a map f: M — R, called Lya-
punov function, such that for each x e M
it verifies that f(¢(x, 1) < f(¢(x,s)), for all
t,s € R such that ¢ > s; or ¢(t,x) = x, for all
teR.
For a dynamical system ¢ on M, we say
that x € M is a critical point if ¢*: R — M,
where ¢*(1) := (x,1), is constant. If ¢ is
gradient-like with f the Lyapunov function,
then we may say that x is a critical point
of f. So, K(f) will denote the set of critical
points of f. An important particular case
occurs when we start from a differentiable
map f: M — R, M being a closed smooth
manifold. When we integrate the vector
field —grad(f), we obtain a gradient-like
dynamical system whose Lyapunov func-
tion is precisely f. Let M be a topological
space and Ac M. Then A is categorical if
the inclusion map A — M is nulhomotopic.
We define the Lusternik-Schnirelmann
category of A on M, expressed as
caty(A), as the least integer m = 0 such
that A has a covering with m + 1 subsets
of M:

ASF,UF,U..UF,
where each F; is closed and categorical
in M. If A= g, then cary(p) = -1 and if
A= M, then we write cat(M) := caty(M).
Using these notions, we can state the
Lusternik-Schnirelmann theorem. Let f:
M — R be a differentiable map defined on
a smooth closed manifold M, then:

cat(M)+1<card(K(f))
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Universidad de La Laguna
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where card(K(f)) denotes the cardinality
of the set of critical points K(f).

2. Def

ion given by Fox and other
versions

Fox rewrote the definition of the Lusternik-
Schnirelmann category using open cover-
ings of the space X instead of closed cov-
erings. In most of the interesting cases,
these definitions are equivalent like, for
example, if X is a manifold (or more
generally, an ANR). So, from now on,
we will use the notation cat(X) to refer
the Lusternik-Schnirelmann category us-
ing open coverings.

One of the most important properties
that Fox proved was that the Lusternik-
Schnirelmann is a homotopy invariant. In
other words, if X and Y are homotopy
equivalent, then:

cat(X) = cat(Y)

But in Algebraic Topology, we normally
use pointed spaces. So we can de-
fine the Lusternik-Schnirelmann category
for these type of spaces, called the
pointed Lusternik-Schnirelmann category.
So for a pointed space (X,x), the
pointed Lusternik-Schnirelmann category
of (X,xy), denoted as cat.(X,xy), is the
least integer n such that X has a cov-
ering with n+1 pointed categorical open
subsets. If our space X verifies that it is
a normal path-connected space with non-
degenerate basepoint x;, then we can
prove the equality:

cat(X) = cat.(X, xo)

The last version that we study is the
Whitehead definition of the Lusternik-
Schnirelmann category. To see this, we
need a previous notion called fat-wedge
of a space (X, *) and defined as the sub-
space of X™*1:

T™(X) = {(Xo, X1, Xn) € X1 | there exists

i€{0,1,..,n} where x; = *}
For a normal path-connected space X
with non-degenerate basepoint *, the fol-
lowing are equivalent:
1.cat(X)<n
2. There exists a continuous map f: X —
T"(X) which makes the following dia-
gram commutative up to homotopy:

T (X)
2
X2 xnt

Aper

3. Important bounds
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Let R be aring and (X, x) a pointed space.
Then the g-reduced cohomology HY(X;R)
is defined as HY(X;R) = ker(H(X;R) —
H({xo}; R)). Also, if X is path-connected
then it is easy to see:

HYX;R), q#0
0, q=0

The cup-length of X with coefficients in R
is the least integer k (or oo) such that all
(k+1)-fold cup products vanish in the re-
duced cohomology H*(X;R); we denote
this by cupr(X). Taking this into consid-
eration, we can find an lower bound of
cat(X). It is proved that if X is path-
connected, then:

HY(X;R) = {

cupr(X) < cat(X)

The cone-length of a path-connected X,
denoted cl(X), is 0 if X is contractible and,
otherwise, equal to the least integer n
such that there are cofibration sequences:

Zig =Y~ Y

where i <i<nandwith Y, =+ and ¥, = X.
So we can prove a upper bound of cat(X)
when X is path-connected.

cat(X) = cl(X)

Using these bounds, we can compute the
Lusternik-Schnirelmann category of the
projective space KP”", with K =R,C or H,
ie.:

cat(KP")=n

4. Applications

The Lusternik-Schnirelmann category is
used to prove the Borsuk-Ulam Theorem
and its equivalents, like the Brouwer’s
fixed-point Theorem. To do this, first
we must see the Lusternik-Schnirelmann
Theorem which states that if $” is covered
by open sets G, C,,...C,, then at least one
C; contains antipodal points.

Using the Lusternik-Schnirelmann Theo-
rem, we can prove Borsuk-Ulam Theo-
rem, i.e., there are no antipodal maps f:
§" — $"°1; and also Brouwer’s fixed-point
Theorem which states that every map f:
D" — D" has a fixed point.
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