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Introducción

"When teaching algebraic geometry and illustrating simplesin-
gularities, varieties, and morphisms, one almost invariably tends
to choose examples of a "monomial type": i.e., varieties defined
by equationsxa1

1 · · ·xar

r = x
ar+1

r+1 · · ·xan

n and morphismsf for
whichf(yi) = xa1

1 · · ·xan

n ." Mumford et al. [66] (1973)

Los ideales tóricos son un tipo particular de ideales del anillo de polinomios que están
generados por diferencias de monomios (binomios), son primos y graduados. Su estudio
es una parte importante del álgebra conmutativa y de la geometría algebraica. Desde el
nacimiento de la geometría tórica en los años 70 el interés enel estudio de este tipo de ide-
ales se ha ido incrementando notablemente y actualmente es un área fértil de investigación.
El estudio de estos ideales esta profundamente conectado con la combinatoria, la geometría
de poliedros, el estudio de semigrupos... entre otras muchas ramas de las matemáticas.

El objetivo de esta tesis es el estudio y caracterización de los ideales tóricos que son in-
tersección completa; concretamente, la obtención de métodos efectivos para determinar si
un ideal tórico es intersección completa que no precisen delcálculo explícito de un sistema
minimal de generadores del ideal. El estudio de la propiedadde ser intersección completa
en ideales tóricos fue iniciado por Herzog en 1970 ([53]), quien resolvió satisfactoria-
mente el primer caso no trivial, esto es, proporcionó un criterio aritmético que caracteriza
cuándo el ideal tórico asociado a una curva monomial afín en el espacio tridimensional es
intersección completa. Además, en ese mismo trabajo, Herzog conjeturó cómo se podría
generalizar este criterio para curvas monomiales en el espacio afínn-dimensional para todo
n ≥ 3. Si bien la conjetura no era cierta, como mostró Delorme [30]en 1976, este artículo
suscitó el interés de muchos autores y surgieron varios artículos dando respuestas al mismo
problema en contextos más generales, hasta que Fischer, Morris y Shapiro [38] en 1997
consiguen caracterizar los ideales tóricos que son intersección completa por medio del de-
nominadogluing de semigrupos. Una característica común a todos estos trabajos es que
tienen un marcado carácter teórico y no se centran en la obtención de algoritmos eficientes.

La principal aportación de esta tesis doctoral es la obtención de resultados que conducen
al diseño, la demostración de la corrección e implementación de métodos efectivos que
reciben como entrada un conjuntoA = {a1, . . . , an} ⊂ Nm y determinan si el ideal tórico
IA es intersección completa o no, perteneciendoIA a diversas familias de ideales tóricos.
Los métodos propuestos son todos de naturaleza eminentemente aritmética-combinatoria y
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evitan tanto el cálculo de bases de Gröbner como la obtenciónexplícita de sistemas mini-
males de generadores del ideal. No obstante, en los casos en los que el ideal tóricoIA es
intersección completa, todos los algoritmos propuestos proporcionan, sin tener que efectuar
ningún tipo de cálculo adicional, un sistema minimal de generadores del ideal. Muchos de
los algoritmos obtenidos se han implementado en ANSI C y en SINGULAR [29]. Asimismo
y como consecuencia no trivial de la aplicación teórica de los algoritmos propuestos, se
aportan ejemplos de familias de ideales tóricos que son intersección completa.

Si bien en este trabajo no se consigue el ambicioso objetivo de caracterizar con algo-
ritmos eficientes la propiedad de ser intersección completapara la totalidad de los ideales
tóricos, cuestión que sigue abierta, lo que sí se consigue escaracterizarlo en dos impor-
tantes subfamilias: la de los ideales tóricos simplicialesy la de los ideales tóricos de grafos.
Estos objetivos se alcanzan con el Algoritmo IC-simplicialy con el Algoritmo IC-grafos
respectivamente.

En esta memoria se sigue un esquema que va de lo general a lo particular, a pesar
de que esta forma de exposición altera el orden cronológico en el que se han obtenido
los resultados de la tesis. Se ha preferido hacer así porque creemos que su explicación
se hace más concisa. De esta forma, en cada momento podemos aplicar los resultados
generales obtenidos previamente junto con las especificidades propias de cada caso. Así por
ejemplo, al comienzo de esta tesis se estudió el caso de ideales tóricos asociados a curvas
monomiales afines y se obtuvo el Algoritmo IC-curva-monomial para determinar si un
ideal de esta familia es intersección completa. Posteriormente se obtuvo el Algoritmo IC-
simplicial como una generalización no trivial del anteriorpara ideales tóricos simpliciales.
No obstante, en el Capítulo 2 de esta memoria se trata la propiedad intersección completa
en ideales tóricos simpliciales finalizando con la obtención del Algoritmo IC-simplicial,
para posteriormente en el Capítulo 3 obtener el Algoritmo IC-curva-monomial como caso
particular del otro.

Siguiendo esta forma de exposición, comenzamos la memoria tratando los ideales tóri-
cos en general y aportamos técnicas y resultados aplicablesa cualquier ideal tórico. Tras
esto nos centramos en la familia de los ideales tóricos simpliciales, donde utilizamos los re-
sultados generales previamente obtenidos junto con otros específicos para caracterizar, por
medio del Algoritmo IC-simplicial, los ideales tóricos simpliciales que son intersección
completa. Dentro de los ideales tóricos simpliciales estudiamos con más detalle y pro-
porcionamos algoritmos específicos para dos subfamilias importantes: los ideales tóricos
simpliciales homogéneos y los ideales tóricos asociados a curvas monomiales afines. Tam-
bién estudiamos en detalle la propiedad de intersección completa para los ideales tóricos
asociados a curvas monomiales proyectivas. En todos estos casos aportamos versiones más
simples del Algoritmo IC-simplicial que son específicas para cada una de las familias. Pos-
teriormente caracterizamos la propiedad de intersección completa para los ideales tóricos
asociados a curvas monomiales afines cuando los elementos deA son parte de sucesiones
numéricas conocidas. También para los cierres proyectivosde estas curvas monomiales.
Finalmente, nos dedicamos al estudio de otra familia de ideales tóricos independiente de
los ideales tóricos simpliciales, la de los ideales tóricosde grafos y caracterizamos cuándo
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son intersección completa por medio del Algoritmo IC-grafo.

Ideales tóricos

Ideales tóricos

simpliciales
Ideales tóricos de grafos

Ideales tóricos
asociados a curvas

monomiales afines

Ideales tóricos

simpliciales homogéneos

Ideales tóricos
asociados a curvas

monomiales proyectivas homogeneización

En el Capítulo 1 comenzamos por introducir los conceptos de conjunto tóricoΓA, ideal
tórico IA y variedad tórica afínV (IA), todos ellos determinados por un conjunto de vec-
tores no nulosA = {a1, . . . , an} ⊂ Nm, y describimos algunas de las relaciones existentes
entre ellos y algunas de sus propiedades básicas. Asimismo probamos la equivalencia en-
tre varias definiciones de ideal tórico intersección completa y repasamos algunos de los
principales resultados que se pueden encontrar en la bibliografía respecto a este tipo de
ideales. Tras esto, dedicamos el resto del capítulo a introducir dos nuevas técnicas relativas
a los ideales tóricos intersección completa. La primera técnica es consecuencia del Teo-
rema 1.2.21 y la idea es que a partir del conjuntoA vamos a construir un conjuntoAred

que puede ser vacío o de la forma{a′1, . . . , a
′
t} ⊂ Nm tal queIA es intersección completa

si y solo siAred = ∅ o IAred
es intersección completa. Además, cuandoAred 6= ∅ el ideal

IAred
es más simple queIA ya quet ≤ n, ht(IAred

) ≤ ht(IA) y los grados de los genera-
dores deIAred

son menores o iguales que los deIA. La segunda técnica es consecuencia
del Teorema 1.2.27 que da bajo ciertas hipótesis una condición necesaria par queIA sea
intersección completa. Concretamente, para ciertosi, j : 1 ≤ i < j ≤ n, le asociamos aIA
un nuevo ideal tóricoIA(i,j)

en un anillo de polinomios en exactamente una variable menos
y de altura una unidad menos, de forma que siIA es intersección completa entoncesIA(i,j)

también lo es. El Teorema 1.2.30 aporta hipótesis adicionales que si se cumplen yIA(i,j)

es intersección completa, entoncesIA también lo es. Si bien la aplicación de estas técnicas
no es suficiente para caracterizar todos los ideales tóricosintersección completa, sí serán
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de gran utilidad en el Capítulo 2 para caracterizar los ideales tóricos simpliciales que sí lo
son.

El Capítulo 2 trata sobre la propiedad de intersección completa en los ideales tóricos
simpliciales, que son aquellos en que el número de rayos extremos del cono deA coincide
con la dimensión delQ-espacio vectorial generado porA. Al igual que en el primer capí-
tulo, comenzamos por recordar algunas propiedades de estosideales y de sus variedades
asociadas. A continuación vamos en búsqueda del Algoritmo IC-simplicial, un algoritmo
que recibe como entrada un conjuntoA = {a1, . . . , an} ⊂ Nm que determina un ideal
tórico simplicial IA, y devuelve siIA es intersección completa o no. Además, cuando
IA es intersección completa proporciona sin efectuar ningún cálculo adicional un sistema
minimal de generadores deIA. El Algoritmo IC-simplicial se obtiene al aplicar convenien-
temente los Teoremas 1.2.21, 1.2.27 y 1.2.30 del Capítulo 1 aplicables a cualquier ideal
tórico conjuntamente con la Proposición 2.2.1, que es propia de los ideales tóricos simpli-
ciales. El principal resultado de este capítulo es el Teorema 2.2.4, donde se demuestra la
corrección del algoritmo propuesto. Dedicamos una parte deeste capítulo al estudio de los
ideales tóricos simpliciales que son homogéneos y vemos como, gracias al Corolario 2.3.2,
el Algoritmo IC-simplicial se puede simplificar considerablemente en este caso. Aplicando
el Corolario 2.3.2 desde un punto de vista teórico, cuando elcuerpo de definición de la
variedad es algebraicamente cerrado, demostramos en el Teorema 2.3.3 que la única va-
riedad tórica simplicial proyectiva lisa cuyo ideal asociado es intersección completa es la
curva monomial proyectiva definida paramétricamente porx1 = u21, x2 = u22 y x3 = u1u2.
Además, en el Teorema 2.3.4 listamos todas las variedades tóricas simpliciales proyectivas
con exactamente un punto singular cuyo ideal asociado es intersección completa. La úl-
tima sección de este capítulo está dedicada a explicar las implementaciones en ANSI C y
en SINGULAR de los algoritmos propuestos.

El Capítulo 3 está dedicado a los ideales tóricos asociados acurvas monomiales afines,
es decir, los ideales tóricosIA conA = {a1, . . . , an} ⊂ N, que son una subfamilia de
los ideales tóricos simpliciales. Para esta familia y gracias a la Proposición 3.2.1, pode-
mos dar una versión simplificada del Algoritmo IC-simplicial, que llamaremos Algoritmo
IC-curva-monomial. Este algoritmo, cuandoIA es intersección completa, nos proporciona
un sistema minimal de generadores deIA, y si ademásgcd(A) = 1, nos proporciona
el número de Frobenius del semigrupoNA. Como aplicaciones del Algoritmo IC-curva-
monomial aportamos en las Proposiciones 3.2.8 y 3.2.9 criterios específicos para determi-
nar siIA es intersección completa cuandon = 3 y n = 4, respectivamente. Haciendo uso
de este algoritmo y de algunos nuevos resultados, pasamos a estudiar ejemplos de familias
de curvas monomiales afines cuyo ideal es intersección completa. Concretamente, carac-
terizamos en el Teorema 3.3.5 cuándoIA es intersección completa siendoA una sucesión
aritmética generalizada, es decir, existeh ∈ Z+ tal queha1 < a2 < . . . < an es una
sucesión aritmética; y en el Teorema 3.3.9 cuandoA es una sucesión casi-aritmética gene-
ralizada, es decir,A\{an} es una sucesión aritmética generalizada yan ∈ Z+ es un entero
cualquiera. También estudiamos cuándoIA es intersección completa siendoA un conjunto
formado por ciertos términos de la(p, q)-sucesión de Fibonacci o de Lucas, llegando a los
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Teoremas 3.3.15 y 3.3.20 respectivamente. La última parte de este capítulo la dedicamos
al estudio de los ideales tóricos asociados a curvas monomiales proyectivas. Estudiamos
cómo el algoritmo para ideales tóricos simpliciales homogéneos se especializa a este caso
dando lugar al Algoritmo IC-curva-monomial-proyectiva. Basándonos en él, obtendremos
las versiones para curvas monomiales proyectivas de los Teoremas 3.3.5, 3.3.9, 3.3.15 y
3.3.20; los Teoremas 3.4.4, 3.4.6, 3.4.8 y 3.4.10 respectivamente.

En el Capítulo 4 estudiamos los ideales tóricos de grafos, que están definidos a partir de
un grafoG simple y no dirigido. Dado que la definición del ideal dependedeG, cabe pen-
sar que las propiedades del ideal tóricoIG deG, puedan ser traducidas como propiedades
combinatorias deG y viceversa. En particular nos centraremos en la propiedad de queIG
sea intersección completa y buscamos traducirla en propiedades combinatorias del grafo
G. En el caso particular en que el grafoG sea bipartito, este problema ha sido amplia-
mente estudiado por varios autores llegando a dar una respuesta satisfactoria al problema;
ver [47, 48, 65, 93]. En este capítulo consideramos el problema más general en que los
grafos no son necesariamente bipartitos. Nos proponemos dos objetivos principales. El
primero es proponer un algoritmo de naturaleza combinatoria que determine siIG es in-
tersección completa o no; el segundo consiste en aportar unacaracterización combinatoria
de la estructura de los grafosG tales queIG es intersección completa. El primero de es-
tos objetivos se alcanza con el Algoritmo IC-grafo, que se obtiene como consecuencia del
Teorema 4.4.8 y consiste en un algoritmo que recibe como entrada un grafoG y devuelve
VERDADERO si IG es intersección completa o FALSO en caso contrario. El segundo obje-
tivo se consigue parcialmente con los Teoremas 4.6.5 y 4.6.18. Para llegar a ellos, consi-
deramos una partición de un grafoG en dos subgrafos inducidos disjuntosC y R tales que
V (C) = V (C1)⊔· · ·⊔V (Cs) dondeC1, . . . , Cs son ciclos primitivos impares yR es bipar-
tito. En este contexto, en el Teorema 4.6.5 se demuestra que si IG es intersección completa,
entoncesR es un grafo anillado yC es o bien el grafo nulo, un ciclo primitivo impar o está
formado por dos ciclos primitivos impares propiamente conectados. Finalmente, bajo las
hipótesis adicionales de queC sea conexo yR 2-conexo, en el Teorema 4.6.18 se listan
todas las familias de grafos cuyo ideal tórico es intersección completa. Terminaremos este
último capítulo con las versiones normales de los Teoremas 4.6.5 y 4.6.18; los Corolarios
4.6.20 y 4.6.21.

A lo largo de esta memoria se encuentran ejemplos que requieren del cálculo de bases
de Gröbner. Estos cálculos, salvo que se indique lo contrario, se han efectuado haciendo uso
del software SINGULAR [29]. Asimismo, dichos cálculos se pueden llevar a cabo mediante
otros programas como CoCoA [22] o MACAULAY 2 [50].

La elaboración de esta tesis ha dado lugar a los siguientes trabajos:

• I. Bermejo, I. García-Marco y J. J. Salazar-González, An algorithm for checking
whether the toric ideal of an affine monomial curve is a complete intersection.

En este artículo se estudian y caracterizan los ideales tóricos asociados a curvas mo-
nomiales afines que son intersección completa y se diseña el Algoritmo IC-curva-
monomial. También se estudian con detalle los casosn = 3 y n = 4, aportando
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criterios específicos para estos casos. Finalmente se discuten los detalles de la im-
plementación del Algoritmo IC-curva-monomial.

• I. Bermejo y I. García-Marco, Complete intersections in certain affine and projective
monomial curves.

En este artículo se estudian determinadas familias de curvas monomiales afines y
proyectivas cuyo ideal tórico asociado es intersección completa. Más precisamente,
se caracteriza cuándo el ideal tóricoIA es intersección completa siendoA una suce-
sión aritmética generalizada o una sucesión casi-aritmética generalizada. También se
caracteriza cuándoIA es una intersección completa en los casos en queA está for-
mado por ciertos términos de la(p, q)-sucesión de Fibonacci o de la(p, q)-sucesión
de Lucas. Asimismo, en todos estos casos se caracteriza cuándo el ideal tórico aso-
ciado al cierre proyectivo de la curva monomial afín definidapor IA es intersección
completa.

• I. Bermejo y I. García-Marco, Complete intersections in simplicial toric varieties.

En este trabajo se diseña, se prueba la corrección y se muestran los detalles de la
implementación del Algoritmo IC-simplicial para determinar cuándo un ideal tórico
simplicial es intersección completa. También se aporta unaversión más simple del
mismo algoritmo para ideales tóricos simpliciales homogéneos. Además, cuando el
cuerpok es algebraicamente cerrado, se listan todas las variedadestóricas simpli-
ciales proyectivas cuyo ideal tórico asociado es intersección completa y son o bien
lisas o tienen exactamente un punto singular.

• I. Bermejo, I. García-Marco y E. Reyes, Complete intersection graphs.

En este trabajo se estudian los ideales tóricos de grafos queson intersección completa
desde un punto de vista algorítmico y combinatorio. En él obtenemos el Algoritmo
IC-grafo para determinar si un ideal tórico de grafo es intersección completa. Por
otra parte y bajo ciertas hipótesis se listan las familias degrafos tales que su ideal
tórico asociado es intersección completa.

También se han implementado en ANSI C y en SINGULAR las siguientes librerías:

• I. Bermejo, I. García-Marco y J. J. Salazar-González,cimonom.lib.

Esta librería contiene una implementación del Algoritmo IC-curva-monomial. Su
versión para SINGULAR se distribuyó con el software entre las versiones 3-0-2 y
3-1-3.

• I. Bermejo y I. García-Marco,cisimplicial.lib.

Esta librería contiene la implementación del Algoritmo IC-simplicial para determinar
si un ideal tórico simplicial es intersección completa y delalgoritmo para determinar
si un ideal tórico simplicial homogéneo es intersección completa. Su versión en
SINGULAR sustituye a la libreríacimonom.lib puesto que la generaliza y mejora.
Se distribuye con el software en las versiones posteriores ala 3-1-4.

14



Los resultados obtenidos en esta tesis, tanto en sus versiones preliminares como en
su versión definitiva, han sido presentados por Ignacio García Marco en los siguientes
congresos y foros de difusión científica:

• 10th Rhine Workshop on Computer Algebra, celebrado en Basilea, Suiza, en 2006.

• X Encuentro de Álgebra Computacional y Aplicaciones EACA, celebrado en Sevilla
en 2006.

• Effective Methods in Algebraic Geometry, MEGA 2007, celebrado en Strobl, Aus-
tria, en 2007.

• Commutative, Combinatorial and Computational Algebra in Honour of Pilar Pisón
Casares, celebrado en Sevilla en 2008.

• Iberian Meeting on Numerical Semigroups, celebrado en Oporto, Portugal, en 2008.

• I Encuentros sobre Investigación Matemática entre España eIberoamérica CIMAC
07-08. Sesión de Álgebra Conmutativa Combinatoria y Computacional, celebrados
en La Laguna en 2008.

• XI Encuentro de Álgebra Computacional y Aplicaciones EACA,celebrado en Gra-
nada en 2008.

• Seminario de Geometría Tórica V, celebrado en Jarandilla dela Vera en 2008.

• Effective Methods in Algebraic Geometry, MEGA 2009, celebrado en Barcelona en
2009.

• Pan-American Advanced Study Institute in Commutative Algebra and its Connec-
tions to Geometry, PASI-2009, celebrado en Recife, Brasil,en 2009.

• XII Encuentro de Álgebra Computacional y Aplicaciones EACA, celebrado en San-
tiago de Compostela en 2010.

• 35th International Symposium on Symbolic and Algebraic Computation, ISSAC
2010, celebrado en Munich, Alemania, en 2010.

• Third Iberian Mathematical Meeting, celebrado en Braga, Portugal, en 2010 (ponen-
cia invitada).

• Toric Geometry Seminar 2010, celebrado en Jarandilla de la Vera en 2010.

• EACA’s First International School on Computer Algebra and Applications, celebrado
en Tenerife en 2011.

• Effective Methods in Algebraic Geometry, MEGA 2011, celebrado en Estocolmo,
Suecia, en 2011.
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• MONomial Ideals, Computations and Applications, MONICA, celebrado en Castro
Urdiales en 2011.

• Primer Encuentro de Jóvenes Investigadores de Matemáticasde la ULL, celebrado
en La Laguna en 2011 (ponencia invitada).

• II Encuentro Conjunto RSME-SMM - Sesión especial de ÁlgebraCombinatoria, ce-
lebrado en Torremolinos en 2012 (ponencia invitada).

• Encuentro de Álgebra Computacional y Aplicaciones, EACA 2012, celebrado en
Alcalá de Henares en 2012.

Asimismo, en las próximas fechas se tiene previsto presentar algunos resultados de la
tesis en los siguientes eventos:

• EACA’s Second International School on Computer Algebra andApplications, que se
va a celebrar en Valladolid en 2013.

• Congreso de Jóvenes Investigadores de la Real Sociedad Matemática Española -
Sesión especial de Singularidades, que se va a celebrar en Sevilla en 2013 (ponencia
invitada).
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Capítulo 1

Ideales tóricos

Este primer capítulo se divide en dos secciones. La primera de ellas está dedicada a intro-
ducir los conceptos de conjunto tórico, ideal tórico, variedad tórica afín y recordar algunas
de sus propiedades básicas. Finalizamos la sección exponiendo un resultado clásico que
caracteriza las variedades tóricas afines que son lisas que se utilizará en el Capítulo 2.

La segunda sección trata sobre la propiedad de ser intersección completa en ideales
tóricos. Comenzamos obteniendo definiciones equivalentesde esta propiedad en el caso de
ideales tóricos y seguimos con una recapitulación de los principales resultados acerca de
los ideales tóricos intersección completa previos a esta memoria. El resto de la sección lo
dividimos en dos subsecciones, cada una de ellas dedicada a introducir una técnica rela-
cionada con los ideales tóricos intersección completa. La idea común a ambas técnicas es
partir de un ideal tórico y construir otro de forma que si el primero es intersección com-
pleta entonces el segundo también lo es. Además el nuevo ideal tórico está estrechamente
ligado al original y es más simple en algún sentido. Estas dostécnicas forman parte de
[9], un trabajo conjunto con Isabel Bermejo, y son de utilidad en los Capítulos 2 y 3; en el
Capítulo 2 para estudiar los ideales tóricos simpliciales que son intersección completa, y en
el Capítulo 3 para estudiar la propiedad de intersección completa en ciertos ideales tóricos
simpliciales de especial interés, los asociados a curvas monomiales.

1.1 Generalidades

Seak un cuerpo arbitrario y seank[x] = k[x1, . . . , xn] y k[t] = k[t1, . . . , tm] dos anillos
de polinomios sobrek. Seanf1, . . . , fn ∈ k[t] y consideremos el subconjuntoΓ deAn

k

definido paramétricamente porxi = fi(t1, . . . , tm) para todoi ∈ {1, . . . , n}, es decir,

Γ = {(f1(u1, . . . , um), . . . , fn(u1, . . . , um)) ∈ An
k | u1, . . . , um ∈ k} .

Denotamos porI(f1, . . . , fn) al ideal primo dek[x] que es el núcleo del homomorfismo de
k-álgebras

ϕ : k[x] → k[t] inducido porxi 7−→ fi.
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El ideal I(f1, . . . , fn) está estrechamente relacionado con el conjuntoΓ cuando el
cuerpok es infinito.

Proposición 1.1.1.[100, Corollary 7.1.12] Sik es un cuerpo infinito, entonces el ideal
I(Γ) de los polinomios que se anulan enΓ esI(f1, . . . , fn).

Como consecuencia de esta proposición se tiene el siguientecorolario. En [26, Theo-
rem 1 of Chapter 3,§3] se encuentra una prueba directa del mismo que no necesita de la
proposición anterior.

Corolario 1.1.2. Si k es un cuerpo infinito, entoncesV (I(f1, . . . , fn)) es la clausura de
ZariskiΓ deΓ.

Nota 1.1.3.Cuandok es un cuerpo algebraicamente cerrado y por tanto infinito, elCoro-
lario 1.1.2también se obtiene como consecuencia inmediata de"The Closure Theorem"
(ver por ejemplo[26, Theorem 3 of Chapter 3,§2]), teniendo en cuenta queI(f1, . . . , fn) =
(x1 − f1, . . . , xn − fn) ∩ k[x].

Nota 1.1.4.[1, Theorem 2.3.4] De la igualdadI(f1, . . . , fn) = (x1−f1, . . . , xn−fn)∩k[x]
se desprende un algoritmo para calcular un sistema de generadores deI(f1, . . . , fn). En
efecto, siG una base de Gröbner del ideal(x1 − f1, . . . , xn − fn) con respecto a cualquier
orden de eliminación en el quetj > xi, ∀i ∈ {1, . . . , n} y ∀j ∈ {1, . . . , m}, entonces
G ∩ k[x] es un sistema de generadores deI(f1, . . . , fn).

Nuestro objeto de estudio son los ideales tóricos, que son exactamente los ideales
I(f1, . . . , fn) dondef1, . . . , fn ∈ k[t] son monomios. De forma más precisa, dado un
conjuntoA = {a1, . . . , an} ⊂ Nm de vectores no nulos deNm, conai = (ai1, . . . , aim)
para todoi ∈ {1, . . . , n}, el ideal tórico determinado porA es IA := I(ta1 , . . . , tan),
dondetai denota el monomiotai11 · · · taimm dek[t]. Al conjunto de cerosV (IA) enAn

k se le
denominavariedad tórica afín. A la k-álgebrak[ta1 , . . . , tan ] ⊂ k[t], que es isomorfa a
k[x]/IA, se le denota pork[A] y es elálgebra del semigrupoNA :=

∑n
i=1Nai.

El conjunto tóricoΓA determinado porA es el subconjunto deAn
k definido paramétri-

camente porxi = tai para todoi ∈ {1, . . . , n}, esto es,

ΓA = {(ua111 · · ·ua1mm , . . . , uan1
1 · · ·uanm

m ) ∈ An
k | u1, . . . , um ∈ k} .

Como consecuencia de la Proposición 1.1.1 y el Corolario 1.1.2, si k es un cuerpo
infinito, entoncesI(ΓA) = IA y V (IA) = ΓA.

Cuandok es un cuerpo infinito en ocasiones el propio conjunto tóricoΓA es una
variedad y, por tanto,ΓA = V (IA). El problema de determinar bajo qué condiciones
ΓA = V (IA) ha sido estudiado por Reyes, Villarreal y Zárate en [88] y posteriormente por
Katsabekis y Thoma en [63, 64]. De particular interés para nosotros es [63, Corollary 2],
donde se demuestra que sik es un cuerpo algebraicamente cerrado y el conjuntoA es de
la forma{de1, . . . , dem, am+1, . . . , an} ⊂ Nm donden > m, d ∈ Z+ y {e1, . . . , em} es
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la base canónica deZm, entoncesΓA = V (IA) (ver Proposición 2.1.4 de esta memoria).
Para un cuerpok cualquiera y cuandoA = {a1, . . . , an} ⊂ N congcd{a1, . . . , an} = 1,
Eliahou y Villarreal prueban en [36] queΓA = V (IA) también en este caso.

Respecto del problema de obtener un sistema de generadores de IA, se puede proceder
siguiendo el algoritmo propuesto en la Nota 1.1.4. No obstante, dicho algoritmo requiere
del cálculo de una base de GröbnerG del idealJ = (x1− ta1 , . . . , xn− tan) con respecto a
un orden de eliminación según observamos. El conjuntoG puede tener muchos elementos
y su obtención puede ser muy costosa incluso cuandoG ∩ k[x] tiene pocos elementos.
Veamos algunos ejemplos de este hecho:

SeaA := {(10, 0), (9, 1), (0, 4)}. La base de Gröbner reducidaG del idealJ = (x1 −
t101 , x2 − t91t2, x3 − t42) con respecto del orden producto del orden lexicográfico inverso
graduado cont1 > t2 y del mismo orden conx1 > x2 > x3, tiene23 elementos. Sin
embargo,G ∩ k[x1, x2, x3, x4] tiene un único elementof := x181 x

5
3 − x202 .

ParaA = {(2, 3, 5, 0), (5, 2, 3, 1), (4, 4, 2, 1), (1, 0, 2, 4), (1, 0, 5, 3), (0, 2, 0, 2)} ⊂ N4,
Di Biase y Urbanke en [31, Example 2.3] afirman que la base de Gröbner reducidaG de
J para el orden lexicográfico cont1 > · · · > t4 > x1 > · · · > x6 tiene1180 elementos,
mientras queG ∩ k[x1, . . . , x6] tiene solo los siguientes6 binomios:

x103 x
6
4 − x92x4x

11
6 x141 x

20
4 − x2x

6
3x

19
5 x

8
6 x163 x

18
5 − x141 x

8
2x

14
4 x

3
6

x263 x
17
5 − x141 x

17
2 x

8
4x

14
6 x363 x

16
5 − x141 x

26
2 x

2
4x

25
6 x163 x

4
4x

15
5 − x141 x

35
2 x

36
6 .

Dada la ineficiencia del método general, independientemente del orden de eliminación
elegido, se han dedicado múltiples trabajos a la obtención de algoritmos alternativos para
el cálculo de sistemas de generadores de ideales tóricos, como son [13, 25, 31, 57, 58,
84, 97] entre otros. Todos estos métodos están basados en explotar las peculiaridades de
los ideales tóricos para obtener mejores algoritmos. Pasaremos a estudiar algunas de estas
peculiaridades.

Definición 1.1.5. Se define elA-grado de un monomioxb ∈ k[x] comodegA(x
b) :=

b1a1+ · · ·+bnan ∈ Nm y diremos que un polinomiof ∈ k[x] esA-homogéneo si todos sus
monomios tienen el mismoA-grado, un idealA-homogéneo es aquel que está generado
por polinomiosA-homogéneos.

Un binomiof ∈ k[x] es una diferencia de dos monomios, es decir,f = xb − xc para
ciertosb, c ∈ Nn. Un ideal dek[x] generado por binomios se denomina ideal binomial.

Proposición 1.1.6.[100, Proposition 7.1.2]IA es un ideal binomial yA-homogéneo.

El hecho de queIA seaA-homogéneo no significa que sea homogéneo en el sentido
usual. El siguiente resultado aporta un criterio para sabercuándoIA es homogéneo.

Proposición 1.1.7.[94, Lemma 4.14]IA es homogéneo si y solo si existe un vectorw ∈ Qm

tal queai · w = 1 para todoi ∈ {1, . . . , n}.
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Una peculiaridad importante de los ideales tóricos es la estrecha relación entreIA y el
núcleo del homomorfismo de grupos

π : Zn −→ Zm definido porπ(ei) = ai para todoi ∈ {1, . . . , n},

donde{e1, . . . , en} denota la base canónica deZn. Claramente tenemos queϕ(xα) = tπ(α)

para todoα ∈ Nn y así un binomiog := xα − xβ ∈ IA ⇐⇒ ĝ := α − β ∈ Ker(π).
Si además se tiene en cuenta queIA es binomial y primo es fácil demostrar el siguiente
resultado que es consecuencia de la Proposición 1.1.6.

Corolario 1.1.8. [94, Corollary 4.3]

IA =
({
g = xα − xβ | gcd{xα,xβ} = 1, ĝ ∈ Ker(π)

})

Para un idealI ⊂ k[x] y un polinomiof ∈ k[x], I : (f)∞ denota elideal saturado de
I respecto def , esto es,I : (f)∞ := {g ∈ k[x] | gfk ∈ I para algúnk ∈ Z+}.

Proposición 1.1.9.[94, Lemma 12.2] Sean{α1, . . . , αs} ⊂ Zn y g1, . . . , gs binomios tales
queĝi = αi para todoi ∈ {1, . . . , s}. Entonces,{α1, . . . , αs} generaKer(π) ⇐⇒ IA =
(g1, . . . , gs) : (

∏n
i=1 xi)

∞.

La Proposición 1.1.9 sugiere un método para obtener un sistema de generadores (o una
base de Gröbner) deIA que sigue el siguiente esquema:

(1) obtener un sistema de generadores{α1, . . . , αs} deKer(π),

(2) elegir binomiosg1, . . . , gs tales quêgi = αi, y

(3) calcular un sistema de generadores (o una base de Gröbner) del ideal(g1, . . . , gs) :
(
∏n

i=1 xi)
∞.

De hecho, este es el esquema general en el que se basan muchos de los algoritmos
citados anteriormente ([13, 25, 57, 58, 84, 97]), cuya principal diferencia reside en la forma
de resolver (3).

Para resolver (1), basta con tener en cuenta queKer(π) es unZ-módulo libre de rango
n − dim(QA) y se puede obtener una base del mismo vía la Forma Normal de Hermite
de una matriz entera (ver [23, Proposition 2.4.9 y Algorithm2.4.10]) o haciendo uso del
Algoritmo LLL (ver [68] para el Algoritmo LLL y [23, Algorithm 2.7.2] para el cálculo de
una base de Ker(π) haciendo uso de LLL).

Por otro lado, de la Proposición 1.1.9 se deduce directamente el siguiente corolario, que
utilizaremos más adelante en la memoria.

Corolario 1.1.10. Sig1, . . . , gs son binomios que generanIA, entonceŝg1, . . . , ĝs generan
Ker(π).
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Finalizaremos esta sección con el Teorema 1.1.11, que aporta una caracterización de
las variedades tóricas afines lisas cuandok es un cuerpo algebraicamente cerrado. En par-
ticular, la condición (c) del teorema proporciona un criterio combinatorio para determinar
si V (IA) es lisa. Este resultado es una reescritura del obtenido por Mumford et al. en [66]
(ver también página 29 de [42] o [28, Theorem 1.3.12]).

Teorema 1.1.11.Si k es un cuerpo algebraicamente cerrado, las siguientes condiciones
son equivalentes:

(a) V (IA) es lisa.

(b) 0 ∈ An
k es un punto regular deV (IA).

(c) El semigrupoNA admite un sistema de generadores formado porr = dim(QA) ele-
mentos.

Para probar el teorema antes introduciremos tres resultados.

Al serV (IA) una variedad irreducible, la dimensión de la variedad en cualquier punto
coincide con la dimensión de Krull dek[A], que además viene dada por el siguiente resul-
tado.

Proposición 1.1.12.[94, Lemma 4.2], [100, Proposition 7.1.17] La dimensión de Krull de
k[A] esdim(QA), i.e., la altura del idealIA esn− dim(QA).

Por otra parte, todo semigrupoS ⊂ Nm finitamente generado tiene un único sistema
minimal de generadores, además este sistema de generadoresviene dado por el siguiente
resultado.

Proposición 1.1.13.[73, Proposition 7.15], [28, Proposition 1.2.22] El conjunto

I := {a ∈ A | si a = b+ c conb, c ∈ NA entoncesb = 0 o c = 0}

es un sistema minimal de generadores deNA y además es único.

En este contexto, se obtiene el siguiente resultado que es una reformulación de [28,
Lemma 1.3.10].

Lema 1.1.14.Sip := (0, . . . , 0) ∈ An
k , entoncesedim(OV (IA),p) = |I|.

Demostración. Seam := (x1, . . . , xn) ⊂ k[x], supongamos queI = {a1, . . . , ar} y
veamos que la dimensión delk-espacio vectorialm/(m2 + IA) esr. Para ello vamos a
demostrar que las clases dex1, . . . , xr conforman una base delk-espacio vectorialm/(m2+
IA). En efecto, siλ1x1 + · · ·+λrxr ∈ m

2 + IA conλ1, . . . , λr ∈ k y λi 6= 0 para algúni ∈
{1, . . . , r}, entonces hay un binomioA-homogéneo enIA de la formaxi −

∏
j∈{1,...,n}

j 6=i

x
αj

j

y por tantoai =
∑

j 6=i αjaj ∈
∑

j∈{1,...,n}
j 6=i

Naj, lo que contradice queai ∈ I. Ahora bien,
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ai 6∈ I para todoi ∈ {r + 1, . . . , n}, entoncesai =
∑r

j=1 βjaj, conβj ∈ N para todo

j ∈ {1, . . . , r} y
∑r

j=1 βj ≥ 2, de dondexi −
∏r

j=1 x
βj

j ∈ IA y xi ∈ m
2 + IA.

Ahora, si denotamos porn el ideal (x1, . . . , xn)/IA del anillo cocientek[x]/IA, en-
toncesn/n2 es isomorfo am/(m2 + IA) comok-espacio vectorial. A su vez, la aplicación
natural

n/n2 −→ nV (IA),p/n
2
V (IA),p

es también un isomorfismo dek-espacios vectoriales; por tantoedim(OY,p) = r.

Demostración del Teorema 1.1.11. (b) ⇒ (c) Si r := dim(QA), al ser0 un punto regular
de V (IA) tenemos que|I| = r. En efecto,|I| = edim(OV (IA),0) por el Lema 1.1.14.
Ademásedim(OV (IA),0) = dim(OV (IA),0) al ser0 un punto regular deV (IA). Finalmente,
dim(OV (IA),0) = dim(k[A]) al serV (IA) irreducible, de donde|I| = r por la Proposición
1.1.12. (c) se sigue de la Proposición 1.1.13.

(c) ⇒ (a) Sear = dim(QA). Supongamos sin pérdida de generalidad que para todo
i : r < i ≤ n existenαi1, . . . , αir ∈ N tales queai = αi1a1 + · · · + αirar. Entonces
I = {a1, . . . , ar} por Proposición 1.1.13. Si denotamosfi := xi −

∏r
j=1 x

αij

j para todo
r < i ≤ n, entoncesIA = (fr+1, . . . , fn). En efecto, sig ∈ IA entoncesg se puede escribir
comog = g′ + g′′ dondeg′ ∈ (fr+1, . . . , fn) y g′′ ∈ k[x1, . . . , xr]∩ IA = II, peroII = (0)
al serdim(QI) = dim(QA) = r y asíht(II) = 0 por la Proposición 1.1.12. Entonces
g′′ = 0 y g ∈ (fr+1, . . . , fn). De aquík[x]/IA ≃ k[x1, . . . , xr] y V (IA) es lisa.

Como(a) ⇒ (b) es trivial, se concluye la prueba. �

1.2 Ideales tóricos intersección completa

Un ideal de un anillo noetheriano se dice que esintersección completasi está generado
por una sucesión regular. El siguiente teorema nos da una definición equivalente de esta
propiedad en el caso de ideales tóricos, que es la que utilizaremos a lo largo de toda esta
memoria.

Teorema 1.2.1.IA es intersección completa⇐⇒ existenf1, . . . , fh binomios conh =
n− dim(QA) tales queIA = (f1, . . . , fh).

Para demostrar el Teorema 1.2.1 haremos uso de varios resultados para ideales casi-
homogéneos, es decir,B-homogéneos dondeB = {b1, . . . , bn} ⊂ Z+. IA esA-homogéneo
por la Proposición 1.1.6 y a todo idealA-homogéneo se le puede dotar de una estructura
de idealB-homogéneo dondeB ⊂ Z+ sin más que tomarB := {b1, . . . , bn}, dondebi :=∑m

j=1 aij ∈ Z+ para todoi ∈ {1, . . . , n}. Gracias a esta estructura se tiene en particular que
todos los sistemas minimales de generadores deIA formados por elementosA-homogéneos
tienen el mismo número de elementos (ver [100, Proposition 2.5.1]). De hecho, este número
esµ(IA), el número mínimo de generadores deIA (ver [100, Proposition 2.5.1 y Corollary
2.5.2]).
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Proposición 1.2.2.SeaI ⊂ k[x] un idealB-homogéneo conB ∈ Z+, entonces existen
f1, . . . , fd ∈ k[x] polinomiosB-homogéneos tales quedim(k[x]/I + (f1, . . . , fi)) = d− i,
para todoi ∈ {1, . . . , d}, donded = dim(k[x]/I).

Demostración.Para probar el resultado antes demostraremos por inducciónsobrer que si
P1, . . . , Pr son ideales primosB-homogéneos, todos de igual alturah < n, entonces existe
g ∈ k[x] un polinomioB-homogéneo que no pertenece aP1 ∪ · · · ∪ Pr. Si r = 1, entonces
xi /∈ P1 para algún1 ≤ i ≤ n puesh < n. Sea ahoraf un polinomioB-homogéneo
que no pertenece aP1 ∪ · · · ∪ Pr−1 y supongamos quef ∈ Pr. Seaq un polinomioB-
homogéneo tal queq ∈ P1∩ · · · ∩Pr−1 y q /∈ Pr. Tal polinomio existe porque de no ser así
P1∩· · ·∩Pr−1 ⊂ Pr de dondePi ⊂ Pr para algún1 ≤ i ≤ r−1, lo cual es imposible pues
ht(Pi) = ht(Pr). Si denotamosα := degB(f), β := degB(q) y g := fβ + qα, entonces
g /∈ P1 ∪ · · · ∪ Pr y esB-homogéneo.

SeanP1, . . . , Pr los primos minimales deI de altura exactamenten − d y supong-
amos qued > 0. Por lo anterior, existe un polinomiof1 B-homogéneo que no perte-
nece aP1, . . . , Pr y, por tanto,dim(k[x]/I) > dim(k[x]/I + (f1)). Repetimos el ar-
gumento tantas veces como sea necesario hasta que se obtienen s ≤ d polinomiosB-
homogéneosf1, . . . , fs tales quedim(k[x]/I + (f1, . . . , fs)) = 0. Veamos ahora que
ht(I+(f1, . . . , fs)/I) = d. En efecto, comodim(k[x]/I+(f1, . . . , fs)) = 0, el ideal max-
imal homogéneom = (x1, . . . , xn) es el único ideal primo que contiene aI+(f1, . . . , fs) y
por tantoht(m/I) = ht(I + (f1, . . . , fs)/I). Por otra parte,dim(k[x]/I) = ht(m/I) al ser
I homogéneo. Entoncesd ≤ s ya que{f1 + I, . . . , fs + I} es un sistema de generadores
del idealI + (f1, . . . , fs)/I, de donded = s y se sigue el resultado. �

Demostración del Teorema 1.2.1.(⇒) ComoIA es un ideal binomial y un binomio perte-
nece aIA si y solo si esA-homogéneo, entonces todo sistema minimal de generadores de
IA formado por binomios tendrá exactamenteµ(IA) elementos. Peroµ(IA) = ht(IA). En
efecto, al serIA una intersección completa, admite un sistema de generadores conht(IA)
elementos (ver [100, Theorem 3.14(c)]). Esto implica queµ(IA) ≤ ht(IA), de donde la
igualdadµ(IA) = ht(IA). El resultado es ahora consecuencia de la Proposición 1.1.12.
(⇐) Por la Proposición 1.2.2, existenfh+1, . . . , fn ∈ k[x] polinomiosB-homogéneos tales
quedim(k[x]/(f1, . . . , fi)) = n − i para todoi ∈ {h + 1, . . . , n}. DenotamosIi :=
(f1, . . . , fi) y Ri := k[x]/Ii y probemos queht(Ii) = i para todoi ∈ {1, . . . , n}. En
efecto,fi+1+ Ii, . . . , fn+ Ii generan enRi el ideal(f1, . . . , fn)/Ii, cuya altura esdim(Ri)
al serm = (x1, . . . , xn) el único ideal primo que contiene a(f1, . . . , fn) y al serIi un
ideal homogéneo. Por tanto,dim(Ri) ≤ n − i de dondei ≤ ht(Ii). Veamos ahora que
{f1, . . . , fn} es sucesión regular. Sifi+1 es divisor de cero deRi para algún1 ≤ i ≤ n−1,
entoncesfi+1 pertenece a algún primo asociado deIi (ver por ejemplo [3, Proposition
4.7]), peroIi es un ideal de alturai generado pori elementos y, por tanto, todos sus primos
asociados tienen alturai (ver [100, Theorem 1.3.23]). De aquí se deduce queIi+1 está
contenido en un primo de alturai, lo cual es imposible puesto queht(Ii+1) = i+ 1. �

Como consecuencia directa del Teorema 1.2.1, se obtiene el siguiente resultado.

Corolario 1.2.3. IA es intersección completa⇐⇒ µ(IA) = ht(IA).
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Nota 1.2.4.Vale la pena resaltar que en la demostración delTeorema 1.2.1se prueba que
si f1, . . . , fh son binomios conh = n − dim(QA) tales queIA = (f1, . . . , fh), entonces
{f1, . . . , fh} es una sucesión regular. De hecho, utilizando el mismo argumento, se prueba
que sif1, . . . , fh son polinomios casi-homogéneos que generan un ideal de altura h, en-
tonces{f1, . . . , fh} es una sucesión regular, lo que no ocurre en general. Por ejemplo,
siendok un cuerpo cualquiera, el ideal dek[x, y, z] engendrado por(x+ 1)y, (x+ 1)z, x
es el maximal(x, y, z) dek[x, y, z] y la sucesión{(x+1)y, (x+1)z, x} no es regular pues
(x+ 1)z es un divisor de cero dek[x, y, z]/((x+ 1)y).

En vista del Teorema 1.2.1, una posible forma de comprobar siun ideal tóricoIA es
intersección completa consiste en calcular un sistema minimal de generadores del ideal
formado por binomios y comprobar si el número de elementos dedicho sistema de genera-
dores coincide conn− dim(QA). En la Sección 1.1 se describió cómo obtener un sistema
de generadoresG deIA. A partir deG se podría llegar a un sistema minimal de generadores
deIA por medio de técnicas de bases de Gröbner (ver por ejemplo [1]o [27]) y así decidir
si IA es intersección completa o no.

Al margen de las técnicas de bases de Gröbner, se han dedicadovarios trabajos a la
descripción de los sistemas de generadores deIA formados por binomios y a caracterizar
cuándo estos sistemas de generadores son minimales a partirde la combinatoria del semi-
grupoNA, dondeA = {a1, . . . , an} ⊂ Nm. En esta línea y param = 1 se encuadran los
trabajos de Herzog [53] paran = 3, Bresinsky [14] paran = 4, Campillo y Pisón [18]
cuandon = 5 y Eliahou [35], Bresinsky [14] y Rosales [89] para cualquiervalor den.
Para cualquier valor dem, Morales en [76] diseña un algoritmo para obtener un sistemade
generadores deIA cuando el semigrupoNA es simplicial yht(IA) = 2. El problema para
cualquier valor den y m es estudiado por Sturmfels en [94, Theorem 5.3], donde aporta
una descripción de los sistemas minimales de generadores deIA formados por binomios
en términos de una familia de grafos asociados al semigrupoNA. En este mismo contexto,
Briales, Campillo, Marijuán y Pisón en [16] proponen un algoritmo que calcula sistemas
minimales de generadores de ideales tóricos a partir del estudio de ciertos complejos sim-
pliciales asociados al semigrupoNA; este método fue mejorado por Campillo y Gimenez
en [17].

Todas estas descripciones de sistemas de generadores deIA formados por binomios y
la caracterización de cuándo son minimales dependen únicamente de la combinatoria del
semigrupoNA ⊂ Nm. Es por ello que para un ideal tóricoIA, el valor deµ(IA) y por tanto
la propiedad de ser intersección completa, es independiente del cuerpok.

Las dos siguientes familias de ideales tóricos ponen de manifiesto que para determinar
si un ideal tórico es intersección completa, la obtención deun sistema minimal de binomios
que lo generan puede resultar muy ineficiente incluso en ejemplos aparentemente simples.

Para todol ≥ 3 se defineA := {a1, a2, a3, a4} ⊂ N2 con a1 := (l, 0), a2 := (l −
1, 1), a3 := (1, l − 1) y a4 := (0, l). La altura deIA es 2 y Bresinsky y Renschuch
demostraron en [15] queµ(IA) = l; por tantoIA nunca es intersección completa.

Para todol ∈ Z+, se defineA := {a1, a2, a3, a4} ⊂ N cona1 = l2, a2 = 2l2 − 1, a3 =
3l2 + l y a4 = 4l2 + l − 1. Eliahou demostró en [35] queµ(IA) ≥ l. Además esta cota
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inferior no es muy ajustada, ya que por ejemplo paral = 100 se tiene queµ(IA) = 403.
Como la altura deIA es3, entoncesIA no es intersección completa cuandol ≥ 4.

En esta memoria se aborda el problema de decidir si un ideal tórico IA es intersección
completa sin pasar por el cálculo de un sistema minimal de binomios que lo genere.

El problema fue inicialmente propuesto por Herzog [53] en 1970 y resuelto en el primer
caso no trivial, el de las curvas monomiales afines en el espacio tridimensional, es decir,
cuandoA = {a1, a2, a3} ⊂ Z+. En el citado artículo para todoi ∈ {1, 2, 3} se define

mi := min

{
b ∈ Z+ | bai ∈

∑

j∈{1,2,3}\{i}

N aj

}

y se demuestra lo siguiente:

Teorema 1.2.5.[53, Theorem 3.8]IA es intersección completa⇐⇒ ∃ i, j: 1 ≤ i < j ≤ 3
tales quemiai = mjaj.

A raíz de este trabajo varios autores se interesaron en el mismo problema. Así por
ejemplo, Delorme en [30] generalizó el resultado de Herzog para curvas monomiales afines
en el espacio afínn-dimensional, es decir, cuandoA = {a1, . . . , an} ⊂ Z+, obteniendo un
algoritmo para determinar siIA es intersección completa en este contexto. En ese mismo
artículo, Delorme también prueba la siguiente caracterización.

Teorema 1.2.6.[30, Proposition 9] SeaA = {a1, . . . , an} ⊂ Z+. Entonces,IA es inter-
sección completa⇐⇒ existenA1, A2 ⊂ A tales queA es unión disjunta deA1 y A2 y se
tiene que

(a) lcm{gcd(A1), gcd(A2)} ∈ NA1 ∩ NA2, y

(b) IA1 y IA2 son intersección completa.

Posteriormente, Rosales en [90] introduce la idea degluingpara todo subconjunto finito
A deNm, que es un concepto que generaliza la propiedad (a) del Teorema 1.2.6.

Definición 1.2.7.SeaA un subconjunto finito deNm y seanA1,A2 subconjuntos deA tales
queA es unión disjunta deA1 yA2. A es gluing deA1 yA2 si existeα ∈ NA1 ∩ NA2 tal
queα 6= 0 yZA1 ∩ ZA2 = Zα.

Haciendo uso del concepto de gluing, Fischer, Morris y Shapiro [38] en 1997 generali-
zan el resultado de Delorme para cualquier ideal tórico.

Teorema 1.2.8.[38, Theorem 3.1]IA es intersección completa⇐⇒ existenA1, A2 ⊂ A
tales queA es unión disjunta deA1 yA2 y se tiene que

(a) A es gluing deA1 yA2, y

(b) IA1 y IA2 son intersección completa.
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Este mismo resultado había sido previamente demostrado porGarcía-Sánchez y Rosa-
les cuandoA ⊂ Nm y m ≤ 3 en [43, Theorem 2.6]. También en [43, Theorem 1.4] afinan
este resultado para cualquierm siendoNA un semigrupo simplicial (ver Teorema 2.1.7 de
esta memoria).

Además en [44, Section 4], García-Sánchez y Rosales proponen un método efectivo
para, dado un conjuntoA que es unión disjunta de dos subconjuntosA1 y A2, comprobar
siA es gluing deA1 y A2. Este método efectivo junto con el Teorema 1.2.8 sugiere un al-
goritmo de naturaleza inductiva para determinar si un idealtórico es intersección completa.
Haciendo uso de este algoritmo, para poder afirmar que un ideal tórico no es intersección
completa habría que construir todas las posibles particiones deA en 2 subconjuntosA1 y
A2 y comprobar que no se satisfacen las condiciones del Teorema1.2.8, lo que es inefi-
ciente.

Por otra parte, Fischer y Shapiro en [40], antes de demostrarjunto a Morris el Teo-
rema 1.2.8, aportan otra caracterización de cuándoIA es intersección completa en términos
de lo que denominanmatrices dominantes. Para llegar a esta caracterización, pasamos a
introducir algunos conceptos previos y un teorema.

Definición 1.2.9.SeaB una matriz con coeficientes enteros.B se dirá mezclada si toda
fila deB contiene al menos una entrada positiva y una entrada negativa. B es dominante
si no contiene ninguna submatriz cuadrada mezclada.

Ejemplo 1.2.10.SeanB1, B2 yB3 las matrices enteras siguientes:

B1 :=




3 2 −1 0
−1 1 2 3
2 1 −1 1


 B2 :=




3 2 −1 0
1 1 2 3
0 0 −1 1


 B3 :=




0 2 −1 0
−1 1 0 0
2 1 1 −1




Se observa queB1 yB3 son mezcladas yB2 no, ya que su segunda fila no tiene entradas
negativas.B1 no es dominante puesto que tiene como submatriz a la matriz cuadrada mez-

clada

(
−1 2
2 −1

)
. ComoB2 y B3 no tienen submatrices cuadradas mezcladas, ambas

son dominantes.

Para toda matrizB de coeficientes enteros y para todot ∈ Z+ menor o igual que el
rango deB, denotamos por∆t(B) al máximo común divisor de todos los menorest× t no
nulos.

Teorema 1.2.11.[40, Theorem 2.9] Sea{f1, . . . , fh} conjunto de binomios deIA con
h = ht(IA) tales quefi = xαi − xβi congcd{xαi ,xβi} = 1 para todoi ∈ {1, . . . , h}. Sea
B la matrizh× n cuya filai-ésima eŝfi = αi − βi para todoi ∈ {1, . . . , h}. Entonces,

IA = (f1, . . . , fh) ⇐⇒ B es dominante y∆h(B) = 1.
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El interés del Teorema 1.2.11 es doble. Por una parte, proporciona un criterio efec-
tivo para determinar cuando un conjunto deht(IA) binomios deIA generaIA, criterio que
será de gran utilidad en esta memoria. Por otra parte, del Teorema 1.2.1 y de este resul-
tado se deduce trivialmente la siguiente caracterización de la propiedad de ser intersección
completa anunciada anteriormente.

Corolario 1.2.12. [40, Corollary 2.10]IA es intersección completa⇐⇒ existenγ1, . . . , γh
∈ Ker(π) con h = ht(IA) tales que la matrizB con filasγ1, . . . , γh es dominante y
∆h(B) = 1.

Si bien este corolario es una caracterización de los idealestóricos intersección completa,
de él no se desprende ningún método efectivo para determinarsi un ideal tórico cumple esta
propiedad.

No obstante, Fischer, Morris y Shapiro en [39] aportan un algoritmo que determina en
tiempo polinomial si una matrizB de tamañoh × n es dominante o no. Haciendo uso de
este resultado, del Teorema 1.2.11 y del hecho de que se puededeterminar si∆h(B) = 1
o no en tiempo polinomial (ver por ejemplo [59, Section 3] y [23, Theorem 2.4.3]), se
concluye que se puede determinar en tiempo polinomial si un conjunto deh binomios de
IA generaIA, siendoh = ht(IA). También Scheja, Scheja y Storch en [91, Theorem 1.3]
obtienen un criterio equivalente al del Teorema 1.2.11 y aportan en [91, Section 4] otro
algoritmo polinomial para comprobar si un conjunto deh binomios deIA generaIA.

Por consiguiente, dadosf1, . . . , fh binomios deIA con h = ht(IA), el problema de
decisión: ¿EsIA = (f1, . . . , fh)? pertenece a la clase de complejidadP.

También se desprende que dadoA = {a1, . . . , an} ⊂ Nm, el problema de decisión:
¿EsIA intersección completa? se encuentra en la claseNP. Como certificado de ser
intersección completa basta con dar un conjunto deh = ht(IA) binomios que genereIA.
Al tratarse de un problemaNP, es interesante encontrar buenos criterios que determinen
que ciertos ideales tóricos no son intersección completa. En esta línea se encuadran los
resultados de García-Sánchez y Rosales [43, Theorem 2.19],Fischer, Morris y Shapiro
[38, Corollary 3.4] y el artículo de Michelacakis y Thoma [72]. Todos ellos estudian el
cono racional poliedral generado porA, es decir

Cone(A) :=

{∑
1≤i≤n αiai |αi ∈ R≥0

}
⊂ Rm,

y dan condiciones necesarias sobre la geometría deCone(A) para queIA sea intersección
completa cuandodim(QA) ≥ 3. Para enunciar estos resultados, necesitamos introducir
algunos conceptos previos.

Definición 1.2.13.Una cara del cono deA es un subconjuntoF ⊂ Cone(A) para el que
existe unw ∈ Rm tal quey ·w ≥ 0 para todoy ∈ Cone(A) yF = {y ∈ Cone(A) | y ·w =
0}. Un rayo extremo deCone(A) es una cara de la formaFb := {αb |α ∈ R≥0}, donde
b ∈ Cone(A).
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Si denotamos porr a dim(QA), García-Sánchez y Rosales demuestran en [43] que
si r = 3 e IA es intersección completa, entonces el número de rayos extremos es≤ 4.
Posteriormente Fischer, Morris y Shapiro en [38] generalizan el resultado para todor ≥ 3
demostrando que siIA es intersección completa, el número de rayos extremos es≤ 2r− 2.
Michelacakis y Thoma van más allá de este resultado y caracterizan en [72, Theorem 3.2]
el conjunto de conosσ ⊂ Rm tales que existe unA ⊂ Nm con σ = Cone(A) y IA es
intersección completa; además, esta caracterización es particularmente elegante cuando el
cono tiene exactamente2r − 2 rayos extremos ([72, Theorem 1.5]).

Siguiendo en la línea de buscar condiciones necesarias que deben satisfacer los ideales
tóricos intersección completa, Katsabekis, Morales y Thoma demuestran en [62, Theorem
4.1] que siIA es intersección completa yF es una cara del cono deA, entoncesIA∩F

también lo es. Este resultado nos será útil en el Capítulo4 al estudiar los ideales tóricos de
grafos. Aquí aportamos una prueba alternativa del mismo resultado en el Corolario 1.2.15,
que es consecuencia directa de lo siguiente.

Proposición 1.2.14.SeaB es un sistema minimal de generadores deIA formado por
binomios, entoncesB ∩ k[xi | ai ∈ F ] es un sistema minimal de generadores deIA∩F .

Demostración.Primero afirmamos que sif = xα − xβ ∈ IA conxα ∈ k[xi | ai ∈ F ],
entoncesxβ ∈ k[xi | ai ∈ F ]. En efecto, sidegA(x

β) =
∑n

i=1 βiai, comodegA(x
β) =

degA(x
α) y degA(x

α) ∈ F , entonces∀j ∈ {1, . . . , n} tal queβj 6= 0, se tiene queβjaj ∈
F de dondeaj ∈ F y asíxβ ∈ k[xi | ai ∈ F ]. Sea ahorag un elemento deIA∩F , como
g ∈ IA, entoncesg =

∑
fi∈B

gifi congi ∈ k[x]. Consideramos el morfismoτ : k[x] −→
k[xi | ai ∈ F ] definido porτ(xi) = 0 si ai 6∈ F y τ(xi) = xi si ai ∈ F . Por la primera
observación de la prueba obtenemos que para todofi ∈ B se tiene queτ(fi) = fi si
f ∈ k[xi | ai ∈ F ] y τ(fi) = 0 en caso contrario. Entonces

τ(g) =
∑

fi∈B

τ(gi) τ(fi) =
∑

fi∈B∩k[xi | ai∈F ]

τ(gi)fi.

Comog = τ(g) al estarg en IA∩F = IA ∩ k[xi | ai ∈ F ], se tiene queg ∈ ({fi | fi ∈
B ∩ k[xi | ai ∈ F ]}), de donde el resultado. �

Corolario 1.2.15. [62, Theorem 4.1] SiIA es intersección completa, entoncesIA∩F es
intersección completa.

Demostración. Por el Teorema 1.2.1, existeB un sistema minimal de generadores de
IA formado porht(IA) binomios y, en virtud de la Nota 1.2.4,B es una sucesión regular.
Aplicando la Proposición 1.2.14, se concluye queB∩k[xi | ai ∈ F ] es una sucesión regular
que generaIA∩F . �

Ejemplo 1.2.16.SeaA := {a1, a2, a3, a4, a5, a6} ⊂ N2 cona1 := (8, 0), a2 := (15, 0),
a3 := (18, 0), a4 := (2, 2), a5 := (3, 3) y a6 := (0, 4). Si tomamosw = (0, 1) es fácil
comprobar quey · w ≥ 0 para todoy ∈ Cone(A) y F := {y ∈ Cone(A) | y · w = 0} =
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{y = (y1, y2) ∈ Cone(A) | y2 = 0}, de dondeA ∩ F = {a1, a2, a3}. ComoIA∩F no es
intersección completa puesto que2 = ht(IA∩F) < µ(IA∩F) = 3, entonces tampoco lo es
IA por elCorolario 1.2.15anterior.

Otro problema relacionado con el de determinar cuándo un ideal tórico es intersección
completa es el de determinar cuándo es intersección completa conjuntista por binomios,
i.e., caracterizar cuándoIA se puede escribir como el radical de un ideal generado porh =
ht(IA) binomios. Es evidente que todo ideal tórico intersección completa es intersección
completa conjuntista por binomios. Es más, Barile, Moralesy Thoma demuestran en [4]
que cuandok es un cuerpo de característica cero, si existeng1, . . . , gh ∈ k[x] binomios
tales queIA =

√
(g1, . . . , gh), entoncesIA = (g1, . . . , gh). Así pues, en característica

cero un ideal es intersección completa si y solo si es intersección completa conjuntista por
binomios. Vale la pena reseñar que Bermejo, Giménez, Reyes yVillarreal en [11, Corollary
2.6] dan una prueba alternativa de este mismo resultado.

Lo que resta de sección lo dividiremos en dos subsecciones, cada una de ellas dedicada
a introducir una técnica relacionada con los ideales tóricos intersección completa. Estas
técnicas son esenciales para los Capítulos 2 y 3.

1.2.1 Del ideal tóricoIA a IAred

A partir del conjuntoA ⊂ Nm, vamos a construir otro conjuntoAred ⊂ Nm con la
propiedad de queIA es intersección completa si y solo siAred = ∅ o IAred

es intersección
completa. Además, en caso de queAred no sea vacío, tendrá a lo sumo tantos elementos
comoA, de dondeIAred

⊂ k[x1, . . . , xt] cont ≤ n y los grados de los generadores deIAred

serán menores o iguales que los deIA.

Para explicar cómo se construye el conjuntoAred a partir deA, necesitamos de los
Lemas 1.2.17, 1.2.18 y de la Proposición 1.2.19.

Lema 1.2.17.Siai ∈
∑

j∈{1,...,n}
j 6=i

Naj para algúni ∈ {1, . . . , n}, entonces

(a) µ(IA) = µ(IA\{ai}) + 1.

(b) IA es intersección completa⇐⇒ IA\{ai} es intersección completa.

Demostración.Asumimos quean =
∑n−1

j=1 αjaj conαj ∈ N para todoj ∈ {1, . . . , n− 1}

y construimos el binomiog := xn −
∏n−1

j=1 x
αj

j que pertenece aIA. Se tiene que

IA = IA\{an} · k[x] + (g)

puesto que todo elementof ∈ IA se puede escribir comof = f ′ + hg dondeh ∈ k[x]
y f ′ ∈ IA ∩ k[x1, . . . , xn−1] = IA\{an}. De aquí, se deduce fácilmente queµ(IA) =
µ(IA\{an}) + 1 y se tiene (a). Comodim(QA) = dim(Q(A \ {an})), entoncesht(IA) =
ht(IA\{an}) + 1 por la Proposición 1.1.12. (b) ahora es consecuencia de (a).
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Lema 1.2.18.Siai /∈
∑

j∈{1,...,n}
j 6=i

Qaj para algúni ∈ {1, . . . , n}, entonces

(a) µ(IA) = µ(IA\{ai}).

(b) IA es intersección completa⇐⇒ IA\{ai} es intersección completa.

Demostración.Asumimos quean /∈
∑

j∈{1,...,n−1}Qaj . Sea ahorag := xα − xβ ∈ IA un
binomio no nulo tal quegcd{xα,xβ} = 1. Veamos queg ∈ IA\{an} para lo que basta con
demostrar queg ∈ k[x1, . . . , xn−1] ya queIA\{an} = IA ∩ k[x1, . . . , xn−1]. En efecto, si
αn 6= 0, entoncesαnan =

∑
j 6=n(βj−αj)aj , lo que es imposible. De igual forma se deduce

queβn = 0 y, por tanto,g ∈ k[x1, . . . , xn−1]. Se tiene entonces queIA = IA\{an} · k[x], de
donde se siguen (a) y (b).

Asumiendo queai ∈
∑

j∈{1,...,n}
j 6=i

Q aj para algúni ∈ {1, . . . , n}, definimos

Bi := min

{
b ∈ Z+ | b ai ∈

∑
j∈{1,...,n}

j 6=i

Z aj

}

y se tiene el siguiente resultado:

Proposición 1.2.19.SeaA ′ := {a1, . . . , ai−1, b ai, ai+1, . . . , an} ⊂ Nm, dondeb ∈ Z+ es
un divisor deBi. Entonces

(a) µ(IA) = µ(IA′).

(b) IA es intersección completa⇐⇒ IA ′ es intersección completa.

Demostración.Veamos (a). Para ello, siρ : k[x] −→ k[x] es elk-homomorfismo definido
por ρ(xi) = xbi , y ρ(xj) = xj para todoj ∈ {1, . . . , n} \ {i}, se tiene queIA = ρ(IA ′) ·
k[x]. En efecto, es fácil comprobar queρ(g) ∈ IA para todo binomiog ∈ IA ′ . Por
otro lado, seah = xα − xβ ∈ IA tal quegcd{xα,xβ} = 1 y supongamos sin pérdida
de generalidad queβi = 0. Entoncesαiai =

∑
j 6=i(βj − αj)aj . De aquí se sigue que

αi ∈ ZBi y por tantoαi = b α ′
i con α ′

i ∈ N al serb un divisor deBi. Denotamos
α ′ := (α1, . . . , αi−1, α

′
i , αi+1, . . . , αn) ∈ Nn, entoncesh ′ := xα ′

− xβ pertenece aIA ′ y
satisface queρ(h ′) = h. Por tanto, de la igualdadIA = ρ(IA ′) · k[x], que acabamos de
probar, se deduce queµ(IA ′) ≥ µ(IA).

Tomemos ahoraB = {h1, . . . , ht} un conjunto de binomios que generaIA. Proce-
diendo igual que antes se tiene que para todoj ∈ {1, . . . , t} existeh ′

j ∈ IA ′ tal que
ρ(h ′

j) = hj. Probemos queIA ′ = (h ′
1, . . . , h

′
t). Seag′ ∈ IA ′, entoncesρ(g′) ∈ IA ∩ Im(ρ).

Comok[x] es unIm(ρ)−módulo libre con base{1, xi, x2i , . . . , x
b−1
i }, entoncesρ(g′) se

puede escribir comoρ(g′) =
∑t

i=1 qiρ(h
′
i) con qi ∈ Im(ρ). Por la inyectividad deρ se

tieneIA ′ = (h ′
1, . . . , h

′
t), de donde se deduceµ(IA ′) ≤ µ(IA) y se tiene (a).

Comodim(QA) = dim(QA ′), entoncesht(IA) = ht(IA ′) por la Proposición 1.1.12.
(b) ahora es consecuencia de (a).

El apartado (a) de la proposición anterior es una generalización del resultado de Morales
[75, Lemma 3.2] (ver también [74, Lemma 1.2]) que trata sobreel caso particular del ideal
tórico asociado a una curva monomial afín.
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Nota 1.2.20.Como consecuencia directa de laProposición 1.2.19y del Lema 1.2.17se
tiene que sib ai ∈

∑
j∈{1,...,n}

j 6=i

N aj para algúni ∈ {1, . . . , n} y para un divisorb deBi,

entoncesIA es intersección completa⇐⇒ IA\{ai} es intersección completa. Este resultado
generaliza el de Watanabe[102, Lemma 1]para ideales tóricos1-dimensionales yb = Bi.

Aplicando iterativamente los Lemas 1.2.18 y 1.2.17 y la Proposición 1.2.19 tantas veces
como sea posible, se le asocia al conjuntoA un único subconjuntoAred ⊂ Nm que si no es
vacío es de la formaAred = {a ′

1, . . . , a
′
t}, donde para cualquieri ∈ {1, . . . , t} se verifica:

• a ′
i /∈

∑
j∈{1,...,t}

j 6=i

N a ′
j ,

• a ′
i ∈

∑
j∈{1,...,t}

j 6=i

Q a ′
j , y

• si B ′
i := min{b ∈ Z+ | ba ′

i ∈
∑

j∈{1,...,t}
j 6=i

Za ′
j}, entoncesB ′

i = 1 (es decir,a ′
i ∈

∑
j∈{1,...,t}

j 6=i

Z a ′
j).

CuandoAred 6= ∅, diremos que el ideal tóricoIAred
es lareducción deIA y se verifica el

siguiente resultado, que es consecuencia de los tres anteriores.

Teorema 1.2.21.IA es intersección completa⇐⇒ Ared = ∅ o IAred
es intersección com-

pleta.

En [12], Bertin y Carbonne introducen el concepto desemigrupo librepara denominar
a una familia de semigrupos deN. Posteriormente García-Sánchez y Rosales en [44] gene-
ralizan de forma natural este concepto para semigrupos deNm y aportan varias definiciones
equivalentes ([44, Theorem 1.6]). Es fácil probar que el semigrupo deNm generado porA
es libre si y solo siAred = ∅, en cuyo casoIA es una intersección completa por el teorema
anterior.

El pseudocódigo de la Tabla 1.1 describe un algoritmo que recibe como entrada el
conjuntoA = {a1, . . . , an} ⊂ Nm y calculaAred. Los siguientes dos ejemplos muestran
cómo calcularAred siguiendo el algoritmo.

Ejemplo 1.2.22.SeaA := {a1, a2, a3, a4, a5} ⊂ N2 cona1 = (6, 0), a2 = (4, 2), a3 =
(3, 3), a4 = (2, 4) y a5 = (0, 6).

De la igualdad:

a1 + a5 = a2 + a4 = 2a3 (1)

se sigue que para todoi ∈ {1, 2, 3, 4, 5}, ai ∈
∑

j∈{1,2,3,4,5}
j 6=i

Q aj . También de(1) se deduce

queB1 = B2 = 1. AdemásBiai = ai /∈
∑

j∈{1,2,3,4,5}
j 6=i

Naj para i ∈ {1, 2}. Calculemos

ahoraB3. Sabemos queB3 ≤ 2 por (1) y comoB3 a3 pertenece a
∑

j∈{1,2,4,5} Z aj se tiene
que3B3 ∈ Z{2, 4, 6} = Z{2} y por tantoB3 = 2. Como2a3 = a1 + a5, consideramos
A\{a3} y definimosB ′

i := min{b ∈ Z+ | b ai ∈
∑

j∈{1,2,4,5}
j 6=i

Zaj} para todoi ∈ {1, 2, 4, 5}.

De (1) obtenemos queB ′
i = 1 y se observa queB ′

i ai = ai /∈
∑

j∈{1,2,4,5}
j 6=i

Naj para todo

i ∈ {1, 2, 4, 5}. Concluimos queAred = A \ {a3}.
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Algoritmo de reducción

Entrada : A = {a1, . . . , an} ⊂ Nm \ {0}
Salida : Ared

repeat
B := A
for all a ∈ A do

if a /∈ Q (A \ {a}) then
A := A \ {a}

else
B := min{b ∈ Z+ | b a ∈ Z (A \ {a})}
if B a ∈ N(A \ {a}) then
A := A \ {a}

end if
if B a 6∈ N(A \ {a}) then
A := (A \ {a}) ∪ {B a}

end if
end if

end for
until (A = ∅) OR (A = B)
return (B)

Tabla 1.1:Cálculo deAred

Ejemplo 1.2.23.SeaA := {a1, a2, a3, a4, a5} ⊂ N3 con a1 = (0, 0, 3), a2 = (2, 3, 12),
a3 = (0, 6, 18), a4 = (1, 0, 0) y a5 = (1, 5, 17).

Se observan las siguientes dos igualdades:

a2 + 3a5 = 3a1 + 3a3 + 5a4 (1)
2a2 = 2a1 + a3 + 4a4 (2)

De (1) se sigue que para todoi ∈ {1, 2, 3, 4, 5}, ai ∈
∑

j∈{1,2,3,4,5}
j 6=i

Q aj. Calculemos

B1, (1) y (2) muestran que tanto3a1 como2a1 pertenecen a
∑5

j=2Zaj y, por ello, también

a1 ∈
∑5

j=2 Zaj yB1 = 1. AdemásB1a1 = a1 /∈
∑

j∈{2,3,4,5}Naj . Procediendo de forma
análoga, se obtiene queB2 = B3 = B4 = 1 y Bi ai = ai 6∈

∑
j∈{1,2,3,4,5}

j 6=i

N aj para

todo i ∈ {2, 3, 4}. Calculemos ahoraB5, sabemos queB5 ≤ 3 por (1) y de la relación
B5 a5 ∈

∑4
j=1 Z aj observamos que17B5 ∈ Z{3, 12, 18} = Z{3}, por tantoB5 = 3.

Denotemosa6 := 3a5 y A1 := {a1, a2, a3, a4, a6}, la Proposición 1.2.19nos dice que
IA es intersección completa si y solo siIA1 lo es. Siguiendo con la ejecución del algoritmo,
como3a5 = a1 + a2 + 2a3 + a4 ∈ N{a1, a2, a3, a4} consideramosA2 := A \ {a5}.
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Por (2) tenemos que para todoi ∈ {1, 2, 3, 4}, ai ∈
∑

j∈{1,2,3,4}
j 6=i

Q aj . Ahora calculamos

B ′
1 := min{b ∈ Z+ | b a1 ∈

∑
j∈{2,3,4} Z aj}: por (2) se tiene queB ′

1 ≤ 2 y de la relación
B ′

1 a1 ∈
∑

j∈{2,3,4} Z aj se deduce que3B ′
1 ∈ Z{12, 18} = Z{6}, de dondeB ′

1 = 2.

Denotemosa7 := 2a1 y A3 := {a2, a3, a4, a7} y observamos quea7 6∈ N{a2, a3, a4}.
DefinimosB ′

2 := min{b ∈ Z+ | b a2 ∈
∑

j∈{3,4,7} Z aj}. Dado que2a2 = a3 + 4a4 + a7
tenemos queB ′

2 ≤ 2 y de la relaciónB ′
2 a2 ∈

∑
j∈{3,4,7} Z aj observamos que3B ′

2 ∈ Z{6},
por tantoB ′

2 = 2.

Denotemosa8 := 2a2 y A4 := {a3, a4, a7, a8}, la Proposición 1.2.19nos dice que
IA3 es intersección completa si y solo siIA4 lo es. Finalmente, observamos que2a2 =
a3 + 4a4 + a7 ∈ N{a3, a4, a7} y escribimosA5 = {a3, a4, a7}. Dado quea3, a4 y a7 son
Q-linealmente independientes, llegamos a queAred es∅.

Nota 1.2.24.CuandoAred sea∅ como en elEjemplo 1.2.23, o cuando por otros medios
conozcamos un conjunto de binomios que generaIAred

, seaIAred
intersección completa o

no, las demostraciones de losLemas 1.2.17, 1.2.18y de laProposición 1.2.19indican cómo
obtener durante la ejecución del algoritmo de laTabla 1.1un conjunto de generadores de
IA sin efectuar ningún cálculo adicional. Además, el sistema de generadores obtenido será
minimal siAred = ∅ o si el deIAred

también lo era. De forma más precisa, el sistema de
generadores deIA se obtendrá aplicando lo siguiente:

1. Si ai =
∑

j∈{1,...,n}
j 6=i

αjaj ∈
∑

j∈{1,...,n}
j 6=i

Naj , entonces denotandog := xi −
∏

j 6=i x
αj

j

se tiene queIA = IA\{ai} · k[x] + (g). Por consiguiente, siB es un sistema de
generadores deIA\{ai}, entoncesB ∪ {g} lo es deIA. Esto es consecuencia del
Lema 1.2.17.

2. Si ai /∈
∑

j∈{1,...,n}
j 6=i

Q aj , entoncesIA = IA\{ai} · k[x]. Por consiguiente, siB es un

sistema de generadores deIA\{ai}, también lo es deIA. Esto es consecuencia del
Lema 1.2.18.

3. Siai ∈
∑

j∈{1,...,n}
j 6=i

Qaj , entonces denotandoA′ := {a1, . . . , ai−1, Biai, ai+1, . . . , an}

se tiene queIA = ρ(IA′) · k[x], dondeρ : k[x] −→ k[x] es el morfismo inducido por
xi 7→ xBi

i yxj 7→ xj si j 6= i. Por consiguiente, siB es un sistema de generadores de
IA\{ai}, entoncesρ(B) lo es deIA. Esto es consecuencia de laProposición 1.2.19.

Veamos, siguiendo las indicaciones de la Nota 1.2.24, cómo se obtiene un sistema mi-
nimal de generadores del ideal tórico del Ejemplo 1.2.23.

Ejemplo 1.2.25. 1. Definimosa6 := 3a5, A1 := {a1, a2, a3, a4, a6} y denotando por

ρ1 : k[x1, x2, x3, x4, x6] → k[x1, x2, x3, x4, x5]

al homomorfismo inducido porρ1(xi) = xi para todoi ∈ {1, 2, 3, 4} y ρ1(x6) = x35,
se tieneIA = ρ1(IA1) · k[x1, x2, x3, x4, x5].
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2. Comprobamos sia6 ∈ Na1 + Na2 + Na3 + Na4 y obtuvimos quea6 = a1 + 2a2 +
2a3+a4. Por tanto, definimosA2 := {a1, a2, a3, a4}, g1 := x6−x1x22x

2
3x4 y tenemos

queIA1 = IA2 · k[x1, x2, x3, x4, x6] + (g1).

3. Definimosa7 := 2a1, A3 := {a2, a3, a4, a7} y denotando por

ρ2 : k[x2, x3, x4, x7] → k[x1, x2, x3, x4]

al homomorfismo inducido porρ2(xi) = xi para todoi ∈ {2, 3, 4} y ρ2(x7) = x21,
entoncesIA2 = ρ2(IA3) · k[x1, x2, x3, x4].

4. Definimosa8 := 2a2, A4 := {a3, a4, a7, a8} y denotando por

ρ3 : k[x3, x4, x7, x8] → k[x2, x3, x4, x7]

al homomorfismo inducido porρ3(xi) = xi para todoi ∈ {3, 4, 7} y ρ3(x8) = x22,
entoncesIA3 = ρ3(IA4) · k[x2, x3, x4, x7].

5. Comprobamos sia8 ∈ Na3 + Na4 + Na7 y obtuvimos quea8 = a3 + 4a4 + a7.
Por tanto, definimosA5 := {a3, a4, a7} y g2 := x8 − x3x

4
4x7 y tenemos queIA4 =

IA5 · k[x3, x4, x7, x8] + (g2).

6. Comoa3, a4, a7 son linealmente independientes, tenemos queIA5 = (0).

Como finalmente obtuvimos queAred = ∅, se deduce queIA es intersección completa
y está generado minimalmente por el conjunto de binomios{ρ1(g1), ρ1 ◦ ρ2 ◦ ρ3(g2)} =
{x35 − x1x

2
2x

2
3x4, x

2
2 − x21x3x

4
4}.

1.2.2 Del ideal tóricoIA a IA(i,j)

El objetivo principal de esta subsección es la obtención de los Teoremas 1.2.27 y 1.2.30. El
Teorema 1.2.27 da bajo ciertas hipótesis, condiciones necesarias para queIA sea intersec-
ción completa. Cabe señalar que estas hipótesis las verifican automáticamente los ideales
tóricos asociados a curvas monomiales afines como veremos enla Proposición 3.2.1, pero
no se verifican en general. Concretamente, para ciertosi, j : 1 ≤ i < j ≤ n, le asociamos
a IA un nuevo ideal tóricoIA(i,j)

en un anillo de polinomios en exactamente una variable
menos y de altura una unidad menos, de forma que siIA es intersección completa entonces
IA(i,j)

también lo es. Se estudia además bajo qué hipótesis adicionales, el serIA(i,j)
una

intersección completa implica queIA también lo es (ver Teorema 1.2.30). Estos resultados
serán útiles en los Capítulos 2 y 3.

Denotamos porH al conjunto de elementos deA que pertenecen al cono generado por
el resto de elementos deA, es decir,

H :=
{
ai ∈ A | ai ∈

∑
j∈{1,...,n}

j 6=i

Q≥0 aj

}
.

Para todoai ∈ H, se define
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mi := min
{
b ∈ Z+ | bai ∈

∑
j∈{1,...,n}

j 6=i

Naj
}

y se denominabinomio crítico respecto dexi a un binomio deIA de la forma

xmi

i −
∏

j∈{1,...,n}
j 6=i

x
βij

j .

El concepto de binomio crítico fue introducido por Eliahou [35] en el contexto de los idea-
les tóricos asociados a curvas monomiales afines y posteriormente estudiado por Alcántar y
Villarreal [2] en ese mismo contexto. La definición que hemosdado extiende este concepto
de forma natural a un ideal tórico cualquiera.

Los binomios críticos juegan un papel importante en las demostraciones de los resulta-
dos principales de esta subsección y de los Capítulos 2 y 3. Los binomios críticos cumplen
las dos propiedades siguientes.

Lema 1.2.26.

(a) Seaai ∈ H y seaB un sistema minimal de generadores deIA formado por binomios.
Entonces existeg ∈ B tal queg (o−g) es un binomio crítico respecto dexi.

(b) Sif1, . . . , ft son binomios críticos respecto dexi1 , . . . , xit con1 ≤ i1 < · · · < it ≤ n
y conA-grados diferentes, entonces el conjunto{f1, . . . , ft} se puede extender a un
sistema minimal de generadores deIA formado por binomios.

Demostración.SeaB = {g1, . . . , gs} un sistema minimal de generadores deIA formado
por binomios. Denotamos porD1, . . . , Ds ∈ Nm a losA-grados deg1, . . . , gs respec-
tivamente. Sif ∈ IA es un binomio crítico respecto dexi, comodegA(f) = miai, f
se puede escribir comof = q1g1 + · · · + qsgs dondeqk es o bien el polinomio nulo o
un polinomioA-homogéneo deA-gradomiai − Dk ∈ Nm para todok ∈ {1, . . . , s}.
Aplicando a ambos lados de la igualdad el homomorfismo evaluación que envíaxk a 0
para todok 6= i, se tiene que existe uni0 ∈ {1, . . . , s} tal queqi0 6= 0 y la imagen degi0
bajo este homomorfismo es igual axdi condai = Di0 . Supondremos quei0 = s, entonces
gs = xdi − xα dondexα es un monomio en el que no aparece la variablexi y por tanto
Ds = dai ∈ Z+ai ∩

∑
j∈{1,...,n}

j 6=i

N aj. De la definición demi se obtiene la igualdadmi = d

y degA(qs) = 0. En consecuencia,gs (o −gs) es binomio crítico respecto dexi, lo que
prueba (a). Además,qs ∈ k y por tantoB′ := {g1, . . . , gs−1, f} es un nuevo sistema
minimal de binomios que generaIA. Si reiteramos este argumento demostramos (b).�

Pasamos a enunciar el Teorema 1.2.27. Para ello, dadosb = (b1, . . . , bm) y c =
(c1, . . . , cm) ∈ Nm, denotamos porgcd{b, c} ∈ Nm al vector cuyai-ésima coordenada
es0 si bi = 0 o ci = 0, y gcd{bi, ci} en caso contrario.

Teorema 1.2.27.Seani, j : 1 ≤ i < j ≤ n tales queai, aj ∈ H y verifican quemiai =
mjaj. SiIA intersección completa, entonces:
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(a) IA(i,j)
es también intersección completa, dondeA(i,j) := {a ′

1, . . . , a
′
n−1} cona ′

k :=
ak para todok ∈ {1, . . . , j − 1} \ {i}, a ′

k := ak+1 para todok ∈ {j , . . . , n − 1} y
a ′
i := gcd{ai, aj}.

(b) Para todok ∈ {1, . . . , n − 1} tal que a ′
k ∈ Cone(A(i,j) \ {a ′

k}), si denotamos
m ′

k := min
{
b ∈ Z+ | b a ′

k ∈
∑

i∈{1,...,n−1}
l 6=k

N a ′
l

}
, se tiene quem ′

k = mk si k ∈

{1, . . . , j − 1} \ {i}, m ′
k = mk+1 si k ∈ {j , . . . , n − 1} y m ′

ka
′
k ∈ Nai + Naj si

k = i.

En la demostración de este teorema, usaremos el Teorema 1.2.11 y el siguiente resul-
tado.

Lema 1.2.28.SeaA = (a(i,j)) ∈ Mh×n(Z) una matriz entera de rangoh tal que

• a(h,j) = 0 para todoj ∈ {1, . . . , n− 2},

• a(h,n−1) < 0, a(h,n) > 0 y gcd{a(h,n−1), a(h,n)} = 1.

Consideramos la matrizA ′ = (b(i,j)) ∈ Mh−1×n−1(Z) definida por

• b(i,j) := a(i,j) para todoi ∈ {1, . . . , h− 1} y j ∈ {1, . . . , n− 2}

• b(i,n−1) := a(h,n)a(i,n−1) − a(h,n−1)a(i,n) para todoi ∈ {1, . . . , h− 1}.

Entonces,

(a) A es dominante⇐⇒A ′ es dominante ya(i,n−1)a(i,n) ≥ 0 para todoi : 1 ≤ i ≤ h−1.

(b) ∆h(A) = ∆h−1(A
′).

Demostración.Para una matriz enteraB de tamañou × v, a la submatrizk × k con filas
1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ u y columnas1 ≤ j1 < · · · < jk ≤ v con k ≤ min{u, v}, la
denotamos porB[i1, . . . , ik][j1, . . . , jk].

Supongamos queA es dominante, se comprueba fácilmente quea(i,n−1)a(i,n) ≥ 0 para
todoi : 1 ≤ i ≤ h−1, ya que en caso contrario la submatrizA[i, h][n−1, n] sería mezclada.
Veamos queA ′ es dominante, para ello supongamos por reducción al absurdoque no lo es.
Entonces existenk ≤ h− 1, 1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ h− 1 y 1 ≤ j1 < · · · < jk ≤ n− 1 tales
queA ′[i1, . . . , ik][j1, . . . , jk] es mezclada y se comprueba fácilmente que entonces,

• A[i1, . . . , ik][j1, . . . , jk] es mezclada sijk < n− 1; y

• A[i1, . . . , ik, h][j1, . . . , jk, n] es mezclada sijk = n− 1.

Esto implica, en cualquiera de los casos, queA no es dominante, lo que es un absurdo.
SiA no es dominante ya(i,n−1)a(i,n) ≥ 0 para todoi : 1 ≤ i ≤ h− 1, entonces existen

k ≤ h, 1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ h y 1 ≤ j1 < · · · < jk ≤ n tales queA[i1, . . . , ik][j1, . . . , jk]
es mezclada y se comprueba fácilmente que entonces,
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• A ′[i1, . . . , ik][j1, . . . , jk] es mezclada siik < h y jk < n− 1;

• A ′[i1, . . . , ik][j1, . . . , jk−1, n − 1] es también mezclada siik < h, jk−1 < n − 1 y
jk ≥ n− 1; y

• A ′[i1, . . . , ik−1][j1, . . . , jk−1] es mezclada en el resto de los casos.

Esto implica, en cualquiera de los casos, queA no es dominante y se tiene (a).
Probemos ahora que∆h(A) = ∆h−1(A

′). Para una matrizB de tamañou × v con
u ≤ v denotaremos porB{j1, . . . , ju} con1 ≤ j1 < · · · < ju ≤ v al menoru × u deB
con filas1, . . . , u y columnasj1, . . . , ju. Vamos a relacionar los menoresh × h deA con
los menoresh− 1× h− 1 deA ′. Tenemos queA{j1, . . . , jh} toma los siguientes valores:

• 0, si jh < n− 1 (pues la última fila es nula);

• ±a(h,n−1)A
′{j1, . . . , jh−1}, si jh = n− 1;

• ±a(h,n)A ′{j1, . . . , jh−1}, si jh−1 < n− 1 y jh = n; y

• ±A ′{j1, . . . , jh−1}, si jh−1 = n− 1 y jh = n.

Comogcd{a(h,n−1), a(h,n)} = 1, tenemos que∆h(A) = ∆h−1(A
′).

Demostración del Teorema 1.2.27.Supongamos sin pérdida de generalidad quei = n−1 y
j = n. DenotamosA′ := A(n−1,n) = {a1, . . . , an−2, a

′
n−1}, dondea ′

n−1 = gcd{an−1, an},
y veamos queIA ′ es intersección completa . De la definición demn−1 y mn se tiene que
gcd{mn−1, mn} = 1 y es fácil comprobar quemna

′
n−1 = an−1 y mn−1a

′
n−1 = an. Como

evidentementeQA ′ = QA, entoncesht(IA ′) = ht(IA)− 1 por la Proposición 1.1.12.
Denotemos porf al binomio crítico respecto dexn, f := xmn

n − x
mn−1

n−1 ∈ IA. Por el
Lema 1.2.26 (b) existe{f1, . . . , fh} un sistema minimal de generadores deIA formado por
binomios dondefh = f . Por otra parte,h = ht(IA) al serIA intersección completa.

Consideremos ahoraψ : k[x] −→ k[x1, . . . , xn−1], el k-homomorfismo definido por
ψ(xk) = xk para todok ∈ {1, . . . , n − 2}, ψ(xn−1) = xmn

n−1 y ψ(xn) = x
mn−1

n−1 . Vamos a
demostrar que

IA ′ = (ψ(f1), . . . , ψ(fh−1)), (1.1)

con lo queIA ′ sería intersección completa y se habría probado la primera parte del teo-
rema. En efecto, para todoα ∈ Nn se tiene quedegA(x

α) = degA ′(ψ(xα)), de donde
{ψ(f1), . . . , ψ(fh−1)} ⊂ IA′ . Si consideramos la matrizA de tamañoh× n cuyak-ésima
fila es f̂k ∈ Zn para todok ∈ {1, . . . , h}, del Teorema 1.2.11 se sigue queA es domi-
nante y∆h(A) = 1 puesto queIA = (f1, . . . , fh). Por tanto, si tomamosA′ la matriz

(h − 1) × (n − 1) cuya filak-ésima eŝψ(fk) ∈ Zn−1 para todok ∈ {1, . . . , h − 1}, la
matrizA ′ es dominante y∆h−1(A

′) = ∆h(A) = 1 por el Lema 1.2.28. Entonces, en virtud
del Teorema 1.2.11 se concluye queIA ′ = (ψ(f1), . . . , ψ(fh−1)).

Siguiendo la misma notación, probemos ahora la segunda parte del teorema. Veamos
primero quemk = m ′

k para todoak ∈ Cone(A′ \ {ak}) conk ∈ {1, . . . , n−2} , dondem ′
k
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es en este caso igual amin
{
b ∈ Z+ | bak ∈

∑
l∈{1,...,n−2}

l 6=k

N al + N a ′
n−1

}
. Fijadok, obser-

vamos que la desigualdadmk ≥ m ′
k es obvia puesan−1, an ∈ N a ′

n−1. Por el Lema 1.2.26
(a), existel ∈ {1, . . . , h − 1} tal queψ(fl) es binomio crítico respecto dexk. Entonces

fl = x
m ′

k

k − xα , dondexα es un monomio deA-gradom ′
kak en el que no aparece la vari-

ablexk, y por tantom ′
kak ∈

∑
t∈{1,...,n}

t 6=k

N at. Esto implica quem ′
k ≥ mk por la definición

demk, de donde la igualdad. Supongamos por último quea ′
n−1 ∈ Cone(A′ \ {a ′

n−1}) y
veamos quem′

n−1a
′
n−1 ∈ Nan−1 + Nan. En efecto, aplicando de nuevo Lema 1.2.26 (a),

existel ∈ {1, . . . , h − 1} tal queψ(fl) es binomio crítico respecto dexn−1. Entonces
fl = x

βn−1

n−1 x
βn
n − xα , dondexβn−1

n−1 x
βn
n es un monomio deA-gradom ′

n−1a
′
n−1, y por tanto

m ′
n−1a

′
n−1 ∈ N an−1 + N an. �

Las condiciones necesarias para queIA sea intersección completa del Teorema 1.2.27
anterior, no son suficientes en general como muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.2.29.El ideal tóricoIA conA := {45, 70, 75, 98, 147} ⊂ N no es intersección
completa puesto queht(IA) = 4 y µ(IA) = 7. Sin embargo, como

m1 := min{b ∈ Z+ | ba1 ∈ Na2 + Na3 + Na4 + Na5} = 5, y
m3 := min{b ∈ Z+ | ba3 ∈ Na1 + Na2 + Na4 + Na5} = 3,

se tiene quem1a1 = m3a3 = 225. Además, si denotamosa ′
1 := gcd{a1, a3} = 15,

a ′
2 := 70, a ′

3 := 98 ya ′
4 := 147 se tiene queA(1,3) = {a ′

1, a
′
2, a

′
3, a

′
4} y IA(1,3)

es intersección
completa. Por último, se puede comprobar que si denotamos

m ′
i := min{b ∈ Z+ | ba ′

i ∈
∑

j∈{1,2,3,4}
i6=j

N a ′
j} para todoi ∈ {1, 2, 3, 4},

entoncesm ′
1 = 14,m ′

1a
′
1 ∈ Na1 + Na3,m ′

2 = m2 = 3 ,m ′
3 = m4 = 3 ym ′

4 = m5 = 2 .

Siguiendo la misma técnica que en la demostración del Teorema 1.2.27 se prueba un
recíproco de su primera parte, que será útil en los Capítulos2 y 3 de la memoria.

Teorema 1.2.30.Seani, j : 1 ≤ i < j ≤ n tales queai, aj ∈ H y verifican quemiai =
mjaj . SiIA(i,j)

es intersección completa yIA(i,j)
admite un sistema generador formado por

binomios que pertenecen a la imagen delk-homomorfismoψ : k[x] −→ k[x1, . . . , xn−1]
inducido porxk 7→ xk si k ∈ {1, . . . , j − 1} \ {i}, xk 7→ xk−1 si k ∈ {j + 1, . . . , n},
xi 7→ x

mj

i , xj 7→ xmi

i , entoncesIA es intersección completa.

Demostración.Basta con tomar{ψ(f1), . . . , ψ(fh−1)} un sistema minimal de binomios
que generaIA(i,j)

y aplicar el Teorema 1.2.11 y el Lema 1.2.28 para demostrar que IA =

(f1, . . . , fh), dondefh = xmi

i − x
mj

j . �
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Capítulo 2

Ideales tóricos simpliciales intersección
completa

SiendoA ⊂ Nm, el número de rayos extremos del cono deA es mayor o igual que
r := dim(QA). Cuando este número es exactamente igual ar, al ideal tóricoIA se le
denominaideal tórico simplicialy a su variedad asociadavariedad tórica simplicial afín.
En particular, sir = 1 o r = 2, IA es siempre un ideal tórico simplicial. Este capítulo está
dedicado al estudio de la propiedad de ser intersección completa en ideales tóricos sim-
pliciales. Comenzamos el mismo repasando algunas propiedades de estos ideales y de sus
variedades asociadas. Concretamente caracterizamos los ideales tóricos simpliciales como
aquellos que se pueden escribir comoIA conA = {de1, . . . , dem, am+1, . . . , an} ⊂ Nm y
d ∈ Z+ siendo{e1, . . . , em} la base canónica deZm.

Los resultados de este capítulo forman parte de [9], un trabajo conjunto con Isabel
Bermejo. El principal objetivo es el diseño del Algoritmo IC-simplicial, un algoritmo cuya
entrada es cualquier subconjuntoA ⊂ Nm tal queIA es simplicial y devuelve siIA es una
intersección completa o no, sin necesidad de calcular explícitamente un sistema minimal
de generadores deIA. Dicho algoritmo lo presentamos en la segunda sección y se obtiene
como consecuencia de aplicar convenientemente los resultados generales obtenidos en las
Subsecciones 1.2.1 y 1.2.2 del capítulo anterior, junto conla Proposición 2.2.1, que es
un resultado específico de los ideales tóricos simpliciales. La corrección del Algoritmo
IC-simplicial se demuestra en el Teorema 2.2.4.

La tercera sección está dedicada al estudio de la propiedad intersección completa en los
ideales tóricos simpliciales que son homogéneos. Vemos cómo el Algoritmo IC-simplicial
se puede simplificar en este caso. Concretamente, en el Corolario 2.3.2, demostramos que si
IA es un ideal tórico simplicial homogéneo, entoncesIA es intersección completa si y solo
si Ared = ∅. Desde un punto de vista teórico y como aplicación del mencionado Corolario
2.3.2, cuandok es un cuerpo algebraicamente cerrado, clasificamos las variedades tóricas
simpliciales proyectivas cuyo ideal tórico asociado es intersección completa, cuando estas
son o bien lisas o tienen un único punto singular.

El Algoritmo IC-simplicial ha sido implementado en ANSI C y en SINGULAR. La
implementación en SINGULAR ha dado lugar a la libreríacisimplicial.lib [7] que
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se distribuye con el software a partir de su versión 3-1-4. Esta librería generaliza, mejora
y sustituye a nuestra antigua libreríacimonom.lib [6] específica para ideales tóricos
asociados a curvas monomiales afines. Esta librería se distribuyó con el software entre las
versiones 3-0-2 y 3-1-3. En la última sección de este capítulo se discuten los detalles de la
implementación decisimplicial.lib.

2.1 Generalidades

El primer resultado que presentamos permite decir que todo ideal tórico simplicial es de
la forma IA dondeA = {de1, . . . , dem, am+1, . . . , an} ⊂ Nm. Si bien se trata de un
resultado conocido, nos parece adecuado presentar aquí unademostración de este hecho
que sigue el esquema de [54, Section 2]. Para llegar a él, vamos a enunciar un lema que
relaciona los rayos extremos del cono deA con los sistemas minimales de generadores del
mismo. Recordamos que un conjunto finitoB ⊂ Rm essistema generador del cono deA
siCone(A) = Cone(B).

Lema 2.1.1. [28, Lemma 1.2.15] SeaB := {b1, . . . , bs} un subconjunto deCone(A).
Entonces,B es sistema minimal de generadores del cono deA ⇐⇒ Fb1, . . . ,Fbs son los
rayos extremos del cono deA, donde para todob ∈ Rn, Fb := {αb |α ≥ 0}.

Proposición 2.1.2.SeaI ⊂ k[x] un ideal. Entonces,I es un ideal tórico simplicial si y
solo si existenm ≥ 1 yA = {de1, . . . , dem, am+1, . . . , an} ⊂ Nm tales queI = IA.

Demostración.(⇐) Es evidente, puesto quede1, . . . , dem forman un sistema minimal de
generadores deCone(A) y entonces por el Lema 2.1.1Cone(A) tienem = dim(QA) rayos
extremos. Comodim(QA) = m, se tiene el resultado.(⇒) SeaB = {b1, . . . , bn} ⊂ Nk tal
queI = IB y el cono deB tienedim(QB) rayos extremos. Denotemos porm adim(QB).
SeaB la matriz cuya filai-ésima esbi = (bi1, . . . , bik) para todo1 ≤ i ≤ n. B tienem
columnas linealmente independientes, que supondremos sonlasm primeras. Si denotamos
b̄i := (bi1, . . . , bim) para todo1 ≤ i ≤ n y B̄ = {b̄1, . . . , b̄n}, entonces es fácil comprobar
queIB = IB̄ y que el cono dēB también tienem rayos extremos. SeanF1, . . . ,Fm los
rayos extremos dēB y supongamos quēbi ∈ Fi para todo1 ≤ i ≤ m. Por el Lema 2.1.1
se sigue queCone(B̄) = Cone({b̄1, . . . , b̄m}). SeaC la matrizm×m cuyas columnas son
b̄1, . . . , b̄m y denotamos pord a su determinante, que no puede ser0 porquēb1, . . . , b̄m son
linealmente independientes. Suponemos sin pérdida de generalidad qued > 0 y denotamos
porC∗ a la matriz adjunta de la traspuesta deC. C∗ tiene coeficientes enteros yC∗C =
d Im, dondeIm es la matriz identidad de ordenm. Si A := {a1, . . . , an} ⊂ Zm, donde
ai := C∗b̄i para todo1 ≤ i ≤ n, entoncesai = dei para todo1 ≤ i ≤ m y como
Cone(A) = Cone({a1, . . . , am}), entoncesai ∈ Nm para todom + 1 ≤ i ≤ n. Es fácil
comprobar queIA = IB̄ de donde el resultado. �

Si k es un cuerpo algebraicamente cerrado yA = {de1, . . . , dem, am+1, . . . , an} ⊂ Nm,
Katsabekis y Thoma en [63, Corollary 2] demuestran queΓA = V (IA). En la Proposición
2.1.4 aportamos una prueba alternativa de este mismo resultado que está inspirada en la
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demostración de [88, Proposition 2.6]. Para ello haremos uso del siguiente resultado de
Reyes, Villarreal y Zárate válido para un ideal tórico cualquiera.

Proposición 2.1.3.[88, Corollary 2.5] Sik es un cuerpo algebraicamente cerrado, en-
toncesΓA = V (IA) si y solo siV (IA, xi) ⊂ ΓA para todoi ∈ {1, . . . , n}.

Proposición 2.1.4.Seank es un cuerpo algebraicamente cerrado yA = {de1, . . . , dem,
am+1, . . . , an} ⊂ Nm. EntoncesΓA = V (IA).

Demostración.Demostraremos por inducción sobrem queΓA = V (IA). Supongamos que
m = 1 y seai : 1 ≤ i ≤ n. Para todoj ∈ {1, . . . , n}, j 6= i el binomioxaji − xaij pertenece
a IA. De aquí se deduce queV (IA, xi) = {0} ⊂ ΓA y por la Proposición 2.1.3 se tiene
queΓA = V (IA). Supongamos ahora quem > 1. Como para todoj : m + 1 ≤ j ≤ n
el binomiogj := xdj −

∏m
i=1 x

aji
i pertenece aIA se tiene queV (IA, xj) ⊂

⋃m
i=1 V (IA, xi).

Entonces, por la Proposición 2.1.3 anterior, para obtener el resultado basta con probar que
V (IA, xi) ⊂ ΓA para losi ∈ {1, . . . , m}. Veámoslo parai = m. Seap := (p1, . . . , pn) ∈
V (IA, xm), comogj ∈ IA se tienepj = 0 para todom + 1 ≤ j ≤ n tal queajm 6= 0.
DenotamosB := {dē1, . . . , dēm−1} ∪ {āj |m + 1 ≤ j ≤ n, ajm = 0} ⊂ Nm−1, donde
āi = (ai1, . . . , aim−1) y {ē1, . . . , ēm−1} es la base canónica deZm−1. Por hipótesis de
inducción tenemos queΓB = V (IB), por tanto existe(u1, . . . , um−1) ∈ Am−1

k tal que
udi = pi para1 ≤ i ≤ m − 1 y uai11 · · ·u

aim−1

m−1 = pi para todom + 1 ≤ i ≤ n tal que
aim = 0. Si tomamos(u1, . . . , um, 0) ∈ Am

k , llegamos a quep ∈ ΓA.

SiA no tiene la forma indicada en la Proposición 2.1.4, no siempre se tiene la igualdad
entre el conjunto tóricoΓA y la variedad tóricaV (IA).

Ejemplo 2.1.5. Seank = C y A = {a1, a2, a3} ⊂ N2 con a1 = (3, 1), a2 = (1, 3) y
a3 = (2, 2). El ideal tóricoIA es simplicial puesto queA ⊂ N2 y es fácil comprobar que
IA = (x23 − x1x2). El conjunto tórico esΓA = {(u31u2, u1u

3
2, u

2
1u

2
2) ∈ A3

C | u1, u2 ∈ C}. Se
comprueba que(0, 1, 0) ∈ V (IA) pero(0, 1, 0) /∈ ΓA.

Tampoco se tiene la igualdad entreΓA y V (IA) cuandok no es algebraicamente cerrado
aún teniendoA la forma adecuada.

Ejemplo 2.1.6. Seank = R y A = {a1, a2, a3} ⊂ N2 con a1 = (2, 0), a2 = (0, 2) y
a3 = (1, 1). El ideal tóricoIA es simplicial puesto queA ⊂ N2 y es fácil comprobar que
IA = (x23 − x1x2). El conjunto tórico esΓA = {(u21, u

2
2, u1u2) ∈ A3

R | u1, u2 ∈ R}. Se
observa que(−1,−1,−1) pertenece aV (IA) pero no aΓA.

El estudio de los ideales tóricos simpliciales intersección completa fue abordado por
García-Sánchez y Rosales en [43]. Allí obtienen el siguiente resultado, que es una mejora
de [38, Theorem 3.1] (ver Teorema 1.2.8).

Teorema 2.1.7.[43, Theorem 1.4] SeaIA un ideal tórico simplicial.IA es intersección
completa⇐⇒ existenA1, A2 ⊂ A tales quedim(QA1) = 1, A es unión disjunta deA1 y
A2 y se tiene que
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(a) A es gluing deA1 yA2, y

(b) IA1 y IA2 son intersección completa.

Este resultado sugiere un algoritmo de naturaleza inductiva para comprobar siIA es
intersección completa. Siguiendo este algoritmo, para poder afirmar que un ideal tórico
no es intersección completa habría que construir todas las posibles particiones deA en
2 subconjuntosA1 y A2 tales quedim(QA1) = 1 y comprobar que no se satisfacen las
condiciones del Teorema 2.1.7, lo que es ineficiente.

2.2 Algoritmo IC-simplicial

En esta sección presentamos el Algoritmo IC-simplicial y demostramos la corrección del
mismo. Veamos un primer resultado específico de los ideales tóricos simpliciales que es
clave para el diseño del algoritmo. Recordamos queH = {ai ∈ A | ai ∈ Cone(A\ {ai})}.

Proposición 2.2.1.SeaIA un ideal tórico simplicial. SiIA es intersección completa, en-
tonces se satisface alguna de las siguientes condiciones:

(a) ∃ ai, aj ∈ H tales quemiai = mjaj , o

(b) Ared = ∅.

Demostración.Denotamosr := dim(QA) y supongamos quemiai 6= mjaj para todo
ai, aj ∈ H. Podemos asumir sin pérdida de generalidad que{a1, . . . , ar} es sistema mi-
nimal de generadores del cono deA, entonces{ar+1, . . . , an} ⊂ H y para todor + 1 ≤
i < j ≤ n se tiene quemiai 6= mjaj . Veamos queAred = ∅. Seanfr+1, . . . , fn binomios
críticos respecto dexr+1, . . . , xn respectivamente. ComodegA(fi) = miai 6= mjaj =
degA(fj) para todoi, j : r + 1 ≤ i < j ≤ n, por el Lema 1.2.26.(b) sabemos que
existe un sistema minimal de generadores deIA al que pertenecenfr+1, . . . , fn. Como
ht(IA) = n− r e IA es intersección completa, entoncesIA = (fr+1, . . . , fn).

Afirmamos que existej ∈ {r + 1, . . . , n} tal quexj no aparece enfk para todok ∈
{r + 1, . . . , n} \ {j}. En caso contrario, definimos el grafo dirigido simple con vértices
{r + 1, . . . , n} y conjunto de arcos{(j, k) | r + 1 ≤ j, k ≤ n, j 6= k y xj aparece en
fk}, se tiene que el grado de salida de cada vértice es mayor o igual a 1, esto implica que
necesariamente hay un ciclo en el grafo. Supongamos sin pérdida de generalidad que el
ciclo es(r+1, r+2, . . . , r+k, r+1) dondek ≤ n−r, esto significa que(fr+1, . . . , fr+k) ⊂
(xr+1, . . . , xr+k), de dondeIA ( H := (xr+1, . . . , xr+k, fr+k+1, . . . , fn) pero esto no es
posible puesIA es primo yn− r = ht(IA) < ht(H) ≤ n− r.

Por tanto, existej ∈ {r+1, . . . , n} tal quexj solo aparece enfj . Asumimos quej = n

y vamos a demostrar queBnan ∈
∑n−1

j=1 Naj . Por el Corolario 1.1.10,{f̂r+1, . . . , f̂n} es

una base deKer(π). Por definición,Bnan =
∑n−1

j=1 βjaj para ciertosβ1, . . . , βn−1 ∈ Z.

Comoδ := Bnen −
∑n−1

j=1 βjej pertenece aKer(π), de escribirδ como combinación de

f̂r+1, . . . , f̂n se sigue quemn divide aBn. Además por definiciónBn | mn. Por tanto
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Bnan = mnan ∈
∑

j∈{1,...,n−1}Naj . Por la Proposición 1.2.19 y el Lema 1.2.17 se tiene
queIA\{an} es intersección completa y está minimalmente generado por{fr+1, . . . , fn−1},
donde ademásfi ∈ IA\{an} es binomio crítico respecto dexi para todoi ∈ {r+1, . . . , n−
1}. Si repetimos el mismo argumento obtenemos que se pueden reordenara1, . . . , an−1 de
forma queBiai ∈

∑i−1
j=1Naj para todoi ∈ {r + 1, . . . , n− 1} y aplicando la Proposición

1.2.19 y el Lema 1.2.17 se obtiene queAred = Bred, dondeB = {a1, . . . , ar}. Como
a1, . . . , ar sonQ-linealmente independientes, entonces por el Lema 1.2.18 se tiene que
Bred = ∅, de donde el resultado.

Nota 2.2.2. Como se puede observar en la prueba de laProposición 2.2.1, el resultado
sigue siendo cierto si cambiamos la condición(a)por la siguiente:Cone(A) está minimal-
mente generado por{a1, . . . , ar} con r = dim(QA) y existeni, j : r + 1 ≤ i < j ≤ n
tales quemiai = mjaj . En elCapítulo 3utilizaremos esta nueva versión de laProposición
2.2.1.

La condición de que el ideal tórico sea simplicial en la Proposición 2.2.1 es esencial
para obtener el resultado, ya que existen ideales tóricos intersección completa tales que
Ared 6= ∅ y miai 6= mjaj para todoai, aj ∈ H. Veamos un ejemplo.

Ejemplo 2.2.3. SeaIA el ideal tórico asociado aA = {a1, a2, a3, a4, a5} ⊂ N3, con
a1 = (0, 2, 1), a2 = (4, 2, 1), a3 = (2, 2, 1), a4 = (1, 3, 1) y a5 = (1, 1, 1). IA no es un
ideal tórico simplicial puesto quedim(QA) = 3 y como se puede observar en la figura el
cono deA tiene4 rayos extremos; concretamente{a1, a2, a4, a5} es un sistema minimal de
generadores del cono.

x

y
z b

b

b

b

b

a1

a2

a3

a4

a5

IA tiene altura2 y está generado porg1 := x23 − x1 x2 y g2 := x1 x3 − x4 x5, por
tanto es intersección completa. Sin embargo,H = {a3}. Además,Ared = A puesto
que las relaciones2 a3 = a1 + a2 y a1 + a3 = a4 + a5 muestran queBi = 1 para todo
i ∈ {1, 2, 3, 4, 5}, yA es sistema minimal de generadores del semigrupoNA.

El Algoritmo IC-simplicial que proponemos en la Tabla 2.1 sigue el siguiente esquema.
Se recibe como entrada un conjuntoA ⊂ Nm tal queIA ⊂ k[x1, . . . , xn] es un ideal tórico
simplicial. Si existenai, aj ∈ H tales quemiai = mjaj , se considera el subconjunto
A(i,j) = (A \ {ai, aj}) ∪ {gcd{ai, aj}} deNm.

IA(i,j)
satisface las siguientes propiedades:
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(1) IA(i,j)
⊂ k[x1, . . . , xn−1] y ht(IA(i,j)

) = ht(IA)− 1 (ver Proposición 1.1.12).

(2) IA(i,j)
es intersección completa siIA lo es (ver Teorema 1.2.27 (a)),

(3) IA(i,j)
es un ideal tórico simplicial (puesCone(A) = Cone(A(i,j))).

Procediendo como en el Teorema 1.2.27 (b), sim′
ia

′
i /∈ Nai + Naj , siendoa′i =

gcd{ai, aj}, entoncesIA no es intersección completa y hemos terminado.

En caso contrario, se repite el procedimiento tantas veces como sea posible hasta que
se obtiene un conjuntoB = {b1, . . . , bn′} ⊂ Nm definiendo un ideal tórico simplicialIB
que cumple que sīH := {bi ∈ B | bi ∈ Cone(B \ {bi}} y m̄i := min{c ∈ Z+ | cbi ∈∑

j∈{1,...,n′}
j 6=i

Nbj} para todobi ∈ H̄, entonces̄mibi 6= m̄jbj para todobi, bj ∈ H̄.

Ahora calculamosBred. Si Bred 6= ∅, entoncesIB no es intersección completa por la
Proposición 2.2.1 y por tanto,IA no es intersección completa por el Teorema 1.2.27 (a) y
hemos terminado. SiBred = ∅, entoncesIB es intersección completa por el Teorema 1.2.21
pero no se tiene la certeza de siIA es intersección completa o no. Para poder decidir siIA es
intersección completa hay que realizar algunas comprobaciones adicionales que consisten
en verificar si ciertos elementos deNm pertenecen a ciertos semigrupos. Concretamente,
se estudia el efecto de reducirB en el conjuntoA de partida comprobando la condición (b)
del Teorema 1.2.27 tras este proceso. Si no se obtiene una respuesta negativa, llegamos a
una situación en la que se aplica el Teorema 1.2.30 y hemos terminado:IA es intersección
completa.

Nuestro próximo objetivo es demostrar la corrección del mismo.

Teorema 2.2.4.SeaIA un ideal tórico simplicial, elAlgoritmo IC-simplicialdetermina si
IA es intersección completa o no.

Antes de probar el Teorema 2.2.4 introducimos un lema técnico que generaliza el
apartado (b) del Teorema 1.2.27. De hecho, (b) del Teorema 1.2.27 se obtiene del Lema
2.2.5 considerando los conjuntos unitariosV ′ = {a′k} para losk ∈ {1, . . . , n−1} tales que
a′k ∈ Cone(A(i,j) \ {a

′
k}).

Lema 2.2.5.Supongamos queai, aj ∈ H con1 ≤ i < j ≤ n satisfacen quemiai = mjaj
y sean

• V ′ un subconjunto propio deA(i,j) tal que dim(QV ′) = 1 y a := gcd(V ′) ∈
Cone(A(i,j) \ V

′),

• M := min{b ∈ Z+ | ba ∈
∑

a′
k
∈A(i,j)\V ′ Na′k}, y

• V := V ′ si a′i = gcd{ai, aj} /∈ V ′, oV := (V ′ \ {a′i}) ∪ {ai, aj} en caso contrario.

Si IA es intersección completa yMa ∈ NV ′, entoncesMa ∈ NV ∩ N(A \ V ).
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Algoritmo IC-simplicial

Entrada:A = {a1, . . . , an} ⊂ Nm tal queIA es simplicial
Salida: VERDADERO o FALSO

G := A
Vi := {ai}, ∀i ∈ {1, . . . , n}
mi := min{b ∈ Z+ | bai ∈ N (A \ {ai})} para todoai ∈ Cone(A \ {ai})
k := 0
while ∃ ai, aj ∈ G tales quemiai = mjaj do

if miai 6∈ N Vi ∩ N Vj then
return FALSO

end if
k := k + 1; an+k := gcd{ai, aj}; G := (G \ {ai, aj}) ∪ {an+k}; Vn+k := Vi ∪ Vj
if an+k ∈ Cone(G \ {an+k}) then
mn+k := min{b ∈ Z+ | b an+k ∈ NG}

end if
end while
B := G
repeat
G := B
for all ai ∈ G do

if ai /∈ Q (B \ {ai}) then
B := B \ {ai}

else
Bi := min{b ∈ Z+ | bai ∈ Z (B \ {ai})}
if Biai ∈ N(B \ {ai}) then

if Biai /∈ NVi ∩
∑

aj∈B\{ai}
N Vj then

return FALSO

end if
B := B \ {ai}

end if
end if

end for
until (B = ∅) OR (B = G)
if B 6= ∅ then

return FALSO

end if
return VERDADERO

Tabla 2.1: AlgoritmoIC-simplicial
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Demostración. Supongamos sin pérdida de generalidad quei = n − 1, j = n y sea
A ′ = A(n−1,n) = {a′1, . . . , a

′
n−1}, dondea′i = ai para todoi ∈ {1, . . . , n − 2} y a′n−1 =

gcd{an−1, an}. Por el Teorema 1.2.27 (a) se tiene queIA ′ ⊂ k[x1, . . . , xn−1] es intersec-
ción completa. Además, por (1.1) en la prueba del Teorema 1.2.27, si denotamos porψ
al morfismoψ : k[x] −→ k[x1, . . . , xn−1] tal queψ(xi) = xi parai ∈ {1, . . . , n − 2},
ψ(xn−1) = xmn

n−1, ψ(xn) = x
mn−1

n−1 ; entonces existenh = ht(IA ′) binomiosg1, . . . , gh ∈ IA
tales queIA ′ = (ψ(g1), . . . , ψ(gh)) ⊂ k[x1, . . . , xn−1].

ComoMa ∈ NV ′ ∩N(A′ \ V ′), se tiene queMa =
∑

a′u∈V
′ γua

′
u =

∑
a′v∈A

′\V ′ γva
′
v.

Por tanto, denotandoα :=
∑

a′u∈V
′ γueu y β :=

∑
a′v∈A

′\V ′ γvev, donde{e1, . . . , en−1}

es la base canónica deZn−1, tenemos que el binomiof := xα − xβ deA′-gradoMa ∈
Nm pertenece aIA ′. Por consiguiente,f = q1ψ(g1) + · · · + qhψ(gh), donde para todo
t ∈ {1, . . . , h} qt es o bien el polinomio nulo o un polinomioA ′-homogéneo deA ′-grado
Ma− degA ′(ψ(gt)) ∈ Nm.

Consideremos el morfismoΦ : k[x1, . . . , xn−1] −→ k[x1, . . . , xn−1] inducido porxk 7→
0 para todok ∈ {1, . . . , n − 1} tal quea′k /∈ V ′. Entonces,xα = Φ(q1)Φ(ψ(g1)) + · · · +
Φ(qh)Φ(ψ(gh)) y existenλ1, . . . , λn−1, δ1, . . . δn−1 ∈ N y i0 ∈ {1, . . . , h} que verifican:

• Φ(qi0) 6= 0,

• ψ(gi0) = xλ1
1 · · ·xλn−1

n−1 − xδ11 · · ·xδn−1

n−1 ,

• λr = 0 si a′r /∈ V ′ para todor ∈ {1, . . . , n− 1}, y

• δs 6= 0 para algúns ∈ {1, . . . , n− 1} tal quea′s /∈ V ′.

Entonces,Ma es componente a componente≥ queλ1a′1 + · · · + λn−1a
′
n−1 = δ1a

′
1 +

· · · + δn−1a
′
n−1, y Ma −

∑
a′u∈V

′ δua
′
u es componente a componente≥ queλ1a′1 + · · · +

λn−1a
′
n−1 −

∑
a′u∈V

′ δua
′
u = δ1a

′
1 + · · ·+ δn−1a

′
n−1 −

∑
a′u∈V

′ δua
′
u, que pertenece a

Z+a
⋂ ∑

a′u∈A
′\V ′

N a′u.

De la propia definición deM se deduce queδu = 0 para todoa′u ∈ V ′ y queMa =
degA ′(ψ(gi0)) = degA(gi0).

Si a′n−1 ∈ V ′, entoncesgi0 = xλ1
1 · · ·xλn−2

n−2 x
λn−1

n−1 x
λn
n − xδ11 · · ·xδn−2

n−2 , dondeλn−1, λn
son enteros no negativos tales queλn−1an−1 + λnan = λn−1a

′
n−1. Como consecuencia,

Ma = λ1a1 + · · ·+ λn−2an−2 + λn−1an−1 + λnan ∈ NV .

Si an+1 /∈ V ′, entoncesgi0 = xλ1
1 · · ·xλn−2

n−2 − xδ11 · · ·xδn−2

n−2 x
δn−1

n−1 x
δn
n , dondeδn−1, δn

son enteros no negativos tales queδn−1an−1 + δnan = δn−1a
′
n−1. Como consecuencia,

Ma = δ1a1 + · · ·+ δn−2an−2 + δn−1an−1 + δnan ∈ N(A \ V ). �

Demostración del Teorema 2.2.4.Es evidente que el algoritmo siempre termina, por tanto
tenemos que probar que IC-simplicial(A) = VERDADERO si y solo siIA es intersección
completa.
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Supongamos primero que para todoai, aj ∈ H se tiene quemiai 6= mjaj. En este
caso se observa queVi = {ai} para todoi ∈ {1, . . . , n}, que en el buclewhile no se
satisface la condición de entrada y que, por tanto, IC-simplicial(A) = VERDADERO si y
solo siAred = ∅ y por las Proposiciones 2.2.1 y 1.2.19 esto es equivalente a que IA sea
intersección completa.

Así pues, resta demostrar el resultado cuando existenai, aj ∈ H tales quemiai = mjaj .
Suponemos sin pérdida de generalidad quei = n − 1 y j = n. Asumamos que IC-
simplicial(A) = VERDADERO y probemos queIA es intersección completa. En particular,
demostraremos que cuando el algoritmo devuelve VERDADERO, durante la ejecución del
mismo se puede construir un conjuntoB que consta deht(IA) = n − r binomios que
generanIA, donder := dim(QA).

La construcción deB es la siguiente. Comenzamos conB := ∅. Durante la ejecución
del buclewhile, siempre que existanai, aj ∈ G tales quemiai = mjaj tenemos que
miai ∈ N Vi ∩ N Vj (ya que en caso contrario IC-simplicial(A) = FALSO). Por tanto
existen{γu | au ∈ Vi}, {γv | av ∈ Vj} ⊂ N tales quemiai =

∑
au∈Vi

γuau =
∑

av∈Vj
γvav

y denotamos

α :=
∑

au∈Vi

γueu ∈ Nm, β :=
∑

av∈Vj

γvev ∈ Nn

y B := B ∪ {xα − xβ}
Durante la ejecución del buclerepeat, siempre queBiai ∈ N (B \ {ai}), tenemos

queBiai ∈ N Vi ∩
∑

aj∈B\{ai}
N Vj ya que en caso contrario IC-simplicial(A) = FALSO).

Por tanto existe{γu | au ∈ Vi} ⊂ N y para todoaj ∈ (B \ {ai}) existe un conjunto

{γv | av ∈ Vj} ⊂ N tal queBiai =
∑

au∈Vi
γuau =

∑
aj∈B

(∑
av∈Vj

γvav

)
y denotamos

α :=
∑

au∈Vi

γueu ∈ Nn, β :=
∑

aj∈B\{ai}


∑

av∈Vj

γvev


 ∈ Nn

y B := B ∪ {xα − xβ}.
Dado quemn−1an−1 = mnan ∈ NVn−1∩NVn, durante la ejecución de IC-simplicial(A)

definimosδ1 := mn−1en−1 − mnen, an+1 := gcd{an−1, an}, Vn+1 := {an−1, an} y
G := {a1, . . . , an−2, an+1}. Si n = r + 1, todos los elementos deG son linealmente
independientes y solo se construye un binomiof := x

mn−1

n−1 − xmn
n durante la ejecución del

algoritmo, por tantoB = {f}. Además, de la definición demn−1 y mn, se deduce que
gcd{mn−1, mn} = 1; por tanto la matriz1×n cuya única fila eŝg es claramente dominante
y ∆1(A) = gcd{mn−1, mn} = 1, de donde por el Teorema 1.2.11, se tiene queIA = (B).

Asumimos que el resultado se cumple paran − 1 y lo probaremos paran. Durante la
ejecución de IC-simplicial(A), obtenemosB := {f1, . . . , fk}, dondef1 = x

mn−1

n−1 − xmn
n .

Además, si consideramosψ el homomorfismo del Teorema 1.2.30 se tiene que si ejecuta-
mos el algoritmo conA′ := A(n−1,n) = {a1, . . . , an−2, an+1} como entrada obtendremos
VERDADERO y el conjuntoB′ := ψ(B). Por hipótesis de inducciónIA′ es intersección
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completa y está generado minimalmente porB
′ y, por el Teorema 1.2.30 se deduce queIA

es intersección completa generado minimalmente porB.

Supongamos ahora queIA es intersección completa y probemos que IC-simplicial(A)
= VERDADERO por inducción sobren. Si n = r + 1 y mn−1an−1 = mnan, entonces es
fácil comprobar que IC-simplicial(A) = VERDADERO.

Asumiendo que el resultado es cierto paran − 1 lo probamos paran. Al ejecutar el
algoritmo conA como entrada se define:G := A, Vi := {ai} para todoi ∈ {1, . . . , n} y
mi := min{b ∈ Z+ | bai ∈ N (A \ {ai})} para todoai ∈ Cone(A \ {ai}).

Comomn−1an−1 = mnan ∈ N an−1 ∩ N an, denotamosan+1 := gcd{an−1, an},
Vn+1 := {an−1, an} y G := (G \ {an−1, an}) ∪ {an+1}; además, en caso de quean+1 ∈
Cone(G \ {an+1}), se define

mn+1 := min{b ∈ Z+ | ban+1 ∈
∑n−2

i=1 N ai}.

Sea ahoraA′ := {a1, . . . , an−2, an+1}. Por el Teorema 1.2.27 (a) sabemos queIA ′

es intersección completa y por hipótesis de inducción se sigue que IC-simplicial(A ′) =
VERDADERO. Ahora arrancamos el algoritmo conA ′ como entrada y tenemos que:

• G ′ := A ′ = G

• V ′
i := {ai}, para todoi ∈ {1, . . . , n− 2, n+ 1},

• m ′
i := min{b ∈ Z+ | bai ∈

∑
j∈{1,...,n−2,n+1}

j 6=i

N aj} para todoi ∈ {1, . . . , n−2, n+1}

tal queai ∈ Cone(G ′ \ {ai}).

Si i ∈ {1, . . . , n − 2} entoncesVi = V ′
i y si ai ∈ Cone(G ′ \ {ai}), entonces por el

Teorema 1.2.27 (b) se tiene quemi = m ′
i y si ademásan+1 ∈ Cone(G ′\{an+1}), entonces

m ′
n+1 = mn+1 por definición.

A partir de ahora continuaremos simultáneamente con la ejecución de IC-simplicial(A)
y IC-simplicial(A ′). A partir de este momento siempre tendremos queG ′ = G y, por
tanto,m′

i = mi, Vi = V ′
i si an+1 6∈ Vi y Vi = (V ′

i \ {an+1}) ∪ {an−1, an} si an+1 ∈ V ′
i .

Vamos a comprobar que en cualquier repetición del buclewhile, siempre quemiai = mjaj ,
entoncesmiai ∈ N Vi.

Como IC-simplicial(A ′) = VERDADERO, siempre quemiai = mjaj , tendremos que
miai ∈ N V ′

i . Si an+1 /∈ V ′
i , entoncesV ′

i = Vi y ya estaría. Sian+1 ∈ V ′
i , entonces

V ′
j = Vj y miai = mjaj ∈ NVj, de donde

mi = min{b ∈ Z+ | bai ∈
∑

au∈A′\V ′
i

N au}.

Dado que se satisfacen las hipótesis del Lema 2.2.5 parai = n − 1, j = n, V ′ = V ′
i y

M = mi, tenemos quemiai ∈ NVi, y análogamente llegamos a quemjaj ∈ NVj .

Ahora pasamos a estudiar el buclerepeat en la ejecución simultánea. Siempre ten-
dremos queB ′ = B y, por tanto, para todoai ∈ B se tiene queB′

i = Bi. Por tanto,

48



lo único que queda por demostrar es que siBiai ∈ NV ′
i ∩

∑
aj∈(B\{ai})

NV ′
j , entonces

Biai ∈ NVi ∩
∑

aj∈(B\{ai})
NVj .

En cualquier repetición de este bucle, si denotamos porC := ∪aj∈BVj , aplicando repeti-
das veces la Proposición 1.2.19 y el Teorema 1.2.27 (a), llegamos a queIC ⊂ k[xi | ai ∈ C]
es intersección completa. Desde el momento en quean−1, an 6∈ C, se tiene queV ′

i = Vi
para todoai ∈ B y entonces IC-simplicial(A) = VERDADERO. En caso de quean−1, an ∈
C, definimosm̃i := min{b ∈ Z+ | bai ∈

∑
ar∈C\{ai}

N ar} parai = n−1 y i = n y tenemos
quem̃n−1 an−1 = m̃n an puesmn−1an−1 = mnan.

Ahora supongamos queBiai ∈ N V ′
i ∩

∑
aj∈(B ′\{ai})

N V ′
j o, lo que es lo mismo, que

Biai ∈
∑

as∈V ′
i
N as ∩

∑
ar∈C ′\V ′

i
N ar. Entonces

Bi = min{b ∈ Z+ | bai ∈
∑

ar∈C ′\V ′
i

N ar}.

Tras aplicar el Lema 2.2.5 al ideal tóricoIC, tomandoi = n − 1, j = n, V ′ = V ′
i y

M = Bi, tenemos queBiai ∈ NVi y queBiai ∈
∑

aj∈C\Vi
N aj =

∑
aj∈(B\{ai})

NVj. Por
tanto IC-simplicial(A) = VERDADERO.

Ilustremos el funcionamiento del algoritmo con varios ejemplos, el primero de ellos
es un ejemplo muy simple de un ideal tórico simplicial de altura 2 que es intersección
completa; el segundo también es intersección completa de altura 5 y por último un ideal
tórico simplicial de altura4 que no es intersección completa.

Ejemplo 2.2.6. Consideremos el conjuntoA := {a1, a2, a3, a4} ⊂ N2 con a1 := (7, 0),
a2 := (0, 7), a3 := (2, 2) y a4 := (3, 3). Veamos, haciendo uso delAlgoritmo IC-simplicial
que el ideal tórico simplicialIA es intersección completa .

Comenzamos el algoritmo inicializando las variablesG := A y Vi := {ai} para i ∈
{1, 2, 3, 4}. Comoai ∈ Cone(A \ {ai}) para i ∈ {3, 4}, tenemos que

m3 := min{b ∈ Z+ | b a3 ∈
∑

j∈{1,2,4}

Naj} = 3, y

m4 := min{b ∈ Z+ | b a4 ∈
∑

j∈{1,2,3}

Naj} = 2.

Observamos que3a3 = m3a3 = m4a4 = 2a4. Por tanto definimosa5 := gcd{a1, a2} =
(gcd{2, 3}, gcd{2, 3}) = (1, 1),G := (G\{a3, a4})∪{a5} = {a1, a2, a5} yV5 := V3∪V4 =
{a3, a4}. Comoa5 ∈ Cone(G \ {a5}), también definimosm5 := min{b ∈ Z+ | ba5 ∈
Na1 + Na2} = 7.

Como no existenai, aj ∈ G tales quemiai = mjaj, tomamosB := G = {a1, a2, a5}.
Si denotamosBi := min{b ∈ Z+ | bai ∈ Z(G \ {ai})} para i ∈ {1, 2, 5}, llegamos a que
B1 = B2 = 1 y queB5 = 7. Se observa queBiai = ai /∈ N(G \ {ai}) para i ∈ {1, 2}.
Sin embargo,B5a5 = 7a5 = 2a3 + a4 ∈ NV5 = N{a3, a4} y B5a5 = 7a5 = a1 + a2 ∈
NV1 + NV2 = N{a1, a2}.
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AhoraB := B \ {a5} = {a1, a2}, y comoa1 y a2 son linealmente independientes lleg-
amos finalmente a queB = ∅ y IC-simplicial(A) devuelveVERDADERO. Por consiguiente,
IA es intersección completa.

Ejemplo 2.2.7. Consideremos el conjuntoA := {a1, a2, a3, a4, a5, a6, a7, a8} ⊂ N3 con
a1 := (52, 0, 0), a2 := (0, 52, 0), a3 := (0, 0, 52), a4 := (20, 30, 100), a5 := (28, 42, 140),
a6 := (30, 45, 150), a7 := (42, 63, 210) y a8 := (52, 52, 78). Veamos, haciendo uso del
Algoritmo IC-simplicialqueIA es intersección completa .

Comenzamos el algoritmo inicializando las variablesG := A y Vi := {ai} para todo
i ∈ {1, . . . , 8}. Para i ∈ {4, 5, 6, 7, 8} se tiene queai ∈ Cone(A \ {ai}) y definimos

mi := min{b ∈ Z+ | b ai ∈
∑

j∈{1,...,8}
j 6=i

Naj},

llegando a quem4 = 3,m5 = 3,m6 = 2,m7 = 2 ym8 = 2.

Se observa que3a4 = m4a4 = m6a6 = 2a6. Por tanto tomamosa9 := gcd{a4, a6} =
(10, 15, 50), G := (G \ {a4, a6}) ∪ {a9} = {a1, a2, a3, a5, a7, a8, a9} y V9 := V4 ∪ V6 =
{a4, a6}. Comoa9 ∈ Cone(G \ {a9}), también definimos

m9 := min{b ∈ Z+ | ba9 ∈
∑

i∈{1,2,3,5,7,8}

Nai} = 7.

Se observa que3a5 = m5a5 = m7a7 = 2a7. Por tanto tomamosa10 := gcd{a5, a7} =
(14, 21, 70), G := (G \ {a5, a7}) ∪ {a10} = {a1, a2, a3, a8, a9, a10} y V10 := V5 ∪ V7 =
{a5, a7}. Comoa10 ∈ Cone(G \ {a10}), también definimos

m10 := min{b ∈ Z+ | ba10 ∈
∑

i∈{1,2,3,8,9}

Nai} = 5.

.

Ahora observamos que7a9 = m9a9 = m10a10 = 5a10 y comprobamos que7a9 =
2a4 + a6 = a5 + a7 ∈ NV9 ∩ NV10. Por tanto, definimosa11 := gcd{a9, a10} = (2, 3, 10),
G := (G \ {a9, a10}) ∪ {a11} = {a1, a2, a3, a8, a11} y V11 := V9 ∪ V10 = {a4, a5, a6, a7}.
Comoa11 ∈ Cone(G \ {a11}), también definimos

m11 := min{b ∈ Z+ | ba11 ∈
∑

i∈{1,2,3,8}

Nai} = 52.

Como no existenai, aj ∈ G tales quemiai = mjaj , tomamosB := G, si denotamos
Bi := min{b ∈ Z+ | bai ∈ Z(B\{ai})} parai ∈ {1, 2, 3, 8, 11}, llegamos a queB11 = 52.
Se observa queB11a11 = 52a11 = a4 + 2a7 ∈ NV11 y queB11a11 = 52a11 = a2 + 7a3 +
2a8 ∈

⋃
i∈{1,2,3,8}NVi y definimosB := B \ {a11}.

Ahora denotandoB′
i := min{b ∈ Z+ | bai ∈ Z(G \ {ai})} para i ∈ {1, 2, 3, 8},

llegamos a queB′
8 = 2. Se observa queB′

8a8 = 2a8 ∈ NV8 y queB′
8a8 = 2a1+2a2+3a3 ∈⋃

i∈{1,2,3}NVi y definimosB := B \ {a8}.
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Tenemos queB = {a1, a2, a3}, y comoa1, a2 y a3 son linealmente independientes lle-
gamos finalmente a queB = ∅ y IC-simplicial(A) devuelveVERDADERO. Por consi-
guiente,IA es intersección completa.

Ejemplo 2.2.8. Consideremos el conjuntoA := {a1, a2, a3, a4, a5} ⊂ N con a1 := 45,
a2 := 70, a3 := 75, a4 := 98 y a5 := 147 del Ejemplo 1.2.29y comprobemos, haciendo
uso delAlgoritmo IC-simplicial, queIA no es intersección completa como ya indicamos.

Comenzamos el algoritmo inicializando las variablesG := A y Vi := {ai} para todo
i ∈ {1, 2, 3, 4, 5}. Para i ∈ {1, 2, 3, 4, 5} se tiene queai ∈ Cone(A \ {ai}) y definimos

mi := min{b ∈ Z+ | b ai ∈
∑

j∈{1,...,5}
j 6=i

Naj},

llegando a quem1 = 5,m2 = 3,m3 = 3,m4 = 3 ym5 = 2.

Se observa que5a1 = m1a1 = m3a3 = 3a3. Por tanto, tomamosa6 := gcd{a1, a3} =
15, G := (G \ {a1, a3}) ∪ {a6} = {a2, a4, a5, a6} y V6 := V1 ∪ V3 = {a1, a3}. Como
a6 ∈ Cone(G \ {a6}), también definimos

m6 := min{b ∈ Z+ | ba6 ∈
∑

i∈{2,4,5}

Nai} = 14.

Se observa que3a4 = m4a4 = m5a5 = 2a5. Por tanto, definimosa7 := gcd{a4, a5} =
49, G := (G \ {a4, a5}) ∪ {a7} = {a2, a6, a7} y V7 := V4 ∪ V5 = {a4, a5}. Como
a7 ∈ Cone(G \ {a7}), también definimos

m7 := min{b ∈ Z+ | ba7 ∈ Na2 + Na6} = 5.

Se observa que3a2 = m2a2 = m6a6 = 14a6 y se comprueba que210 = m2a2 =
3a1 + a3 ∈ NV6 = N{a1, a3}. Por tanto, definimosa8 := gcd{a2, a6} = 5, G := (G \
{a2, a6}) ∪ {a8} = {a7, a8} y V8 := V2 ∪ V6 = {a1, a2, a3}. Comoa8 ∈ Cone(G \ {a8}),
también definimosm8 := min{b ∈ Z+ | ba8 ∈ Na7} = 49.

Finalmente observamos que5a7 = m7a7 = m8a8 = 49a8 y que5a7 = a4 + a5 ∈
NV7 = N{a4, a5}, pero5a7 /∈ NV8 = N{a1, a2, a3}, por consiguienteIC-simplicial(A)
devuelveFALSO e IA no es intersección completa.

Nota 2.2.9.La demostración delTeorema 2.2.4también nos muestra cómo obtener un sis-
tema minimal de generadores deIA cuando este es intersección completa mientras se está
ejecutando elAlgoritmo IC-simplicial. Es importante recalcar que para obtener el sistema
minimal de generadores no hay que hacer ningún cálculo adicional, sino los propios del
Algoritmo IC-simplicial. De forma más precisa, los binomios que conforman el sistemade
generadores deIA se obtienen de la siguiente forma:

1. Durante la ejecución del buclewhile, siempre que existanai, aj ∈ G tales que
miai = mjaj tendremos quemiai ∈ N Vi ∩ N Vj. Por tanto existen{γu | au ∈ Vi},
{γv | av ∈ Vj} ⊂ N tales quemiai =

∑
au∈Vi

γuau =
∑

av∈Vj
γvav y construimos el

binomiog :=
∏

au∈Vi
xγuu −

∏
av∈Vj

xγvv .
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2. Durante la ejecución del buclerepeat, siempre queBiai ∈ N Vi ∩
∑

aj∈B\{ai}
N Vj,

existe{γu | au ∈ Vi} ⊂ N y para todoaj ∈ B \ {ai} existe un conjunto{γv | av ∈

Vj} ⊂ N tales queBiai =
∑

au∈Vi
γuau =

∑
aj∈B\{ai}

(∑
av∈Vj

γvav

)
y construimos

el binomiog :=
∏

au∈Vi
xγuu −

∏
aj∈B\{ai}

(
∏

av∈Vj
xγvv ).

Ilustremos este procedimiento en los ejemplos anteriores en queIA es intersección
completa.

Ejemplo 2.2.10. En el Ejemplo 2.2.6habíamos visto queIA es intersección completa
dondeA := {a1, a2, a3, a4} ⊂ N2 cona1 := (7, 0), a2 := (0, 7), a3 := (2, 2) y a4 := (3, 3).
Veamos cómo se obtiene un sistema minimal de generadores deIA durante la ejecución del
Algoritmo IC-simplicial.

• Tras calcularm3 y m4 observamos que3a3 = m3a3 = m4a4 = 2a4; por tanto
definimosg1 := x33 − x24.

• Al definir a5 := gcd{a3, a4} = (1, 1) y calcularB5 observamos queB5a5 = 7a5 =
a1+ a2 = 2a3+ a4 ∈ N{a1, a2}∩N{a3, a4}, entonces definimosg2 := x1x2−x23x4.

Como el algoritmo terminó devolviendoVERDADERO, entones podemos concluir que
IA es intersección completa y está minimalmente generado por{g1, g2}.

Ejemplo 2.2.11. En el Ejemplo 2.2.7habíamos visto queIA es intersección completa
dondeA := {a1, a2, a3, a4, a5, a6, a7, a8} ⊂ N3 cona1 := (52, 0, 0), a2 := (0, 52, 0), a3 :=
(0, 0, 52), a4 := (20, 30, 100), a5 := (28, 42, 140), a6 := (30, 45, 150), a7 := (42, 63, 210)
y a8 := (52, 52, 78). Veamos cómo se obtiene un sistema minimal de generadores deIA
durante la ejecución delAlgoritmo IC-simplicial.

• Calculamosm4, m5, m6, m7 ym8 y, dado que3a4 = m4a4 = m6a6 = 2a6, defini-
mosg1 := x34 − x26.

• Definimosa9 := gcd{a4, a6} = (10, 15, 50), calculamosm9 y, dado que3a5 =
m5a5 = m7a7 = 2a7, definimosg2 := x35 − x27.

• Definimosa10 := gcd{a5, a7} = (14, 21, 70), calculamosm10 y, dado que7a9 =
m9a9 = m10a10 = 5a10 y quem9a9 = 2a4 + a6 = a5 + a7 ∈ NV9 ∩NV10, definimos
g3 := x24x6 − x5x7.

• Posteriormente calculamosB11 y, dado queB11a11 = 52a11 = a4 + 2a7 = a2 +
7a3 + 2a8 ∈ N{a4, a5, a6, a7} ∩ N{a1, a2, a3, a8}, definimosg4 := x4x

2
7 − x2x

7
3x

2
8.

• Finalmente calculamosB′
8 y, dado queB′

8a8 = 2a8 = 2a1 + 2a2 + 3a3 ∈ N{a8} ∩
N{a1, a2, a3}, definimosg5 := x28 − x21x

2
2x

3
3.

Como el algoritmo terminó devolviendoVERDADERO, entones podemos concluir que
IA es intersección completa y está minimalmente generado por{g1, g2, g3, g4, g5}.

52



2.3 Ideales tóricos simpliciales homogéneos intersección
completa y sus variedades

En esta sección estudiamos los ideales tóricos simpliciales que son homogéneos. Comen-
zamos por demostrar que son de la formaIA conA = {de1, . . . , dem, am+1, . . . , an} ⊂ Nm,
donde

∑m
j=1 aij = d para todoi ∈ {m+ 1, . . . , n}.

Proposición 2.3.1.Un ideal I ⊂ k[x] es un ideal tórico simplicial homogéneo si y solo
si existeA = {de1, . . . , dem, am+1, . . . , an} ⊂ Nm con d =

∑m
j=1 aij para todo i ∈

{m+ 1, . . . , n} tal queI = IA.

Demostración.(⇒) En vista de la Proposición 2.1.2, al serI un ideal tórico simplicial,
existeA = {de1, . . . , dem, am+1, . . . , an} ⊂ Nm tal queI = IA. Como ademásIA es
homogéneo, por la Proposición 1.1.7 existew = (w1, . . . , wm) ∈ Qm tal que(dei) · w = 1
para todoi ∈ {1, . . . , m} y ai · w = 1 para todoi ∈ {m + 1, . . . , n}. De la igualdad
(dei) · w = 1 para todoi ∈ {1, . . . , m} se tiene quew debe ser el vectorw = 1

d
(1, . . . , 1);

como ademásai · w = 1, se concluye que
∑m

j=1 aij = d para todoi ∈ {m+ 1, . . . , n}.
(⇐) De la Proposición 2.1.2 y de la Proposición 1.1.7 conw = 1

d
(1, . . . , 1) se sigue el

resultado.

Para todo ideal tórico simplicial homogéneoIA, su variedad asociadaV (IA) ⊂ Pn−1
k

se denominavariedad tórica simplicial proyectiva. Si k es un cuerpo algebraicamente
cerrado yA tiene la forma indicada en la Proposición 2.3.1, en virtud dela Proposición
2.1.4 (también por [26, Theorem 12 of Chapter8, §5]) se tiene queΓA = V (IA).

Para esta familia de ideales tóricos el Algoritmo IC-simplicial se puede simplificar no-
tablemente, como muestra el siguiente resultado.

Corolario 2.3.2. SeaIA un ideal tórico simplicial homogéneo. Entonces,

IA es intersección completa⇐⇒Ared = ∅.

Demostración.(⇐)Por el Teorema 1.2.21.(⇒)Si IA es un ideal tórico simplicial homogé-
neo, entoncesλai 6= aj para todoλ ∈ Q, de dondemiai 6= mjaj para todoai, aj ∈ H. Por
la Proposición 2.2.1 se tiene que siIA es intersección completa entoncesAred = ∅.

De este resultado se desprende un método efectivo para determinar si un ideal tórico
simplicial homogéneoIA es intersección completa. Concretamente,IA es intersección
completa si y solo si la salida del algoritmo de la Tabla 1.1 esel vacío. Es más, en virtud de
la Nota 1.2.24 o de la Nota 2.2.9, en caso de que un ideal tóricosimplicial homogéneo sea
intersección completa, obtenemos sin ningún esfuerzo adicional un conjunto de binomios
que genera minimalmente el ideal tórico.

Dedicamos el resto de esta sección a clasificar de las variedades tóricas simpliciales
proyectivas lisas o con un único punto singular que son intersección completa idealista.
Recordar que una variedad esintersección completa idealistasi su ideal asociado es inter-
sección completa. Esta clasificación surge como consecuencia teórica del Corolario 2.3.2
y del Teorema 1.1.11. Concretamente, los resultados a probar son los siguientes.
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Teorema 2.3.3.Seank un cuerpo algebraicamente cerrado yX ⊂ Pn−1
k una variedad

tórica simplicial proyectiva lisa. Entonces,X es intersección completa idealista si y solo
si n = 3 yX es la curva monomial proyectiva plana definida paramétricamente por

x1 = u21, x2 = u22, x3 = u1u2.

Teorema 2.3.4.Seank un cuerpo algebraicamente cerrado yX ⊂ Pn−1
k una variedad

tórica simplicial proyectiva con exactamente un punto singular. Entonces,X es intersec-
ción completa idealista si y solo si

• o bienX es la curva monomial proyectiva dePn−1
k de gradod ≥ 3 definida por

x1 = ud1, x2 = ud2, x3 = ud−1
1 u2, x4 = ud−d4

1 ud42 . . . , xn = ud−dn
1 udn2 ,

donde1 < d4 < · · · < dn < d y d4 | d5 | · · · | dn | d

• oX es la superficie monomial proyectiva deP3
k definida por

x1 = u21, x2 = u22, x3 = u23, x4 = u1u2.

Para llegar a estos resultados antes estudiamos las piezas afines que recubren una varie-
dad tórica simplicial proyectiva cuandok es algebraicamente cerrado. SeaX = V (IA) ⊂
Pn−1
k una variedad tórica simplicial proyectiva conA = {de1, . . . , dem, am+1, . . . , an} ⊂

Nm. Consideramos la piezas afines{X ∩Ui}ni=1 deX, siendoUi = Pn−1
k \V (xi) para todo

i ∈ {1, . . . , n}. Se tiene que, al serX simplicial, lasm primeras piezas afines son sufi-
cientes para recubrirX. Es decir,X =

⋃m
i=1 (X∩Ui). En efecto, sip = (p1 : · · · : pn) ∈ X

y p /∈ Ui para todo1 ≤ i ≤ m, entoncesp1 = · · · = pm = 0. Ahora∀j ∈ {m+ 1, . . . , n}
consideramos el binomiofj := xdj −

∏m
k=1 x

ajk
k ∈ IA. Comofj(p) = 0, se deduce que

pj = 0 para todoj ∈ {m+ 1, . . . , n}, cosa que no es posible.
Veamos que estas piezas afines son homeomorfas a variedades tóricas simpliciales

afines. Recordar que para todoi ∈ {1, . . . , n}, Ui ≃ An−1
k vía

(b1 : . . . : bn) 7→ (b1/bi, . . . , bi−1/bi, bi+1/bi, . . . , bn/bi).

Si para todoi ∈ {1, . . . , m} y para todoj ∈ {m+ 1, . . . , n} denotamos

a
(i)
j := (aj1, . . . , aji−1, aji+1, . . . , ajm) ∈ Nm−1

y A(i) := {dē1, . . . , dēm−1, a
(i)
m+1, . . . , a

(i)
n } ⊂ Nm−1 donde{ē1, . . . , ēm−1} es la base

canónica deZm−1, entonces la pieza afínX ∩ Ui es homeomorfa a la variedad tórica sim-
plicial afínYi := V (IA(i)).

De esta forma,X es lisa si y solo siYi es lisa para todoi ∈ {1, . . . , m}. El siguiente
lema aporta un criterio para determinar cuándo una variedadtórica simplicial afín es lisa.
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Lema 2.3.5.SeaA = {de1, . . . , dem, am+1, . . . , an} ⊂ Nm y para todoj ∈ {1, . . . , m}
denotamosλj := min{k ∈ Z+ | kej ∈ A}. Supongamos quek es un cuerpo algebraica-
mente cerrado. Entonces, la variedad tórica simplicial afín V (IA) ⊂ An

k es lisa⇐⇒
∀j ∈ {1, . . . , m} : λj | d y λj | aij para todoi ∈ {m+ 1, . . . , n}.

Demostración. En virtud del Teorema 1.1.11,V (IA) es lisa si y solo si el semigrupo
NA admite un sistema de generadoresI formado porm = dim(QA) elementos. Como
{λ1e1, . . . , λmem} está contenido en cualquier sistema de generadores deNA, se tiene que
V (IA) es lisa si y solo si{λ1e1, . . . , λmem} es sistema generador deNA, de donde el
resultado.

Haciendo uso del Lema 2.3.5 vamos a probar la siguiente proposición, que es conse-
cuencia del Corolario 2.3.2 y de utilidad en las demostraciones de los Teoremas 2.3.3 y
2.3.4.

Proposición 2.3.6.Seank un cuerpo algebraicamente cerrado yX = V (IA) ⊂ Pn−1
k

una variedad tórica simplicial proyectiva conA = {de1, . . . , dem, am+1, . . . , an} ⊂ Nm y∑n
j=1 aij = d para todoi ∈ {m+1, . . . , n}. Supongamos que existenr, s : 1 ≤ r < s ≤ m

tales queX \ V (xr, xs) está contenido en el lugar no singular deX. Entonces,X es
intersección completa idealista si y solo sin = m + 1 yX viene dada paramétricamente
por

x1 = u21, . . . , xm = u2m, xm+1 = urus.

Demostración.Supongamos quegcd{d, aij |m + 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m} = 1 y que
r = 1 y s = 2. Entonces,Yk = V (IA(k)) es lisa parak ∈ {1, 2}. Nuestro primer objetivo
es demostrar quee1 + (d− 1)e2, (d− 1)e1 + e2 ∈ A. Denotamos

λ1j := min{k ∈ Z+ | (d− k)e1 + kej ∈ A} para todo j ∈ {2, . . . , m}, y

λ2j := min{k ∈ Z+ | (d− k)e2 + kej ∈ A} para todo j ∈ {1, 3, . . . , m}.

Por el Lema 2.3.5 se tiene que para todok ∈ {1, 2}

λkj | d y λkj | aij para todoi ∈ {m+ 1, . . . , n} y j ∈ {1, . . . , m} \ {k}.

Denotamosλ := λ12 y veamos queλ = 1. En efecto,λ | d y, comoλ21e1+(d−λ21)e2 ∈
A, entoncesλ | d−λ21, lo que implica queλ | λ21 y por un argumento análogo obtenemos
queλ = λ21. Además, para todoj ≥ 3, (d−λ1j)e1+λ1jej ∈ A, lo que implica queλ | λ1j
y como consecuenciaλ | gcd{d, aij |m+ 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m} = 1. Por tanto,λ = 1 y
(d− 1)e1 + e2, e1 + (d− 1)e2 ∈ A.

Si d > 2, podemos suponer sin pérdida de generalidad quean−1 = e1+(d−1)e2 y que
an = (d− 1)e1 + e2. La igualdadan−1 + an = de1 + de2 implica quede1, de2, an−1, an ∈
Ared y por el Corolario 2.3.2 obtenemos queIA no puede ser intersección completa.

Si d = 2, hemos probado quee1 + e2 ∈ A. Si n = m + 1 se tiene queA =
{2e1, . . . , 2em, e1 + e2}, en cuyo casoBn = 2, 2an = 2e1 + 2e2 y {2e1, . . . , 2em} son
Q-linealmente independientes, entoncesAred = ∅ e IA es intersección completa por el
Teorema 1.2.21. Sin > m+ 1, entonces existeei + ej ∈ A conj ≥ 3, i 6= j
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• si i = 1, entoncesλ2j = 1, lo que significa quee2 + ej ∈ A

• si i = 2, entoncesλ1j = 1, lo que significa quee1 + ej ∈ A

• si i ≥ 3, entoncesλ1j = λ2j = 1 lo que significa quee1 + ej , e2 + ej ∈ A

En cualquiera de los tres casos hemos probado quee1 + ej y e2 + ej pertenecen aA
conj entero fijo≥ 3. Comoe1 + e2 ∈ A y 2e1, 2e2, 2ej son también elementos deA, la
igualdad siguiente

(e1 + ej) + (e2 + ej) + (e1 + e2) = 2e1 + 2e2 + 2ej

que involucra elementos deA nos dice queAred no puede ser vacío pues contiene en
particular a esos6 elementos. En virtud del Corolario 2.3.2,IA no es intersección completa
y se tiene el resultado.

Demostración del Teorema 2.3.3.SeaA = {de1, . . . , dem, am+1, . . . , an} ⊂ Nm con∑m
j=1 aij = d para todoi ∈ {m + 1, . . . , n} tal queX = V (IA). Aplicando la Proposi-

ción 2.3.6 conr = 1 y s = 2 se deduce queX viene dada paramétricamente porx1 =
u21, . . . , xm = u2m, xm+1 = u1u2 y, por tanto,X = V (IB) conB = {2e1, . . . , 2em, e1 +
e2} ⊂ Nm. Sim ≥ 3, Y3 no es lisa por el Lema 2.3.5, de donde el resultado.

Demostración del Teorema 2.3.4.SeaA = {de1, . . . , dem, am+1, . . . , an} ⊂ Nm con∑m
j=1 aij = d para todoi ∈ {m+1, . . . , n} tal queX = V (IA). ComoX tiene exactamente

un punto singular, entonces habrá solo una carta afínYi que no es lisa coni ∈ {1, . . . , m}.
En efecto, si existieseni, j : 1 ≤ i < j ≤ m tales queYi, Yj no son lisas, por ejemploY1 e
Y2, entonces por el Teorema 1.1.11,0 ∈ Y1 ⊂ An−1

k es un punto singular deY1 que se cor-
responde con el punto singular(1 : 0 : · · · : 0) ∈ X y 0 ∈ Y2 ⊂ An−1

k es un punto singular
deY2 que se corresponde con el punto singular(0 : 1 : 0 : · · · : 0) ∈ X. Supondremos pues
que las cartas afinesY1, . . . , Ym−1 son lisas. Sim ≥ 3, por la Proposición 2.3.6, se obtiene
directamente quem = 3, n = 4 y X viene dada paramétricamente por

x1 = u21, x2 = u22, x3 = u23, x4 = u1u2.

Así pues, solo queda considerar el caso de las curvas monomiales proyectivas con exac-
tamente un punto singular. En este caso tenemos quea3 = (d − d3)e1 + d3e2, . . . , an =
(d − dn)e1 + dne2 y podemos asumir qued3 < · · · < dn < d y gcd{d, d3, . . . , dn} = 1.
Tenemos queY1 = V (IA(1)) conA(1) = {d, d3, . . . , dn}. En virtud del Lema 2.3.5, se tiene
queY1 es lisa si y solo sid3, que es igual amin(A(1)), divide a todos los elementos deA(1).
Comogcd{d, d3, . . . , dn} = 1, entoncesd3 = 1.

Ahora probaremos por inducción sobren ≥ 3 queIA con

A = {de1, de2, (d− 1)e1 + e2, (d− d4)e1 + d4e2, . . . , (d− dn)e1 + dne2}

es intersección completa si y solo sid4 | · · · | dn | d.
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Si n = 3 tenemos queA = {de1, de2, (d−1)e1+e2}. En este caso se tiene queB3 = d
y da3 = (d− 1)de1 + de2, siendoB3 = min{b ∈ Z+ | ba3 ∈ Zde1 +Zde2}. Comode1, de2
sonQ-linealmente independientes,Ared = ∅ y por el Corolario 2.3.2,IA es intersección
completa.

Supongamos ahora quen ≥ 4 y observamos queai = dia3 + (1 − di)de1 para todo
i ∈ {4, . . . , n}, de dondeBi = 1. Además es fácil comprobar queba3 ∈

∑
i∈{1,...,n}

i6=3
Zai si

y solo sib ∈
∑n

i=4 Zdi + Zd, de dondeB3 = gcd{d4, . . . , dn, d}. Teniendo esto en cuenta

B3a3 ∈
∑

j∈{4,...,n}Naj + Nde1 + Nde2 ⇐⇒ d4 = gcd{d4, . . . , dn, d},

ya que siB3a3 ∈
∑

j∈{4,...,n}Naj+Nde1+Nde2, entonces se tiene quegcd{d4, . . . , dn, d} ∈∑m
j=4Ndj + Nd y comogcd{d4, . . . , dn, d} ≤ d4 < · · · < dn < d esto solo es posible si

d4 = gcd{d4, . . . , dn, d}. Además en este caso se tiene queB3a3 = a4 + (d4 − 1)de1.

Por tanto, sid4 6= gcd{d4, . . . , dn, d}, Ared 6= ∅ e IA no es intersección completa por
el Corolario 2.3.2. En caso contrario, es decir, sid4 = gcd{d4, . . . , dn, d}, en virtud de la
Proposición 1.2.19 y del Lema 1.2.17, se tiene queIA es intersección completa si y solo si
IA\{a3} es intersección completa. Además, en este caso, si denotamos d ′ := d/d4 ∈ Z+,
d ′
i := di/d4 ∈ Z+ para todoi ∈ {4, . . . , n} y A ′ := {d ′e1, d

′e2, (d
′ − 1)e1 + e2, (d

′ −
d ′
5)e1 + d ′

5e2, . . . , (d
′ − d ′

n)e1 + d ′
ne2}, es evidente queIA\{a3} = IA ′. Por hipótesis de

inducciónIA ′ es intersección completa si y solo sid ′
5 | · · · | d

′
n | d ′, lo que implica queIA

es intersección completa⇐⇒ d4 | d5 | · · · | dn | d.

Hay que señalar que en las demostraciones de los Teoremas 2.3.3 y 2.3.4 y de la
Proposición 2.3.6 en la que se basan, se ha ejecutado teóricamente el algoritmo de la Tabla
1.1. Por tanto, se obtienen fácilmente las ecuaciones implícitas que definen las variedades
tóricas simpliciales proyectivas que son intersección completa idealista citadas con anteri-
oridad siguiendo la Nota 1.2.24. Obtenemos los siguientes resultados.

Corolario 2.3.7. Seak un cuerpo algebraicamente cerrado yX ⊂ Pn−1
k una variedad

tórica simplicial proyectiva lisa. Entonces,X es intersección completa idealista si y solo
siX es la curva enP2

k con ecuaciónx23 − x1x2 = 0.

Corolario 2.3.8. Seak un cuerpo algebraicamente cerradoX ⊂ Pn−1
k una variedad tórica

simplicial proyectiva con exactamente un punto singular. Entonces,X es intersección
completa idealista si y solo si

• o bienX es la curva monomial enPn−1
k definida por





xb33 − xb3−1
1 x4 = 0

xb44 − xb4−1
1 x5 = 0

...
x
bn−1

n−1 − x
bn−1−1
1 xn = 0

xbnn − xbn−1
1 x2 = 0
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donde o bienn ≥ 4 y b3, . . . , bn ≥ 2, on = 3 y b3 ≥ 3.

• oX es la superficie enP3
k de grado2 con ecuaciónx24 − x1x2 = 0.

2.4 cisimplicial.lib

Hemos implementado en ANSI C y en SINGULAR [29] los algoritmos propuestos en las dos
secciones anteriores para determinar si un ideal tórico simplicial o un ideal tórico simplicial
homogéneo es intersección completa. En particular, la implementación para SINGULAR

dio lugar a la libreríacisimplicial.lib [7] que se distribuye con el software en su
versión 3-1-4 y posteriores. Esta librería sustituye a la anteriorcimonom.lib [6] que se
distribuyó entre las versiones 3-0-2 y 3-1-3 y que contiene las funciones necesarias para
determinar si el ideal tórico asociado a una curva monomial afín es intersección completa.
La nueva libreríacisimplicial.lib, no solo generaliza sino que también mejora la
anterior, si bien utiliza alguna de las funciones de la misma. En esta sección explicaremos
los detalles de la implementación decisimplicial.lib.

Dado un ideal tórico simplicial homogéneoIA, haciendo uso del Corolario 2.3.2 una
forma de determinar siIA es intersección completa, es verificando siAred = ∅. Para este
fin y siguiendo el esquema que indica la Tabla 1.1 hay que diseñar procedimientos que
resuelvan los siguientes problemas:

• comprobar si un elementob ∈ Nm pertenece a un subsemigrupo deNm

• si ai ∈
∑

j∈{1,...,n}
j 6=i

Qaj , calcularBi := min{b ∈ Z+ | b ai ∈
∑

j∈{1,...,n}
j 6=i

Z aj}

Para diseñar un método efectivo que determine si un ideal tórico simplicial no homogé-
neoIA es intersección completa siguiendo el Algoritmo IC-simplicial de la Tabla 2.1, a los
dos problemas anteriores hay que sumarle el de comprobar si existenai, aj ∈ H tales que
miai = mjaj . Este problema lo resolvemos mediante el cálculo de losmi que son losmi

para subsemigrupos deN.
Dedicamos las siguientes subsecciones a abordar cada uno deestos problemas y termi-

namos evaluando el funcionamiento de la librería de SINGULAR.

2.4.1 El problema de pertenencia a un semigrupo

Este es un problema de decisión que consiste en, dadob ∈ Nm y una familia finita de
vectoresA = {a1, . . . , an} ∈ Nm, decidir sib pertenece o no al subsemigrupoNA deNm o,
equivalentemente, decidir si existenv1, . . . , vn ∈ N tales queb =

∑
viai. Evidentemente,

este problema de decisión es equivalente al de decidir si el sistema de ecuacionesAv = b
tiene una soluciónv ∈ Nn, dondeA es una matrizm × n con coeficientes naturales y
b ∈ Nm.

Este problema, que esNP-completo (ver [70]), ha sido ampliamente tratado en la
bibliografía, cabe destacar el algoritmo basado en Teoría de Grafos propuesto por Conte-
jean y Devie en [24], para otros métodos alternativos recomendamos el trabajo de Pisón
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y Vignerón [83] y las referencias que allí se encuentran. Para resolver este problema nos
hemos decantado por un procedimiento de enumeración exhaustiva.

Encisimplicial.lib hemos implementado la funciónbelongSemigroup que
recibe como argumentos de entrada un vectorb ∈ Nm y una matrizA de tamañom × n
y entradas enteras no negativas y devuelve un vectorv ∈ Nn tal queAv = b, o −1 si
tal vector no existe. Por tanto, si ponemos enA los vectores deA = {a1, . . . , an} por
columnas, entoncesb ∈ NA si y solo si existev = (v1, . . . , vn) ∈ Nn tal queAv = b;
además en caso de existir tal vector, tenemos queb =

∑n
i=1 viai.

Ejemplo 2.4.1. Ejemplo de llamada de la funciónbelongSemigroup:

> intmat A[3][4] = 10, 3, 2, 1,
2, 1, 1, 3,
5, 0, 1, 2;

> intvec b = 23,12,10;
> intvec c = 12,4,1;
> belongSemigroup(b,A);

1,3,1,2 // A * (1 3 1 2) t = b
> belongSemigroup(c,A);

0 // A * x = c no tiene solución x ∈ Nn

2.4.2 El cálculo deBi

Por simplicidad de notación en esta sección trataremos el cálculo deB1. Esto es, dado
A = {a1, . . . , an} ⊂ Nm tal quea1 ∈ Q(A \ {a1}), buscamos calcularB1 := min{b ∈
Z+ | ba1 ∈

∑n
i=2 Zai}. Para resolver este problema usaremos el siguiente resultado.

Lema 2.4.2.SeaA = {a1, . . . , an} ⊂ Nm tal quea1 ∈
∑

i∈{2,...,n}Q ai. Entonces,

B1 =
Card(T (Zm/

∑
i∈{2,...,n} Zai))

Card(T (Zm/
∑

i∈{1,...,n} Zai))
,

dondeT (−) denota el subgrupo de torsión de un grupo abeliano.

Para probar este lema, recordamos un resultado clásico de Heger [52].

Proposición 2.4.3.[52, Página 51] SeaA una matriz enteram×n y seab ∈ Zm un vector
columna tal quer := rk(A) = rk([A b]). Entonces, el sistemaAx = b tiene solución
x ∈ Zn ⇐⇒ ∆r(A) = ∆r([A b]).

Demostración del Lema 2.4.2.SeaA la matriz entera cuyas columnas sona1, . . . , an y sea
A1 la matriz obtenida al quitarle la primera columna aA. Por definiciónB1 es el menor
k ∈ Z+ tal queA1 x = ka1 tiene solución enterax ∈ Zn−1. Comoa1 ∈

∑n
i=2Q ai,

entoncesrk(A) = rk(A1) y por el resultado de Heger se sigue quek es el menor entero tal
que

∆r(A1) = ∆r([A1 ka1]) = gcd{∆r(A1), k∆r(A)}.
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Como∆r(A) divide a∆r(A1), podemos concluir que

B1 =
∆r(A1)

∆r(A)
.

Finalmente, es bien sabido que∆r(A) es el orden del subgrupo de torsión deZm/ZA
y ∆r(A1) es el orden del subgrupo de torsión deZm/Z(A \ {a1}), ver e.g. [101, Lemma
1.3.17] o [59, Section 3]. �

Por tanto, el problema de calcularB1 se ve reducido al de calcular el orden de los
subgrupos de torsión de dos grupos abelianos finitamente generados. Estos se pueden cal-
cular por medio de la forma normal de Hermite de una matriz (ver [23, Theorem 2.4.3 y
Algorithm 2.4.5]).

Si A ⊂ Nr donder = dim(QA) y a1 ∈ Q(A \ {a1}), entonces los gruposZr/ZA y
Zr/Z(A \ {a1}) son finitos y la fórmula para obtenerB1 se ve simplificada, ya que

B1 =
Card(Zr/

∑
i∈{2,...,n}Zai)

Card(Zr/
∑

i∈{1,...,n}Zai)
.

Además, siempre podemos suponer que estamos en esta situación pues siA ⊂ Nm ym > r,
entonces la matrizA cuyas columnas sona1, . . . , an tiener filas linealmente independi-
entes, que supondremos que son lasr primeras y si denotamosB := {b1, . . . , bn} ⊂ Nr

con bi = (ai1, . . . , air), entoncesdim(QB) = r y ademásZr/ZB ≃ T (Zm/ZA) y
Zr/Z(B \ {b1}) ≃ T (Zm/Z(A \ {a1}).

En la libreríacisimplicial.lib se ha implementado la funcióncardGroup que
recibe como argumento de entrada una matrizA de tamañom×n y devuelve el número de
elementos deZm/ZA, siendoZA el subgrupo deZm generado por las columnas deA. La
función devuelve−1 si Zm/ZA es infinito. En esta función se lleva a cabo internamente
un cálculo ad hoc de la forma normal de Hermite de la matrizA.

Ejemplo 2.4.4. Ejemplo de llamada de la funcióncardGroup:

> intmat C[3][5] = 24, 0, 0, 8, 3,
0, 24, 0, 10, 6,
0, 0, 24, 5, 9;

> cardGroup(C);

72 // El orden del grupo Z3/
∑5

i=1 Z ci es 72

2.4.3 Comprobando si existeni, j : miai = mjaj

Uno de los puntos clave del Algoritmo IC-simplicial, ademásde los ya expuestos, es el de
determinar si existenai, aj ∈ H tales quemiai = mjaj . Recordamos queH = {ai ∈
A | ai ∈ Cone(A \ {ai})} y que para todoai ∈ H, se tiene quemi := min{b ∈ Z+ | bai ∈∑

j∈{1,...,n}
j 6=i

Naj}.
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En el método que vamos a proponer, que es el que hemos implementado en la librería
cisimplicial.lib, no calcularemosmi explícitamente para todoai ∈ H, sino que
nos centraremos en tratar de decidir simiai = mjaj para ciertosai, aj ∈ H. Con este
fin, para todoai ∈ H, definimos el conjuntoLi := {aj ∈ A | j 6= i y ∃λ ∈ Q tal que
λai = aj}, y escribimos

mi := min{b ∈ Z+ | b ai ∈
∑

aj∈Li
N aj}.

Con estas definiciones se tienen las siguientes propiedades:

Lema 2.4.5.Siai ∈ H, se tiene que:

(a) mi ≥ mi,

(b) Simiai = mjaj para algúnaj ∈ H, entoncesaj ∈ Li ymi = mi.

(c) mi = mi si y solo si el sistema de ecuaciones

x1a1 + · · ·+ xnan = (mi − 1)ai
xi + xn+1 = mi − 2

}
(2.1)

no tiene solución(x1, . . . , xn, xn+1) ∈ Nn+1.

(d) Seak ∈ {1, . . . , m} tal queaik 6= 0, entonces

mi = min{b ∈ Z+ | baik ∈
∑

aj∈Li
Najk}.

Demostración.Los apartados (a), (b) y (d) son evidentes de la definición demi. Veamos
(c), si mi < mi, entonces existenα1, . . . , αi−1, αi+1, . . . , αn ∈ N tales quemiai =∑

j∈{1,...,n}
j 6=i

αjaj y si tomamosαi := mi − mi − 1 ∈ N y αn+1 := mi − 1 se tiene que

(α1, . . . , αn+1) ∈ Nn+1 es solución al sistema (2.1). De igual forma, si(α1, . . . , αn+1) ∈
Nn+1 es solución de(2.1), entoncesαi ≤ mi − 2 y

∑
j 6=i αjaj = (mi − 1 − αi)ai ∈ Nai.

Por tantomi ≤ mi − 1− αi < mi. �

Por tanto, para todoai, aj ∈ H, sustituiremos el problema de decidir simiai = mjaj
por el de decidir simiai = mjaj ,mi = mi y mj = mj.

Las igualdadesmi = mi y mj = mj se pueden comprobar buscando si existe una
solución entera no negativa al sistema (2.1) que, a su vez, esequivalente a comprobar si
el vector b̄ = ((mi − 1)ai, mi − 2) ∈ Nm+1 pertenece al semigrupoNĀ, dondeĀ =
{ā1, . . . , ān, ān+1} con āj = (aj , 0) paraj ∈ {1, . . . , n}, j 6= i, āi = (ai, 1) y ān+1 =
(0, . . . , 0, 1).

Para comprobar simiai = mjaj calcularemos explícitamente los valores demi y mj.
Al cálculo demi le vamos a dedicar un estudio concienzudo. Cabe resaltar queel Lema
2.4.5.(d) nos dice quemi es el menor múltiplo de un entero positivo que pertenece a un
subsemigrupo deN, lo que es más simple a priori que el cálculo demi que involucra
elementos enNm.

61



2.4.4 El cálculo demi

Los resultados y métodos que vamos a presentar a continuación se encuentran en la Sección
4.1 del trabajo conjunto con Isabel Bermejo y Juan José Salazar González [5].

Por simplicidad de notación estudiaremos el cálculo dem1. Como ya indicamos,m1 es
el menork ∈ Z+ tal quekd1 ∈

∑n
i=2Ndi, donded1, . . . , dn son todos enteros positivos. Si

n = 2, es evidente quem1 = lcm{d1, d2}/d1, pero para valores den ≥ 3 no hay fórmula
conocida. El problema del cálculo dem1 se puede formular mediante el siguiente modelo
de Programación Lineal Entera (PLE):

x∗ := min x1 (2.2)

d1 + d1x = d2x2 + · · ·+ dnxn (2.3)

x, x1, , . . . , xn ≥ 0 (2.4)

x, x1, , . . . , xn ∈ Z (2.5)

Dondem1 = x∗ + 1.

De la definición dem1 se desprende fácilmente que al calcularlo, en particular, se decide
si una ecuación diofántica lineal tiene o no una solución no negativa. En efecto, la ecuación
diofántica lineald2x2 + · · · + dnxn = d1 admite una solución no negativa si y solo si el
valor óptimo del modelo (2.2)–(2.5) esx∗ = 0. De aquí se deduce que el cálculo dem1 es
un problemaNP-duro puesto que el problema de decisión citado anteriormente esNP-
completo (ver [70]). Paran prefijado, por contra, el problema de optimización de calcular
m1 es resoluble en tiempo polinomial (ver [69] o [80, Section 9.5.34]).

La relajación lineal del problema de optimización en cuestión, i.e., el modelo (2.2)–
(2.4) tiene valor óptimo igual a0, obtenido por ejemplo con la soluciónx1 = 0, x2 =
d1/d2 y xi = 0 para todoi > 2. A pesar de que existe software moderno especializado
en la resolución de problemas de programación lineal enteraque incluyen desigualdades
adicionales (e.g., cortes de Gomory) que mejoran esta costainferior, los algoritmos basados
en Programación Lineal no son capaces de encontrar ni siquiera una solución entera para
muchos ejemplos. Esto se puede comprobar si más que introducir en cualquiera de estos
programas el siguiente ejemplo:

n = 3 , d1 = 75000 , d2 = 75001 , d3 = 75002.

Usando el software comercialCplex 9.1 con los parámetros por defecto es imposible
hallar una solución entera de (2.3)–(2.5) tras una hora de cálculo en un ordenador personal
Pentium IV 3 Ghz. Es por este motivo que buscaremos otras formas de aproximarnos al
problema.

Presentaremos dos técnicas, una basada en una técnica de ramificación y acotación
(branch-and-bound) y otra que sigue un esquema de Teoría de Grafos.

Un procedimiento de ramificación y acotación

Dado que encontrarm1 es un problema combinatorio clasificado comoNP-duro, una
forma clásica de atacar el problema para resolverlo es el de seguir un esquema de rami-
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ficación y acotación. Proponemos la siguiente implementación.
Denotamos por

M :=
min{lcm{d1, di} | 2 ≤ i ≤ n}

d1
, (2.6)

que es una cota superior trivial dem1. Por tanto,M −1 es una cota superior para el óptimo
del la función objetivo del modelo (2.2)–(2.5), y lo usaremos como cota superior inicial en
nuestra propuesta de ramificación y acotación.

Crearemos un árbol de búsqueda en el que cada nodo tendrá asociado unos valores
enteros no negativos de las variablesx2, . . . , xn, de los que se deriva su cota inferior local
d2x2 + · · · + dnxn. En particular, el nodo raíz tiene asociadox2 = · · · = xn = 0. En
cada nodo del árbol de búsqueda distinto de la raíz se comprueba si su cota inferior local
es un múltiplo ded1. Si así fuera, no habría que ramificar ese nodo y la cota superior se
reemplazaría si mejorase la que tuviésemos con anterioridad. En caso contrario, se aplica
ramificación y se crean (a lo sumo)n− 1 nuevos nodos en el árbol de búsqueda. Cada uno
de estos nodos se crea aumentado exactamente una unidad cadauna de las variables del
conjunto{x2, . . . , xn}. Para evitar crear dos nodos idénticos, marcamos cada cota inferior
local la primera vez que aparece. Como es usual en las técnicas de esta naturaleza, un nodo
no se crea si su cota inferior local es mayor o igual que la cotasuperior en ese momento.

Un procedimiento de Teoría de Grafos

Una aproximación alternativa al problema de calcularm1 es usar una representación del
problema por medio de la Teoría de Grafos. La idea que subyacea esta consiste en rep-
resentar cada solución(x1, x2, . . . , xn) de (2.3)–(2.5) como un camino de pesox1 en un
grafo. Entonces, el problema combinatorio modelado en (2.2)–(2.5) es equivalente a en-
contrar un camino mínimo en el grafo. Esta idea está inspirada en la que usan Clausen y
Fortenbacher en [21] para resolver ecuaciones diofánticaslineales.

Más precisamente, consideremos el grafo pesado dirigidoG = (V,A), donde el con-
junto de nodos es

V := {v ∈ Z | −max{di | 2 ≤ i ≤ n} < v ≤ d1}

y el conjunto de arcos es

A :=
n⋃

i=2

{(v, v − di) | v ∈ V, v > 0}
⋃

{(v, v + d1) | v ∈ V, v ≤ 0}.

Un arco(v, w) diremos que va hacia adelante siv < w y hacia atrás en caso contrario. A
cada arco hacia adelante le asociamos un peso de una unidad y los arcos hacia atrás tienen
asociado un peso nulo. El peso de un camino enG es la suma de los pesos de todos sus
arcos. Inspirados por [21, Lemma 7] tenemos el siguiente resultado:

Lema 2.4.6.Hay una aplicación sobreyectiva que va desde el conjunto de caminos enG
desded1 hasta 0 con pesox1 hasta el conjunto de soluciones(x1, . . . , xn) de(2.3)–(2.5).
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Demostración.Un camino enG desded1 hasta 0 con pesox1 tiene exactamentex1 arcos
hacia adelante. Si llamamosxi al número de arcos hacia atrás en ese camino de tipo(v, v−
di) para todoi ∈ {2, . . . , n}, entoncesd1 + d1x− d2x2 − · · · − dnxn = 0.

Tomemos ahora una solución(x1, . . . , xn) de (2.3)–(2.5). Construimos un camino enG
desded1 a 0 de pesox1 cuya imagen es(x1, . . . , xn) de la siguiente forma. Comenzamos
en el nodod1, escogemosi ∈ {2, . . . , n} y añadimos el arco hacia atrás(d1, d1 − di). Si
d1− di > 0 elegimosj ∈ {2, . . . , n} y añadimos el arco hacia atrás(d1− di, d1− di − dj).
Si d1 − di ≤ 0, añadimos el arco hacia adelante(d1 − di, 2d1 − di). Repetimos este mismo
proceso teniendo en cuenta quexi es el número de arcos de la forma(v, v − di) a añadir
para todoi ∈ {2, . . . , n}, claramente el camino termina en el nodo0 tras añadirx1 arcos
hacia adelante. �

Como consecuencia del Lema 2.4.6, el problema de calcularx∗ (y por tantom1) se
puede resolver encontrando un camino mínimo entre dos nodosen un grafo dirigido. Esto
se puede llevar a cabo usando por ejemplo el algoritmo de Dijkstra (ver [33]). La eficiencia
de dicho algoritmo depende fuertemente del número de nodos yarcos en el grafo. Es por
ello que vamos a presentar una reducción en el grafoG introducido anteriormente que nos
permite trabajar con un grafoG ′ = (V ′, A′) menor que el anterior.

Definimos el conjunto de nodos deG ′ como

V ′ :=
{
v ∈ Z | 0 ≤ v ≤ d1

}

y su conjunto de arcos como

A′ :=
{
(v, (v − di) mod d1) | v ∈ V ′, i ∈ {2, . . . , n}

}
.

El peso de cada arco(v, (v − di) mod d1) ∈ A′ se define como

w(v,i) :=

∣∣∣∣
⌊
v − di
d1

⌋∣∣∣∣ .

Par explicar la idea que hay detrás estas definiciones haremos uso de la siguiente función
lineal

f(x1, . . . , xn) = d1 + d1x− d2x2 − · · · − dnxn.

Comenzamos conx1 = · · · = xn = 0 y f(0, . . . , 0) = d1. Cuandof(x1, . . . , xn) = v
para ciertos valoresx1, . . . , xn y 0 ≤ v ≤ d1, incrementar la variablexi con i ≥ 2 en
una unidad implica incrementar la variablex1 enw(v,i) unidades con el fin de mantener
el valor def entre0 y d1. Una vez hemos fijado los valores dex2, . . . , xn el valor dex1
está unívocamente determinado puesto que es el único posible valor para garantizar que
0 ≤ f(x1, . . . , xn) < d1. Una solución de la ecuación diofántica lineal consiste en asignar
valores ax2, . . . , xn de forma que el valor def vaya a0. Claramente, cada camino desded1
hasta 0 enG tiene asociado un camino desded1 hasta 0 enG ′ con idéntico peso, y viceversa.
La Figura 2.1 muestra el grafoG ′ en el caso en qued1 = 5, d2 = 6, d3 = 8 y n = 3. Los
arcos representados por líneas simples tienen peso igual a uno y los arcos representados por
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Figura 2.1: GrafoG ′ parad1 = 5, d2 = 6, d3 = 8.

líneas dobles tiene peso2. Los arcos con líneas punteadas muestran uno de los caminos
mínimos cuyo peso total esx∗ = 3.

Entonces, hemos visto comox∗ se puede calcular aplicando el algoritmo de Dijkstra
para encontrar un camino mínimo desded1 a 0 enG ′. Como el número total de nodos del
grafo esd1+1 y el número de arcos es(n−1)(d1+1), el problema de optimización (2.2)–
(2.5) se puede resolver enO(n · d1 + d1 · log(d1)) (ver, e.g., [41]). En vista de esto, con la
reducción del grafo, la complejidad computacional de calcularm1 depende únicamente de
n y ded1, pero no de los valoresd2, . . . , dn.

Corolario 2.4.7. Cadami se puede calcular en tiempo pseudo-polinomial.

Comportamiento de los procedimientos

Los algoritmos descritos anteriormente para calcularm1 han sido implementados en el
lenguaje de programación ANSI C en un ordenador personal. Para evaluar el compor-
tamiento de estas implementaciones, hemos creado cuatro familias de instancias que pasa-
mos a describir:

Familia I: Los valores dedi son enteros aleatorios en el intervalo [1000,100000].

Familia II: Los valores dedi son números consecutivos.

Familia III: Los valores dedi están en sucesión aritmética.

Familia IV: El valor d1 es un entero aleatorio en el intervalo [1000,100000] ydi+1 =
di + λi dondeλi es un número aleatorio en el intervalo [1,40].

Hemos generado varios ejemplos de cada familia hasta crear una batería de 24 ejemplos.
La descripción de cada ejemplo se puede encontrar en la Tabla2.2.

La Tabla 2.3 muestra los resultados de nuestros experimentos. En la columnaejemplo
aparece el nombre del ejemplo. El valor den en cada ejemplo también aparece (los valores
exactos dedi aparecen en la Tabla 2.2). La columnax∗ da el valor de la variablex1 en la
solución óptima, es decir,m1 = x∗ + 1. La columnaM muestra la cota superior inicial
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ejemplo d1, . . . , dn
I.1 5173 82835 71618 40113 91618 56780 97331 99443 39811 67661
I.2 13956 42464 64164 67639 17570 31020 81873 52330 17587 61921
I.3 3628 56835 89345 23514 88287 24393 55216 48382 12009 7082

84883 38185 48852 83318 95127 7420 4832 52260 63788 68681
91522 60856 48284 22796 51653 87359 34636 91369 32019 52229

I.4 10218 80552 26128 42899 21692 78331 16579 28129 38510 43810 60285
83245 81109 20600 90391 31893 63315 31329 72998 99347 56966

98524 18152 47034 89406 93278 71447 49169 86098 82404
I.5 6305 40866 11010 86388 6992 41758 6671 5476 15794 12321

24890 65024 30998 62708 31002 30369 46368 92055 50089 21348
42871 39775 66691 12266 65787 24612 48497 66292 21489 8110
70723 77707 18120 56111 29364 14465 96869 71387 18941 28016
99060 42831 92040 45410 4539 38394 74780 66260 45802 23869

I.6 17958 56264 21280 72173 21727 37106 56359 76162 22682 59347 99825
102401 69719 88911 24957 69124 77834 18594 87208 75064 53043

81469 65664 80841 27173 91634 75135 79897 76442 69070
58598 27706 75351 25771 34433 103809 73483 95595 21491 34182
90421 25244 88901 80684 41553 59378 53518 45147 47938 29935

II.1 1000 1001 1002
II.2 10315 10316 10317
II.3 75000 75001 75002
II.4 1000 1001 1002 1003 1004
II.5 100 101 102 103 104 105 106 107 108 109
II.6 240 241 242 243 244 245 246 247 248 249 250
III.1 2101 5124 8457
III.2 31013 41014 51015
III.3 4000 4901 5802 6703
III.4 10000 19101 28202 37303
III.5 103 305 507 709 911
III.6 508 929 1350 1771 2192
IV.1 47369 47371 47375
IV.2 10125 10138 10154 10163
IV.3 68365 68410 68433 68451
IV.4 10169 10200 10213 10258 10259
IV.5 12863 12868 12874 12881 12890
IV.6 70003 70007 70012 70015 70016 70019

Tabla 2.2:Descripción de los ejemplos
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ejemplo n M x∗ R&A Grafo Mat Cplex
tiempo nodos tiempo tiempo tiempo nodos

I.1 10 39810 79 0.06 5818 0.02 0.313 0.72 26084
I.2 10 2584 21 0.03 21444 0.01 0.078 0.39 13705
I.3 30 1207 20 0.01 11306 0.01 66.516 0.73 19289
I.4 30 602 13 0.02 52068 0.01 87.328 1.91 48558
I.5 50 1415 5 0.02 37673 0.02 82.031 1.41 22403
I.6 50 3098 7 0.03 25612 0.02 705.891 2.66 45910
II.1 3 500 500 0.03 125749 0.01 0.953 6.13 252391
II.2 3 10315 5158 2.73 13310219 0.01 14.594 647.56 26629522
II.3 3 37500 37500 27.34 129999999 0.01 354.453 – 146930821
II.4 5 250 250 0.03 94374 0.01 0.594 – 128847821
II.5 10 20 12 0.01 629 0.01 0.047 5.06 183911
II.6 11 24 24 0.01 2723 0.01 0.422 – 32319130
III.1 3 5123 29 0.01 70 0.01 0.078 0.02 135
III.2 3 41013 25507 49.97 149565314 0.01 161.781 – 130296991
III.3 4 2900 2234 0.66 2434462 0.01 5.75 – 132025250
III.4 4 14100 12434 7.67 21706521 0.01 53.281 – 131236017
III.5 5 304 227 0.01 3029 0.01 0.531 2.38 85794
III.6 5 547 547 0.03 57297 0.01 1.297 3073.31 109944937
IV.1 3 47370 15792 26.73 124705473 0.01 93.094 – 143520115
IV.2 4 10137 268 0.25 829463 0.01 0.719 0.01 210
IV.3 4 13681 797 3.24 12427114 0.01 4.578 – 144935201
IV.4 5 10199 113 0.16 357961 0.01 0.334 0.01 0
IV.5 5 12867 477 0.90 2483783 0.01 1.594 – 142912631
IV.6 6 70006 4376 45.48 114883122 0.02 58.89 – 136157474

Tabla 2.3:Resultados computacionales
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dex∗ tal y como la definimos en 2.6. Las columnas etiquetadas contiempomuestran el
tiempo de CPU en segundos consumido por cada procedimiento en un ordenador personal
con Intel Pentium IV 3Ghz. La ejecución del algoritmo fue abortada siempre que se superó
el tiempo de una hora de cálculo, cada vez que se alcanzó esta situación lo marcamos con
“–” en la tabla. Se ejecutaron cuatro funciones distintas que pasamos a explicar:

R&A: Esta es nuestra implementación del algoritmo de ramificación y acotación descrito
anteriormente. También aparece en la tabla el número de nodos explorados en el
árbol de búsqueda.

Grafo: Esta es nuestra implementación del algoritmo basado en Teoría de Grafos descrito
usando el grafoG ′. El problema de calcular un camino mínimo lo resolvimos usando
una versión modificada de SPLIB [20], una librería en ANSI C para calcular un
camino mínimo en un grafo por medio de una implementación delAlgoritmo de
Dijkstra que usa los denominados pilas de Fibonacci. La modificación que llevamos
a cabo en esta librería está basada en el hecho de que en el grafo G ′ conocemos los
n − 1 nodos vecinos a uno dado sin necesidad de almacenar previamente en ningún
tipo de estructura de datos todos los arcos del grafo.

Mat: El software comercialMathematica incluye una herramienta para comprobar si
existe una solución no negativa de una ecuación diofántica lineal. Aplicando esta
herramienta de forma iterativa se puede calcular el valor dem1 sin más que compro-
bar la factibilidad del sistema (2.3)–(2.5) para un valor dex1 fijado. Las iteraciones
se crean comenzando porx1 = 0 y se incrementa uno por uno el valor dex1 hasta
que el problema es factible. El número de veces en que se aplica dicha herramienta
es exactamentex∗ + 1 = m1.

Cplex: Es el software comercialCplex 9.1 diseñado para resolver problemas de PLE
actuando sobre el modelo (2.2)–(2.5). También se muestra elnúmero de nodos visi-
tados en el árbol de búsqueda.

En vista de los datos de la tabla podemos concluir que los ejemplos de la Familia I son
fáciles para cualquier aproximación al problema, siendoMathematica la peor opción
a medida quen crece. En los otros ejemplos,Cplex muestra el peor comportamiento e
incluso no es capaz de resolver 10 de los 18 ejemplos por debajo del tiempo límite. El
algoritmo de ramificación y acotación descrito fue capaz de resolver todos los ejemplos en
un tiempo de computación relativamente corto. Sin embargo,la mejor aproximación en
vista de nuestros ejemplos es el basado en Teoría de Gafos. Para investigar los límites de
nuestra implementación hemos llevado a cabo más experimentos tratando con valores may-
ores dedi. En estos casos, el consumo de memoria se ha visto notablemente incrementado
debido al número de nodos y arcos que tienen los grafos. De hecho, cuando los valores de
di son mayores que109 nuestra implementación no es capaz de resolver el problema en un
ordenador personal de 32-bits debido a limitaciones de memoria. El númeron parece tener
poco impacto en el tiempo de ejecución. En nuestros experimentos, siempre que no se ha
llegado al límite de memoria, el tiempo de ejecución ha sido inferior a un segundo.
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En vista de la mayor eficiencia del método basado en Teoría de Grafos, este fue el
que escogimos para implementar la funciónminMult. En la implementación en ANSI
C se usó el grafo reducidoG ′ y una versión modificada por nosotros de SPLIB [20], una
librería que contiene una implementación del Algoritmo de Dijkstra que usa una estructura
de datos dinámica denominada pilas de Fibonacci. Al tener SINGULAR la limitación de
no poder hacer uso de la memoria de forma dinámica, se optó en la implementación en
SINGULAR por un algoritmo de camino mínimo en el grafoG, que aunque tiene más nodos
queG ′, tiene la ventaja de que el peso de las aristas es0 o 1. Gracias a esta ventaja pudimos
implementar una versión del Algoritmo de Dijkstra paraG que no hace uso de estructuras
de datos dinámicas. La funciónminMult que recibe como argumentos de entrada un
entero positivob y un vector de enteros positivosd = (d1, . . . , dn) y devuelve el menor
valor k ∈ Z+ tal quekb ∈ N{d1, . . . , dn}. Esta función inicialmente formó parte de la
libreríacimonom.lib y posteriormente fue incorporada acisimplicial.lib.

Ejemplo 2.4.8. Ejemplo de llamada a la funciónminMult:

> int b = 46;
> intvec d = 13,17,59;
> minMult(b,d);

3 // 3 b = 8 d[1] + 2 d[2]

Nota 2.4.9. Vale la pena mencionar que, según ya hemos indicado, en las implementa-
ciones delAlgoritmo IC-simplicial que hemos llevado a cabo hemos evitado el cálculo
explícito demi para todoai ∈ H. En cuanto al cálculo exacto demi, se puede plantear
fácilmente como un problema que sigue un esquema de Programación Lineal Entera y por
tanto, se puede usar cualquier software especializado. Además la generalización del pro-
cedimiento de ramificación y acotación que propusimos para el cálculo demi es directa
salvo por el hecho de que la cota superior inicialM no es tan fácil de obtener, así que
o bien se podría comenzar sin cota superior inicial o buscar otra cota superior. Incluso
el método basado en Teoría de Grafos se podría generalizar, recordamos que para el cál-
culo demi ideamos una representación del problema por medio de la Teoría de Grafos
inspirado en las ideas de[21] para buscar las soluciones enteras no negativas de ecua-
ciones diofánticas lineales. En[24], Contejean y Deviegeneralizan[21] para buscar las
soluciones enteras no negativas de sistemas de ecuaciones diofánticas lineales. Siguiendo
las mismas ideas queContejean y Devieusan para generalizar el trabajo deClausen y
Fortenbacherse podría generalizar el método de cálculo demi para el cálculo demi.

2.4.5 Comportamiento de la implementación

La principal función de la libreríacisimplicial.lib es la llamadaisCI que sirve
para determinar si un ideal tórico simplicial o simplicial homogéneo es intersección com-
pleta. Esta función gestiona las llamadas a las funciones citadas en las subsecciones anteri-
ores (belongSemigroup,cardGroup y minMult) siguiendo los pasos del Algoritmo
IC-simplicial. La tarea más costosa del Algoritmo IC-simplicial es la comprobación de si
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existenai, aj ∈ H tales quemiai = mjaj. Con el fin de intentar reducir el mayor número
de veces este paso, primero se aplicará el Algoritmo de reducción (ver Tabla 1.1) para
obtenerAred, para después ejecutar IC-simplicial conAred como argumento de entrada.

La funciónisIC recibe como entrada una matrizA de tamañom× n con coeficientes
enteros no negativos; además, si denotamos pora1, . . . , an ∈ Nn los vectores columna de
A, entonces ninguno de estos puede ser el vector nulo y para todo i ∈ {1, . . . , m} debe
existir unj(i) ∈ {1, . . . , n} tal queaj(i) = diei condi ∈ Z+, de esta forma garantizamos
que el ideal tóricoIA es simplicial. La función devuelve1 (VERDADERO) si el ideal tórico
IA dondeA = {a1, . . . , an} es intersección completa y0 (FALSO) en caso contrario. Adi-
cionalmente, si se desea, en caso de queIA sea intersección completa también muestra un
sistema minimal de generadores deIA.

Ejemplo 2.4.10.Ejemplo de llamada a la funciónisCI:

> intmat A[3][5] = 12, 0, 0, 1, 2,
0, 10, 0, 3, 2,
0, 0, 8, 3, 3;

> isCI(A);
0 // NO es intersección completa

> intmat B[3][10] =
52, 0, 0, 20, 28, 30, 42, 32, 36, 40,

0, 52, 0, 30, 42, 45, 63, 32, 36, 40,
0, 0, 52, 100, 140, 150, 210, 48, 54, 6012;

> isCI(B);
1 // SÍ es intersección completa
// Generadores del ideal
toric[1]=x(4)ˆ3-x(6)ˆ2
toric[2]=x(5)ˆ3-x(7)ˆ2
toric[3]=x(4)ˆ2 * x(6)-x(5) * x(7)
toric[4]=x(8)ˆ5-x(10)ˆ4
toric[5]=-x(9)ˆ2+x(8) * x(10)
toric[6]=-x(1)ˆ2 * x(2)ˆ3 * x(3)ˆ10+x(4) * x(7)ˆ2

toric[7]=-x(1)ˆ2 * x(2)ˆ2 * x(3)ˆ3+x(8)ˆ2 * x(10)

Hemos llevado a cabo experimentos que avalan el buen funcionamiento de la libr-
ería. Por ejemplo, hemos producido ejemplos de ideales tóricos simplicialesIA conA =
{a1, . . . , a27} ⊂ N8 y 0 ≤ aij ≤ 4000 para todo1 ≤ i ≤ 27, 1 ≤ j ≤ 8 y la función ha
devuelto en menos de un segundo con un ordenador personal Intel Pentium IV 3Ghz siIA
es intersección completa.
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Capítulo 3

Intersecciones completas en curvas
monomiales afines y proyectivas

Una subfamilia importante de la de los ideales tóricos simpliciales es la de ideales tóricos
asociados a curvas monomiales afines, esto es, cuandoA ⊂ Z+. Como ideales tóricos
simpliciales que son, podemos determinar si son intersección completa por medio del Al-
goritmo IC-simplicial de la Tabla 2.1. No obstante, como veremos en la Proposición 3.2.1,
en este caso siIA es intersección completa existen1 ≤ i < j ≤ n tales quemiai = mjaj .
Basándonos en esta peculiaridad propondremos en la Tabla 3.1 una versión más simple
del Algoritmo IC-simplicial, que llamaremos IC-curva-monomial. También mostraremos
cómo durante la ejecución del nuevo algoritmo, siIA es intersección completa, se puede
obtener sin ningún esfuerzo adicional, como en el caso simplicial general, un sistema mi-
nimal de generadores formado porht(IA) = n − 1 binomiosA-homogéneos. Si además
gcd(A) = 1, también se puede obtener el número de Frobenius del semigrupo numérico
NA.

Es importante resaltar que el Algoritmo IC-curva-monomialse obtuvo originariamente
como consecuencia del Teorema 3.1.4, un resultado que caracteriza las intersecciones com-
pletas a través de la existencia de árboles binarios etiquetados que satisfacen ciertas hipóte-
sis. Sin embargo, en nuestro afán de presentar nuestros resultados de una forma más
concisa, en esta memoria vamos a obtener el Algoritmo IC-curva-monomial como con-
secuencia del Algoritmo IC-simplicial y la Proposición 3.2.1, a pesar de que el Algoritmo
IC-simplicial se obtuvo como una generalización no evidente del anterior.

Aplicaremos el algoritmo propuesto para estudiar con detalle el caso en que la dimen-
sión de inmersión de la curva es≤ 4, esto es, cuandon = 3 o n = 4 y daremos criterios
específicos para determinar siIA es intersección completa en estos casos.

Haciendo uso de estos resultados, en la Sección 3 pasaremos aestudiar determinadas
familias de curvas monomiales afines cuyo ideal tórico asociado es intersección completa.
Más concretamente, caracterizaremos cuándoIA es intersección completa siendoA una
sucesión aritmética generalizada, es decir, si existe unh ∈ Z+ tal que{ha1, a2, . . . , an}
es una sucesión aritmética creciente. También cuandoA es una sucesión casi-aritmética
generalizada, es decir, siA \ {an} una sucesión aritmética generalizada yan es un entero
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positivo cualquiera. Terminamos la sección caracterizando cuándoIA es una intersección
completa en los casos en queA está formado por ciertos términos de la(p, q)-sucesión de
Fibonacci o de la(p, q)-sucesión de Lucas.

La Sección4 y última de este capítulo la dedicaremos al estudio de la propiedad de
intersección completa de los ideales tóricos asociados a curvas monomiales proyectivas,
que son exactamente los ideales tóricos simpliciales homogéneosIA conA ⊂ N2. Estos
ideales se caracterizan por ser los homogeneizados respecto de una nueva variable de ide-
ales tóricos asociados a curvas monomiales afines. Como todoidealIA de esta familia es
simplicial homogéneo, sabemos por el Corolario 2.3.2 queIA es intersección completa si
y solo siAred = ∅. Por tanto, basta con aplicar el Algoritmo de reducción de laTabla 1.1
para calcularAred y comprobar siAred = ∅ para determinar siIA es intersección com-
pleta. Sin embargo, en la Tabla 3.2 propondremos una simplificación de este algoritmo
para este caso particular, el Algoritmo IC-curva-monomial-proyectiva, que utilizamos para
obtener las versiones proyectivas de las caracterizaciones para curvas monomiales afines
de la Sección 3 anterior. De forma más precisa, caracterizamos cuándo el ideal tórico ho-
mogéneo de una curva monomial proyectiva ligada a una sucesión aritmética generalizada,
a una sucesión casi-aritmética generalizada o a ciertos subconjuntos de la(p, q)-sucesión
de Fibonacci o de la(p, q)-sucesión de Lucas es intersección completa.

Los resultados de este capítulo forman parte del los artículos [5] y [8]. En el primero
de estos trabajos se propuso el Algoritmo IC-curva-monomial obtenido tras caracterizar
las intersecciones completas a través de la existencia de árboles binarios etiquetados que
satisfacen ciertas condiciones aritméticas (Teorema 3.1.4). Este algoritmo fue implemen-
tado en ANSI C y en SINGULAR; la implementación en SINGULAR dio lugar a la librería
cimonom.lib [6] que se distribuyó con el software entre las versiones 3-0-2 y 3-1-3 y
fue sustituida porcisimplicial.lib [7] a partir de la versión 3-1-4. En [5] se rea-
liza además un estudio detallado de la implementación del Algoritmo IC-curva-monomial,
así como de la complejidad del mismo que no forma parte de estecapítulo de la memoria
puesto que en el Capítulo 2 anterior se incluyó dicho estudioen un caso más general. El
segundo trabajo se centra en el estudio de determinadas familias de curvas monomiales
afines y proyectivas cuyo ideal tórico asociado es intersección completa, lo que constituye
las Secciones 3 y 4 de este capítulo citadas anteriormente.

3.1 Generalidades

SeaA = {a1, . . . , an} ⊂ Z+. El conjunto tórico asociado aA es la curva monomial afín
dada paramétricamente porx1 = ua1 , . . . , xn = uan, esto es,

ΓA = {(ua1, . . . , uan) | u ∈ k}.

El ideal tóricoIA es elideal tórico asociado aΓA.

Como ya vimos en la Proposición 2.1.4, sik es algebraicamente cerrado, el conjunto
tórico ΓA coincide con la variedad tóricaV (IA). Cuandok no es necesariamente alge-
braicamente cerrado, Eliahou y Villarreal demostraron en [36] el siguiente resultado.
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Proposición 3.1.1.[36, Lemma 3.4] Sigcd(A) = 1, entoncesΓA = V (IA).

El problema de caracterizar los ideales tóricos asociados acurvas monomiales afines
que son intersección completa fue propuesto por Herzog [53]en 1970 y resuelto por él
mismo en el primer caso no trivial, esto es, cuandoA = {a1, a2, a3} ⊂ Z+. Más concre-
tamente, demostró queIA es intersección completa si y solo si existen1 ≤ i < j ≤ 3
tales quemiai = mjaj y que esto equivale a que se pueden reordenara1, a2, a3 de forma
que lcm{a3, gcd{a1, a2}} ∈ N{a1, a2}. En el mismo artículo conjeturó que paran > 3,
IA es intersección completa si y solo si se pueden reordenara1, . . . , an de forma que
lcm{ai, gcd{a1, . . . , ai−1}} ∈ N{a1, . . . , ai−1} para todoi ∈ {3, . . . , n}, lo que genera-
liza el criterio paran = 3. Es fácil comprobar que esta última condición equivale a que
Ared sea∅, en cuyo casoIA es intersección completa por el Teorema 1.2.21. No obstante,
el resultado no se verifica al revés, basta con considerar el conjuntoA = {14, 15, 20, 21},
ya queA = Ared y IA es intersección completa.

Delorme en [30] fue el primero en proponer un contraejemplo ala conjetura de Herzog
y demostró queIA es intersección completa si y solo siA es gluing deA1 y A2, dondeIA1

y IA2 son intersección completa (ver [30, Proposition 9]). Además, en el mismo trabajo
Delorme propuso un algoritmo para determinar siIA es intersección completa. El algoritmo
en cuestión se fundamenta en una caracterización de las intersecciones completas dada por
la existencia de ciertas "sucesiones distinguidas", cuya construcción se basa en el cálculo
del menor entero positivo que pertenece a la intersección dedos subsemigrupos deN.

Por otra parte, Bermejo, Giménez, Reyes y Villarreal proponen en [11] una caracteri-
zación de tipo aritmético-combinatoria de cuándoIA es intersección completa mediante la
existencia de unárbol binario etiquetado porA satisfaciendo ciertas condiciones aritméti-
cas. Recordar que unárbol binario es un árbol dirigido, conexo, con raíz, cuyos nodos
pueden tener cero o 2 hijos. Los nodos sin hijos se denominannodos terminalesy el único
nodo sin padre se llama laraíz del árbol. Un árbol binario conn nodos terminales se dice
que estáetiquetado porA si sus nodos terminales están etiquetados por{a1} , . . . , {an} .
Seav un nodo de un árbol binarioT etiquetado por{a1, . . . , an} y Tv el subárbol deT
cuyo nodo raíz esv . Si denotamos por∆v al subconjunto de{a1, . . . , an} tal queTv está
etiquetado por∆v, en [11] se prueba lo siguiente:

Teorema 3.1.2.[11, Theorem 4.3]IA es intersección completa si y solo si existe un árbol
binario T etiquetado porA tal que, para cada nodo no terminalv deT con hijosv1 y v2,
se tiene quelcm{gcd(∆v1) , gcd(∆v2)} ∈ N∆v1 ∩ N∆v2 .

Veamos un ejemplo de aplicación de este resultado.

Ejemplo 3.1.3.La siguiente figura muestra un árbol binarioT etiquetado por el conjunto
A := {a1, a3, a3, a4, a5} con a1 := 36, a2 := 54, a3 := 125, a4 := 150 y a5 := 225
que satisface las condiciones aritméticas delTeorema 3.1.2y, por tanto,IA es intersección
completa.
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En efecto,T tiene como nodos terminales av1, v2, v3, v4 y v5 y como nodos no termi-
nales av6, v7, v8 y v9. Además,

• v9 tiene como hijos av6 y v8, donde∆v6 = {36, 54}, ∆v8 = {125, 150, 225} y

lcm{gcd{36, 54}, gcd{125, 150, 225}} = 450 ∈ N{36, 54} ∩ N{125, 150, 225}.

• v8 tiene como hijos av3 y v7, donde∆v3 = {125}, ∆v7 = {150, 225} y

lcm{125, gcd{150, 225}} = 375 ∈ N{125} ∩ N{150, 225}.

• v7 tiene como hijos av4 y v5, donde∆v4 = {150}, ∆v5 = {225} y

lcm{150, 225} = 450 ∈ N{150} ∩ N{225}.

• v6 tiene como hijos av1 y v2, donde∆v1 = {36}, ∆v2 = {54} y

lcm{36, 54} = 108 ∈ N{36} ∩ N{54}.

Si bien el Teorema 3.1.2 aporta una caracterización de tipo combinatorio-aritmético de
los ideales tóricos asociados a curvas monomiales afines queson intersección completa,
de él no se desprende directamente ningún algoritmo eficiente para determinar siIA es
intersección completa; sin embargo, este es el principal resultado en que nos basamos en
[5] para obtener el Algoritmo IC-curva-monomial de la Tabla3.1.

De forma más precisa, el Algoritmo IC-curva-monomial se obtuvo como consecuencia
del Teorema 3.1.4, un resultado que combina la noción de árbol binario etiquetado, con los
enteros positivosmi, para obtener una caracterización de los ideales tóricos intersección
completa de la que sí se desprende un algoritmo. Para enunciar el Teorema 3.1.4 antes
introduciremos algunas definiciones. SeaT un árbol binario etiquetado porA y seav un
nodo deT distinto de la raíz, definimos:

av := gcd(∆v), y mv := min

{
b ∈ Z+ | bav ∈ Naw +

( ∑

ai∈A\(∆v∪∆w)

Nai

)}
,

dondev y w son nodos hijos del mismo padre. Se observa que siv es un vértice terminal
etiquetado por{ai} entoncesav = ai y que siv y w son nodos terminales deT etiquetados
respectivamente por{ai} y {aj}, entoncesmv coincide conmi y mw conmj .
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Teorema 3.1.4.IA es intersección completa⇐⇒ existe un árbol binarioT etiquetado por
A tal que, para todo nodo no terminalv distinto de la raíz con hijosv1 y v2, se tiene que
mvav ∈

∑
ar∈∆v

N ar ymv1av1 = mv2av2 .

Es fácil observar que siT es un árbol que satisface las hipótesis del Teorema 3.1.4
también satisface las del Teorema 3.1.2, no siendo cierto elcontrario en general. Veamos
un ejemplo de este hecho.

Ejemplo 3.1.5.SeaT el árbol binario etiquetado porA = {a1, a2, a3} cona1 := 6, a2 :=
15 y a3 := 50 siguiente:

�������

����������

sHHHHHHH

HHHHj s
{15}

sHHHH
HHj s

{50}
s

{6}

Comom1 = 5, m2 = 2, m3 = 3 y m1a1 6= m3a3, se observa queT no cumple las
hipótesis delTeorema 3.1.4pero sí las delTeorema 3.1.2. Esto no supone una contradic-
ción puesto que el siguiente árbolT ′ sí que satisface las condiciones delTeorema 3.1.4:
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sHHHHHHH

HHHHj s
{50}
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HHj s

{15}
s

{6}

Según hemos señalado, el Algoritmo IC-curva-monomial de laTabla 3.1 lo obtuvimos
originariamente como consecuencia del Teorema 3.1.4, lo que demostramos en el Coro-
lario 3.1 de [5]. Dado que obtendremos el Algoritmo IC-curva-monomial por otro procedi-
miento, lo que mostraremos en la Proposición 3.2.4 de esta memoria es que este algoritmo
devuelve VERDADERO si y solo si existe un árbol binario que satisface las condiciones del
Teorema 3.1.4, lo que aporta una nueva prueba del Teorema 3.1.4, que demostramos en el
Teorema 2.3 de [5] por otros métodos. En la prueba de la Proposición 3.2.4 mostraremos
además cómo, durante la ejecución del Algoritmo IC-curva-monomial, cuando este de-
vuelve VERDADERO, se puede construir un árbol binario que satisface las hipótesis del
Teorema 3.1.4.

En caso de quegcd(A) = 1, el complemento deNA enN es finito (ver por ejemplo
[46, Lemma 1.1]) y se dice queNA es unsemigrupo numérico. Al mayor entero que no
pertenece aNA se le denomina elnumero de Frobeniusdel semigrupoNA y se denota por
g(NA). El problema de determinar el número de Frobenius de un semigrupo numérico es
un problemaNP-duro, como demostró Ramírez Alfonsín en [85], aunque para cualquier
valor den prefijado, Kannan probó en [61] que existe un algoritmo polinomial. Cuando
n = 2, Sylvester en [95] proporcionó la siguiente formula para elnúmero de Frobenius
(ver también [86, Theorem 2.1.1]):

Teorema 3.1.6.[95] g(N{a1, a2}) = a1a2 − a1 − a2.
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Para valores den ≥ 3, el cálculo del número de Frobenius es un problema hacia el que
se dirigen multitud de investigaciones.

En [55], Herzog y Kunz demuestran la siguiente propiedad delnúmero de Frobenius en
términos de los generadores deIA.

Proposición 3.1.7.[55] Sea{g1, . . . , gk} un sistema minimal de generadores deIA for-
mado por polinomiosA-homogéneos condegA(g1) ≤ · · · ≤ degA(gk). Entonces,

n−1∑

i=1

degA(gi)−
n∑

i=1

ai ≥ g(NA).

Además, se tiene la igualdad si y solo siIA es intersección completa.

El interés de la Proposición 3.1.7 radica en que siIA es intersección completa, cono-
ciendo un sistema minimal de generadoresA-homogéneos deIA o, al menos, conociendo
losA-grados de los generadores que lo conforman, podemos obtener el número de Frobe-
nius deNA. Además, sigcd(A) 6= 1, lo que podemos obtener fácilmente es el número de
Frobenius del semigrupo numéricoNA′, dondeA′ := {a′1, . . . , a

′
n} cona′i := ai/gcd(A)

puesto queIA = IA′ .

3.2 Algoritmo IC-curva-monomial

Para obtener el Algoritmo IC-curva-monomial del AlgoritmoIC-simplicial, haremos uso
del siguiente resultado.

Proposición 3.2.1.Si IA es intersección completa, entonces existeni, j : 1 ≤ i < j ≤ n
tales quemiai = mjaj .

Demostración.Sea{g1, . . . , gn−1} un sistema minimal de generadores deIA formado por
binomiosA-homogéneos. Por el Lema 1.2.26, para todoi ∈ {1, . . . , n} existek(i) ∈
{1, . . . , n − 1} tal quegk(i) (o −gk(i)) es un binomio crítico respecto dexi. Por tanto
existeni, j : 1 ≤ i < j ≤ n tales quek(i) = k(j), de dondedegA(gk(i)) = miai = mjaj .
�

Haciendo uso de este resultado, el Algoritmo IC-simplicialde la Tabla 2.1 queda sim-
plificado para el caso de curvas monomiales afines tal y como semuestra en la Tabla 3.1.

Observando el Algoritmo IC-curva-monomial vemos que hay dos posibles situaciones
en las que el algoritmo devuelve FALSO, veamos ejemplos de ambas.

Ejemplo 3.2.2. Haciendo uso delAlgoritmo IC-curva-monomial, veamos que el ideal
tórico IA dondeA = {a1, a2, a3, a4, a5} cona1 := 90, a2 := 140, a3 := 147, a4 := 150
y a5 := 196 no es intersección completa. DefinimosG1 := A y Vi := {ai} para todo
1 ≤ i ≤ 5 , se tiene quem1 = 5 , m2 = 3 , m3 = 4 , m4 = 3 y m5 = 3 . Se observa que
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Algoritmo IC-curva-monomial

Entrada:A = {a1, . . . , an} ⊂ Z+

Salida: VERDADERO o FALSO

G := A

Vi := {ai}, ∀i ∈ {1, . . . , n}

mi := min{b ∈ Z+ | bai ∈ N (A \ {ai})}, ∀i ∈ {1, . . . , n}

k := 0

while ∃ ai, aj ∈ G tales quemiai = mjaj do
if miai /∈ NVi ∩ NVj then

return FALSO

end if
k := k + 1
if k = n− 1 then

return VERDADERO

end if
an+k := gcd{ai, aj}; G := (G \ {ai, aj})∪ {an+k}; Vn+k := Vi ∪ Vj
mn+k := min{b ∈ Z+ | ban+k ∈ N (G \ {an+k})}

end while

return FALSO

Tabla 3.1: AlgoritmoIC-curva-monomial

m1a1 = m4a4 = 450 ∈ NV1 ∩ NV3; por tanto se definena6 := gcd{a1, a4} = 30, G2 :=
(G1\{a1, a4})∪{a6} = {a2, a3, a5, a6} = {140, 147, 196, 30} yV6 := V1∪V4 = {90, 150}.
Ahora, calculamosm6 := min{b ∈ Z+ | ba6 ∈ N{a2, a3, a5}} = 14 y obtenemos que
m6a6 = 420. Observamos quem2a2 = m6a6 = 420 = 3 · a1 + a4 ∈ NV2 ∩ NV6; entonces
definimosa7 := gcd{a2, a6} = 10 , G3 := (G2 \ {a2, a6}) ∪ {a7} = {a3, a5, a7} y V7 :=
V2∪V6 = {90, 140, 150}. Ahora, calculamosm7 := min{b ∈ Z+ | ba7 ∈ N{a3, a5}} = 49
y obtenemos quem7a7 = 490. Observamos quem3a3 = m5a5 ∈ NV3 ∩ NV5; en-
tonces definimosa8 := gcd{a3, a5} = 49, G4 := (G3 \ {a3, a5}) ∪ {a8} = {a7, a8} y
V8 := V4 ∪ V5 = {147, 196}. Ahora, calculamosm8 := min{b ∈ Z+ | ba8 ∈ Na7} = 10 y
m8a8 = 490. Observamos quem7a7 = m8a8 y quem7a7 = 2a3 + a5 ∈ NV8; sin embargo
m7a7 /∈ NV7 y por tantoIA no es intersección completa.

Ejemplo 3.2.3. Veamos que el ideal tóricoIA dondeA = {a1, a2, a3, a4, a5} con a1 :=
22, a2 := 33, a3 := 72, a4 := 78 y a5 := 84 no es intersección completa. De hecho, si
definimosG1 := A y Vi := {ai} para todo1 ≤ i ≤ 5 , se tiene quem1 = 3 , m2 =
2 , m3 = 2 , m4 = 2 y m5 = 4 . Se observa quem1a1 = m2a2 = 66 ∈ NV1 ∩ NV2; por
tanto se definena6 := gcd{a1, a2} = 11, G2 := (G1\{a1, a2})∪{a6} = {a3, a4, a5, a6} =
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{72, 78, 84, 11} yV6 := V1∪V2 = {22, 33}. Ahora, calculamosm6 := min{b ∈ Z+ | ba6 ∈
N{a3, a4, a5}} = 30 y obtenemos quem6a6 = 330. Se observa quemiai 6= mjaj para
todo3 ≤ i < j ≤ 6 y por tantoIA no es intersección completa.

En relación a la implementación del Algoritmo IC-curva-monomial, la operación más
costosa computacionalmente es la del cálculo demi, que llevamos a cabo siguiendo la
aproximación al problema vía Teoría de Grafos explicada en la Subsección 2.4.4. Con
el objetivo de comparar nuestro algoritmo con el descrito por Delorme [30, Section 14],
efectuamos una implementación de su algoritmo siguiendo lamisma filosofía. La tarea
más costosa en el algoritmo de Delorme consiste en calcular el menor entero positivo que
pertenece a dos subsemigrupos deN, que denotamos porN{a1, . . . , ak} y N{ak+1, . . . , an}.
Para calcularlo, adaptamos el procedimiento de Teoría de Grafos de Clausen y Fortenbacher
[21] diseñado para resolver la ecuación diofántica lineal homogénead1x1 + · · ·+ dkxk =
dk+1xk+1 + . . . + dnxn. En este contexto, hubo que calcular un camino mínimo en un
grafo que tienemax{d1, . . . , dk}+max{dk+1, . . . , dn} nodos y(n−k)max{d1, . . . , dk}+
kmax{dk+1, . . . , dn} arcos, en el cual los pesos de los arcos no son0 o 1, ni se puede hacer
una reducción de este grafo como la descrita en la Subsección2.4.4. Por estos motivos,
encontrar los caminos mínimos en el algoritmo de Delorme consume mucho más tiempo
de computación que encontrar los respectivos caminos mínimos en el Algoritmo IC-curva-
monomial y esto hace que, a la postre, nuestro algoritmo mejore al de Delorme.

La siguiente proposición relaciona el Algoritmo IC-curva-monomial con la existencia
de árboles binarios etiquetados. Como consecuencia directa de esta proposición, se obtiene
una demostración del Teorema 3.1.4 de la sección anterior.

Proposición 3.2.4.IC-curva-monomial(A) = VERDADERO ⇐⇒ existe un árbol binario
T etiquetado porA que satisface las condiciones delTeorema 3.1.4.

Demostración.(⇐) Afirmamos queT satisface las hipótesis del Teorema 3.1.2; en efecto,
para cada nodov deT con hijosv1 y v2 se tiene quelcm{gcd(∆v1), gcd(∆v2)} = mv1av1 =
mv2av2 ∈ N∆v1 ∩ N∆v2 . Entonces por el Teorema 3.1.2 se tiene queIA es intersección
completa y, por tanto, IC-curva-monomial(A) = VERDADERO.

(⇒) Veamos cómo construir un árbol binario etiquetado porA que satisface las hipóte-
sis del Teorema 3.1.4 durante la ejecución del Algoritmo IC-curva-monomial. Comen-
zamos denotando porTi al árbol con un único nodovi etiquetado por{ai} para1 ≤ i ≤ n.
Como IC-curva-monomial(A) = VERDADERO, en cada ejecución del buclewhile existen
ai, aj ∈ G tales quemiai = mjaj y definimosTn+k como el árbol que tiene un nodo
raíz vn+k y como subárboles hijos aTi y Tj . Cuando el algoritmo termina su ejecución
se ha construido el árbol binarioT := T2n−1, veamos queT satisface las condiciones del
Teorema 3.1.4.

Por construcción,T es un árbol binario etiquetado porA tal que para todo vérticev
deT se tiene que∆vi = Vi y si denotamosavi := gcd(∆vi), entoncesai = avi para todo

1 ≤ i ≤ 2n − 2. Para todo vérticev deT distinto de la raíz, denotamosmv := min

{
b ∈
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Z+ | bav ∈ Naw +

(∑
ai∈A\(∆v∪∆w)Nai

)}
, dondev y w son vértices hijos del mismo

padre. Si demostramos quemi = mvi para todo nodo distinto de la raíz tendremos que
T satisface las condiciones del Teorema 3.1.4. Seavi un nodo distinto de la raíz y sea
vj el nodo con mismo padre quevi. Como durante la ejecución del algoritmo obtuvimos
quemiai = mjaj , entoncesmiai = lcm{ai, aj} y de la definición demvi se tiene la
desigualdadmi ≥ mvi . Si vj es un nodo terminal oj < i, entoncesmi = min{b ∈
Z+ | bai ∈

∑
ak∈G\{ai}

Nak}, dondeG es un conjunto tal queaj ∈ G (porquevj es terminal
o j < i) y Naj +

∑
ak /∈Vi∪Vj

Nak ⊂
∑

ak∈G\{ai}
Nak, de donde se tiene quemi ≤ mvi . Si

vj es un nodo no terminal yj > i, comomviai = αjaj +
∑

ak∈A\(Vi∪Vj)
αkak, entonces

(mi −mvi)ai +
∑

ak∈A\(Vi∪Vj)

αkak = (mj − αj)aj .

Por definiciónmj := min{b ∈ Z+ | baj ∈ N(G \ {aj})}, dondeG es un conjunto tal
queai ∈ G (porquej > i) y Nai +

∑
ak∈A\(Vi∪Vj)

Nak ⊂
∑

ak∈G\{aj}
Nak, entonces se

tiene queαj = mj o αj = 0. Si αj = mj entoncesmvi = mi y si αj = 0 entonces
mviai ∈

∑
ak /∈Vi∪Vj

Nak, en cuyo casomvi ≥ mi y habríamos terminado. �

Veremos ahora un ejemplo de ejecución del Algoritmo IC-curva-monomial en el que el
algoritmo devuelve VERDADERO y, por tanto,IA es intersección completa. Además en el
mismo ejemplo mostraremos cómo obtener durante la ejecución del algoritmo un árbol que
satisface las condiciones del Teorema 3.1.4. Para ello, seguiremos la construcción descrita
en la demostración de la Proposición 3.2.4.

Ejemplo 3.2.5. SeaA = {a1, a2, a3, a4, a5} cona1 = 36 , a2 = 54 , a3 = 125 , a4 = 150 y
a5 = 225, veamos que el ideal tóricoIA es intersección completa. En efecto, sean

G1 := A , V1 := {36} , V2 := {54} , V3 := {125} , V4 := {150} y V5 := {225}

y denotamos porTi al árbol con un único nodo etiquetado por{ai} para todo1 ≤ i ≤ 5.
Calculamos

mi := min{b ∈ Z+ | bai ∈
∑

j∈{1,...,5}
j 6=i

N aj} para todoi ∈ {1, . . . , 5}

y obtenemosm1 = 3 , m2 = 2 , m3 = 3 , m4 = 3 , m5 = 2.
Observamos quem1a1 = m2a2 y quem1a1 ∈ NV1 ∩ NV2. Definimos

a6 := gcd{a1, a2} = 18 , V6 := V1 ∪ V2 = {36, 54},

G2 := {a3, a4, a5, a6} = {125, 150, 225, 18}, y

T6 el árbol con nodo raízv6 y subárboles hijosT1 y T2:

79



T6r
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	 r
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Calculamosm6 := min{b ∈ Z+ | ba6 ∈ N a3+N a4+N a5} y obtenemos quem6 = 25.
Ahora comparamosm3a3, m4a4, m5a5, m6a6, observamos quem4a4 = m5a5 = 450 y que
m4a4 ∈ NV4 ∩ NV5. Entonces definimos

a7 := gcd{a4, a5} = 75 , V7 := V4 ∪ V5 = {150, 225},

G3 := {a3, a6, a7} = {125, 18, 75}, y

T7 el árbol con nodo raízv7 y subárboles hijosT4 y T5:

T7r
{150}

r
@
@

R�
�
	 r

{225}

Calculamosm7 := min{b ∈ Z+ | ba7 ∈ N a3 + N a6} y obtenemos quem7 = 5.
Ahora comparamosm3a3, m6a6 y m7a7, observamos quem3a3 = m7a7 y comprobamos
si m3a3 ∈ NV3 ∩ NV7, llegando a que en efectom7a7 = 3a3 = a4 + a5 ∈ NV3 ∩ NV7.
Entonces definimos

a8 := gcd{a3, a7} = gcd{125, 75} = 25 ,

V8 := V3 ∪ V7 = {125, 150, 225}, G4 := {a6, a8} = {18, 25}, y

T8 el árbol con nodo raízv8 y subárboles hijosT3 y T7:

T8

rHHHHHHHH
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r
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Calculamosm8 := min{b ∈ Z+ | ba8 ∈ Na6} y obtenemos quem8 = 18. Finalmente,
observamos quem6a6 = m8a8 y comprobamos sim6a6 ∈ NV6 ∩ NV8, llegando a que en
efectom6a6 = 8a1 + 3a2 = 2a5 ∈ NV6 ∩ NV8.

Por último se defineT9 como el árbol con nodo raízv9 y subárboles hijosT6 y T8.
Se observa queT9 es un árbol binario etiquetado porA que satisface las condiciones
aritméticas delTeorema 3.1.4.

T9
rHHHH
HHj������������

�����
�����������r
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HHjHHHHHHj
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�
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�

�
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R r
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r

{54}

�
�
	r

{150}
r

{225}

Durante la ejecución del algoritmo tuvimos en cuenta quem4a4 = m5a5, pero lo cierto
es quem4a4 = m5a5 = m6a6. Si en su lugar hubiésemos tenido en cuenta quem4a4 =
m6a6, habríamos construido el siguiente árbol que también satisface las condiciones del
Teorema 3.1.4:
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Como ya indicamos en la Nota 2.2.9, cuando el Algoritmo IC-curva-monomial de-
vuelve VERDADERO se puede obtener sin esfuerzo adicional un sistema minimal de ge-
neradores deIA formado por binomiosA-homogéneos. Más concretamente, siempre
quemiai = mjaj se comprueba quemiai ∈ NVi ∩ NVj y por tanto se puede escribir
miai =

∑
ar∈Vi

αrar =
∑

as∈Vj
αsas; entonces construimos el binomiog :=

∏
ar∈Vi

xαr
r −∏

as∈Vj
xαs
s deA-gradomiai = mjaj . El conjunto de binomios así construido forma un

sistema minimal de generadores deIA.

Como por cada igualdadmiai = mjaj construimos un binomioA-homogéneo deA-
gradomiai, haciendo uso de la Proposición 3.1.7 podemos obtener el número de Frobenius
del semigrupoNA, cuandogcd(A) = 1.

Corolario 3.2.6. Sigcd(A) = 1 y IA es intersección completa, entonces

g(NA) =
2n−2∑

i=1

miai
2

−
n∑

i=1

ai,

dondem1, . . . , m2n−2, an+1, . . . , a2n−2 son los enteros positivos obtenidos en la ejecución
delAlgoritmo IC-curva-monomial.

El Corolario 3.2.6 también es consecuencia de [11, Nota 4.5].

En el Ejemplo 3.2.5, comprobamos haciendo uso del AlgoritmoIC-curva-monomial
queIA es intersección completa dondeA = {a1, a2, a3, a4, a5} ⊂ Z+ cona1 = 36 , a2 =
54 , a3 = 125 , a4 = 150 y a5 = 225. Veamos cómo se obtiene un sistema minimal de
generadores del ideal así como el número de Frobenius del semigrupo numéricoNA.

Durante la ejecución del algoritmo hicimos las siguientes comprobaciones:

• Calculamosmi para todo1 ≤ i ≤ 5 y obtuvimosm1 = 3, m2 = 2, m3 = m4 = 3 y
m5 = 2.

• Observamos que3a1 = m1a1 = m2a2 = 2a2, entonces definimosg1 := x31 − x22.

• Definimosa6 := gcd{a1, a2} y obtuvimos quem6 = 25.

• Observamos que3a4 = m4a4 = m5a5 = 2a5, entonces definimosg2 := x34 − x25.

• Definimosa7 := gcd{a4, a5} y obtuvimos quem7 = 5.
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• Observamos que3a3 = m3a3 = m7a7 = 5a7. Comprobamos quem7a7 ∈ N{a4, a5}
obteniendo quem7a7 = a4 + a5 y entonces definimosg3 := x33 − x4x5.

• Definimosa8 := gcd{a3, a7} y obtuvimos quem8 = 18.

• Observamos que25a6 = m6a6 = m8a8 = 18a8. Comprobamos quem6a6 ∈
N{a1, a2} ∩ N{a3, a4, a5} obteniendo quem6a6 = 8a1 + 3a2 = 2a5 y finalmente
definimosg4 := x81x

3
2 − x25.

Concluimos que{g1, g2, g3, g4} es un sistema minimal de generadores deIA formado
por binomios. Además, comogcd(A) = 1, también tenemos que el número de Frobenius
deNA es

g(NA) =
8∑

i=1

miai
2

−
5∑

i=1

ai = (108+450+375+450)−(36+54+125+150+225) = 793.

A partir de un árbol que satisface las condiciones del Teorema 3.1.4 también se puede
obtener un sistema minimal de generadores deIA formado por binomiosA-homogéneos,
como muestra el siguiente resultado.

Proposición 3.2.7.SeaT un árbol binario etiquetado porA satisfaciendo las hipótesis
delTeorema 3.1.4. Entonces,

(1) {gv | v es nodo no terminal deT } es un sistema de generadores deIA formado por
n−1 binomios, donde para todo vértice no terminalv deT con hijosv1 y v2 se tiene
quegv :=

∏
xαr
r −

∏
xβs
s conαr , βs ≥ 0 tales que

lcm{gcd(∆v1), gcd(∆v2)} =
∑

ar∈∆v1

αr ar =
∑

as∈∆v2

βs as.

(2) Sigcd(A) = 1, el número de Frobeniusg(NA) del semigrupoNA es

g(NA) =
∑

v nodo de T 6= raiz

mvav
2

−
n∑

i=1

ai.

Demostración.La primera afirmación es consecuencia directa de [11, Nota 4.5 (i)], ya que
si v es nodo no terminal deT y v1, v2 son sus hijos, entonceslcm{gcd(∆v1), gcd(∆v2)} =
mv1av1 = mv2av2 ∈ N∆v1 ∩ N∆v2 . De (1) se sigue queIA está generado por binomios
deA-gradosmviavi = mvjavj dondevi y vj son nodos deT hijos del mismo padre y, por
tanto, distintos de la raíz. De aquí y por la Proposición 3.1.7 se sigue (2) (ver también [11,
Nota 4.5 (ii)]) �
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Ilustremos este resultado con un ejemplo:

SeaA = {a1, a2, a3, a4, a5} cona1 = 36 , a2 = 54 , a3 = 125 , a4 = 150 y a5 = 225
y seaT el siguiente árbol binario etiquetado porA que, como indicamos en el Ejemplo
3.2.5, satisface las condiciones del Teorema 3.1.4:

r��������

�����
�����������

rHHHHHH

HHHj r
{150}

rHHH
HHj r

{54}
r

{36}

HHHHHHHH

HHHHj r
{225}

HHHHHHHH

HHHHj

rHHHHHHHHHHH

HHHHHHj

���
���

r
{125}

v8

v7

v4v2

v6

v1 v5

v9

v3

• v6 tiene como hijos av1 y av2, ∆v1 = {a1} y ∆v2 = {a2} y

lcm{gcd(∆v1), gcd(∆v2)} = 108 = 3a1 = 2a2 ∈ N(∆v1) ∩ N(∆v2),

por tanto definimosgv6 := x31 − x22.

• v7 tiene como hijos av4 y av6, ∆v4 = {a4} y ∆v6 = {a1, a2} y

lcm{gcd(∆v4), gcd(∆v6)} = 450 = 3a4 = 5a1 + 5a2 ∈ N(∆v4) ∩ N(∆v6),

por tanto definimosgv7 := x34 − x51x
5
2.

• v8 tiene como hijos av5 y av7, ∆v5 = {a5} y ∆v7 = {a1, a2, a4} y

lcm{gcd(∆v5), gcd(∆v7)} = 450 = 2a5 = 5a1 + 5a2 ∈ N(∆v5) ∩ N(∆v7),

por tanto definimosgv8 := x25 − x51x
5
2.

• v9 tiene como hijos av3 y av8, ∆v3 = {a3} y ∆v8 = {a1, a2, a4, a5} y

lcm{gcd(∆v3), gcd(∆v8)} = 375 = 3a3 = a4 + a5 ∈ N(∆v3) ∩ N(∆v8),

por tanto definimosgv9 := x33 − x4x5.

En virtud de la Proposición 3.2.7 concluimos que{gv6 , gv7, gv8 , gv9} es un sistema mi-
nimal de generadores deIA y queg(NA) = 793.

Terminaremos esta sección demostrando criterios específicos para determinar siIA es
intersección completa cuandon = 3 o n = 4. El primero es la Proposición 3.2.8, que
presenta una prueba alternativa del resultado de Herzog cuandon = 3. Si combinamos la
Proposición 3.2.1 específica para curvas monomiales, con elTeorema 1.2.27 válido para
ideales tóricos cualesquiera, obtenemos condiciones necesarias para queIA sea intersec-
ción completa. En la Proposición 3.2.9 probaremos que estascondiciones también son
suficientes cuandon = 4.
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Proposición 3.2.8.[53, Theorem 3.8] SiA = {a1, a2, a3} ⊂ Z+, son equivalentes:

(1) IA es intersección completa

(2) ∃ i, j : 1 ≤ i < j ≤ 3 , tales quemiai = mjaj

(3) ∃i ∈ {1, 2, 3} tal quelcm{ai, gcd(A \ {ai})} ∈ N(A \ {ai}).

Demostración.(1) ⇒ (2) Por la Proposición 3.2.1.(2) ⇒ (3) Supongamos quem2a2 =
m3a3 y veamos quelcm{a1, gcd{a2, a3}} ∈ N{a2, a3}. Denotamosa4 := gcd{a2, a3} y
seanλ2, λ3 ∈ Z conλ2 ≥ 0 tales quelcm{a1, a4} = λ2a2 + λ3a3. Entonces escribimos
λ2 = qm2+λ

′
2 con0 ≤ λ ′

2 < m2 y denotamost := λ3+qm3 ∈ Z, entonceslcm{a1, a4} =
λ ′
2a2 + ta3. Si demostramos quet ∈ N ya tendríamos quelcm{a1, a4} ∈ N{a2, a3}. En

efecto, siλ ′
2 = 0 entoncest > 0 y si λ ′

2 > 0 entoncesλ ′
2a2 = lcm{a1, a4} − ta3, pero

como0 < λ ′
2 < m2, de la definición dem2 tenemos quet > 0. (3) ⇒ (1) Es fácil puesto

que siBiai = lcm{ai, gcd(A \ {ai})} ∈ N(A \ {ai}) para algún1 ≤ i ≤ 3, entonces por
la Proposición 1.2.19 y el Lema 1.2.17, se tiene queIA es intersección completa si y solo
si lo esIA\{ai}, y este último es intersección completa ya que tiene altura1. �

Proposición 3.2.9.SeaA = {a1, a2, a3, a4} ⊂ Z+. Entonces,IA es intersección completa
⇐⇒ se satisfacen las siguientes condiciones:

1 existenu, v : 1 ≤ u < v ≤ 4 tales quemuau = mvav

2 siempre quemuau = mvav con1 ≤ u < v ≤ 4, se tiene que

(a) IA ′ es intersección completa, dondeA ′ := {a ′
1, a

′
2, a

′
3}, con a ′

k := ak para
k < v y k 6= u, a ′

k := ak+1 parak ≥ v, y a ′
u := gcd{au, av};

(b) m ′
k = mk parak < v y k 6= u,m ′

k = mk+1 parak ≥ v, ym ′
ua

′
u ∈ N au+N av,

dondem ′
k := min{b ∈ Z+ | ba ′

k ∈
∑

s∈{1,2,3}\{k}N a
′
k} para todok ∈ {1, 2, 3}.

Demostración.(⇒) Directo de la Proposición 3.2.1 y el Teorema 1.2.27.(⇐) Supon-
gamos quem3a3 = m4a4 y seaa5 := gcd{a3, a4}. Asumimos queIA ′ es intersección
completa conA ′ = {a1, a2, a5} y quem ′

1 = m1, m ′
2 = m2 y m ′

5a5 ∈ N a3 + N a4,
dondem ′

r := min{b ∈ Z+ | bar ∈
∑

s∈{1,2,5}
s6=r

N as} para todor ∈ {1, 2, 5}. ComoIA ′ es

intersección completa, por la Proposición 3.2.8 y su pruebasabemos que se satisface una
de estas tres condiciones:

• m′
1a1 = m′

2a2 y lcm{gcd{a1, a2}, a5} ∈ N a1 + N a2 ;

• m′
2a2 = m′

5a5 y lcm{a1, gcd{a2, a5}} ∈ N a2 + N a5 ;

• m′
1a1 = m′

5a5 y lcm{a2, gcd{a1, a5}} ∈ N a1 + N a5 .

En el primer caso se tiene quem1a1 = m2a2,m3a3 = m4a4 y quelcm{gcd{a1, a2}, a5} ∈
N a1 + N a2. Entoncesm ′

5a5 = lcm{gcd{a1, a2}, a5} y, por tantom ′
5a5 = m ′

6a6 pertenece
a
(
N a1 + N a2

)
∩
(
N a3 + N a4

)
. Por tanto, IC-curva-monomial devuelve VERDADERO y

se construye el siguiente árbol:
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Para el segundo caso,m3a3 = m4a4 ym ′
5a5 ∈ N a3+N a4. Además,m ′

2a2 = m ′
5a5 y como

m ′
1a1 = lcm{a1, gcd{a2, a3, a4}} y m ′

1 = m1 , se sigue quelcm{a1, gcd{a2, a3, a4}} ∈
N a2 + N a3 + N a4. Por tanto, IC-curva-monomial devuelve VERDADERO y se construye
el siguiente árbol: r�������

�����
����������

rHHHHH

HHHj r
{a2}

rHHHHHj r
{a3}

r
{a4}

HHHHHHH

HHHHj r
{a1}

Esto termina la demostración, puesto que el tercer caso es similar al segundo. �

El siguiente ejemplo muestra cómo aplicar este resultado para demostrar que un ideal
tórico es intersección completa.

Ejemplo 3.2.10.ParaA = {a1, a2, a3, a4} cona1 = 15 , a2 = 70 , a3 = 98 y a4 = 147,
el ideal tórico IA es intersección completa. En efecto,m1 = 14 , m2 = 3 , m3 = 3 y
m4 = 2. Observamos quem3a3 = m4a4 y definimosa5 := gcd{a3, a4} ym ′

r := min{b ∈
Z+ | bar ∈

∑
s∈{1,2,5}

s6=r

N as} para todor ∈ {1, 2, 5}. Obtenemosa5 = 49 , m ′
1 = 14 = m1 ,

m ′
2 = 3 = m2 , m ′

5 = 5 y m ′
5a5 = 245 ∈ N a3 + N a4 (245 = 1 · 98 + 1 · 147). Como

m ′
1a1 = m ′

2a2, por la Proposición 3.2.8se tiene queIA ′ es intersección completa donde
A ′ = {a1, a2, a5} y podemos concluir queIA es intersección completa.

Sin embargo, la misma caracterización no es cierta en general cuandon ≥ 5, como
muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.2.11. El ideal tórico IA conA = {a1, a2, a3, a4, a5}, dondea1 := 45, a2 :=
70, a3 := 75, a4 := 98 y a5 := 147 no es intersección completa, como vimos en elEjem-
plo 2.2.8. No obstante, se verifica quem1a1 = m3a3 = 225 y si denotamosa ′

1 :=
gcd{a1, a3} = 15, a ′

2 := 70, a ′
3 := 98, a ′

4 := 147 y A′ := {a ′
1, a

′
2, a

′
3, a

′
4} se tiene

que IA′ es intersección completa, como vimos en elEjemplo 3.2.10. Además, se com-
prueba quem ′

1 = min{b ∈ Z+ | 15b ∈ N{70, 98, 147}} = 14, m ′
1a

′
1 = 210 ∈ N{45, 75},

m ′
2 = m2 = 3 ,m ′

3 = m4 = 3 ym ′
4 = m5 = 2 .

3.3 Intersecciones completas en ciertas curvas monomia-
les afines

El objetivo de esta sección es proporcionar familias de curvas monomiales afines cuyo ideal
tórico asociado es intersección completa. El punto de partida lo constituyen los trabajos de
García-Sánchez y Rosales [45], Maloo y Sengupta [71] y Fel [37].
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En el primero de ellos, los autores prueban que siA es un conjunto de enteros consec-
utivos, entoncesIA es intersección completa si y solo si o bienn = 2, on = 3 y a1 es par.
En el segundo, los autores generalizan el resultado cuandoA es un conjunto de enteros en
sucesión aritmética, esto es, existe und ∈ Z+ tal queai = a1 + (i − 1)d para1 ≤ i ≤ n.
En el Teorema 3.3.5 extenderemos este resultado asucesiones aritméticas generalizadas,
es decir, sucesiones{a1, . . . , an} tales que existeh ∈ Z+ tal que{ha1, a2, . . . , an} es una
sucesión aritmética.

Maloo y Sengupta estudian además el caso en queA \ {an} es una sucesión aritmética
y an ∈ Z+ es un entero cualquiera (lo que denominan una sucesión casi-aritmética) y
demuestran que siIA es intersección completa, entoncesn ≤ 4. Nótese que sin = 3,
A siempre es una sucesión casi-aritmética. Aquí caracterizaremos completamente en el
Teorema 3.3.9 cuándoIA es intersección completa siendoA\{an} una sucesión aritmética
generalizada,an ∈ Z+ un entero cualquiera yn ≥ 4.

En el tercero, al autor da algunas condiciones para que el semigrupo generado por un
conjuntoA = {a1, a2, a3}, dondea1, a2, a3 son miembros de la sucesión de Fibonacci o
de Lucas, sea un semigrupo numérico simétrico. Recordamos que un semigrupo numérico
S essimétricosi y solo si para todod 6∈ S se tiene queg(S) − d ∈ S, dondeg(S) es el
número de Frobenius deS. Herzog demostró en [53, Theorem 3.10] que cuandon = 3
y gcd(A) = 1, el semigrupoNA es simétrico si y solo siIA es intersección completa.
Aquí caracterizaremos cuándoIA es intersección completa para ciertos subconjuntosA de
una (p, q)-sucesión de Fibonacci o de una(p, q)-sucesión de Lucas, dondep, q ∈ Z+ y
gcd{p, q} = 1.

Recordemos la definición de este tipo de sucesiones. Una ecuación de recurrencia lineal
de segundo orden con coeficientes enteros tiene la siguienteforma:

Un+2 = pUn+1 + q Un paran ≥ 0 con condiciones inicialesU0 = α, U1 = β.

La (p, q)-sucesión de Fibonacci, que denotaremos por{Fn}n∈N, es la solución a la anterior
ecuación cuandoα = 0 y β = 1, mientras que la(p, q)-sucesión de Lucas, denotada
por {Ln}n∈N, es la solución cuandoα = 2 y β = p. Nótese que estas definiciones dan
una generalización natural de la sucesiones de Fibonacci y Lucas usuales, que ahora se
denominan(1, 1)-sucesión de Fibonacci y(1, 1)-sucesión de Lucas.

En los Teoremas 3.3.15 y 3.3.20 caracterizamos cuándoIA es intersección completa
paraA = {a1, . . . , an} en los siguientes casos:

(a) ∀i ∈ {1, . . . , n} : ai = Fdi , siendo{d1, . . . , dn} una sucesión aritmética genera-
lizada.

(b) ∀i ∈ {1, . . . , n} : ai = Ldi , siendo{d1, . . . , dn} es una sucesión aritmética.

Los resultados de esta sección, si bien no son corolarios directos de los resultados in-
cluidos en secciones anteriores, sí se obtienen como consecuencia de ellos, lo que per-
mite obtener, cuandoIA es intersección completa, un sistema minimal de generadores
del ideal tórico, además del número de Frobeniusg(S) del semigrupo numéricoS :=
N {a1/e, . . . , an/e}, dondee := gcd(A).
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3.3.1 Intersecciones completas y sucesiones aritméticas generalizadas

En esta parte trataremos los casos en que o bienA es una sucesión aritmética generalizada,
o A \ {an} es una sucesión aritmética generalizada yan es un entero positivo cualquiera.
Asumimos queNA es un semigrupo numérico, i.e.,gcd(A) = 1 y que NA está gene-
rado minimalmente por A. Nótese que siA es una sucesión aritmética generalizada con
gcd(A) = 1, entoncesA es sistema minimal de generadores deNA si y solo sin ≤ a1.

Como ya dijimos con anterioridad, Maloo y Sengupta demostraron que siA \ {an}
es una sucesión aritmética yn ≥ 5, entoncesIA no es intersección completa. Para llegar
a ese resultado se basaron en la descripción de Patil y Singh [82] de un sistema minimal
de generadores deIA cuandoA \ {an} es una sucesión aritmética (ver también [81] para
una prueba más corta del mismo resultado). Sin pasar por la obtención explícita de un
sistema minimal de generadores deIA, aquí demostraremos que siA\{an} es una sucesión
aritmética generalizada yn ≥ 5, entoncesIA no es intersección completa, lo que generaliza
el resultado de Maloo y Sengupta.

Lema 3.3.1.SeaA = {a1, . . . , an} un subconjunto cualquiera deZ+. Si existen1 ≤ i <
j ≤ n tales que:

• miai 6= mjaj y

• miai =
∑

k 6=i αkak, mjaj =
∑

k 6=j βkak conαk, βk ∈ N, αj 6= 0 y βi 6= 0,

entoncesIA no es intersección completa.

Demostración.Seanfi := xmi

i −
∏

k 6=i x
αk

k y fj := x
mj

j −
∏

k 6=j x
βk

k . ComodegA(fi) =
miai 6= mjaj = degA(fj), entonces por el Lema 1.2.26 existe un sistema minimal de gene-
radoresB deIA al que pertenecenfi y fj. Supongamos queIA es intersección completa,
entonces existeng3, . . . , gn−1 tales queB = {fi, fj, g3, . . . , gn−1} generaIA. Por tanto
IA ⊂ J := (xi, xj , g3, . . . , gn−1), pero esto no es posible puesIA es primo y por tanto
n− 1 = ht(IA) < ht(J) ≤ µ(J) ≤ n− 1. �

Proposición 3.3.2.Sin ≥ 4 y A contiene una sucesión aritmética generalizada de cuatro
elementos, entoncesIA no es intersección completa.

Demostración.Supongamos que{a1, a2, a3, a4} forman una sucesión aritmética generali-
zada, es decir, existeh ∈ Z+ tal queha1, a2, a3, a4 están en sucesión aritmética. Al serA
sistema minimal de generadores deNA, se tiene quemi 6= 1 para todo1 ≤ i ≤ n. Además,
2a2 = ha1 + a3 y 2a3 = a2+ a4 de dondem2 = m3 = 2 y, por tanto,IA no es intersección
completa por el Lema 3.3.1. �

Esta Proposición nos permite deducir directamente el siguiente resultado que generaliza
el de [71]:

Corolario 3.3.3. SiA \ {an} es una sucesión aritmética generalizada yn ≥ 5, entonces
IA no es intersección completa.
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El siguiente resultado también es consecuencia directa de Proposición 3.3.2:

Corolario 3.3.4. Si A una sucesión aritmética generalizada yn ≥ 4, entoncesIA no es
intersección completa.

Ahora procederemos con las caracterizaciones buscadas:

Teorema 3.3.5.SeaA una sucesión aritmética generalizada conn ≥ 3. Entonces,IA es
intersección completa si y solo sin = 3 y a1 es par.

Demostración. Por el Corolario 3.3.4 solo queda estudiar el caso en quen = 3. Sea
h ∈ Z+ tal que{ha1, a2, a3} es una sucesión aritmética. Comogcd(A) = 1, si denotamos
d := a3 − a2, entoncesa2 = ha1 + d, a3 = ha1 + 2d y gcd{a1, d} = 1. Se tiene que
gcd{a1, a3} = gcd{a1, 2d} = gcd{a1, 2}, separamos dos casos. Sia1 es par, entoncesa2
es impar ylcm{a2, gcd{a1, a3}} = 2a2 = ha1 + a3 ∈ N{a1, a3} y, por la Proposición
3.2.8,IA es intersección completa. Sia1 es impar, entonces

• lcm{a1, gcd{a2, a3}} = gcd{h, d}a1 < a2 < a3, por tantolcm{a1, gcd{a2, a3}} 6∈
N{a2, a3},

• lcm{a2, gcd{a1, a3}} = a2 6∈ N{a1, a3} y

• lcm{a3, gcd{a1, a2}} = a3 6∈ N{a1, a2}.

Así que de nuevo por la Proposición 3.2.8 concluimos queIA no es intersección completa.
�

Nota 3.3.6.Además en caso de queIA sea intersección completa, esto es, cuandon = 3,
{a1, a2, a3} es una sucesión aritmética generalizada ya1 es par, se obtiene la siguiente
información adicional(ver Nota 1.2.24y Proposición 3.1.7):

• IA =
(
x22 − xh1 x3, x

a3/2
1 − x

a1/2
3

)
, siendoh ∈ Z+ tal que{ha1, a2, a3} es sucesión

aritmética, es decirh = (2a2 − a3)/a1.

• g(NA) = a1a3/2− a1 + a2 − a3.

La fórmula general para el número de Frobenius del semigrupoNA cuandoA es una
sucesión aritmética generalizada se puede encontrar en [86, Theorem 3.3.4].

Como consecuencia directa del Teorema 3.3.5 se obtienen losya citados:

Corolario 3.3.7. [71, Theorem 3.5] SeaA una sucesión aritmética. Entonces,IA es inter-
sección completa si y solo sin = 2 o n = 3 y a1 es par.

Corolario 3.3.8. [43, Corollary 9] SeaA un conjunto de enteros consecutivos. Entonces,
IA es intersección completa si y solo sin = 2 o n = 3 y a1 es par.
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Respecto al caso en queA \ {an} es sucesión aritmética generalizada conn ≥ 4, se
tiene lo siguiente:

Teorema 3.3.9.SeaA = {a1, . . . , an} tal queA \ {an} es una sucesión aritmética gene-
ralizada conn ≥ 4. Entonces,IA es intersección completa si y solo sin = 4 y se satisface
una de las siguientes condiciones:

1. a1/gcd{a1, a2} es par ygcd{a1, a2} a4 ∈ N{a1, a2, a3}, o

2. a1, a4 son pares yCred = ∅ conC = {a1, a3, a4}

Demostración.Por el Corolario 3.3.3 solo queda estudiar el caso en quen = 4. Se observa
queIA es intersección completa si y solo si lo esIA′ , dondeA′ := {a1, a2, a3, B4a4} y, a
su vez,IA′ = IB conB := {a′1, a

′
2, a

′
3, a

′
4} dondea′i = ai/B4 para1 ≤ i ≤ 3 y a′4 = a4.

Además,gcd{a′1, a
′
2} = 1 puesto queB4 = gcd{a1, a2, a3} = gcd{a1, a2}.

Si a′4 ∈ N{a′1, a
′
2, a

′
3}, entonces por el Lema 1.2.17,IA es intersección completa si

y solo si IB\{a′4} lo es. ComoB \ {a′4} = {a′1, a
′
2, a

′
3} es una sucesión aritmética ge-

neralizada ygcd{a′1, a
′
2, a

′
3} = 1, por el Teorema 3.3.5 tenemos queIA es intersección

completa si y solo sia′1 es par. A partir de ahora supondremos quea′4 /∈ N{a′1, a
′
2, a

′
3}.

Seami := min{b ∈ Z+ | ba′i ∈ N(B \ {a′i})} para todo1 ≤ i ≤ 4, entoncesm4 ≥ 2
puesto quea′4 /∈ N{a′1, a

′
2, a

′
3} y comoA es sistema minimal de generadores deNA tam-

bién se tiene quem1, m2, m3 ≥ 2, en particularm2 = 2. Estudiemos los posibles va-
lores dem1, si m1a

′
1 = m2a

′
2 definimosa′5 := gcd{a′1, a

′
2} = 1 y m′

3 := min{b ∈
Z+ | ba′3 ∈ N{a′4, a

′
5}} = 1 y por la Proposición 3.2.9,IB no es intersección completa ya

quem3 6= m′
3. Si m1a

′
1 = m3a

′
3, entoncesm1a

′
1 = lcm{a′1, a

′
3} ≤ lcm{a′1, a

′
2}, como

lcm{a′1, a
′
3} = a′1a

′
3/gcd{a

′
1, 2}, lcm{a′1, a

′
2} = a′1a

′
2 y a′2 < a′3, entoncesgcd{a′1, 2} = 2

y a′1 es par. Seana′5 := gcd{a′1, a
′
3} = 2 y m′

i := min{b ∈ Z+ | ba′i ∈
∑

j∈{2,4,5}
j 6=i

Naj} para

i = 2, 4, entoncesm′
2 = 1 om′

4 = 1. En efecto, sia′2 es par entoncesm′
2 = 1, si a′4 es par

entoncesm′
4 = 1 y si ambos son impares y, por ejemplo,a′2 < a′4 entoncesa′4 ∈ N{a′2, a

′
5}

y m′
4 = 1; de nuevo por la Proposición 3.2.9,IB no es intersección completa. En caso

de quem1a
′
1 /∈ {m2a

′
2, m3a

′
3} entoncesm1a

′
1, m2a

′
2 y m3a

′
3 son todos distintos y por la

Proposición 2.2.1 y la Nota 2.2.2, tenemos queIB será intersección completa si y solo si
Bred = ∅, veamos pues cuándoBred = ∅. SeaB′

i := gcd(B \ {a′i}) para todo1 ≤ i ≤ 4,
entoncesB′

3 = B′
4 = 1 y por tantoB′

ia
′
i /∈ N(B \ {a′i}) parai = 3, 4. Seand′, h′ ∈ Z+,

tales quea′2 = h′a′1 + d′, a′3 = a′2 + d′, entoncesgcd{a′1, d
′} = gcd{a′1, a

′
2, a

′
3} = 1. Sep-

aramos dos casos, supongamos primero quea′1 y a′4 son ambos pares, entonces tendremos
queB′

2 := gcd{a′1, a
′
3, a

′
4} = gcd{a′1, 2d

′, a′4} = gcd{a′1, 2, a
′
4} = 2 y 2a′2 = h′a′1 + a′3,

por tantoBred = ∅ si y solo siCred = ∅, dondeC = {a1, a3, a4}. Supongamos por último
quea′1 o a′4 es impar, entoncesB′

2 = 1 y B′
2a

′
2 /∈ N{a′1, a

′
3, a

′
4}, entonces consideramos

B′
1 := gcd{a′2, a

′
3, a

′
4} = gcd{h′a′1, d

′, a′4} = gcd{h′, d′, a′4}, de dondeB′
1a

′
1 | h′a′1 <

a′2 < a′3; por tantoB′
1a

′
1 ∈ N{a′2, a

′
3, a

′
4} si y solo siB′

1a
′
1 es múltiplo dea′4. Además en

este caso tendríamos queBred = ∅ si y solo si lo esB′
red conB′ := {a′2, a

′
3, a

′
4}. Como

a′4 | B′
1a

′
1 | h′a′1, entoncesa′4 < a′2 < a′3 están en sucesión aritmética generalizada y,

por la Proposición 3.2.8 y el Teorema 3.3.5,B′
red = ∅ si y solo sia′4/B

′
1 es par, pero esto
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no es posible pues tantoa′1 comoa′4 serían pares, lo que supone una contradicción. En-
tonces podemos concluir que sia′1 o a′4 es impar, entoncesBred 6= ∅ y IA no es intersección
completa. �

Nota 3.3.10.CuandoIA es intersección completa, si denotamos porS al semigrupo nu-
mérico generado porA = {a1, a2, a3, a4} y porh ∈ Z+ al entero tal que{ha1, a2, a3} es
una sucesión aritmética, es decir,h = (2a2 − a3)/a1, tenemos los siguientes resultados
(ver Nota 1.2.24y Proposición 3.1.7):

1. Sia1/gcd{a1, a2} es par ygcd{a1, a2}a4 ∈ N{a1, a2, a3} y tomamosβ1, β2, β3 ∈ N
tales queba4 = β1a1 + β2a2 + β3a3, dondeb := gcd{a1, a2}, entonces

• IA =
(
xb4 − xβ1

1 x
β2

2 x
β3

3 , x
2
2 − xh1x3, x

a3/2b
1 − x

a1/2b
3

)
; y

• g(S) = (a1a3 / 2b)− a1 + a2 − a3 + (b− 1)a4.

2. Sia1 ya4 son pares yCred = ∅ conC := {a1, a3, a4} y denotamos porS ′ al semigrupo
numéricoN{a1/2, a3/2, a4/2}, entonces

• IA =
(
x22 − xh1x3

)
+ IC · k[x1, x2, x3, x4]; y

• g(S) = 2 g(S ′) + a2.

3.3.2 Intersecciones completas y sucesiones de Fibonacci.

Dadosp, q ∈ Z+ congcd{p, q} = 1, el siguiente objetivo es el de caracterizar cuándoIA
es intersección completa siendoA = {a1, . . . , an} ⊂ Z+ conai = Fdi para1 ≤ i ≤ n,
donded1, . . . , dn es una sucesión aritmética generalizada y{Fn} es la (p, q)-sucesión
de Fibonacci. Para llegar a la caracterización buscada primero introduciremos algunas
propiedades básicas de las sucesiones obtenidas como solución de ecuaciones de recurren-
cia lineales de segundo orden, haciendo especial énfasis enlas propiedades particulares de
las(p, q)-sucesiones de Fibonacci y también de las de Lucas. Algunas de estas propiedades
son generalizaciones directas de las encontradas en [98], otras se pueden encontrar por
ejemplo en [56, Section 5] o [60] y el resto se pueden demostrar fácilmente.

Si denotamos por[a]2 a la2-valoración de un entero positivo cualquieraa, i.e., [a]2 :=
max{t ∈ N : 2t|a}, se tiene el siguiente resultado:

Lema 3.3.11.[56, Teoremasf̄ , ℓ̄ y f̄ ℓ̄ ] Seana, b enteros positivos y sead := gcd{a, b}.
Entonces,

• gcd{Fa, Fb} = Fd.

• gcd{La, Lb} =





Ld si [a]2 = [b]2
2 si [a]2 6= [b]2, p, q son impares y3|d
2 si [a]2 6= [b]2, p es par yq impar
1 en otro caso
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• gcd{La, Fb} =





Ld si [a]2 < [b]2
2 si [a]2 ≥ [b]2, p, q son impares y3|d
2 si [a]2 ≥ [b]2, p, b son pares yq es impar
1 en otro caso

Teniendo en cuenta el Lema 3.3.11 y tras observar que toda(p, q)-sucesión de Fibonacci
es estrictamente creciente salvo sip = 1 (en cuyo casoF1 = F2), y que toda(p, q)-sucesión
de Lucas es estrictamente creciente salvo sip ∈ {1, 2} (en cuyo casoL0 ≥ L1), se obtienen
las siguientes propiedades de divisibilidad.

Corolario 3.3.12. Para todoa, b ∈ Z+ se tienen las siguientes propiedades:

(1) Sia | b entoncesFa |Fb.

(2) SiFa |Fb entoncesa |b, salvo quep = b = 1 y a = 2.

(3) Sia ≥ 2, entoncesLa |Lb si y solo sib/a es impar.

(4) Si b es par, entoncesgcd{La, La+b} = gcd{La, Fb}.

Denotamos por{Un}n∈N cualquier sucesión que satisfaga queUn+2 = pUn+1 + q Un

para todon ≥ 2 y U0, U1 ∈ N no son ambos nulos, como la(p, q)-sucesión de Fibonacci o
la de Lucas. En el siguiente Lema se obtienen propiedades básicas de estas sucesiones que
usaremos posteriormente, todas ellas de fácil verificación. El apartado(4) se encuentra en
[56, Proposiciones 5.1 y 5.2] y los apartados(1) y (3) son generalizaciones directas de los
correspondientes resultados para el caso particularp = q = 1 que se pueden encontrar en
[98].

Lema 3.3.13.Seana, b, c, d, e enteros positivos. Entonces,

(1) Ua+b = Fa Ub+1 + q Fa−1 Ub.

(2) Si b ∈ N{a1, . . . , ak} dondea1, . . . , ak ∈ Z+, entoncesFb ∈ N{Fa1 , . . . , Fak}.

(3) FaUb−FcUd = (−1)eqe(Fa−eUb−e−Fc−eUd−e) si a+b = c+d y e ≤ min{a, b, c, d}.

(4) La = F2a/Fa = Fa+1 + qFa−1.

(5) Ua+2b + (−1)bqbUa = LbUa+b.

Con estas propiedades básicas, las siguientes desigualdades son fáciles de probar.

Corolario 3.3.14. Seana, b, c, d enteros positivos. Se satisfacen las siguientes desigual-
dades:

(1) qbUa ≤ Ua+2b y se tiene la igualdad si y solo sia = U1 = 0, b = 1.

(2) La < Fa+2.
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(3) Ua+b−2 < FaUb < Ua+b−1 si a, b ≥ 2.

(4) FaUb < FcUd si a+ b < c+ d.

(5) Sia < c, a < d y a + b = c+ d, entoncesFaUb < FcUd si y solo sia es par.

(6) La+b−1 < LaLb < min{La+b+1, 2La+b}.

(7) Sia ≤ b, entoncesLaLb < La+b si a es impar yLaLb > La+b si a es par.

Denotaremos porai al di-ésimo término de la(p, q)-sucesión de Fibonacci, donde
{d1, . . . , dn} es una sucesión aritmética generalizada. Esto es, existenh, a, d ∈ Z+ tales
quea1 := Fa y ai := Fha+(i−1)d para todoi ≥ 2. Tal y como ya hemos indicado, nues-
tro objetivo es caracterizar cuándoIA es intersección completa en función de los datos de
entrada. Este objetivo se alcanza con el siguiente Teorema.

Teorema 3.3.15.Seanp, q ∈ Z+ primos entre sí y sea{Fn}n∈N la (p, q)-sucesión de
Fibonacci. SeaA = {a1, . . . , an} cona1 := Fa yai := Fha+(i−1)d para todoi ∈ {2, . . . , n}
dondeh, a, d ∈ Z+ yn ≥ 3. Entonces,IA es intersección completa si y solo si se satisface
alguna de las siguientes condiciones:

(a) d es impar,

(b) d ≥ a,

(c) a = 2d,

(d) gcd{a, d} = a− d y a es impar, o

(e) n = 3 y 2d | a.

Para demostrar este Teorema probaremos dos resultados previos; el Lema 3.3.16 y la
Proposición 3.3.18. En el primero de ellos se caracteriza cuándoa3 ∈ N{a1, a2} y además
se demuestra que sia3 ∈ N{a1, a2}, entoncesai ∈ N{a1, a2} para todoi ≥ 3, lo que en
particular implica queIA es intersección completa. En el segundo de ellos se estudia el
caso en quea3 /∈ N{a1, a2} y se caracteriza cuándoIA es intersección completa.

Lema 3.3.16.a3 ∈ N{a1, a2} si y solo sid es impar oF2d ≥ lcm{a1, Fd}. Además si
a3 ∈ N{a1, a2}, entoncesai ∈ N{a1, a2} para todoi ≥ 3.

Demostración.Si d es impar, por el Lema 3.3.13.(5) sabemos quea3 = (qdFha/Fa)a1 +
Lda2 ∈ N{a1, a2} y queai+2 = Ldai+1 + qdai para todoi ≥ 2, de donde obtenemos que
ai ∈ N{a1, a2} para todoi ≥ 3.

Supongamos qued es par, seae := gcd{a1, a2} = Fgcd{a,d} y consideremos el semi-
grupo numéricoS := N {a1/e, a2/e}. Por el Teorema 3.1.6 tenemos que el número de
Frobenius deS cumple queeg(S) = (a1a2)/e− a1 − a2.

Si d ≥ a, tenemos queeg(S) < (a1a2)/e ≤ a1a2 ≤ Fd a2 < ai para todoi ≥ 3, de
dondeai ∈ N{a1, a2}. En este casoF2d > a1Fd ≥ lcm{a1, Fd}. Supongamos ahora que
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a > d y estudiemos la existencia o no de soluciones(x, y) ∈ N2 a la ecuación diofántica
lineal

a1x+ a2y = a3. (3.1)

Por el Lema 3.3.13, sabemos que
(
−qd Fha

a1
, Ld

)
∈ Z2 es una solución a la ecuación y que

el conjunto de soluciones enteras de la ecuación será
{(

−qd
Fha

a1
+ λ

a2
e
, Ld − λ

a1
e

)
, λ ∈ Z

}
.

Afirmamos que−qd Fha

a1
+ a2

e
> 0; de hecho comoa > d, entoncese = Fgcd{a,d} ≤ Fa−d y

qd e Fha = qd/2 e qd/2 Fha < qd/2 Fa−d a2 < a1 a2. Por tanto (3.1) tiene una solución entera
no negativa si y solo sia1

e
≤ Ld, lo que equivale a queF2d ≥ lcm{a1, Fd}. Finalmente

tenemos que

g(T ) e ≤
a1 a2
e

≤ Ld a2 < Fd+2 a2 < Fha+2d+1 < ai para todo i ≥ 4

y ai ∈ N{a1, a2} para todoi ≥ 4. �

Ahora estudiamos el caso en quea3 /∈ N{a1, a2}.

Lema 3.3.17.Si2d | a y a3 6∈ N{a1, a2}, entoncesa4 6∈ N{a1, a2, a3}.

Demostración.Nótese primero quegcd{a1, a2} = Fgcd{a,d} = Fd y a ≥ 4d (pues sia = 2d
entoncesa1 | a3 peroa3 6∈ N{a1, a2}). Supongamos que existenα1, α2, α3 ∈ N tales que
a4 = α1a1+α2a2+α3a3. Comoa4 = −qda2+Lda3, si denotamosβ := Ld−α3 tenemos
queβa3 = α1a1 + (α2 + qd)a2. Entonces la ecuaciónβa3 = xa1 + ya2 tiene una solución
(x, y) ∈ N× N.

Por otra parte, sabemos queβa3 = −βqda1+βLda2, entonces el conjunto de soluciones
enteras a la ecuación es

{(
−β qd + λ

a2
Fd

, β Ld − λ
a1
Fd

)
, λ ∈ Z

}
.

Sin embargo, para todoλ > 0, tenemos que

β Ld − λ
a1
Fd

≤ (Ld)
2 −

a1
Fd

≤ (Ld)
2 −

F4d

Fd
= (Ld)

2 − L2dLd < 0;

de donde se concluye que no hay solución(x, y) ∈ N× N, lo que es una contradicción.�

Proposición 3.3.18.Si a3 6∈ N{a1, a2}, entoncesIA es intersección completa⇐⇒ n = 3
y 2d | a.

Demostración.Si a3 6∈ N{a1, a2}, en particulard es par por el Lema 3.3.16 y por el Lema
3.3.13 se tiene quea3 + qdFha = Ld a2 y ai+1 + qdai−1 = Ld ai para3 ≤ i ≤ n − 1. Esto
implica quemi ≤ Ld para todoi ∈ {2, . . . , n − 1}. Tomemos ahora2 ≤ i < j ≤ n y
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supongamos quemiai = mjaj . En particular,miai ≤ Ldai = ai+1 + qdai−1 < 2 ai+1; esto
implica quej = i+ 1, y quemiai = ai+1, de dondeai | ai+1, pero esto no es posible pues
ha+ (i− 1)d no divide aha+ id. Por tantom2a2, . . . , mnan son todos distintos, entonces
en virtud de la Proposición 2.2.1, la Nota 2.2.2 y del Teorema1.2.21, tenemos queIA es
intersección completa si y solo siAred = ∅.

SeaA′ al sistema minimal de generadores del semigrupoNA, entonces existek ∈ N y
ciertos4 ≤ i1 < · · · < ik ≤ n tales queA′ = {a1, a2, a3, ai1 , . . . , aik}. Definimos

B′
j :=

gcd(A′ \ {aj})

gcd(A′)
para todo j ∈ {1, 2, 3, i1, . . . , ik}.

Se tiene queB′
j = 1 para todoj ∈ {3, i1, . . . , ik} puesgcd{a1, a2} = gcd(A′) y B′

1 =
Fgcd{ha,d}

gcd(A′)
. AdemásB′

1 a1 6∈ N(A′ \ {a1}) puesB′
1 a1 ≤ Fd a1 < a2. Si [a]2 ≤ [d]2 o

existe unj ∈ {1, . . . , k} tal queij es par, se tiene además queB′
2 = 1, lo que implica

queAred tienek + 3 elementos y queIA no es intersección completa. Si[a]2 > [d]2 e ij
es impar para todoj ∈ {1, . . . , k}, entoncesgcd{a, 2d} = 2 gcd{a, d} y B2 = Lgcd{a,d}.
Supongamos primero quegcd{a, d} < d, entoncesB2 a2 ≤ Ld−1 a2 < Lha+2d−2 < a3 para
todoi ∈ {3, . . . , n} y a1 no divide aB2 a2; en caso contrarioa1 dividiría aB2 gcd(A′) =
gcd(A′ \ {a2}) pero esto no puede ser porquea1 dividiría a a3. En este caso también
llegamos a queAred tienek + 3 elementos y, por tanto,IA no es intersección completa.
Finalmente, asumamos que[a]2 > [d]2 y quegcd{a, d} = d o, lo que es lo mismo, que
2 d | a; si n ≥ 4, por el Lema 3.3.17 tenemos quea4 6∈ N{a1, a2, a3}, de dondei1 = 4 y
estamos en el caso anterior; sin = 3, entoncesLd d2 = qd Fha + a3 ∈ Na1 + Na3 y por la
Proposición 3.2.8 podemos concluir queIA es intersección completa. �

Demostración del Teorema 3.3.15.Como vimos en el Lema 3.3.16,a3 ∈ N{a1, a2} si
y solo si d es impar oF2d ≥ lcm{a1, Fd}. A su vezF2d ≥ lcm{a1, Fd} si y solo si
F2dFgcd{a,d} ≥ a1Fd. Además, en vista de (4) y (5) en Corolario 3.3.14, esto equivale
a quegcd{a, d} > a − d o a = 2d o gcd{a, d} = a − d y a − d es impar. Además,
gcd{a, d} > a−d si y solo sid ≥ a. Por tanto, se tiene quea3 ∈ N{a1, a2} si y solo sid es
impar,d ≥ a, a = 2d o gcd{a, d} = a− d y a es impar. En este caso, además se tiene que
ai ∈ N{a1, a2} para todoi ∈ {3, . . . , n} y aplicando el Lema 1.2.17 se concluye queIA es
intersección completa. Sia3 6∈ N{a1, a2}, por la Proposición 3.3.18 se sigue el resultado.
�

Vale la pena destacar el hecho de que la caracterización obtenida en el Teorema 3.3.15
no depende de los valores dep, q o h, sino que solo depende dea, d y n.

Nota 3.3.19.Denotando pore := Fgcd{a,d} y S := N {a1/e, . . . , an/e}, en los casos en
queIA es intersección completa, se obtiene la siguiente información adicional(ver Nota
1.2.24y Proposición 3.1.7):

1. Sid es impar. Entonces,
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• IA =
(
x
a2/e
1 − x

a1/e
2 , x3 − x

qdFha/a1
1 xLd

2 , x4 − xq
d

2 x
Ld

3 , . . . , xn − xq
d

n−2x
Ld

n−1

)
; y

• g (S) = 1
e
(a1a2/e− a1 − a2).

2. Sid ≥ a, o a = 2d, o gcd{a, d} = a− d y a es impar. Entonces,

• IA =
(
x
a2/e
1 − x

a1/e
2 , x3 − x

b3,1
1 x

b3,2
2 , x4 − x

b4,1
1 x

b4,2
2 , . . . , xn − x

bn,1

1 x
bn,2

2

)
,

dondeb3,1, . . . , bn,2 ∈ Z+ son tales quebi,1 a1 + bi,2 a2 = ai para todoi ∈
{3, . . . , n}; y

• g (S) = 1
e
(a1a2/e− a1 − a2).

3. Sin = 3 , 2d | a , a 6= 2d y d es par. Entoncese = Fd y

• IA =
(
x
a3/F2d

1 − x
a1/F2d

3 , xLd

2 − x
qdFha/a1
1 x3

)
; y

• g (S) = 1
Fd

(a1 a3/F2d − a1 + (Ld − 1) a2 − a3).

3.3.3 Intersecciones completas y sucesiones de Lucas

En esta subsección denotaremos porai el di-ésimo término de la(p, q)-sucesión de Lucas,
donde{di}1≤i≤n es una sucesión aritmética. Esto es, existena, d ∈ Z+ tales queai :=
La+(i−1)d para todoi ≥ 1. Nuestro objetivo es caracterizar cuándoIA es intersección
completa en función de los datos de entradap, q, n, a y d. Este objetivo se alcanza en el
Teorema 3.3.20. Recordamos que[a]2 (respect.[d]2) denota la2-valoración dea (respect.
d).

Teorema 3.3.20.Seanp, q dos enteros positivos primos entre sí y sea{Ln}n∈N la (p, q)-
sucesión de Lucas. SeaA = {a1, . . . , an} dondeai := La+(i−1)d para todoi ∈ {1, . . . , n}
con a, d ∈ Z+ y n ≥ 3. Entonces,IA es intersección completa si y solo si se satisface
alguna de las siguientes condiciones:

(a) d es impar,

(b) d ≥ a,

(c) gcd{a, d} = a− d y [d]2 > [a]2 ≥ 1,

(d) n = 3, p y a/d son impares yq es par, o

(e) n = 3, p y q y a/d son impares y3 ∤ d.

Para demostrar este Teorema se seguirá un esquema análogo alseguido con las suce-
siones de Fibonacci. Al igual que en la subsección anterior,la prueba del Teorema se basa
en dos resultados, el Lema 3.3.21 y la Proposición 3.3.23, que son, respectivamente, las ver-
siones para la sucesión de Lucas del Lema 3.3.16 y la Proposición 3.3.18. En el primero de
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ellos se caracteriza cuándoa3 ∈ N{a1, a2} y además se demuestra que sia3 ∈ N{a1, a2},
entoncesai ∈ N{a1, a2} para todoi ≥ 3, lo que en particular implica queIA es inter-
sección completa. En el segundo de ellos se estudia el caso enquea3 /∈ N{a1, a2} y se
caracteriza cuándoIA es intersección completa.

Lema 3.3.21.a3 ∈ N{a1, a2} si y solo sid es impar oF2d ≥ lcm{a1, Fd}. Además si
a3 ∈ N{a1, a2}, entoncesai ∈ N{a1, a2} para todoi ≥ 3.

Demostración.Si d es impar, por el Lema 3.3.13 se tiene queai+2 = qd ai + Ld ai+1

para todoi ≥ 1. Supongamos ahora qued es par y denotamos pore := gcd{a1, a2} =
gcd{a1, Fd} y por S al semigrupo numéricoN {a1/e, a2/e}. Nótese quee divide ai para
todoi ≥ 3. En efecto,

• si [a]2 = [a + d]2, entonces[d]2 > [a]2 y e = Lgcd{a,a+d} = Lgcd{a,d}; por tanto
a/gcd{a, d} es impar yd/gcd{a, d} es par, por consiguientea+(i−1) d

gcd{a,d}
es impar ye

divide aai para todoi ≥ 1,

• si p, q son impares3|a, 3|a+d y [a]2 6= [a+d]2, entoncese = 2, [a]2 6= [a+(i−1)d]2
y 3 | a+ (i− 1)d para todoi ≥ 2, por tantoe divide aai para todoi ≥ 1,

• si p es par,q impar y[a]2 6= [a+ d]2, entonces[a]2 6= [a+ (i− 1)d]2 para todoi ≥ 2
y e divide aai para todoi ≥ 1,

• en el resto de casose = 1.

Si d > a, entoncesg(S) e < a1 a2
e

< a1 a2 ≤ a1 L2d−1 < ai para todoi ≥ 3, de
aquíai ∈ N{a1, a2}. Nótese que sid > a, entoncesF2d > a1Fd ≥ lcm{a1, Fd}. Si
a = d, entoncesa1 | a3 y g(S) e < a1 a2

e
< a1 a2 ≤ a1 L2d < ai para todoi ≥ 4

y lcm{a1, Fd} = lcm{F2d/Fd, Fd} ≤ F2d. Para el caso en quea > d estudiaremos la
existencia de soluciones(x, y) ∈ N2 de la ecuación

a1 x+ a2 y = a3 (3.2)

Por el Lema 3.3.13, sabemos que
(
−qd, Ld

)
∈ Z2 es solución entera a (3.2) y, por tanto, el

conjunto de soluciones enteras a dicha ecuación será
{(

−qd + λ
a2
e
, Ld − λ

a1
e

)
, λ ∈ Z

}
.

Afirmamos que−qd + a2
e
> 0; de hecho

• si e ≤ 2, entoncese qd ≤ L0 q
d < L2d < a2

• si e = Lgcd{a,d} = Lgcd{a−d,d}, entoncese qd ≤ La−d q
d < a2.

Por tanto, (3.2) tiene solución entera no negativa si y solo si Ld −
La

e
≥ 0, lo que equivale

a queF2d ≥ lcm{a1, Fd}.
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Finalmente tenemos queF2d ≥ lcm{a1, Fd}, lo que implica quea1 ≤ Ld e, entonces

g(S) e ≤
a1 a2
e

≤ Ld a2 < La+2d+1 < ai para todo i ≥ 4

y ai ∈ N{a1, a2} para todoi ≥ 4. �

Ahora estudiamos el caso en quea3 /∈ N{a1, a2}.

Lema 3.3.22.Si d divide aa, a/d es impar,gcd{a1, a2} = 1 y a3 6∈ N{a1, a2}, entonces
a4 6∈ N{a1, a2, a3}.

Demostración.Se observa quea ≥ 3d, pues en caso contrarioa = d y a1 | a3. Supon-
gamos que existenα1, α2, α3 ∈ N tales quea4 = α1a1 + α2a2 + α3a3. Por otro lado,
tenemos quea4 = −qda2 + Lda3, entonces si denotamosβ := Ld − α3 tendremos que
βa3 = α1a1 + (α2 + qd)a2. Entonces la ecuaciónβa3 = xa1 + ya2 tiene una solución
(x, y) ∈ N×N. Sabemos queβa3 = −βqda1+βLda2, por tanto, el conjunto de soluciones
enteras de la ecuación es

{(
−β qd + λ a2, β Ld − λ a1

)
, λ ∈ Z

}
.

Sin embargo, para cadaλ > 0, tenemos que

β Ld − λ a1 ≤ (Ld)
2 − a1 < L2d+1 − a1 < 0;

por tanto no puede existir una solución(x, y) ∈ N× N, lo que es una contradicción. �

Proposición 3.3.23.Sia3 6∈ N{a1, a2}, entoncesIA es intersección completa⇐⇒ n = 3,
d es par,p y a/d son impares y, o bienq es par o3 ∤ d.

Demostración.Comoa3 6∈ N{a1, a2}, por el Lema 3.3.16 se sigue qued es par y quea no
divide ad; ya que sia divide ad, entoncesa + 2d/a es impar ya1 | a3. Si procedemos tal
y como en la demostración de la Proposición 3.3.18 obtendremos queIA es intersección
completa si y solo siAred = ∅. Denotando porA′ al sistema minimal de generadores de
NA, se tiene queA′ = {a1, a2, a3, ai1 , . . . , aik} con k ∈ N, 4 ≤ i1 < · · · < ik ≤ n y
definimos

B′
j :=

gcd(A′ \ {aj})

gcd(A′)
para todo j ∈ {1, 2, 3, i1, . . . , ik}.

Como demostramos en el Lema 3.3.21,e := gcd(A′) = gcd{a1, a2} y se puede comprobar
fácilmente quee = gcd{a2, a3}; entoncesB′

j = 1 para todoj ∈ {1, 3, i1, . . . , ik}. Es-
tudiemos los posibles valores deB′

2. Si [d]2 > [a]2, entonces[a]2 = [a + td]2 para todo
t ∈ N y gcd{a, d} = gcd{a, 2d}, de dondeB′

2 = 1. En caso de que[d]2 < [a]2, entonces
[a]2, [a+ d]2 y [a+2d]2 son todos distintos, por lo que se obtiene de nuevo queB′

2 = 1. Si
[d]2 = [a]2, entonces[a]2 = [a+sd]2 si y solo sis es par. Si existiesej ∈ {1, . . . , k} tal que
ij es par, entoncese = gcd{a1, a3, aij} y tendríamos de nuevo queB′

2 = 1. En todos los
casos estudiados hasta el momento tenemos queB′

j = 1 para todoj ∈ {1, 2, 3, i1, . . . , ik},

97



entoncesAred tienek + 3 elementos y podemos concluir queIA no es intersección com-
pleta. Supongamos por contra que[d]2 = [a]2 y queij es impar para todoj ∈ {1, . . . , k},

entoncesgcd(A′\{a2}) = Lgcd{a,d}, e ∈ {1, 2} yB′
2 =

Lgcd{a,d}

e
. Sie = 2 o gcd{a, d} < d,

se puede comprobar queB2 a2 < a3 y a1 no divide aB2 a2; en caso contrarioa1
e

| B2
a2
e

y a1 | eB2 = Lgcd{a,d}, por tantoa | d, cosa que no es posible, y de nuevo obtendríamos
queAred 6= ∅ y queIA no es intersección completa. Finalmente, supongamos quee = 1,
[a]2 = [d]2 y gcd{a, d} = d (o, equivalentemente, quea/d es impar) sin ≥ 4 por el Lema
3.3.22a4 6∈ N{a1, a2, a3}, en cuyo casoi1 = 4 y estaríamos en el caso anterior; pero si
n = 3, entoncesLd a2 = qd a1 + a3 ∈ Na1 + Na3 y por la Proposición 3.2.8 podemos
concluir queIA es intersección completa. Además, del Lema 3.3.11 se concluye que sia/d
es impar, entoncese = gcd{a1, a2} = 1 si y solo sip es impar yq par o sip y q son impares
y 3 ∤ d. �

Demostración del Teorema 3.3.20. Como vimos en el Lema 3.3.21,a3 ∈ N{a1, a2} si y
solo sid es impar oF2d ≥ lcm{a1, Fd}. A su vez, la condiciónF2d ≥ lcm{a1, Fd} es
equivalente a qued ≥ a o [d]2 > [a]2 ≥ 1 y gcd{a, d} = a − d. En efecto, si[d]2 > [a]2,
entonces queF2d ≥ lcm{a1, Fd} es equivalente a queLd Lgcd{a,d} ≥ a1 y por (6), (7) del
Corolario 3.3.14 esto ocurre si y solo sigcd{a, d} = a − d y a − d es par ogcd{a, d} >
a − d o, lo que es lo mismo,d ≥ a. Si [d]2 ≤ [a]2 y gcd{a1, Fd} = 2, entonces o bien
3 | gcd{a, d} o p es par; por tanto2F2d ≥ a1 Fd si y solo si2Ld ≥ a1 y esto solo puede
pasar sid ≥ a. En el resto de casos, tenemos quegcd{a1, Fd} = 1 y F2d ≥ a1 Fd si y
solo sid ≥ a. Recopilando lo anterior, se obtiene quea3 ∈ N{a1, a2} si y solo sid es
impar, od ≥ a, o gcd{a, d} = a − d y [d]2 > [a]2 ≥ 1. En tal caso, además se tiene que
ai ∈ N{a1, a2} para todoi ∈ {4, . . . , n} y aplicando el Lema 1.2.17 se concluye queIA es
intersección completa. Sia3 6∈ N{a1, a2}, por la Proposición 3.3.23 se sigue el resultado.
�

Nota 3.3.24.Denotando pore := gcd(A) y por S := N {a1/e, . . . , an/e}, en los casos
en queIA es intersección completa, tenemos la siguiente información adicional(ver Nota
1.2.24y Proposición 3.1.7):

1. Sid es impar. Entonces,

• IA =
(
x
a2/e
1 − x

a1/e
2 , x3 − xq

d

1 x
Ld

2 , . . . , xn − xq
d

n−2 x
Ld

n−1

)
; y

• g (S) = 1
e
(a1a2/e− a1 − a2).

2. Sid ≥ a, o gcd{a, d} = a− d y [d]2 > [a]2 ≥ 1. Entonces,

• IA =
(
x
a2/e
1 − x

a1/e
2 , x3 − x

b3,1
1 x

b3,2
2 , x4 − x

b4,1
1 x

b4,2
2 , . . . , xn − x

bn,1

1 x
bn,2

2

)
, con

bi,1, bi,2 ∈ N tales quebi,1a1 + bi,2a2 = ai para todoi ∈ {3, . . . , n}; y

• g (S) = 1
e
(a1a2/e− a1 − a2).
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3. Sin = 3, d es par,a/d y p son impares y, o bienq es par, o3 ∤ d. Entoncese = 1 y

• IA =
(
x
a3/Ld

1 − x
a1/Ld

3 , xLd

2 − xq
d

1 x3

)
; y

• g(S) = a1a3/Ld − a1 + (Ld − 1)a2 − a3.

El Teorema 3.3.20 depende de los valores dea, d, n y de la paridad dep y q, cosa que
no ocurre en el caso análogo de la sucesión de Fibonacci para el que los valores dep, q
e incluso deh no intervienen en el resultado (ver Teorema 3.3.15). Esta dependencia de
"todos" los valores iniciales hace pensar que en un resultado más general en el que se ca-
racterice la propiedad de ser intersección completa deIA dondeai = Ldi cond1, d2, . . . , dn
en sucesión aritmética generalizada, el valor deh tal quehd1, d2, . . . , dn están en sucesión
aritmética también sería relevante. El siguiente ejemplo pone de manifiesto la dependencia
de este valorh ∈ Z+, cosa que da una idea de la dificultad que entraña la resolución del
caso más general en el qued1, . . . , dn están en sucesión aritmética generalizada.

Ejemplo 3.3.25. SeaAh el conjunto{L5, Lh5+d, Lh5+2d}, donde{Ln}n∈N es la (1, 1)-
sucesión de Lucas yh ∈ Z+. Parah = 1 y h = 3, los conjuntosA1 = {L5 = 11, L6 =
18, L7 = 29} y A3 = {L5 = 11, L16 = 2207, L17 = 3571} determinan ideales tóricos
intersección completa. En cambio, parah = 2 y h = 4, los conjuntosA2 = {L5 =
11, L11 = 199, L12 = 322} y A4 = {L5 = 11, L21 = 24476, L22 = 39603} determinan
sendos ideales tóricos que no son intersección completa.

3.4 Intersecciones completas en ciertas curvas monomia-
les proyectivas

SeanA = {d1, . . . , dn} ⊂ Z+ y d := max{d1, . . . , dn} y consideremos

A⋆ := {a1, . . . , an−1, an, an+1} ⊂ N2,

dondeai := (di, d− di) para todoi ∈ {1, . . . , n} y an+1 := (0, d).

El conjuntoA⋆ determina un ideal tórico simplicial homogéneoIA⋆ ⊂ k[x1, . . . , xn+1],
que es la homogeneización deIA respecto dexn+1. La variedad simplicial proyectiva
XA = V (IA⋆) ⊂ Pn

k es unacurva monomial proyectivay es la clausura proyectiva de la
curva monomial afínV (IA).

TantoIA comoIA⋆ tienen alturan − 1 y puesto queIA es la deshomogeneización de
IA⋆ respecto dexn+1, si IA⋆ es intersección completa entoncesIA también lo es, no siendo
cierto el opuesto en general.

El objetivo de esta sección es caracterizar en función deA cuándoIA⋆ es una intersec-
ción completa en ciertos casos. Para ello, haremos uso del Algoritmo IC-curva-monomial-
proyectiva (ver Tabla 3.2) que pasamos a justificar.

Como IA⋆ es un ideal tórico simplicial homogéneo, en virtud del Corolario 2.3.2 se
verifica lo siguiente:
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Corolario 3.4.1. IA⋆ es intersección completa⇐⇒ A⋆
red = ∅.

Para calcularA⋆
red podemos utilizar el Algoritmo de reducción de la Tabla 1.1. Sin

embargo, el cálculo deA⋆
red en el caso de curvas monomiales proyectivas que estamos

tratando se simplifica si se tienen en cuenta las observaciones de la Nota 3.4.2 siguiente.

Nota 3.4.2. (1) SiendoBi = min{b ∈ Z+ | bai ∈
∑

j∈{1,...,n+1}
j 6=i

Zaj} para todo i ∈

{1, . . . , n}, comomin{b ∈ Z+ | bai ∈
∑

j∈{1,...,n+1}
j 6=i

Zaj} = min{b ∈ Z+ | bdi ∈
∑

j∈{1,...,n}
j 6=i

Zdj}, se tiene queBi = gcd(A \ {di}) / gcd(A). Por tanto, el cálculo

deBi es directo y para obtenerlo no es necesario recurrir al método general de la
Subsección 2.4.2.

(2) ∀i ∈ {1, . . . , n} : Biai ∈
∑

j∈{1,...,n+1}
j 6=i

Naj ⇐⇒ Bidi =
∑

j∈{1,...,n}
j 6=i

αjdj ∈
∑

j∈{1,...,n}
j 6=i

Ndj con
∑

j∈{1,...,n}
j 6=i

αj ≤ Bi.Esto es, el problema de determinar siBiai ∈∑
j∈{1,...,n}

j 6=i

Naj se reduce al de comprobar si un elemento pertenece a un semigrupo

deN con una condición adicional.

(3) Si i = n + 1 o di = d = max{d1, . . . , dn}, entoncesBiai /∈
∑

j∈{1,...,n}
j 6=i

Naj ya que

ai /∈ Cone(A⋆ \ {ai}).

Haciendo uso del Algoritmo de reducción de la Tabla 1.1 y teniendo en cuenta la Nota
3.4.2, el Algoritmo IC-curva-monomial-proyectiva que se muestra en la Tabla 3.2 recibe
como entrada un conjuntoA = {d1, . . . , dn} ⊂ Z+ y determina siIA⋆ es intersección
completa. Nótese que este algoritmo determina si el ideal tórico de una curva monomial
proyectiva cualquiera es intersección completa. Además elalgoritmo está en esencia con-
tenido en [19, Theorem 3.6].

Paran = 3, el procedimiento anterior nos lleva al siguiente criterio, que utilizaremos
más adelante.

Corolario 3.4.3. SeanA = {d1, d2, d3} cond1 < d2 < d3. Entonces,IA⋆ es intersección
completa si y solo si se verifica alguna de las siguientes condiciones:

• B1d1 = α2d2 + α3d3 para ciertosα2, α3 ∈ N, o

• B2d2 = α1d1 + α3d3 para ciertosα1, α3 ∈ N tales queB2 ≥ α1 + α3.

Demostración.Basta con observar que siB1d1 = α2d2 + α3d3, entoncesB1 ≥ α2 + α3

ya qued1 < d2 < d3. Aplicando el Corolario 3.4.1 y en vista de la Nota 3.4.2 se sigue el
resultado. �

Pasamos ya a estudiar cuándoIA⋆ es intersección completa siendoA de cada una de
las familias de la sección anterior. Comenzamos estudiandolos casos en queA oA\ {dn}
una sucesión aritmética generalizada y supondremos quegcd(A) = 1.
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Algoritmo IC-curva-monomial-proyectiva

Entrada : A = {d1, . . . , dn} ⊂ Z+

Salida : VERDADERO o FALSO

d := max{d1, . . . , dn}
repeat
B := A
for all di ∈ A \ {d} do

Bi := gcd(A \ {di}) / gcd(A)

if Bi di =
∑

dj∈A

j 6=i

αj dj ∈
∑

dj∈A

j 6=i

N dj y
∑
αj ≤ Bi then

A := A \ {di}
end if

end for
until (A = {d}) OR (A = B)
if A = {d} then

return VERDADERO

end if
return FALSO

Tabla 3.2: AlgoritmoIC-curva-monomial-proyectiva

Teorema 3.4.4.SeaA = {d1, . . . , dn} una sucesión aritmética generalizada conn ≥ 3.
Entonces,IA⋆ es intersección completa⇐⇒ n = 3, A es una sucesión aritmética yd1 es
par.

Demostración.(⇒) Seah ∈ Z+ tal que{hd1, d2, . . . , dn} es una sucesión aritmética. Para
todoi ∈ {3, . . . , n − 1} se tiene queBi = 1 y B1 = gcd{d1, h}, por tantoB1d1 ≤ hd1 <
d2 < · · · < dn y B1a1 /∈

∑n+1
j=2 Naj . Si n ≥ 4 o d1 es impar, se tiene queB2 = 1

y, por tantoA⋆
red 6= ∅ y IA⋆ no puede ser intersección completa por el Corolario 3.4.1.

Supongamos ahora quen = 3 y d1 par, en estas condiciones tenemos queB2 = 2. SiA no
es sucesión aritmética, es decir, sih ≥ 2, entoncesB2d2 6= α1d1 + α3d3 conα1, α3 ∈ N y
α1 + α3 ≤ 2. Por el Corolario 3.4.3, en todos estos casosIA⋆ no es intersección completa.

(⇐) En estas condicionesB2 = 2 y 2d2 = d1 + d3. Por el Corolario 3.4.3,IA⋆ es
intersección completa. �

Nota 3.4.5. En caso de queIA⋆ sea intersección completa, teniendo en cuenta laNota
1.2.24y el Corolario 3.4.1, obtenemos el siguiente sistema minimal de generadores del
ideal tórico:

IA⋆ =
(
x22 − x1x3, x

d3/2
1 − x

d1/2
3 xd2−d1

4

)
.
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Respecto del caso en queA \ {dn} es una sucesión aritmética generalizada, supon-
dremos sin pérdida de generalidad que{dn, d2, . . . , dn−1} no es una sucesión aritmética
creciente. Si así fuera, intercambiamosd1 y dn y tomamosd′1 := dn, d′i = di para todo
2 ≤ i ≤ n − 1 y d′n = d1 y se tiene queA \ {d′n} = {d′1, . . . , d

′
n−1} es una sucesión

aritmética.

Teorema 3.4.6.SeaA = {d1, . . . , dn} tal queA \ {dn} es una sucesión aritmética gene-
ralizada conn ≥ 4. Entonces,IA⋆ es intersección completa⇐⇒ n = 4, {d1, d2, d3} es
una sucesión aritmética y se satisface una de las siguientescondiciones:

1. d1 / gcd{d1, d2} es par ygcd{d1, d2} d4 = β1d1 + β2d2 + β3d3 conβ1 + β2 + β3 ≤
gcd{d1, d2}, o

2. d1, d4 son pares yC⋆
red = ∅ conC = {d1, d3, d4}.

Demostración.Seah ∈ Z+ tal que{hd1, d2, . . . , dn−1} es una sucesión aritmética. Por el
Corolario 3.4.1, tenemos queIA⋆ es intersección completa si y solo siA⋆

red = ∅.
Separamos dos casos, siBnan ∈

∑
j∈{1,...,n−1,n+1}Naj o, equivalentemente, siBndn =∑n−1

j=1 βjdj con
∑n−1

j=1 βj ≤ B4 (ver Nota 3.4.2), entonces por la Proposición 1.2.19 y el
Lema 1.2.17 tenemos queIA⋆ es intersección completa si y solo si lo esIA⋆\{an}. Es fácil
comprobar queIA⋆\{an} = IA⋆

1
conA1 = {d1/Bn, . . . , dn−1/Bn}. Ademásgcd(A1) = 1 y

A1 es una sucesión aritmética generalizada, entonces por el Teorema 3.4.4, concluimos que
IA⋆

1
es intersección completa si y solo sin = 4, d1/B4 es par y{d1, d2, d3} es una sucesión

aritmética; nótese además queB4 = gcd{d1, d2, d3} = gcd{d1, d2}.
Supongamos ahora queBnan /∈

∑
j∈{1,...,n−1,n+1}Naj. ComoBi = 1 para todoi ∈

{3, . . . , n − 1}, entoncesBiai /∈
∑

j∈{1,...,n+1}
j 6=i

Naj; estudiemos los posibles valores deB1

y B2. Si n ≥ 5, d1 es impar od4 es impar entoncesB2 = 1 y B2a2 /∈
∑

j∈{1,...,n+1}
j 6=2

Naj;

en caso contrario, i.e.,n = 4 y d1 y d4 son pares, se tiene queB2 = 2. Este caso tenemos
que IA⋆ es intersección completa si y solo si lo esIC⋆ con C := {d1, d3, d4}. Además
2a2 ∈ N{a1, a3, a4, a5} si y solo si2d2 = α1d1 + α3d3 + α4d4 conα1 + α3 + α4 ≤ 2, lo
que solo ocurre si:

(a) 2d2 = d1 + d3,

(b) 2d2 = d1 + d4, o

(c) 2d2 = d3 + d4.

En (a) se tiene que{d1, d2, d3} es una sucesión aritmética. En (b) se tiene que{d1, d2, d4}
una sucesión aritmética y se tiene la igualdad(h − 1)d1 + d3 = d4, de la que se deduce
además queC⋆

red 6= ∅ y, por tanto, queIA⋆ no es intersección completa. En efecto, si
denotamos porB′

i := min{b ∈ Z+ | bai ∈
∑

j∈{1,3,4}
j 6=i

Zaj} para todoi ∈ {1, 3, 4}, de la

igualdad anterior se tiene queB′
3 = B′

4 = 1 y queB′
1 ≤ h − 1 y, por tanto,B′

1d1 /∈
N{d3, d4}, ya queB′

1d1 < d3 < d4. En (c) se tiene que{d4, d2, d3} es una sucesión
aritmética creciente, pero habíamos supuesto que esto no sepodía dar.
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Finalmente si tomamosh, r ∈ Z+ tales quedi = hd1+(i−1)r para todoi ∈ {2, . . . , n−
1}, tenemos queB1 = gcd{d2, . . . , dn−1, dn} = gcd{hd1, r, dn} = gcd{h, r, dn} ≤ h, de
dondeB1d1 < d2 < · · · < dn−1 y se tiene queB1d1 ∈ N{d2, . . . , dn} si y solo sidn divide a
B1d1. Además en este caso, por la Proposición 1.2.19 y el Lema 1.2.17,IA⋆ es intersección
completa si y solo siIB⋆ lo es, dondeB := {d2, . . . , dn}. No obstante,dn | B1d1 | hd1 y
B es una sucesión aritmética generalizada. Lo que por el Teorema 3.4.4 implica quen = 4
y {d4, d2, d3} es una sucesión aritmética creciente, pero habíamos supuesto que esto no se
podía dar. En el resto de casos se tiene queBiai /∈ N(A⋆ \ {ai}) para todoi ∈ {1, . . . , n},
por tantoA⋆

red 6= ∅ y IA⋆ no es intersección completa. �

Nota 3.4.7.CuandoIA⋆ es intersección completa, obtenemos los siguientes sistemas mi-
nimales de generadores del ideal tóricoIA⋆ dependiendo de los casos(ver Nota 1.2.24y
Corolario 3.4.1):

1. Siendob = gcd{d1, d2}, si n = 4, {d1, d2, d3} es una sucesión aritmética,d1/b es
par y bd4 = β1d1 + β2d2 + β3d3 conβ1 + β2 + β3 ≤ b, entonces

IA⋆ =
(
xb4 − xβ1

1 x
β2
2 x

β3
3 x

b−
∑

βi

5 , x22 − x1x3, x
d3/2b
1 − x

d1/2b
3 x

(d2−d1)/b
5

)
.

2. Sin = 4, {d1, d2, d3} es una sucesión aritmética,d1, d4 son pares yC⋆
red = ∅ con

C = {d1, d3, d4}, entonces

IA⋆ =
(
x22 − x1x3

)
+ IC⋆ · k[x1, x2, x3, x4, x5].

Finalizamos esta sección estudiando cuándoIA⋆ es intersección completa en las si-
guientes familias, dondeA = {d1, . . . , dn}, n ≥ 3 y p, q ∈ Z+ son primos entre sí:

• A está formado por términos de la(p, q)-sucesión de Fibonacci cuyos índices están
en sucesión aritmética generalizada, i.e., existenh, a, d ∈ Z+ tales qued1 = Fa,
di = Fha+(i−1)d para todoi ≥ 2.

• A está formado por términos de la(p, q)-sucesión de Lucas cuyos índices están en
sucesión aritmética, i.e., existena, d ∈ Z+ tales qued1 = La, di = Lha+(i−1)d para
todoi ≥ 2.

En ambos casos caracterizaremos cuándoIA⋆ es intersección completa en función de
los datos de entrada; es decir, de los valores dep, q, n, a y d (y h en el caso de la sucesión
de Fibonacci).

Teorema 3.4.8.Seanp, q ∈ Z+ primos entre sí y sea{Fn}n∈N la (p, q)-sucesión de Fi-
bonacci. SeaA = {d1, . . . , dn} cond1 := Fa y di := Fha+(i−1)d para todoi ∈ {2, . . . , n}
dondeh, a, d ∈ Z+ y n ≥ 3. Entonces,IA⋆ es intersección completa⇐⇒ n = 3, h = 1, d
es par y2d | a.
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Demostración.Comenzamos observando queBi = gcd(A \ {di})/gcd(A) = 1 para todo
i ≥ 3 (ver Lema 3.3.11) y queB1 = Fgcd{ha,d}/Fgcd{a,d} y, por tantoB1d1 ≤ Fdd1 <

d2 < · · · < dn, de dondeB1a1 /∈
∑n+1

j=2 Naj. Estudiemos los posibles valores deB2,
si n ≥ 4 o [d]2 ≥ [a]2, entoncesB2 = 1, y si n = 3 y [d]2 < [a]2 entoncesB2 =
Fgcd{a,2d}/Fgcd{a,d} = Lgcd{a,d}. Si d ∤ a, entoncesB2d2 ≤ Ld−1d2 < Lha+2d−2 < d3 y se
tiene queB2d2 ∈ Nd1 + Nd3 si y solo siB2d2 = αd1, en cuyo caso se tiene queα > B2 y,
por la Nota 3.4.2,B2a2 /∈ Na1 + Na3 + Na4. Supongamos ahora qued | a, si d es impar
entoncesLdd2 = −qd(Fha/d1)d1+d3 < d3 y de nuevo se tiene queB2d2 ∈ Nd1+Nd3 si y
solo siB2d2 = αd1, y por tantoB2a2 /∈ Na1+Na3+Na4. Finalmente sid es par se tiene la
igualdadB2d2 = qd(Fha/d1)d1+d3 < 2d3, de la que se deduce que siB2d2 = α1d1+α3d3
con α1, α3 ∈ N, entoncesα3 < 2; además siα3 = 0, entoncesα1 > B2. Por tanto,
teniendo en cuenta la Nota 3.4.2, se tiene queB2a2 ∈ Na1 + Na3 + Na4 si y solo si
qd(Fha/d1) + 1 ≤ Ld. Si h > 1, entoncesFha/d1 ≥ F2a/Fa = La ≥ Ld y si h = 1
se tiene queLd = Fd+1 + qFd−1 > qd/2 F1 + q qd/2−1 F1 = qd, de donde se concluye el
resultado.

Nota 3.4.9.CuandoIA⋆ es intersección completa, esto es, cuandoA = {d1, d2, d3} con
d1 = Fa , d2 = Fa+d , d3 = Fa+2d , d es par y2d | a, se obtiene el siguiente sistema minimal
de generadores deIA⋆ (ver Nota 1.2.24) :

IA⋆ =
(
x
d3/F2d

1 − x
d1/F2d

3 x
(d3−d1)/F2d

4 , xLd

2 − x qd

1 x3 x
Ld−qd−1
4

)
.

Teorema 3.4.10.Seanp, q ∈ Z+ primos entre sí y sea{Ln}n∈N la (p, q)-sucesión de
Lucas. SeaA = {d1, . . . , dn} dondedi := La+(i−1)d para todoi ∈ {1, . . . , n} cona, d ∈
Z+ y n ≥ 3. Entonces,IA⋆ es intersección completa⇐⇒ n = 3, d es par,p y a/d son
impares y, o bienq es par o3 ∤ d

Demostración.Comenzamos observando queBi = gcd(A \ {di})/gcd(A) = 1 para todo
i ≥ 3 (ver Lema 3.3.11). Estudiemos los posibles valores deB2, si n ≥ 4 o [d]2 6= [a]2,
entoncesB2 = 1, y si n = 3 y [d]2 = [a]2 entoncesB2 = gcd{d1, d3} / gcd(A) =
Lgcd{a, d} / gcd(A) y gcd(A) ∈ {1, 2}. Si gcd(A) = 2 o gcd{a, d} < d, entoncesB2d2 <
d3 y, por tantoB2a2 /∈ Na1 + Na3 + Na4. Si en cambio,gcd(A) = 1 y gcd{a, d} = d,
entoncesB2d2 = Ldd2 = (−1)dqdd1 + d3, si d fuese impar entoncesL2d2 < d3 y de
nuevo se tendría queB2a2 /∈ Na1 + Na3 + Na4; en caso contrarioB2d2 = qdd1 + d3 y
qd + 1 ≤ Ld. De aquí se tiene queA⋆

red = ∅ si y solo sin = 3, [d]2 = [a]2, gcd{a, d} = d,
gcd{d1, d2, d3} = 1 y d es par, de donde se sigue el resultado si tenemos en cuenta el Lema
3.3.11.

Nota 3.4.11.CuandoIA⋆ es intersección completa, esto es, cuandoA = {d1, d2, d3} con
d1 = La , d2 = La+d , d3 = La+2d , d es par,p y a/d son impares y, o bienq es par o3 ∤ d,
se obtiene el siguiente sistema minimal de generadores deIA⋆ (ver Nota 1.2.24) :

IA⋆ =
(
x
d3/Ld

1 − x
d1/Ld

3 x
(d3−d1)/Ld

4 , xLd

2 − xq
d

1 x3 x
Ld−qd−1
4

)
.

104



Capítulo 4

Intersecciones completas en ideales
tóricos de grafos

4.1 Generalidades

A todo grafoG simple y no dirigido, es decir, sin aristas múltiples ni bucles, se le puede
asociar un ideal tórico de la siguiente manera. Denotamos por V (G) = {v1, . . . , vm} al
conjunto de vértices del grafo y porE(G) = {f1, . . . , fn} al conjunto de aristas. Para
todo i ∈ {1, . . . , n} denotamos porai al vector característico de la aristafi, es decir, si
fi = {vj , vk} ∈ E(G), entoncesai := ej + ek ∈ Nm; donde{e1, . . . , em} denota la
base canónica deZm. El ideal tórico determinado porA = {a1, . . . , an} ⊂ Nm, que
denotaremos porIG, se denomina elideal tórico deG. Asimismo, la imagen deϕ se
denomina elálgebra de aristas deG y se denota pork[G] := k[tjtk | {vj, vk} ∈ E(G)].

Basta con tomarw = (1/2, . . . , 1/2) ∈ Qm y aplicar la Proposición 1.1.7 para com-
probar que el ideal tórico de un grafo siempre es homogéneo. Además, si denotamos por
b(G) al número de componentes conexas deG que son bipartitas, entonces la dimensión
deQA valem − b(G) (ver [101]), lo que en virtud de la Proposición 1.1.12 implica que
la altura deIG esn − m + b(G). Diremos que el grafoG es intersección completasi su
correspondiente idealIG lo es.

En vista de que el ideal tóricoIG se define en función del grafoG, cabe pensar que
las propiedades del ideal se puedan leer a partir de la combinatorias del grafo. Un primer
ejemplo de esto es que la altura deIG se expresa en términos de el número de aristas,
el número de vértices y el número de componentes conexas que son bipartitas. Además,
como ya vimos en la Sección1, la propiedad de ser intersección completa es independiente
del cuerpok, hecho que aporta más sentido a intentar describir cuándoIG es intersección
completa en términos puramente combinatorios del grafo.

En este capítulo nos centraremos en dos objetivos principales. El primero de ellos será
el de proponer un algoritmo de naturaleza combinatoria que reciba como entrada un grafo
simple no dirigidoG y determine si es intersección completa o no. El segundo consistirá en
aportar una caracterización combinatoria de la estructurade los grafos que son intersección
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completa.

CuandoG es bipartito, el problema de determinar cuándoG es intersección completa
ha sido ampliamente estudiado por varios autores como por ejemplo Doering y Gunston
[34], Simis [93], Katzman [65], Gitler y Valencia [49] o Gitler, Reyes y Villarreal [47, 48].

Aquí estudiaremos la situación más general en queG no es necesariamente bipartito, en
particular veremos que esta situación complica notablemente el problema. Los principales
resultados de esta sección son los Teoremas 4.4.8, 4.6.5 y 4.6.18. Del primero de estos
se deduce el Algoritmo IC-grafo que recibe como entrada un grafo G y devuelve VER-
DADERO siG es intersección completa y FALSO en caso contrario. Además, siempre que
G sea intersección completa el algoritmo devuelve sin ningúnesfuerzo adicional un sis-
tema minimal de generadores deIG formado por binomios homogéneos. Por otra parte, un
grafo cualquieraG se puede particionar en dos subgrafos inducidos disjuntosC y R tales
queV (C) = V (C1) ⊔ · · · ⊔ V (Cs) dondeC1, . . . , Cs son ciclos primitivos impares yR es
bipartito. Con esta notación, en el Teorema 4.6.5 se da una condición necesaria para queG
sea intersección completa en función de los grafosC y R. Finalmente, bajo las hipótesis
adicionales de queC es conexo yR es2-conexo, en el Teorema 4.6.18 se listan todas las
familias de grafos cuyo ideal tórico es intersección completa.

Los contenidos de este capítulo son los siguientes. En la Sección 2, comenzaremos
por introducir algo de notación básica y terminología sobregrafos que será necesaria para
describir en función de la combinatoria del grafo un sistemade generadores deIG. En esta
sección también recordaremos la caracterización obtenidapor Gitler, Reyes y Villarreal
[48] de los grafos bipartitos intersección completa por medio de los grafos anillados y
veremos cómo la situación se complica cuando el grafo en cuestión no es necesariamente
bipartito. La tercera sección comienza aplicando el Corolario 1.2.15 al contexto de ideales
tóricos de grafos para demostrar en el Teorema 4.3.3 que la propiedad de ser intersección
completa en grafos es hereditaria, es decir, que cualquier subgrafo de uno intersección
completa también lo es. La aplicación de este resultado nos permite obtener en el Teorema
4.3.6 una cota superior para el número de aristas en función del número de vértices, cota
que mejora las conocidas (ver Corolario 4.3.7). Como consecuencia inmediata del Teorema
4.3.6 se obtiene que un grafo intersección completa o tiene un vértice de grado≤ 2 o es
3-regular (ver Corolario 4.3.8). La sección cuarta está dedicada al diseño del Algoritmo IC-
grafo, un algoritmo para determinar si un grafo es intersección completa. Este algoritmo
surge como consecuencia directa del Teorema 4.4.8 y funciona de la siguiente manera:
se quitan todos los vértices de grado1 y 2, cada vez que se quita un vértice de grado2
se comprueban ciertas condiciones, en caso de que estas condiciones no se satisfagan el
algoritmo devuelve FALSO; en caso contrario, se construye un binomio e iteramos este
proceso hasta llegar a un grafo trivial o a un grafo en el que todos los vértices tienen grado
≥ 3. Si existiese un vértice de grado> 3, el algoritmo devuelve FALSO, en caso contrario
usamos la caracterización de los grafos intersección completa3-regulares obtenida en el
Teorema 4.4.4. Finalmente, si no se ha devuelto FALSO en ningún paso previo, hemos
construido un sistema deh = ht(IG) binomiosf1, . . . , fh y el grafoG es intersección
completa si y solo siIG = (f1, . . . , fh), para comprobar si esta igualdad se satisface y, por
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ende, siG es intersección completa, usamos el Teorema 1.2.11. En la sección quinta se
aborda el problema de encontrar subgrafos prohibidos en un grafo intersección completa.
El principal resultado de esta sección es el Teorema 4.5.8, donde se prueba que los grafos
theta impares cuyos vértices base no son adyacentes y los grafos theta pares son subgrafos
prohibidos de uno intersección completa (ver Definición 4.5.5 para una definición de grafos
theta pares e impares). Para probar esto, usamos el Lema 4.5.1 y la Proposición 4.5.3, dos
resultados técnicos sobre los vértices de grado2 en un grafo intersección completa. En la
Sección6 aplicamos los resultados previos con el fin de obtener los ya citados Teorema
4.6.5 y Teorema 4.6.18 junto con sus versiones normales Corolario 4.6.20 y Corolario
4.6.21.

Los resultados de este capítulo se pueden encontrar en el trabajo conjunto con Isabel
Bermejo y Enrique Reyes [10].

4.2 El ideal tórico de un grafo

Comenzamos esta sección fijando algo de notación y terminología sobre grafos de la que
haremos uso con posterioridad. Como referencia sobre terminología y resultados básicos
de teoría de grafos se recomiendan los libros de Harary [51] yDiestel [32].

Un caminow que conectau, v ∈ V (G) es una sucesión finita de vérticesw = (u =
vi0 , vi1 , . . . , viq = v) tal que cualesquiera dos vértices consecutivos están unidos por una
arista, i.e.,{vij−1

, vij} ∈ E(G) para todo1 ≤ j ≤ q. En caso de que el camino no pase dos
veces por el mismo vértice, es decir,vij 6= vik para todo0 ≤ j < k ≤ q, entonces se dice
quew es uncamino simple. El conjunto de vértices del caminow esV (w) := {vi0 , . . . , viq}
y su conjunto de aristas esE(w) := {{vij−1

, vij} | 1 ≤ j ≤ q}, la longitud del caminow es
q, el número de aristas en el mismo. Un camino se dice que espar (respectivamenteimpar)
si su longitud es par (respectivamente impar). El camino escerradosi comienza y termina
en el mismo vértice. Unciclo es un camino cerrado que no pasa dos veces por el mismo
vértice salvo, claro está, al principio y al final, esto es,vik 6= vij para todo1 ≤ k < j ≤ q.
Un ciclo se denominaciclo primitivosi las únicas aristas que hay enG conectando vértices
dew son las propias dew, i.e., si{vik , vij} /∈ E(G) para todo1 ≤ k < k + 1 < j ≤ q.

Para todo caminow = (u = vi0 , vi1 , . . . , viq = v) denotamos por−w a sucamino
inverso(v = viq , . . . , vi1 , vi0 = u) y si tenemosw1, . . . , wr caminos, dondewi conecta
ui, ui+1 para todo1 ≤ i ≤ r, entonces(w1, . . . , wr) denota el camino que conectau1 y
ur+1 y que se obtiene concatenando los caminosw1, . . . , wr−1 y wr.

A todo camino cerrado parw = (vi0 , . . . , vi2q = vi0), dondeekj = {vij−1
, vij} para

todo1 ≤ j ≤ 2q, se le asocia el binomioBw definido como

Bw :=

q∏

l=1

xk2l−1
−

q∏

l=1

xk2l .

Es fácil comprobar queBw ∈ IG; es más, Villarreal probó en [99, Proposition 3.1] que
IG está generado por este tipo de binomios, i.e.,IG = ({Bw |w es un camino cerrado par}).
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En un trabajo posterior, Hibi y Ohsugi [79] mejoran este resultado dando una condición
necesaria para que un binomio deIG sea primitivo. Recordamos que un binomioxα−xβ ∈
IG esprimitivo si no existe otro binomioxα′

− xβ′
∈ IG tal quexα′

| xα y xβ′
| xβ. Es

fácil demostrar que si un binomio pertenece a un sistema minimal de generadores deIG,
entonces es primitivo, de donde se deduce que el conjunto de binomios primitivos deIG, la
denominadabase de GraverdeIG, es sistema generador del ideal.

Lema 4.2.1. [79, Lemma 3.2] SiBw es un binomio primitivo, entonces se da una de las
siguientes condiciones:

• w es un ciclo par,

• w = (C1, C2) dondeC1 y C2 son ciclos impares que tienen exactamente un vértice
en común, o

• w = (C1, w1, C2, −w2) dondeC1, C2 son ciclos impares disjuntos por vértices y
w1, w2 son caminos que conectan un vérticev1 ∈ V (C1) y un vérticev2 ∈ V (C2).

En un trabajo reciente Reyes, Tatakis y Thoma [87] mejoran este resultado aportando
una caracterización completa de los binomios primitivos y de todos los posibles sistemas
de generadores deIG formados por binomios. Sin embargo, solo haremos uso del Lema
4.2.1 ya enunciado y no de la descripción completa.

Respecto a la caracterización de los grafos que son intersección completa, como ya
comentamos en la introducción, el problema ha sido estudiado por varios autores cuando el
grafoG es bipartito. En este contexto, Simis en [93, Theorem 2.5.(ii)] demostró queIG es
intersección completa si y solo si el número de ciclos primitivos coincide conn−m+b(G),
que es la altura del idealIG. Posteriormente Katzman en [65] demuestra que siG es
bipartito,IG es intersección completa si y solo si cualesquiera dos ciclos primitivos tienen
a lo sumo una arista en común. Recientemente, Gitler, Reyes yVillarreal aportan en [48]
una nueva caracterización de esta propiedad que además nos muestra cómo construir todos
los grafos bipartitos intersección completa.

Teorema 4.2.2.[48, Corollary 3.3] SiG es bipartito, entoncesG intersección completa
⇐⇒ G es un grafo anillado.

Recordamos que unbloqueB es un subgrafo conexo maximal deG tal que si quitamos
cualquier vértice deB, sigue siendo conexo. Un grafo se dice2-conexosi tiene más de2
vértices y si quitamos uno cualquiera de sus vértices sigue siendo conexo. Por consiguiente,
un bloque deG puede ser o un subgrafo2-conexo maximal, dos vértices unidos por una
arista o un vértice aislado. Dado un subgrafoH deG, un caminoP se dice que es unH-
caminosi comienza y termina enH y no tiene más vértices en común conH. Un grafoG se
dice que es ungrafo anilladosi todo bloque deG es o bien un vértice, o dos vértices unidos
por una arista o se puede construir añadiendo sucesivamenteH-caminos que comienzan y
terminan en vértices adyacentes.
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De la propia definición de grafo anillado es fácil probar que todo grafo anillado es
planar. Por tanto, todo grafo bipartito que sea intersección completa también es planar
(este resultado ya había sido demostrado anteriormente porKatzman [65] sin hacer uso del
concepto de grafo anillado).

Aquí, como ya hemos reseñado, estudiaremos la situación másgeneral en queG no es
necesariamente bipartito. Esta situación complica notablemente el problema ya que no todo
grafo anillado es intersección completa y no todo grafo intersección completa es anillado,
como muestran los siguientes ejemplos:

SeaG1 el grafo con vértices{v1, . . . , v7} y aristas{e1, . . . , e9} dondeei = {vi, v7} para
1 ≤ i ≤ 6}, e7 = {v1, v2}, e8 = {v3, v4} y e9 = {v5, v6}, que se observa en la siguiente
figura.

b

b

b

b

b

b

b

G1 tiene tres bloques y cada uno de ellos es un ciclo de longitud3, por tantoG1 es un grafo
anillado. Por otra parte,G1 es conexo y no bipartito, de dondeb(G1) = 0 y ht(IG1) =
9−7 = 2; ademásIG1 está generado minimalmente por los binomiosf1 = x1x2x8−x3x4x7,
f2 = x1x2x9 − x5x6x7 y f3 = x3x4x9 − x5x6x8, por tantoG1 no es intersección completa.

SeaG2 el siguiente grafo:
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Se observa queG2 no es planar pues es una subdivisión deK3,3 y por tanto no es un
grafo anillado; sin embargo,G2 es lo que denominamos unabanda parcial impary, como
veremos en la Proposición 4.6.4, es intersección completa.

4.3 Una cota superior para el número de aristas de un
grafo intersección completa

En esta sección buscamos una cota superior para el número de aristas de un grafo inter-
sección completa en función del número de vértices. Recordamos que Katzman en [65,
Corollary 3.8] demostró que|E(G)|+ 4 ≤ 2|V (G)| para todo grafo bipartito intersección
completa. Por otra parte, Fischer, Morris y Shapiro en [38, Corollary 3.4] demostraron
que para un ideal tórico cualquiera, siIA es intersección completa ydim(QA) = r, en-
tonces el número de rayos extremos del cono deA es≤ 2r − 2. Para en ideal tórico de
un grafo es directo comprobar que el número de rayos extremoscoincide con el número de
aristas, de donde se deduce que siG es un grafo conexo intersección completa, entonces
|E(G)| + 4 ≤ 2|V (G)| si G es bipartito y|E(G)| + 2 ≤ 2|V (G)| si G no lo es. En esta
sección mejoramos todas estas cotas en Corolario 4.3.7, ya que probamos que siG es un
grafo conexo intersección completa, entonces2|E(G)| + 4 ≤ 3|V (G)| si G es bipartito
y 2|E(G)| ≤ 3|V (G)| si G no lo es. Para llegar a esta cota antes demostraremos en el
Teorema 4.3.3 que la propiedad de ser intersección completaen grafos se hereda a todos
los subgrafos inducidos. Recordemos la definición de subgrafo inducido.

Definición 4.3.1.SeaG un grafo,G′ es un subgrafo inducido deG si V (G′) ⊂ V (G) y

E(G′) = {e ∈ E(G) | e ⊂ V (G′)}.

SiV ′ ⊂ V (G), denotaremos por[V ′] al subgrafo inducido deG cuyo conjunto de vértices
es el propioV ′ y siv1, . . . , vs son vértices deG, al subgrafo inducido[V (G)\{v1, . . . , vs}]
también lo denotaremos porG \ {v1, . . . , vs}.

SeaG′ un subgrafo inducido deG, si tomamos el vectorw :=
∑

vi /∈V (G′) ei ∈ Rm,
entoncesai · w ≥ 0 para todoai ∈ A y si F := {y ∈ Cone(A) | y · w = 0}, entonces
A ∩ F = {ai ∈ A | fi ∈ E(G′)}. Por tanto,IG′ = IA∩F y de la Proposición 1.2.14 y el
Corolario 1.2.15 se deducen los siguientes resultados.

Proposición 4.3.2.SeaG′ un subgrafo inducido deG. Si IG = (Bw1 , . . . , Bws
) donde

w1, . . . , ws son caminos cerrados pares deG, entoncesIG′ = ({Bwi
| V (wi) ⊂ V (G′), 1 ≤

i ≤ s}).
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Teorema 4.3.3.SeaG′ un subgrafo inducido deG. SiG es intersección completa, entonces
G′ también lo es.

En general, si quitamos la hipótesis de que el subgrafoG′ sea inducido, no se cumple
el Teorema 4.3.3, como muestra el siguiente ejemplo:

Ejemplo 4.3.4.G′ es un subgrafo deG y ambos son bipartitos. Sin embargo,G es un
grafo anillado mientras queG′ no lo es. Por tanto,G es intersección completa yG′ no.

GsHHHHHH

s������

s
e
s s
s s s

G′sHHHHHH

s������

s s s
s s s

Una consecuencia casi inmediata del Teorema 4.3.3 es que un grafo es intersección
completa si y solo si lo son todas sus componentes conexas, hecho que nos permite reducir
el estudio a grafos conexos.

Corolario 4.3.5. SeaG un grafo con componentes conexasG1, . . . , Gs. Entonces,G es
intersección completa si y solo si lo sonG1, . . . , Gs.

Demostración.(⇒) Es directa del Teorema 4.3.3, puesto queGi es un subgrafo inducido
deG para todo1 ≤ i ≤ s. (⇐) SeaBi un sistema minimal de generadores deIGi

para
todo 1 ≤ i ≤ s. ComoIG = ({Bw |w es camino cerrado par}) y todo camino cerrado
par está contenido en una única componente conexa deG, es evidente queB1 ∪ · · · ∪Bs

generaIG. Además, se tiene queht(IG) = n −m + b(G) = ht(IG1) + · · ·+ ht(IGs
), de

donde se sigue el resultado. �

Para un vérticev ∈ V (G), la vecindad dev es el conjunto de vértices que son adya-
centes av, i.e.,NG(v) := {u ∈ V (G) | {u, v} ∈ E(G)}. El cardinal de este conjunto se
denomina elgrado dev y se denota pordegG(v), odeg(v) cuando se sobrentiende el grafo
al que nos referimos. Un grafo esd-regularsi todos sus vértices son de gradod.

Ahora pasamos a presentar una cota superior del número de aristas de un grafo inter-
sección completa. La existencia esta cota superior da la idea de que los grafos intersección
completa no pueden ser muy densos.

Teorema 4.3.6.SeaG un grafo conexo intersección completa, entonces:

• 2|E(G)|+ 4 ≤ 4|V (G)| −
∑

v∈V (G) b(G \ {v}) siG es bipartito.

• 2|E(G)| ≤ 3|V (G)| −
∑

v∈V (G) b(G \ {v}) siG no es bipartito.
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En ambos casos se tiene la igualdad⇐⇒ IG está generado por binomios de grado2.

Demostración.Sea{Bw1, . . . , Bwh
} un sistema minimal de generadores deIG, dondewi

es un camino cerrado par para todoi : 1 ≤ i ≤ h = ht(IG). En virtud de la Proposición
4.3.2, para todov ∈ V (G) sabemos queIG\{v} = ({Bwi

| v 6∈ V (wi)}) y por el Lema 4.2.1,
se tiene que|V (wi)| ≥ 4 y además,|V (wi)| = 4 si y solo siwi es un ciclo de longitud4
o, equivalentemente, siBwi

es de grado2. Teniendo esto en cuenta se obtiene la siguiente
desigualdad:

4ht(IG) ≤
h∑

i=1

|V (wi)| =
∑

v∈V (G)

µ(IG)− µ(IG\{v})

y habrá igualdad si y solo siBw1, . . . , Bwh
son binomios de grado2.

Supongamos ahora queG es intersección completa, entoncesG \ {v} también lo es
para todov ∈ V (G). En consecuencia,

4ht(IG) ≤
∑

v∈V (G)

(
µ(IG)− µ(IG\{v})

)
=

∑

v∈V (G)

(
ht(IG)− ht(IG\{v})

)
=

=
∑

v∈V (G)

(deg(v)− 1 + b(G)− b(G \ {v})) = 2n−m+ b(G)m−
∑

v∈V (G)

b(G \ {v}).

Si G es bipartito, entoncesb(G) = 1, ht(IG) = n − m + 1 y se tiene que2n + 4 ≤
4m−

∑
v∈V (G) b(G \ {v}); y siG no es bipartito, entoncesb(G) = 0, ht(IG) = n −m y

se tiene que2n ≤ 3m−
∑

v∈V (G) b(G \ {v}). Como ya dijimos con anterioridad, en ambos
casos se tiene la igualdad si y solo siIG está generado por binomios de grado2. �

Como consecuencia directa de este teorema tenemos la cota superior para el número de
aristas de un grafo conexo intersección completa que andábamos buscando y que mejora
las ya citadas de Katzman [65] y Fischer, Morris y Shapiro [38].

Corolario 4.3.7. SeaG un grafo conexo intersección completa, entonces

• 2 |E(G)|+ 4 ≤ 3 |V (G)| siG es bipartito, y

• 2 |E(G)| ≤ 3 |V (G)| siG no es bipartito.

Demostración.Es consecuencia del Teorema 4.3.6 y del hecho de que siG es bipartito,
entoncesb(G \ {v}) ≥ 1 para todov ∈ V (G). �

Terminamos esta sección con algunos resultados que tambiénson consecuencia del
Teorema 4.3.6.

Corolario 4.3.8. SiG es intersección completa, entonces o bien

(a) existe un vértice de grado≤ 2, o

(b) G es3-regular,b(G\{v}) = 0 para todov ∈ V (G) y IG está generado por binomios
de grado2.
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Demostración.Asumimos queG es conexo y que no tiene vértices de grado≤ 2. Entonces
2n =

∑
v∈V (G) deg(v) ≥ 3m, entonces, por el Corolario 4.3.7,G no es bipartito y2n =

3m. Cosa que por el Teorema 4.3.6 solo puede ocurrir si se da (b). �

Como mostramos en el Ejemplo 4.3.4, no siempre es cierto que un subgrafo de otro
intersección completa también lo sea. No obstante, haciendo uso del Teorema 4.3.3 encon-
tramos queK2,3 es un subgrafo prohibido en un grafo intersección completa.

Denotamos porKm al grafo completoconm vértices y porKm1,m2 al grafo completo
bipartito con particiones de tamañom1 y m2.

Corolario 4.3.9. SiG es intersección completa, entonces no tiene aK2,3 como subgrafo.

Demostración.Supongamos queG tiene un subgrafoK2,3 y denotemos porH a un sub-
grafo inducido deG de5 vértices que tiene aK2,3 como subgrafo. SiH = K2,3, entonces
H es bipartito y2 |E(H)|+ 4 = 16 > 15 = 3 |V (H)|. SiE(H) = E(K2,3) ∪ {e1, . . . , es}
con s ≥ 1, entoncesH no es bipartito y sis = 1 y e1 = {v1, v2} ⊂ V (H), entonces
b(H \ {vi}) = 1 parai = 1, 2. Por tanto,

2 |E(H)| = 12 + 2s > 15 + 2(s− 2) ≥ 3 |V (H)| −
∑

v∈V (H)

b(H \ {v}).

En ambos casos obtenemos queH no es intersección completa, en el primero por el Coro-
lario 4.3.7 y en el segundo por el Teorema 4.3.6, entonces porel Teorema 4.3.3 podemos
concluir que tampoco lo esG. �

4.4 Algoritmo IC-grafo

El objetivo de esta sección es el de presentar el Algoritmo IC-grafo y demostrar la correc-
ción del mismo. Este es un algoritmo para comprobar si un grafo es intersección completa
o no que se obtiene como consecuencia del Teorema 4.4.8, que es el principal resultado de
esta sección.

Por el Corolario 4.3.8 sabemos que si un grafo es intersección completa y todo vértice
tiene grado≥ 3, entonces es3-regular. Es por ello que en esta sección comenzaremos por
estudiar concienzudamente los grafos3-regulares para probar en el Teorema 4.4.4 que un
grafo 3-regular es intersección completa si y solo si todas sus componentes conexas son
bandas impares o bandas de Möbius pares. Para demostrar esteresultado, que será esencial
para demostrar el Teorema 4.4.8, antes introduciremos algunas definiciones y dos lemas
técnicos.

Definición 4.4.1.Un grafo cadenaG es aquel que tiene como conjunto de vérticesV (G) =
{a1, . . . , ar, b1, . . . , br} y como aristas{ai, ai+1},{bi, bi+1} y {aj, bj} para todo1 ≤ i <
r y 1 ≤ j ≤ r.
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SeaH un grafo cadena yG un grafo conV (G) = V (H), si el conjunto de aristas
deG esE(G) = E(H) ∪ {{a1, ar}, {b1, br}} diremos queG es una banda y siE(G) =
E(H) ∪ {{a1, br}, {ar, b1}} diremos queG es una banda de Möbius. Además, segúnr sea
par o impar, diremos que la banda o la banda de Möbius es par o impar.
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Banda de Möbius par

Lema 4.4.2.SeaG un grafo3-regular intersección completa. Entonces, o bienG = K4 o
para todov ∈ V (G) existe un subgrafoH deG que es una cadena con6 vértices tal que
v ∈ V (H) y degH(v) = 3.

Demostración.Primero observamos que por el Corolario 4.3.8IG está generado por bi-
nomios de grado2 y queb(G \ {v}) = 0 para todov ∈ V (G); en particularb(G) = 0 y
G no es bipartito. SeaB := {Bw1 , . . . , Bwh

} un sistema minimal de generadores deIG
dondewi es un ciclo de longitud cuatro para todo1 ≤ i ≤ r. Seav ∈ V (G) y denotemos
poru1, u2, u3 a sus tres vértices vecinos. Por un lado, tenemos que

ht(IG)− ht(IG\{v}) = deg(v)− 1 + b(G)− b(G \ {v}) = 2,

y de la Proposición 4.3.2 y el Teorema 4.3.3 se tiene queIG\{v} es intersección completa
y está generado minimalmente por{Bwi

| v /∈ V (wi)}; entonces|{wi | v ∈ V (wi), 1 ≤
i ≤ r}| = 2 y podemos suponer quev ∈ V (w1) ∩ V (w2). Por otro lado, sabemos que
|NG(ui) ∩ NG(uj)| ≤ 2 para todo1 ≤ i < j ≤ 3; ya que en caso contrarioK2,3 sería un
subgrafo deG y eso no es posible por el Corolario 4.3.9. De esta forma, podemos suponer
quew1 = (v, u1, v1, u2, v) y w2 = (v, u2, v2, u3, v) para ciertos vérticesv1, v2. De
nuevo comoK2,3 no es subgrafo deG, se tiene quev1 6= v2. Siv1 = u3 o v2 = u1, entonces
G = K4. En caso contrario existe una cadenaH conV (H) = {v, u1, u2, u3, v1, v2} y
degH(v) = 3. �

Para concluir con la caracterización de los grafos3-regulares necesitamos antes de-
mostrar un lema previo relacionado con las matrices dominantes (ver Definición 1.2.9 para
recordar la definición de matriz dominante).
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Lema 4.4.3.SeaB una matrizh × n entera con vectores columnac1, . . . , cn ∈ Zh tales
queci tiene una única entrada no nula para algún1 ≤ i ≤ n y seaB′ la matrizh× n− 1
con vectores columnac1, . . . , ci−1, ci+1, . . . , cn. Entonces,B es dominante si y solo siB′

es dominante.

Demostración.Si B es dominante, entoncesB′ también lo es. Supongamos queB no
es dominante y quecn = (0, . . . , 0, c) ∈ Zh. Denotamos porB[j1, . . . , js][i1, . . . , is] a la
submatriz cuadrada que se corresponde con las filas1 ≤ j1 < · · · < js ≤ h y columnas
1 ≤ i1 < · · · < is ≤ n deB. SiB[j1, . . . , js][i1, . . . , is] es mezclada yis 6= n, entonces
B[j1, . . . , js][i1, . . . , is] es también submatriz deB′ y si is = n entonces la matriz cuadrada
mezcladaB[j1, . . . , js−1][i1, . . . , is−1] es submatriz deB′, de donde concluimos queB′

tampoco es dominante. �

Teorema 4.4.4.SeaG un grafo3-regular. Entonces,G es intersección completa si y solo
si todas las componentes conexas deG son bandas impares o bandas de Möbius pares.

Demostración.Por el Corolario 4.3.5 podemos asumir queG es un grafo conexo.
(⇒) ComoK4 es una banda de Möbius par asumimos queG 6= K4. Por el Corolario

4.3.8 sabemos queG tiene que ser3-regular y queb(G \ {v}) = 0 para todov ∈ V (G), lo
que en particular implica que no es bipartito. Además del Lema 4.4.2 se deduce que existe
un subgrafo cadena deG con 6 vértices. TomamosH un subgrafo cadena deG que sea
maximal con respecto al número de vértices; y denotamosV (H) = {a1, . . . , ar, b1, . . . , br}
y {ai, bi}, {aj, aj+1}, {bj, bj+1} ∈ E(H) para1 ≤ i ≤ r, 1 ≤ j < r, donder ≥ 3. Si
aplicamos el Lema 4.4.2 conv = ar, llegamos a que existenar+1, br+1 ∈ V (G) tales
que{ar, ar+1}, {br, br+1} y {ar+1, br+1} ∈ E(G). Nuestro objetivo es demostrar que
{a1, b1} = {ar+1, br+1}.

De la maximalidad deH tenemos que o bienar+1 o br+1 pertenece aV (H). Asumimos
quear+1 ∈ V (H), por tantoar+1 = a1 o ar+1 = b1. Si ar+1 = a1, por le Lema 4.4.2 se
tiene quebr+1 = b1 puesto que{a1, br+1}, {br, br+1} ∈ E(G) y a2 6= ar. Si ar+1 = b1,
dado que{b1, br+1}, {br, br+1} ∈ E(G), se puede concluir quebr+1 = a1 o br+1 = b2 y
r = 3. No obstante, sibr+1 = b2 y r = 3 entoncesG tendría aK2,3 como subgrafo con
vérticesa1, a2, a3, b1, b2, lo que contradice el Corolario 4.3.9.

Ya hemos demostrado que{a1, b1} = {ar+1, br+1}, por consiguienteH es o bien una
banda o una banda de Möbius. Pero ademásG es conexo y3-regular, por tantoG = H.
Finalmente,G no puede ser una banda par ni una banda de Möbius impar ya queG no es
bipartito.

(⇐) Supongamos queG es una banda impar o una banda de Möbius par. Denotamos
fi := {ai, bi} para todoi : 1 ≤ i ≤ r, fr+i := {ai, ai+1} y f2r+i := {bi, bi+1} para todo
i : 1 ≤ i < r, siG es una banda impar, denotamosf2r := {a1, ar} y f3r := {b1, br} y si
G es una banda de Möbius par, denotamosf2r := {a1, br} y f3r := {ar, b1}. En ambos
casosG no es bipartito, tiene3r aristas y2r vértices, por tantoht(IG) = r.

Denotamos porwi al ciclo de longitud4,wi := (ai, bi, bi+1, ai+1, ai) para1 ≤ i ≤ r−1.
SiG es una banda impar, denotamoswr := (a1, b1, br, ar, a1) y siG es una banda de Möbius
par denotamoswr := (a1, b1, ar, br, a1). En ambos casos tenemos queBwi

= xi xi+1 −
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xr+i x2r+i para1 ≤ i < r yBwr
= x1 xr−x2r x3r. EntonceŝBwi

= ei+ei+1−er+i−e2r+i

para1 ≤ i < r y B̂wr
= e1 + er − e2r − e3r. Ahora tomamosB la matrizr × 3r tal que

su fila i-ésima eŝBwi
para todo1 ≤ i ≤ r. Es fácil comprobar que∆r(B) = 1, ya que

para todoi ∈ {1, . . . , r}, en la columnar + i solo hay una entrada no nula, que está en la
fila i-ésima y vale−1; por tanto hay un menorr × r que vale±1. Además, si denotamos
porB′ la submatrizr × r deB que consiste en sus primerasr columnas se tiene que toda
entrada deB′ es no negativa. EntoncesB′ es dominante y por el Lema 4.4.3, se deduce que
B también lo es. Del Teorema 1.2.11, concluimos queIG es intersección completa y está
generado minimalmente por{Bw1, . . . , Bwr

}. �

Merece la pena destacar que en la demostración se explicita un sistema minimal de
generadores deIG en los casos en que es intersección completa, esto es, siG es una banda
impar o una banda de Möbius par.

Corolario 4.4.5. SiG es una banda impar, entoncesIG = (Bw1, . . . , Bwr
), dondewi :=

(ai, bi, bi+1, ai+1, ai) para1 ≤ i ≤ r − 1 ywr := (a1, b1, br, ar, a1).
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Banda impar con 10 vértices

Corolario 4.4.6. SiG es una banda de Möbius par, entoncesIG = (Bw1 , . . . , Bwr
), donde

wi := (ai, bi, bi+1, ai+1, ai) para1 ≤ i ≤ r − 1 ywr := (a1, b1, ar, br, a1).
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Banda de Möbius par con 8 vértices

Nota 4.4.7.Cualquier banda de Möbius de al menos6 vértices es no planar ya que con-
tiene una subdivisión deK3,3 (ver por ejemplo[67] o [51]). En consecuencia, elTeorema
4.4.4 aporta una familia infinita de grafos no planares que son intersección completa.
TantoKatzmanen [65] comoGitler, Reyes y Villarrealen [47] demuestran que todo grafo
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bipartito intersección completa es planar, resultado que como hemos apuntado deja de ser
cierto si se elimina la hipótesis de que el grafo es bipartito. Esto ya había sido obser-
vado porKatzmanen el artículo citado anteriormente, en el que precisamentepropuso
una banda de Möbius con8 vértices como ejemplo. Recientemente,Tatakis y Thomaen
[96] propusieron otro ejemplo de un grafo que no es planar y sí es intersección completa
que no es una banda de Möbius.

Ahora podemos proceder con el principal resultado de esta sección.

Teorema 4.4.8.SeaG un grafo sin vértices aislados. Entonces,G es intersección completa
si y solo si se satisface una de las siguientes condiciones:

1. ∃ v ∈ V (G) de grado1 yG \ {v} es intersección completa.

2. ∃ v ∈ V (G) de grado2 tal queb(G \ {v}) = b(G) + 1 y G \ {v} es intersección
completa.

3. ∃ v ∈ V (G) de grado2 tal queb(G \ {v}) = b(G),G \ {v} es intersección completa
y

IG = IG\{v} · k[x] + (Bw),

dondew es un camino cerrado par tal que

V (w) = {v} ∪NG(v) ∪ {u ∈ V (G) | b(G \ {u, v}) > b(G \ {u})}.

4. todas las componentes conexas deG son bandas impares o bandas de Möbius pares.

Demostración.Comenzamos la demostración observando que siv es un vértice de grado1,
entoncesb(G \ {v}) = b(G) y si v es un vértice de grado2, entoncesb(G \ {v})− b(G) ∈
{0, 1}. Por tanto, es natural dividir la demostración en los siguientes cuatro casos:

(a) existev ∈ V (G) de grado1
(b) existev ∈ V (G) de grado2 tal queb(G \ {v}) = b(G) + 1,
(c) existev ∈ V (G) de grado2 tal queb(G \ {v}) = b(G), o
(d) todo vértice tiene grado> 2.

Se observa queJ := IG\{v} · k[x] es un ideal primo de igual altura aIG\{v} (ver [3,
Ejercicios 4.7 y 11.7]) yJ ⊂ IG. Si se satisface (a) o (b), entoncesht(IG\{v}) = ht(IG),
por tantoIG = IG\{v} · k[x] y se tiene queG es intersección completa si y solo siG \ {v}
lo es.

Si se satisface (c), entoncesht(IG) = ht(IG\{v})+1. Si ademásG\{v} es intersección
completa y existe un camino cerrado parw enG tal queIG = IG\{v} ·k[x]+(Bw), entonces
evidentementeG es intersección completa. Supongamos ahora queG es intersección com-
pleta y seanw1, . . . , wh caminos cerrados pares enG tales queIG = (Bw1 , . . . , Bwh

),
dondeh = ht(IG). Por la Proposición 4.3.2 y el Teorema 4.3.3 se tiene queIG\{v} es in-
tersección completa y está generado minimalmente por{Bwi

| v /∈ V (wi)}. Como además
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ht(IG\{v}) = h − 1, entonces existe un únicoi ∈ {1, . . . , h} tal quev ∈ V (wi) y IG =
J + (Bwi

). Seanv1, v2 ∈ V (G) los vértices vecinos deG, es obvio que{v1, v2} ⊂ V (wi)
porquev ∈ V (wi), deg(v) = 2 y Bwi

es un binomio primitivo. Aplicando de nuevo
la Proposición 4.3.2 y el Teorema 4.3.3, para todou ∈ V (G) \ {v, v1, v2}, tenemos que
u ∈ V (wi) si y solo si{Bwj

| u /∈ V (wj)} = {Bwj
| v, u /∈ V (wj)}, o equivalentemente si

µ(IG\{u}) = µ(IG\{u,v}) ⇔ ht(IG\{u}) = ht(IG\{u,v}) y, dado quedegG\{u}(v) = 2, esto
equivale a queb(G \ {u, v}) > b(G \ {u}).

Finalmente, en caso de que se satisfaga (d), por el Corolario4.3.8 y el Teorema 4.4.4,
G es intersección completa si y solo si todas sus componentes conexas son bandas impares
o bandas de Möbius pares. �

Del Teorema 4.4.8 y de su demostración se deduce el AlgoritmoIC-grafo, un método
efectivo para determinar si un grafo es intersección completa o no. El método comienza
quitando sucesivamente los vértices que tienen grado1 y 2 iterativamente. Siempre que se
quite un vérticev de grado2, comprobamos sib(G) = b(G \ {v}). En caso afirmativo,
construimos el conjuntoW := {v} ∪ NG(v) ∪ {u ∈ V (G) | b(G \ {u, v} > b(G \ {u})}
y buscamos un camino cerrado par de la forma de alguno de los del Lema 4.2.1 tal que
V (w) = W ; es decir,w puede ser un ciclo par, dos ciclos impares con un vértice en
común o de la forma(C1, w1, C2,−w2) dondeC1, C2 son ciclos impares yw1, w2 son
dos caminos que unen un vértice deC1 y un vértice deC2. Si no existiese tal camino,
entoncesG no es intersección completa y en caso contrario tomamosw uno de los caminos
mínimos tales queV (w) = W y definimos el binomioBw. Una vez que hemos eliminado
todos los vértices de grado≤ 2, o bien hemos llegado a un grafo trivial o a un grafoG′

cuyos vértices tienen todos grado> 2. Si alguna de las componentes deG′ no fuese una
banda impar o una banda de Möbius par, entoncesG no es intersección completa. En
caso contrario y aplicando los Corolarios 4.4.5 y 4.4.6, se puede construir un conjunto de
h = ht(IG) binomiosBw1 , . . . , Bwh

∈ IG de forma queG es intersección completa si y
solo siIG = (Bw1 , . . . , Bwh

). Como ya indicamos en el Capítulo1, la comprobación de la
igualdadIG = (Bw1, . . . , Bwh

) se puede llevar a cabo en tiempo polinomial siguiendo el
algoritmo propuesto en [39]; en consecuencia, haciendo usodel algoritmo que proponemos
se puede decidir en tiempo polinomial siIG es intersección completa.

En el pseudocódigo de la Tabla 4.1 se describe el Algoritmo IC-grafo, cuya idea ha sido
explicada anteriormente.

Ilustremos el funcionamiento del algoritmo con algunos ejemplos.

Ejemplo 4.4.9.Veamos haciendo uso delAlgoritmo IC-grafoque el grafo completo bipar-
tito con particiones de tamaño3 y 3; K3,3 no es intersección completa. En efecto,K3,3

tiene6 vértices y todo vértice tiene grado= 3, sin embargoK3,3 no es la banda impar de
6 vértices por tanto el algoritmo devuelveFALSO.

Ejemplo 4.4.10.SeaG el grafo de5 vértices y7 aristas de la siguiente figura:
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Algoritmo IC-grafo

Entrada: G un grafo simple.
Salida: VERDADERO siG es intersección completa o

FALSO en caso contrario

H := G; B := ∅
while ∃ v ∈ V (H) condegH(v) ≤ 2 do

if degH(v) = 2 y b(H \ {v}) = b(H) then
W := {v}∪NH(v)∪{u ∈ V (H) | b(H \{u, v}) > b(H \{u})}
if no existe un camino cerrado parw como en Lema 4.2.1 tal
queV (w) =W then

return FALSO

end if
Seaw un camino cerrado par como en Lema 4.2.1 mínimo con
V (w) =W .
B := B ∪ {Bw}

end if
H := H \ {v}

end while
SeanH1, . . . , Hs las componentes conexas deH
if existeHi que no es banda impar ni banda de Möbius parthen

return FALSO

end if
SeaBi un sistema minimal de generadores deIHi

para1 ≤ i ≤ s.
if IG = (B ∪B1 ∪ · · · ∪Bs) then

return VERDADERO

end if
return FALSO

Tabla 4.1: AlgoritmoIC-grafo

b b b

b

b

v1

v2

v3

v4

v5

Al arrancar el algoritmo se observa quedeg(v4) = 2 y queb(G) = b(G \ {v4}) = 0,
ya queG \ {v4} es conexo y no bipartito. Ahora bien, denotamos porW al conjunto
W := {v4} ∪ NG(v4) ∪ {u ∈ V (G) | b(G \ {v4, u}) > b(G \ {u})} = {v1, v4, v5}. Como
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no existe ningún camino cerrado par de los descritos en elLema 4.2.1que pase por tan
solo3 vértices, entoncesG no es intersección completa.

Ejemplo 4.4.11.Veamos ahora queG no es intersección completa, siendoG es el grafo
con vérticesV (G) = {v1, . . . , v7} y aristasE(G) = {f1, . . . , f9}; dondef1 = {v1, v2},
f2 = {v2, v3}, f3 = {v1, v3}, f4 = {v3, v4}, f5 = {v4, v5}, f6 = {v5, v6}, f7 = {v4, v6},
f8 = {v6, v7} y f9 = {v3, v7}.

b
v2

b
v1

b
v3

b
v4

b v5

b v6

bv7

f1

f2

f3

f4

f5

f7 f6

f8
f9

Primero se observa quedeg(v7) = 2 y b(G) = 0 = b(G \ {v7}). DenotamosW1 :=
{v7}∪NG(v7)∪{u ∈ V (G) | b(G\{u, v7}) > b(G\{u})} = {v3, v4, v6, v7} y construimos
w1 un camino cerrado par mínimo de los descritos en elLema 4.2.1tal queV (w1) = W1.
Obtenemos el ciclo parw1 = (v7, v6, v4, v3, v7) y por tantoBw1 = x4x8 − x7x9.

Consideramos el grafoH := G \ {v7} y se observa quedegH(v1) = 2 y b(H) =
0 = b(H \ {v1}). DenotamosW2 := {v1} ∪ NH(v1) ∪ {u ∈ V (H) | b(H \ {u, v1}) >
b(G \ {u})} = V (H) y construimosw2 un camino cerrado par mínimo de los descritos
en elLema 4.2.1tal queV (w2) = W2. Se obtiene quew2 = (C1,P1, C2,−P1) donde
C1 := (v3, v1, v2, v3) y C2 := (v4, v5, v6, v4) son ciclos impares yP1 = (v3, v4) es un
camino de longitud1, entoncesBw2 = x1x

2
4x6 − x2x3x5x7.

Consideramos el grafoH ′ := G \ {v1}. Todo vérticeu ∈ V (H ′), u 6= v4 o bien tiene
grado1 o tiene grado2 y b(H ′) 6= b(H ′ \ {u}). Es por ello que podemos ir quitando los
vértices deH ′ uno por uno hasta llegar a un grafo trivial con un solo vérticeaislado.

Para ver siG es intersección completa bastaría con comprobar si se satisface la igual-
dad IG = (Bw1, Bw2). Si denotamos porB a la matriz 2 × 9 cuyas filas son̂Bw1 y

B̂w2, esto es,B =

(
0 0 0 1 0 0 −1 1 −1
1 −1 −1 2 −1 1 −1 0 0

)
, entonces se observa que

∆2(B) = 1 y que tiene una submatriz cuadrada mezcladaB′ :=

(
1 −1
2 −1

)
. Por tanto,

(Bw1, Bw2) ( IG y podemos concluir queIG no es intersección completa.

Ejemplo 4.4.12. Veamos que el grafoG con vérticesV (G) = {v1, . . . , v6} y aristas
E(G) = {f1, . . . , f9} que se muestra en la figura, es intersección completa.

b

b b

b b

b

f1

f2

f3

f4

f5

f6

f7

f8

f9

v1

v2v3

v4v5

v6
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Primero se observa quedegG(v2) = 2 y queb(G) = b(G \ {v2}) = 0, por tanto
denotamosW := {v2} ∪ NG(v2) ∪ {u ∈ V (G) | b(G \ {u}) < b(G \ {u, v2})}. Para
i = 5, 6 se tiene queb(G \ {vi}) = b(G \ {vi, v2}) = 0; sin embargo,G \ {v2, v4} tiene
2 componentes conexas, una con un solo vérticev1 y la otra es un ciclo de longitud3
con vértices env3, v5 y v6; por tanto 0 = b(G \ {v2}) < b(G \ {v2, v4}) = 1 y W =
{v1, v2, v3, v4}. El único camino cerrado par de los enunciados en elLema 4.2.1cuyo
conjunto de vértices esW esw1 := (v2, v1, v4, v3, v2) y se tiene queBw1 = x2x4 − x1x3.

TomamosH := G\{v2} y comodegH(v1) = 1, entonces definimosH ′ := H \{v1}. Se
observa queH ′ no tiene vértices de grado≤ 2. H ′ tiene una única componente conexa que
es una banda de Möbius par, más concretamenteH ′ = K4. Por lo demostrado en elCoro-
lario 4.4.6, tenemos queIH′ está generado por{Bw2, Bw3}, dondew2 = (v5, v6, v3, v4, v5)
yw3 = (v5, v6, v4, v3, v5) y por tantoIH′ = (Bw2 = x4x6 − x5x7, Bw3 = x4x6 − x8x9).

Para ver siG es intersección completa bastaría con comprobar si se cumple la igual-
dadIG = (Bw1 , Bw2, Bw3). Si denotamos porB a la matriz3×9 cuyas filas son̂Bw1 , B̂w2 y

B̂w3, esto es,B =




−1 1 −1 1 0 0 0 0 0
0 0 0 1 −1 1 −1 0 0
0 0 0 1 0 1 0 −1 −1


. Se observa que∆3(B) =

1 y aplicando elLema 4.4.3tenemos queB es dominante si lo esB′ :=




1 0
1 1
1 1


,

que evidentemente es dominante puesto que no tiene entradasnegativas. Por tanto pode-
mos concluir queIG sí es intersección completa y además hemos obtenido queIG =
(Bw1, Bw2, Bw3).

4.5 Grafos theta e intersecciones completas

El objetivo de esta sección es demostrar el Teorema 4.5.8, que afirma que siG es inter-
sección completa y hay tres caminos simplesP1,P2 y P3 de igual paridad que conectan
x, y ∈ V (G) y que solo se tocan en sus extremos, i.e.,V (Pi) ∩ V (Pj) = {x, y} para
1 ≤ i < j ≤ 3, entoncesP1,P2,P3 son impares y{x, y} ∈ E(G). Para llegar a este
resultado antes expondremos dos resultados relativos a losvértices de grado2 en un grafo
intersección completa, el Lema 4.5.1 y la Proposición 4.5.3. El primero de ellos es un re-
sultado técnico que será de mucha utilidad en el resto de estecapítulo. El segundo describe
una operación en un grafoG que conduce a otro grafoG′ que es más simple queG pues
tiene menos vértices y menos que aristas queG. AdemásG′ es intersección completa siG
lo es.

Lema 4.5.1.Seav un vértice de grado2 deG yH1, H2 dos subgrafos inducidos tales que
v ∈ V (Hi) es de grado2 enHi y b(Hi) = b(Hi \ {v}) para i = 1, 2. SiG es intersección
completa, entoncesb(H \ {v}) = b(H), dondeH := [V (H1) ∩ V (H2)].

Demostración.Sea{Bw1, . . . , Bwh
} un sistema minimal de generadores deIG dondewj es

un camino cerrado par para1 ≤ j ≤ h. Para todoG′ ∈ {G,H1, H2, H}, de la Proposi-
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ción 4.3.2 y el Teorema 4.3.3, tenemos queG′ y G′ \ {v} son intersecciones completas
generadas minimalmente por{Bwi

| V (wi) ⊂ V (G′)} y {Bwi
| v /∈ V (wi) ⊂ V (G′)} res-

pectivamente. Entonces,

1 + b(G′)− b(G′ \ {v}) = degG′(v)− 1 + b(G′)− b(G′ \ {v}) =

= ht(IG′)− ht(IG′\{v}) = |{i | v ∈ V (wi) ⊂ V (G′)}|.

En particular, parai = 1, 2 se tiene que existe un únicoji ∈ {1, . . . , h} tal quev ∈
V (wji) ⊂ V (Hi). Veamos quej1 = j2, en efectov ∈ V (wj1) ∩ V (wj2) y 1 ≥ 1 + b(G)−
b(G\{v}) = |{i | v ∈ V (wi)}| ≥ |{j1, j2}|. Entonces,V (wj1) ⊂ V (H1)∩V (H2) = V (H)
y podemos concluir que1 + b(H) − b(H \ {v}) = |{j | v ∈ V (wj) ⊂ V (H)}| = 1 y
b(H) = b(H \ {v}).

El segundo resultado trata sobre una operación en el grafo que preserva la propiedad de
ser intersección completa, a dicha operación la denominamos la contracción de un grafo
en un vértice de grado2.

Definición 4.5.2.DadoG un grafo con un vértice de grado2 que no es vértice de ningún
triángulo, i.e., siu1, u2 son los vértices vecinos dev, entonces{u1, u2} /∈ E(G), se define
la contracción deG en v como el grafoGc

v que se obtiene al contraer las dos aristas
incidentes env. De forma más precisa,Gc

v es el grafo con

V (Gc
v) := (V (G) \ {v, u1, u2}) ∪ {u} y

E(Gc
v) := E(G \ {v, u1, u2}) ∪

{
{u, z} | {u1, z} ∈ E(G) o {u2, z} ∈ E(G) y z 6= v

}
.

Proposición 4.5.3.SeaG un grafo con un vértice de grado2 que no pertenece a un trián-
gulo. SiG es intersección completa, entoncesGc

v también lo es.

Demostración.Para todo camino cerrado par (respect. impar)w = (z1, . . . , zr = z1)
enG, se defineŵ como el camino cerrado par (respect. impar) enGc

v construido como
sigue: asumimos sin pérdida de generalidad quez1 /∈ {v, u1, u2} y siempre que exista
i ∈ {2, . . . , r − 1} tal quezi = v (entonceszi−1, zi+1 ∈ {u1, u2}), tomamosŵ :=
(z1, . . . , zi−2, u, zi+2, . . . , zr = z1) y siempre quezi ∈ {u1, u2} con zi−1 6= v, zi+1 6= v
entonces tomamos el caminôw := (z1, . . . , zi−1, u, zi+1, . . . , zr = z1), es importante recal-
car que puede ser quew pase poru1, u2 o v más de una vez. Además, para todo camino
cerradow′ enGc

v es fácil encontrar otrow enG tal quew′ = ŵ.
Por otra parte, tenemos queG es bipartito si y solo siGc

v lo es, en efecto es fácil com-
probar que siV1, V2 es una bipartición deG y u1 ∈ V1, entoncesV ′

1 , V
′
2 es una bipartición

deGc
v dondeu ∈ V ′

1 , V1 \ {u1, u2} = V ′
1 \ {u} y V2 \ {v} = V ′

2 . Como ademásGc
v tiene

m− 2 vértices yn− |NG(u1) ∩NG(u2)| − 1 aristas, se deduce que

ht(IGc
v
) = ht(IG)− |NG(u1) ∩NG(u2)|+ 1.
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Además,|NG(u1)∩NG(u2)| ≤ 2, ya que en caso contrario existiría un subgrafoK2,3 enG,
cosa que no es posible por el Corolario 4.3.9. Dividiremos lademostración en 2 partes.

Si NG(u1) ∩ NG(u2) = {v}, suponemos quefn−1 = {u1, v}, fn = {u2, v} y para
todo1 ≤ i ≤ n − 2, tomamosf ′

i := fi si fi ∈ E(Gc
v) y f ′

i := {u, z} si fi = {u1, z} o
fi = {u2, z}. Entonces se tiene queE(Gc

v) = {f ′
1, . . . , f

′
n−2}.

Consideremos el morfismoψ : k[x] −→ k[x1, . . . , xn−2] inducido porxn−1 7→ 1 ,
xn 7→ 1 y xi 7→ xi para todoi ∈ {1, . . . , n−2}. De la propia definición es fácil comprobar
que para todo camino cerrado parw enG se tiene queψ(Bw) = Bŵ. Lo que implica que
ψ(IG) = IGc

v
y comoht(IG) = ht(IGc

v
), tenemos queGc

v es intersección completa ya que
siB es sistema minimal de generadores deIG, entoncesψ(B) lo es deIGc

v
.

Si NG(u1) ∩ NG(u2) = {v, z}, suponemos quefn−3 = {u1, z}, fn−2 = {u2, z},
fn−1 = {u2, v} y fn = {u1, v} y tomamosf ′

i := fi si fi ∈ E(Gc
v), f

′
i := {u, t} si

fi = {u1, t} o fi = {u2, t} para todoi ∈ {1, . . . , n − 4} y f ′
n−3 := {u, z}. Entonces se

tiene queE(Gc
v) = {f ′

1, . . . , f
′
n−3}.

Consideramos el morfismoψ : k[x] −→ k[x1, . . . , xn−3] inducido porxn−2 7→ xn−3 ,
xn−1 7→ 1 , xn 7→ 1 y xi 7→ xi para todo1 ≤ i ≤ n − 3. Procediendo como en el caso
anterior, tenemos queψ(IG) = IGc

v
.

Supongamos queG es intersección completa y consideremos el ciclo de longitud 4,
w := (v, u1, z, u2, v), entonces el binomio de grado2, Bw = xn−2 xn − xn−3 xn−1 ∈ IG.
Dado queIG es un ideal homogéneo que no contiene ninguna forma lineal, entonces
existe un sistema minimal de generadoresB de IG tal queBw ∈ B, es decir,B =
{Bw1, . . . , Bwh−1

, Bw} dondew1, . . . , wh−1 son caminos cerrados pares enG y h = ht(IG).
Comoψ(IG) = IGc

v
y ψ(Bw) = 0 llegamos a que{ψ(Bw1), ψ(Bw2), . . . , ψ(Bwh−1

)} genera
IGc

v
y ht(IGc

v
) = h− 1, por tanto es intersección completa. �

La otra implicación de la Proposición 4.5.3 no es cierta en general, veamos un ejemplo.

Ejemplo 4.5.4.El grafoG aquí expuesto es bipartito, sin embargo no es un grafo anillado.
No obstante, el vérticev tiene grado2, no pertenece a ningún triángulo yGc

v es un grafo
anillado. Por tanto,G no es intersección completa, mientras queGc

v sí lo es.

Gv

u2

u1

uHHHHHH

u������

u u u
u u u

Gc
v

uu u u
u u u

Ahora introducimos el concepto de grafo theta y usamos los resultados anteriores para
demostrar el Teorema 4.5.8, que es el principal resultado deesta sección. Dicho resultado
afirma que los grafos theta impares con vértices base no adyacentes y los grafos theta pares
son subgrafos prohibidos de uno intersección completa.
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Definición 4.5.5.Un grafo thetaT con vértices baseu, v es aquel que tiene como conjunto
de vérticesV (T ) := V (P1)∪V (P2)∪V (P3), dondeP1, P2 yP3 son tres caminos simples
de longitud≥ 2 que conectanu y v tales queV (Pi)∩V (Pj) = {u, v} para1 ≤ i < j ≤ 3.
Si P1, P2 y P3 son todos pares(respect. impares), entonces diremos queT es un grafo
theta par(respect. impar).

Nota 4.5.6.En la literatura se suelen definir los grafos theta como aquellos que además
no tienen más aristas que las propias de los caminosP1, P2 y P3. No obstante, nuestra
definición de grafos theta es más general, ya que solo hemos impuesto la condición de
queE(P1) ∪ E(P2) ∪ E(P3) ⊂ E(T ). Por tanto, en un grafo theta puede haber aristas
conectando un vértice dePi y otro dePj con 1 ≤ i < j ≤ 3 o incluso conectando dos
vérticesai, aj dePk = (u = a0, a1, . . . , ar−1, ar = v) donde0 ≤ i < i + 1 < j ≤ r y
1 ≤ k ≤ 3.

Antes de proceder con el Teorema 4.5.8, incluiremos un lema cuya prueba es casi in-
mediata.

Lema 4.5.7.Seav un vértice de grado2 yC un ciclo par tal quev ∈ V (C). Entonces,G
es bipartito⇐⇒ G \ {v} es bipartito.

Demostración.(⇐) Es evidente.(⇒) Seanu1 y u2 los vértices vecinos dev enG, entonces
u1, u2 ∈ V (C) y seaV1, V2 una bipartición deG \ {v}. Supongamos queu1 ∈ V1, como
u1 y u2 son vértices del ciclo parC, entonces existe un camino par enG \ {v} que uneu1
y u2, de donde se deduce queu2 ∈ V1. Por tantoV1, V2 ∪ {v} es una bipartición deG. �

Teorema 4.5.8.Los grafos theta impares cuyos vértices base no son adyacentes y los grafos
theta pares no son intersecciones completas.

Demostración.Supongamos por reducción al absurdo que existe un grafo theta impar cuyos
vértices base no son adyacentes o un grafo theta par que es intersección completa y deno-
tamos porG al menor grafo con esta propiedad, esto es, el que menos vértices tenga. En
particular,G no puede tener un subgrafo propio theta impar con vértices base no adya-
centes ni un subgrafo propio theta par. Seanu, v los vértices base deG y P1, P2,P3 los
tres caminos simples de igual paridad que conectanu y v tales queV (Pi)∩V (Pj) = {u, v}
para1 ≤ i < j ≤ 3.

SiG es3-regular, se puede escribirNG(u) = {u1, u2, u3} conui ∈ V (Pi) y afirmamos
queb(G \ {ui}) = b(G \ {u, ui}) para todo1 ≤ i ≤ 3. En efecto, si suponemos que
i = 1, entoncesu tiene grado2 enG \ {u1} y pertenece al ciclo par(P2,−P3); entonces
por el Lema 4.5.7 se tiene queb(G \ {u1}) = b(G \ {u, u1}). Por otro lado, al serG un
grafo3-regular intersección completa, entonces por el Teorema 4.4.4 es una banda impar
o una banda de Möbius par. Por tanto podemos escribirV (G) = {a1, . . . , ar, b1, . . . , br} y
suponer sin pérdida de generalidad queu = ai para algún1 ≤ i ≤ r. Perobi ∈ NG(u) y
G\{u, bi} es bipartito mientras queG\{u} no lo es, por tantob(G\{bi}) 6= b(G\{u, bi}),
lo que supone una contradicción yG no puede ser3-regular.
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Por el Corolario 4.3.8 debe existir un vérticez de grado2, que supondremos que perte-
nece aV (P3). Ahora consideramosCi := (Pi,−P3) y Hi := [V (Ci)] parai = 1, 2. Como
Ci es un ciclo par yz ∈ V (Ci), entoncesb(Hi) = b(Hi \ {z}) parai = 1, 2 y por el Lema
4.5.1,b(H) = b(H \ {z}) dondeH := [V (H1) ∩ V (H2)] = [V (P3)], veamos que esto no
puede ser ya queb(H) 6= b(H \ {z}).

DenotamosP3 := (u = a0, a1, . . . , ar = v) y tenemos quez = ai para un cierto
i : 1 ≤ i < r.

Si r = 2, entonces necesariamenteG es un grafo theta par yz = a1. Si {a0, a2} ∈
E(G) tenemos queb(H) = 0 6= 1 = b(H \ {z}) y si {a0, a2} /∈ E(G) tenemos que
b(H) = 1 6= 2 = b(H \ {z}).

Si r = 3, entonces necesariamenteG es un grafo theta impar cuyos vértices baseu, v
no son adyacentes y podemos asumir quez = a1. Entonces si{a0, a2} ∈ E(G) tenemos
queb(H) = 0 6= 1 = b(H \ {z}) y si {a0, a2} /∈ E(G) tenemos queb(H) = 1 6= 2 =
b(H \ {z}).

Si r ≥ 4 veamos que{ai−1, ai+1} ∈ E(G). De no ser así consideremos el grafo
Gc

z, que es un grafo theta par o impar. Además siG es un grafo theta impar con vértices
baseu, v tales que{u, v} /∈ E(G), si z /∈ {a1, ar−1} entoncesGc

z también es un grafo
theta impar con vértices baseu, v y {u, v} /∈ E(Gc

z) que es intersección completa por la
Proposición 4.5.3 y además cumple que|V (Gc

z)| < |V (G)|, lo que sería una contradicción.
Si z = a1, entoncesV (Gc

z) = V (G) \ {u, a1, a2} ∪ {u′} y Gc
z es un grafo theta impar

con vértices baseu′, v. Además{a2, v} /∈ E(G) ya que en caso contrario el subgrafo
inducidoG′ := [V (P1) ∪ V (P2) ∪ V (P ′

3)] conP ′
3 = (u, a1, a2, v) sería un grafo theta

impar con vértices base no adyacentes que además es intersección completa, lo que de
nuevo contradice la minimalidad deG. Por tanto, como{a2, v}, {u, v} /∈ E(G), entonces
{u′, v} /∈ E(Gc

z); pero esto de nuevo contradice la minimalidad deG. Finalmente podemos
concluir que{ai−1, ai+1} ∈ E(G).

Hemos visto que{ai−1, ai+1} ∈ E(G), lo que significa queb(H) = 0; si demostramos
queH \{z} es bipartito tendríamos queb(H \{z}) = 1 y habríamos terminado. En efecto,
supongamos queH \ {z} no es bipartito. Denotamosa′j := aj para todo1 ≤ j ≤ i − 1 y
a′j := aj+1 para todoi ≤ j < r. Dado que{a′j , a

′
j+1} ∈ E(H \ {z}) para todo1 ≤ j < r,

entonces debe existir1 ≤ j < k < r tal que{a′j , a
′
k} ∈ E(H) y j ≡ k (mod 2). Separamos

tres casos:

(a) sik < i, entonces{aj, ak} ∈ E(T ′).

(b) si j ≥ i, entonces{aj+1, ak+1} ∈ E(T ′)

(c) si j < i ≤ k, entonces{aj, ak+1} ∈ E(T ′).

Si se satisface (a), denotamosP ′
3 = (u = a0, . . . , aj , ak, . . . , ai−1, ai+1, . . . , ar = v). Si

se satisface (b), denotamosP ′
3 = (u = a0, . . . , ai−1, ai+1, . . . , aj+1, ak+1, . . . , ar = v).

Si se satisface (c), denotamosP ′
3 = (u = a0, . . . , aj, ak+1, . . . , ar = v). En los tres

casosP ′
3 es un camino simple de la misma paridad queP3 y que conectau y v y además

V (P ′
3) ( V (P3), pero esto contradice la minimalidad deG. �
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4.6 Teoremas de estructura de grafos intersección com-
pleta

El objetivo de esta sección es demostrar dos teoremas de estructura para ideales tóricos
de grafos, los Teoremas 4.6.5 y 4.6.18. SeaG un grafo,G se puede particionar en dos
subgrafos inducidosC yR tales queV (C) = V (C1)

⊔
· · ·

⊔
V (Cs), dondeC1, . . . , Cs son

ciclos primitivos impares yR es un grafo bipartito. Esta partición siempre existe pero no
tiene porqué ser única. CuandoG es bipartito, entoncesC es el grafo vacío. Siempre que
tengamos una partición con estas características lo denotaremos porG = [C;R].
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b b
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b
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G = [C;R]
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Como tantoC comoR son subgrafos inducidos deG, si G es intersección completa
entoncesR y C también lo son. Es por ello que para determinar cuándoG es intersección
completa proponemos la siguiente estrategia: primero caracterizamos cuándoC y R son
intersección completa para después estudiar y caracterizar qué aristas que conectanC y
R son admisibles en un grafo intersección completa. Dado queR es un grafo bipartito,
sabemos queR es intersección completa si y solo si es un grafo anillado (ver Teorema
4.2.2). El Teorema 4.6.5 dará condiciones necesarias para que un grafo sea intersección
completa dando una caracterización de cuándoC es intersección completa. Finalmente, si
C es conexo yR es2-conexo, el Teorema 4.6.18 caracteriza la propiedad de ser intersección
completa obteniendo todas las posibles aristas que conectanC y R.

Nuestro primer objetivo de esta sección es demostrar la siguiente proposición.

Proposición 4.6.1.SeaG un grafo conexo intersección completa, entonces a lo sumo hay
dos ciclos impares disjuntos por vértices enG.
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Para probar este resultado necesitamos el siguiente resultado técnico que está incluido
en la prueba de [96, Theorem 5.3].

Lema 4.6.2. SeaG un grafo 2-conexo intersección completa y seanC1, C2 dos ciclos
impares deG.

(a) Si V (C1) ∩ V (C2) = {v} entonces existe una aristae ∈ E(G) tal quev /∈ e y
e ∩ V (Ci) 6= ∅ para i = 1, 2.

(b) Si C1 y C2 son disjuntos por vértices, entonces existene1, e2 ∈ E(G) tales que
e1 ∩ e2 = ∅ y ei ∩ V (Cj) 6= ∅ para todoi, j ∈ {1, 2}.

Demostración de la Proposición 4.6.1.Supongamos por reducción al absurdo queG es
intersección completa y que existen tres ciclos impares disjuntos por vértices. SeaG′ el
menor subgrafo inducido que contiene tres ciclos primitivos impares, que denotaremos por
C1 = (a1, . . . , ar1, a1), C2 = (b1, . . . , br2 , b1) y C3 = (c1, . . . , cr3 , c1). Por [96, Theorem
4.2] se tiene queG′ tiene uno o dos bloques no bipartitos, dividiremos la demostración en
dos casos según el número de bloques no bipartitos deG′.

Si G′ tiene un único bloque no bipartito, entoncesC1, C2 y C3 pertenecen a él y, por
tantoG′ es2-conexo. En virtud del Lema 4.6.2, para todo1 ≤ i < j ≤ 3 existen dos
aristas que conectan un vértice deCi y un vértice deCj ; por tantoG′ = [V (C1)∪ V (C2)∪
V (C3)]. AdemásG′ no puede ser una banda ni una banda de Möbius puesto que tiene3
ciclos impares disjuntos por vértices. Entonces existe un vérticez ∈ V (G′) de grado2.
Supongamos sin pérdida de generalidad quez ∈ V (C3) y denotamosHi := [V (Ci) ∪
V (C3)] para i = 1, 2. ComoHi \ {z} es conexo yV (Ci) ⊂ V (Hi \ {z}), entonces
b(Hi) = b(Hi \ {z}) = 0 parai = 1, 2. Del Lema 4.5.1 se sigue queb(H) = b(H \ {z})
dondeH := [V (H1)∩ V (H2)] = [V (C3)]. Sin embargo,C3 es un ciclo primitivo impar, lo
que significa queb(H) = 0 y b(H \ {z}) = 1, lo que es una contradicción.

Si G′ tiene dos bloques no bipartitos, entonces dos de los ciclos primitivos impares,
que llamaremosC1 y C2, se encuentran en el mismo bloque deG′. Por el Lema 4.6.2, por
lo menos hay dos aristas que conectanC1 y C2. Además,C3 no se encuentra en el mismo
bloque queC1 y C2. Entonces denotamosG1 := [V (C1)∪V (C2)] y tomamosP un camino
simple enG′ de longitud mínima que conecta un vértice cualquiera deC3 con otro deG1.
De la minimalidad deG′ se sigue queG′ = [V (G1) ∪ V (P) ∪ V (C3)]. Además podemos
suponer queP = (c1 = u0, u1, . . . , us, a1) cons ≥ 0 y de la minimalidad deP se puede
deducir queui /∈ V (G1) ∪ V (C3) para todo1 ≤ i ≤ s, {cj, ui} /∈ E(G′) para1 ≤ j ≤ r3,
i > 1 y {aj, ui} /∈ E(G′) para todo1 ≤ j ≤ r1, i < s.

Primero supongamos quedegG′(cj) = 2 para todoj > 1 y tomemosu := c2. Tomamos
P ′ un camino simples mínimos enG′ que conectac1 con un vértice deC2. Entonces,
P ′ = (c1 = v0, v1, . . . , vt = b1) y se tienen las siguientes propiedades:

(a) vi = ui para todo0 ≤ i ≤ s, vi ∈ V (C1) paras ≤ i ≤ t − 1 y vt ∈ V (C2),
vi ∈ V (C1) parat′ < i ≤ t− 1 y vt ∈ V (C2)

(b) {vi, vj} /∈ E(G′) para0 ≤ i < i+ 1 < j ≤ t.
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Ahora denotamosH1 := [V (C1) ∪ V (P) ∪ V (C3)] y H2 := [V (C2) ∪ V (P ′)∪ V (C3)]
y claramente obtenemos queb(Hi) = b(Hi \ {u}) = 0 parai = 1, 2. Sin embargo, si
denotamosH := [V (H1)∩V (H2)] = [V (C3)∪{v1, . . . , vt−1}], entoncesV (C3) ⊂ V (H),
degH(c1) = 3, degH(vt−1) = 1 y degH(v) = 2 para el resto de vértices deH. Entonces
b(H) = 0 y b(H \ {u}) = 1, lo que contradice el Lema 4.5.1.

Supongamos quedegG′(cj) > 2 para algúnj > 1 y veamos ques = 0, i.e.,{a1, c1} ∈
E(G′). En efecto, sis ≥ 1, de la minimalidad deG′ se sigue que{u1, cj} ∈ E(G′) pero
en ese caso existiría un ciclo primitivo imparC ′ tal queu1 ∈ V (C ′) ⊂ V (C3) ∪ {u1}, lo
que contradiría la minimalidad deG′. Entonces,s = 0, {a1, c1} ∈ E(G′) y si {ck, ai} ∈
E(G′) necesariamentei = 1 puesto queG′ tiene dos bloques. EscogemosC ′

3 un ciclo
primitivo impar tal quea1 ∈ V (C ′

3) ⊂ V (C3) ∪ {a1} y tomamosu un vértice cualquiera
deV (C ′

3){a1}. DefinimosP ′ como uno de los caminos mínimos enG′ que conectana1
con un vértice deC2. Podemos asumir queP ′ = (a1 = v0, v1, . . . , vt = b1) y se tienen las
siguientes propiedades:

(a) vi ∈ V (C1) para todo0 ≤ i ≤ t− 1

(b) {vi, vj} /∈ E(G′) para todo0 ≤ i < i+ 1 < j ≤ t.

Ahora denotamosH1 := [V (C1) ∪ V (C ′
3)] y H2 := [V (C2) ∪ V (P ′) ∪ V (C ′

3)]; clara-
menteu tiene grado2 en [V (H1) ∪ V (H2)] y b(Hi) = b(Hi \ {u}) = 0 parai = 1, 2.
No obstante si denotamosH := [V (H1) ∩ V (H2)] = [V (C ′

3) ∪ {v1, . . . , vt−1}], entonces
V (C ′

3) ⊂ V (H), degH(a1) = 3, degH(vt−1) = 1 y degH(v) = 2 para el resto de vértices
deH. De dondeb(H) = 0 y b(H \ {v}) = 1, que una vez más contradice el Lema 4.5.1.�

En vista de este resultado, tenemos que un grafo conexo intersección completa tendrá a
lo sumo2 ciclos primitivos impares disjuntos por vértices. Nuestrosiguiente objetivo será
determinar cómo se pueden conectar2 ciclos primitivos impares en un grafo intersección
completa.

Definición 4.6.3.Un grafoG es una banda parcial impar si existen dos ciclos primitivos
impares disjuntos por vérticesC1 = (a1, . . . , ar1 , a1) y C2 = (b1, . . . , br2 , b1) tales que
V (G) = V (C1)∪V (C2) yE(G) = E(C1)∪E(C2)∪{{aj1 , bk1}, {aj2, bk2} . . . , {ajs, bks}}
para ciertoss ≥ 1, 1 ≤ j1 ≤ · · · ≤ js, 1 ≤ k1 ≤ · · · ≤ ks y ji ≡ ki (mod 2).

Proposición 4.6.4.SeaG un grafo conexo tal queV (G) = V (C1)∪V (C2) dondeC1 yC2

son ciclos impares disjuntos por vértices. Entonces,G es intersección completa⇐⇒ G es
una banda parcial impar.

Demostración.(⇒) Procederemos por inducción sobre|V (G)|, el número de vértices de
G. Comenzamos por|V (G)| = 6, i.e.,C1 y C2 son triángulos. El número de aristas debe
ser≤ 9 ya que2|E(G)| ≤ 18 = 3|V (G)| por el Corolario 4.3.7. Si7 ≤ |E(G)| ≤ 8, es
fácil ver queG siempre es una banda parcial impar. Si|E(G)| = 9, entoncesG es una
banda parcial impar salvo cuandoC1 = (a1, a2, a3, a1), C2 = (b1, b2, b3, b1) y E(G) =
E(C1) ∪ E(C2) ∪ {f1, f2, f3} dondef1 = {a1, b1}, f2 = {a1, b3} y
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(a) f3 = {a1, b2}, o

(b) f3 = {a2, b2}.

En (a) se tiene quedeg(a2) = 2 y tomandoHi := [{a1, a2, a3, bi, b3}] se observa que
b(Hi) = b(Hi \ {a2}) parai = 1, 2. Sin embargo, tomandoH := [V (H1) ∩ V (H2)] =
[{a1, a2, a3, b3}], se tiene queb(H) = 0 y b(H \ {a2}) = 1; entonces por el Lema
4.5.1,G no es intersección completa. En (b),G tiene un subgrafoK2,3 con vértices
{a1, a2, b1, b2, b3}, lo que contradice el Corolario 4.3.9.

Supongamos que|V (G)| > 6. Observamos queG no puede ser una banda de Möbius
par puesto queG tiene dos ciclos primitivos impares disjuntos por vértices. Si deg(v) > 2
para todov ∈ V (G), entoncesG es una banda impar, que en particular es una banda parcial
impar.

Si todo vértice de grado2 pertenece a un triángulo, entonces podemos suponer que
deg(v) ≥ 3 para todov ∈ V (C1), C1 tiene al menos5 vértices yC2 es un triángulo.
Como|V (C1)| ≥ 5, entonces2 |E(G)| =

∑
v∈V (G) deg(v) ≥ 3 |V (C1)|+ 2 |V (C2)|+ 5 >

3|V (G)|, lo que contradice el Corolario 4.3.7.
Si existe unv ∈ V (G) que tiene grado2 y no pertenece a un triángulo y supongamos

sin pérdida de generalidad quev ∈ V (C1). Consideramos el grafoGc
v, la contracción

deG en v. Por hipótesis de inducciónGc
v es una banda parcial impar, entonces tene-

mos queV (Gc
v) = {a′1, . . . , a

′
r1−2, b1, . . . , br2}, dondeC ′

1 := (a′1, . . . , a
′
r1−2, a

′
1) y C2 :=

(b1, . . . , br2 , b1) son ciclos primitivos impares. Además, existe uni ∈ {2, . . . , r1 − 1} tal
quev = ak, C1 = (a1, . . . , ar1) y

{a′i, bj} ∈ E(Gc
v) ⇐⇒

{
{ai, bj} ∈ E(G) y i ≤ k − 1, o
{ai+2, bj} ∈ E(G) y i ≥ k − 1.

De aquí se deduce que si{ai, bj} ∈ E(G) entoncesi ≡ j (mod 2), y para todo par de
aristas{ai1 , bj1}, {ai2 , bj2} ∈ E(G) coni1 < i2 tales que(i1, i2) 6= (i−1, i+1), entonces
j1 ≤ j2. Por tanto, podemos asegurarG es una banda parcial impar salvo que existan dos
aristas{ai−1, bj1}, {ai+1, bj2} ∈ E(G) conj1 > j2.

Si hay dos vértices adyacentes enC1 de grado2, entonces basta con tomarv = ai uno
cualquiera de esos vértices y no podrá pasar que{ai−1, bj1}, {ai+1, bj2} ∈ E(G) porque el
grado deai−1 o el deai+1 es2 y, por tanto,G es una banda parcial impar.

Si no estamos en esta situación, entonces debe haber al menostres vértices de grado
≥ 3 enC1. Seav = ai ∈ V (C1) un vértice de grado2 y supongamos que existen dos aristas
{ai−1, bj1}, {ai+1, bj2} ∈ E(G) con j1 > j2, el resto de la demostración lo dedicaremos
a probar que en este casoG no es intersección completa. Seau := bj2+1, afirmamos que
u tiene grado2. De hecho,{ai−1, u}, {ai+1, u} 6∈ E(G) porquej2 + 1 6≡ j2 ≡ i − 1 ≡
i + 1 (mod 2), {al, u} /∈ E(G) si l < i − 1 porque{ai+1, bj2} ∈ E(G) y j2 < j2 + 1 y
{al, u} /∈ E(G) si l > i+ 1 porque{ai−1, bj1} ∈ E(G) y j2 + 1 < j1.

Tomemos ahorai′ /∈ {i−1, i+1} de grado≥ 3, supongamos sin pérdida de generalidad
quei′ < i−1 y tomemosj′ := max{j | {ai′, bj} ∈ E(G)}. Necesariamentei′ ≡ j′ (mod 2)
y j′ ≤ j2. Ahora tomamos el ciclo par

w1 := (bj′ , bj′+1, . . . , bj1 , ai−1, ai−2, . . . , ai′ , bj′)
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y el camino cerrado par

w2 := (bj′, bj′−1, . . . , b1, br2 , . . . , bj2, ai+1, ai+2, . . . , ar1 , a1, . . . , ai′, bj′),

que es un ciclo par sij′ 6= j2 o dos ciclos impares con el vérticebj2 en común sij′ =
j2. Parai = 1, 2 denotamosHi := [V (wi)], claramentedegHi

(u) = 2 y b(Hi) =
b(Hi \ {u}). Demostremos queb(H) 6= b(H \ {u}) dondeH := [V (H1) ∩ V (H2)] =
[{ai′, bj′, bj2, . . . , bj1}]. En efecto, sij′ < j2 − 1, entonces los vérticesai′ , bj′ unidos por
una arista forman una componente conexa deH, entoncesb(H) = 2 y b(H \ {v}) = 3, y
si j′ = j2 o j′ = j2 − 1 entoncesb(H) = 1 y b(H \ {v}) = 2. En ambos casos podemos
concluir queG no es intersección completa por el Lema 4.5.1.

(⇐) Supongamos queG es una banda parcial impar, tomamosfi := {aji, bki} para
1 ≤ i ≤ s, fs+i := {ai, ai+1} para1 ≤ i < r1, fs+r1 := {a1, ar1}, fs+r1+i := {bi, bi+1}
para1 ≤ i < r2 y fs+r1+r2 := {b1, br2}. Entoncesht(IG) = s.

Para todoi ∈ {1, . . . , s− 1}, denotamos porwi el ciclo primitivo par

wi := (bki , aji, aji+1, . . . , aji+1
, bki+1

, bki+1−1, . . . , bki)

y ws := (bks , ajs, ajs+1, . . . , ar1 , a1, . . . , aj1, bk1 , . . . , b1, br2 , . . . , bks).
Seai ∈ {1, . . . , s}, denotamoŝBwi

=
∑s+r1+r2

j=1 αjej donde{ej}
s+r1+r2
j=1 es la base

canónica deZs+r1+r2 . Entoncesαi = 1 y parai ≤ s, además sii < s, entoncesαi+1 = 1 si
y solo siji+1 − ji es impar yαi+1 = −1 en caso contrario. Parai = s, entoncesα1 = 1 si
y solo sir1 − js + j1 es impar yα1 = −1 en caso contrario.

Denotamos porB la matrizs × (s + r1 + r2) cuya filai-ésima eŝBwi
para todoi ∈

{1, . . . , s}. Es fácil comprobar que∆s(B) = 1 y para todoj > s, la j-ésima columna deB
tiene una sola entrada no nula. Por tanto,B será dominante si y solo siB′ lo es, dondeB′

es la submatrizs× s que forman las primerass columnas deB. Como ya hemos visto, si
denotamosB′ := (bi,j)1≤i, j≤s, entoncesbi,j 6= 0 si y solo sij−i ∈ {0, 1} o si i = s, j = 1.
Por tanto, en caso de existir una submatriz cuadrada mezcladaC deB′, necesariamente se
tendría queC = B′ . Veamos pues queB′ no es mezclada; en efecto,r1 es impar y, si
denotamos porl1 := j2 − j1, l2 := j3 − j2, . . . , ls−1 := js − js−1 y ls := r1 − js + j1;
entoncesr1 = l1+ · · ·+ ls y existei : 1 ≤ i ≤ s tal queli es impar. Por tanto, las dos únicas
entradas no nulas de la filai-ésima deB′ son positivas yB′ no sería mezclada. Del Teorema
1.2.11 podemos concluir queIG es intersección completa y está generado minimalmente
por{Bw1 , . . . , Bws

}. �

Ahora ya podemos enunciar y demostrar el siguiente teorema de estructura de grafos
intersección completa.

Teorema 4.6.5.SeaG = [C;R] un grafo conexo intersección completa. Entonces,

• R es un grafo anillado

• C es o bien el grafo nulo, o un ciclo primitivo impar, o una bandaparcial impar, o
dos ciclos impares primitivos sin aristas que los unen.
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Demostración.Este resultado es consecuencia del hecho de que la propiedadde ser in-
tersección completa es hereditaria en grafos (Teorema 4.3.3), ya que siG = [C;R] es
intersección completa, entonces tantoR comoC son intersección completa. Entonces por
el Teorema 4.2.2 se tiene queR es un grafo anillado y por las Proposiciones 4.6.1 y 4.6.4,
se deduce queC es o bien el grafo vacío, un ciclo primitivo impar, una banda parcial impar
oC tiene dos componentes conexas y cada una de ellas es un ciclo primitivo impar.

La otra implicación de este resultado no es cierta en general, como muestra el siguiente
ejemplo:

Ejemplo 4.6.6. SeaG el grafo siguiente:

b b

b b

b

b

b

v1

v2

v3

v4

v5 v6

v7

Se tiene queG = [C;R], dondeC := [{v1, v2, v3}] es un ciclo primitivo impar y
R := [{v4, v5, v6, v7}] es un grafo anillado bipartito. Sin embargoG no es intersección
completa porque tiene como subgrafo inducido a[V (R)∪{v3}], que esK2,3; ver Corolario
4.3.9.

Si añadimos las hipótesis de queR es2-conexo yC conexo, se obtiene la caracteriza-
ción dada en la Proposición 4.6.8 que en particular afirma quehay un conjunto de a lo sumo
dos vértices enR tal que toda arista que conectaR y C es incidente a uno de los vértices
en este conjunto. Para enunciar la Proposición 4.6.8 necesitamos una definición previa.

Definición 4.6.7.G es la1-clique-suma de dos grafosG1 yG2 si se puede obtener identifi-
cando un vérticev1 deG1 y un vérticev2 deG2. Análogamente se define una2-clique-suma
de dos grafosG1 yG2 como el grafo que se obtiene al identificar una aristae1 deG1 y una
aristae2 deG2 (identificando los2 vértices incidentes a la arista).

b

b

b

b

b

b

b

b b

b b

b

b

b

b b

b

b

G1 G2

1-clique-suma deG1 y G2

2-clique-suma deG1 y G2

Proposición 4.6.8.SeaG = [C;R] un grafo conexo tal queR es2-conexo yC es conexo.
Entonces,G es intersección completa si y solo siR es un grafo anillado y se da una de las
siguientes situaciones:
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• existeu1 ∈ V (R) tal queG es una1-clique-suma deR y [V (C)∪{u1}], con[V (C)∪
{u1}] intersección completa, o

• existen dos vértices adyacentesu1, u2 ∈ V (R) tales queG es una2-clique-suma de
R y [V (C) ∪ {u1, u2}], con[V (C) ∪ {u1, u2}] intersección completa.

Este resultado se obtiene como consecuencia inmediata del Lema 4.6.9 y el Lema
4.6.10.

Lema 4.6.9. SeaG = [C;R] un grafo intersección completa. SiR es2-conexo yC es
conexo, entonces existen dos vértices adyacentesu1, u2 ∈ V (R) tales que si{u, v} ∈ E(G)
conu ∈ V (R) y v ∈ V (C), entoncesu = u1 o u = u2.

Demostración.En virtud del Teorema 4.6.5,R es necesariamente un grafo anillado yC
puede ser el grafo nulo, un ciclo primitivo impar o una banda parcial impar. Vamos a probar
que si existen dos aristas{u1, v1} y {u2, v2} tales queu1, u2 ∈ V (R), v1, v2 ∈ V (C)
entonces o bienu1 = u2 o u1 y u2 son adyacentes. Supongamos que existenf1 = {u1, v1}
y f2 = {u2, v2} tales queu1, u2 ∈ V (R), v1, v2 ∈ V (C) de forma queu1 6= u2 y no son
adyacentes. SeanP1 y P2 dos caminos simples enR que conectanu1 y u2 de forma que
V (P1)∩ V (P2) = {u1, u2} y |V (P1)∪ V (P2)| es mínimo. Entonces, el subgrafo inducido
[V (Pi)] es un grafo camino parai = 1, 2. ComoR es bipartito,P1 y P2 tienen la misma
paridad.

Supongamos primero queP1 y P2 son ambos pares. Siv1 = v2, entonces tomamos
P3 := (u1, v1, u2). Si v1 6= v2, siempre que exista un camino parP ′

3 enC que conectev1 y
v2, podemos definir el camino simpleP3 := (u1, v1,P ′

3, v2, u2). En ambos casos tenemos
queP1, P2 yP3 son tres caminos simples que conectanu1 y u2 y tales queV (Pi)∩V (Pj) =
{u1, u2} para1 ≤ i < j ≤ 3, pero esto no se puede dar por el Teorema 4.5.8. Además es
fácil comprobar que siempre podemos encontrar el camino simple parP ′

3 cuandoC es una
banda parcial impar que consta de dos ciclos primitivos imparesC1 = (a1, . . . , ar1, a1) y
C2 = (b1, . . . , br2, b2) tales queE(C) = E(C1)∪E(C2)∪{{a1, b1}} y {a1, b1} = {v1, v2}.
En este caso denotamosG′ := [V (C)∪V (P1)∪V (P2)] y comoG′ es intersección completa
y degG′(a1) ≥ 4, entonces por el Corolario 4.3.8 existe un vérticev ∈ V (G′) de grado2.
Si v ∈ V (C), supondremos quev ∈ V (C1) y tomamosH1 := [V (C1) ∪ V (P1) ∪ {b1}],
entoncesb(H1) = b(H1 \ {v}) = 0 puesto que(u1,P1, u2, v2, v1, u1) es un camino impar
enH1 \ {v}; ademásb(C) = b(C \ {v}) = 0. Entonces por el Lema 4.5.1, se sigue
queb(H) = b(H \ {v}) dondeH = [V (C) ∩ V (H1)] = [V (C1) ∪ {b1}]. Sin embargo,
b(H) = 0 porqueV (C1) ⊂ V (H) y b(H \ {v}) = 1 porqueH \ {v} es acíclico, lo que es
una contradicción. Siv ∈ V (P1) ∪ V (P2), podemos asumir quev ∈ V (P1) y denotamos
H1 := [V (P1)∪V (C1)∪{b1}] yH2 := [V (P1)∪V (P2)], entoncesb(H1) = b(H1\{v}) = 0
y b(H2) = b(H2 \ {v}) = 1. Por tanto del Lema 4.5.1 se sigue queb(H) = b(H \ {v})
dondeH = [V (H1)∩V (H2)] = [V (P1)]. No obstante,b(H) = 1 y b(H \ {v}) = 2 puesto
queH es un grafo camino ydegH(v) = 2, cosa que no es posible.

Supongamos ahora queP1 y P2 son impares. Siv1 6= v2, entonces podemos encontrar
fácilmente un camino imparP ′

3 enC que conectev1, v2. Por tanto, si denotamosP3 :=
(u1, v1, P ′

3, v2, u2), entoncesP1, P2 y P3 son todos caminos impares que conectanu1 y
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u2; pero esto no es posible de nuevo por el Teorema 4.5.8. Solo nos resta considerar el caso
en quev1 = v2. Comov1 ∈ V (C), entoncesv1 pertenece a un ciclo primitivo imparC ′ y
denotamosG′ := [V (C ′)∪ V (P1)∪ V (P2)]. Afirmamos que todo vértice deC ′ exceptov1
tiene grado2. En caso contrario existiría un vérticev′ ∈ V (C ′) y u ∈ V (P1)∪V (P2) tales
que{u, v′} ∈ E(G′). Si u = u1, aplicando lo anterior con{u1, v′} y {u2, v2} llegamos
a queu1 y u2 son adyacentes y siu = u2 actuaríamos de forma análoga con{u1, v1} y
{u2, v′}. Así pues asumiremos queu ∈ V (P1) y u 6= u1, u 6= u2. Como ya probamos
anteriormente,{u, u1}, {u, u2} ∈ E(R) y el camino de longitud2, (u1, u, u2) que está
contenido enR conectau1 y u2; sin embargo esto no es posible puesto queR es bipartito
y P2 es un camino impar enR que también conectau1 y u2. Entonces tomamosv un
vértice cualquiera deC ′ exceptov1 y Hi := [V (Pi) ∪ V (C ′)] parai = 1, 2. Entonces
Ci := (u1, Pi, u2, v1, u1) es un ciclo impar conv /∈ V (Ci) ⊂ V (Hi), de donde se deduce
queb(Hi) = b(Hi \{v}) = 0. Entonces por el Lema 4.5.1, se sigue queb(H) = b(H \{v})
dondeH = [V (H1)∩V (H2)] = [V (C ′)∪{u1, u2}]. Perob(H) = 0 porqueV (C) ⊂ V (H)
y b(H \ {v}) = 1 porqueH \ {v} es un árbol, lo que es una contradicción.

En resumen, lo que hemos probado es que siempre que{u1, v1}, {u2, v2} ∈ E(G) con
v1, v2 ∈ V (C), u1, u2 ∈ V (R) y u1 6= u2, entonces{u1, u2} ∈ E(G). Si existiesen tres
vértices distintosu1, u2, u3 ∈ E(G) tales que{ui, vi} ∈ E(G′) conv1, v2, v3 ∈ V (C),
entoncesu1, u2, u3 forman un triángulo enR, pero esto no se puede dar porqueR es
bipartito. �

Lema 4.6.10.SeaG una 1-clique-suma o una2-clique-suma de un grafoH y un grafo
anillado bipartitoR. Entonces,G es intersección completa⇐⇒ H es intersección com-
pleta.

Demostración.(⇒) Es obvia en vista del Teorema 4.3.3 puesto queH es un subgrafo
inducido deG. (⇐) Como los grafos anillados bipartitos se construyen mediante1-clique-
sumas y2-clique-sumas de ciclos pares primitivos y aristas, solo tenemos que probar que
G es intersección completa cuando es una1-clique-suma o una2-clique-suma de un grafo
intersección completaH yK, dondeK es un ciclo par primitivo o2 vértices conectados por
una arista. SiK es una aristaf = {v1, v2} y G es una1-clique-suma deH y K, entonces
degG(vi) = 1 parai = 1 o i = 2 y, por el Teorema 4.4.8,G es intersección completa.
Supongamos ahora queK es un ciclo primitivo imparC y G es una1-clique-suma o una
2-clique-suma deH y un ciclo primitivoC, y veamos queG es intersección completa.
SeaB = {Bw1, . . . , Bwh

} un sistema minimal de generadores deIH , conh = ht(IH).
Denotamos porB′ := B ∪ {BC}. Si demostramos queB′ generaIG, entoncesG es
intersección completa puesto queht(IG) = ht(IH) + 1. SeaB a la matrizh × n cuya
i-ésima fila eŝBwi

, por el Teorema 1.2.11 se tiene queB es dominante y∆h(B) = 1. Si
denotamos porB′ la matriz resultante de añadirle aB una nueva filâBC , veamos queB′

es dominante y que∆h+1(B
′) = 1. En efecto,C es un ciclo par que pasa por a lo sumo

una arista deH, por tantoB′ es también dominante y como además el vectorB̂C solo tiene
entradas+1 y −1 en las columnas que se corresponden con aristas deE(C), entonces
∆h+1(B

′) = ∆h(B) = 1. �

133



Ahora abordaremos los problemas de caracterizar cuándo[V (C)∪{u1}] es intersección
completa conu1 ∈ V (R) y cuándo[V (C)∪{u1, u2}] es intersección completa conu1, u2 ∈
V (R) dos vértices adyacentes. Por el Teorema 4.3.3, si[V (C)∪{u1}] o [V (C)∪ {u1, u2}]
es intersección completa, se tiene queC también lo es y entonces, del Teorema 4.6.5,C es
o bien un ciclo primitivo impar o una banda parcial impar. En consecuencia estudiaremos
las intersecciones completas en los siguientes grafos:

1. [V (C) ∪ {u1}], dondeC es un ciclo primitivo impar,

2. [V (C) ∪ {u1, u2}], dondeu1, u2 son vértices adyacentes yC es un ciclo primitivo
impar,

3. [V (C) ∪ {u1}], dondeC es una banda parcial impar, y

4. [V (C) ∪ {u1, u2}], dondeu1, u2 son vértices adyacentes yC es una banda parcial
impar.

Estudiaremos en detalle cada una de estas cuatro situaciones en los siguientes cuatro
lemas. Comenzamos con una definición.

Definición 4.6.11.Una rueda parcial imparW está formada por un ciclo impar primitivo
C y al menos una arista que conectaC con un vérticev ajeno aC. Al vérticev se le
denomina vértice central deW y aC ciclo principal deW . Una rueda parcial imparW
diremos que es una IC-rueda-parcial-impar si y solo siC = (z1, . . . , zr, z1) y NW (v) =
{z1, zs2 , . . . , zsk}, dondek ≥ 1, 1 < s2 < · · · < sk, s2 = 2 o s2 es impar, ys3, . . . , sk son
impares.

b

b
b

b

bb

b

b
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z5 z4
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Lema 4.6.12.SeaW una rueda parcial impar.W es intersección completa si y solo siW
es una IC-rueda-parcial-impar.

Demostración.Seau el vértice central yC el ciclo principal deW , denotamos porr al
número de vértices deC.

(⇒) Procedemos por inducción sobrer := |V (C)|. Si r = 3, entoncesW siempre
es una IC-rueda-parcial-impar. Sir ≥ 5 y deg(u) ≤ 2 entonces evidentementeW es una
IC-rueda-parcial-impar. Supongamos pues quedegW (u) ≥ 3, entonces existe un vértice
v ∈ V (C) de grado2, ya que en caso contrariodegW (u) = r > 3, lo que contradice
el Corolario 4.3.8. Entonces podemos considerar el grafoW ′ := W c

v , que de nuevo es
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una rueda parcial impar intersección completa y, por hipótesis de inducción es una IC-
rueda-parcial-impar. Por tantoW ′ tiene como ciclo principal aC ′ = (z′1, . . . , z

′
r−2) y

NW ′(u) = {z′1, z
′
t2 , . . . , z

′
tk
} con1 < t2 < · · · tk ≤ r − 2, k ≥ 1, t3, . . . , tk son impares y

t2 = 2 o t2 es impar. EntoncesC = (z1, . . . , zr, z1) y existe unl ∈ {2, . . . , r − 1} tal que

{u, z′i} ∈ E(W ′) ⇐⇒

{
{u, zi} ∈ E(W ) e i ≤ l − 1, o
{u, zi+2} ∈ E(W ) e i ≥ l − 1.

Si {u, z1} /∈ E(W ) entonces denotamosyi := zi+2 para todo1 ≤ i ≤ r − 2, y1 =
zr−1 e y2 = zr y tenemos queW es una IC-rueda-parcial-impar. Sil 6= 3 o {x, z4} /∈
E(W ), entoncesW también es una IC-rueda-parcial-impar. Así que solo falta estudiar
el caso en que{u, z1}, {u, z4} ∈ E(W ) y l = 3. Supongamos primero que{u, z2} ∈
E(W ). Si degW (u) = 3, entonces denotamosyi := zi+1 para1 ≤ i < r e yr := z1 y
tenemos queC = (y1, . . . , yr, y1) conNW (u) = {y1, y3, yr} y W es una IC-rueda-parcial-
impar. SiNW (u) = {z1, z2, z4, zr}, entonces basta con tomary1 := zr, yi := zi−1 para
todo2 ≤ i ≤ r y tenemos queNW (u) = {y1, y2, y3, y5} y de nuevo llegamos a queW
es una IC-rueda-parcial-impar. SidegW (u) ≥ 4 y NW (u) 6= {z1, z2, z4, zr}, entonces
tomamosj = min{i > 4 | zi ∈ NW (u)}, y existen dos ciclosC1 := (z1, z2, u, z1) y
C2 := (z4, . . . , zj, u, z4) que son impares puesj es impar, pero no hay ninguna arista que
conecteC1 y C2, lo que contradice el Lema 4.6.2.

Ahora supongamos quel = 3 y {u, z2} /∈ E(W ). Si degW (u) = 3 y {u, zj} ∈ E(W )
con j = 5 o j = r, entoncesW es una IC-rueda-parcial-impar. En efecto, sij = r
denotamosy1 := zr, yi = zi−1 para todo2 ≤ i ≤ r y se tiene queNW (u) = {y1, y2, y5};
por tantoW es una IC-rueda-parcial-impar. Sij = 5 procederíamos de forma análoga.

Si degW (u) ≥ 3 y no estamos en ninguno de los casos tratados anteriormente,entonces
degG(z2) = 2 y existen5 ≤ j1 ≤ j2 ≤ r tales quezj1 , zj2 ∈ NW (u), (j1, j2) 6= (5, 5)
y (j1, j2) 6= (r, r). Como j1 y j2 son impares, tenemos los dos ciclos paresC1 :=
(z1, . . . , zj1 , u, z1) y C2 := (zj2 , . . . , zr, z1, . . . , z4, u, zj2) y denotamosHi := [V (Ci)] para
i = 1, 2. Entonces, por el Lema 4.5.7b(Hi) = b(Hi \ {z2}); sin embargo si denotamos
H := [V (H1) ∩ V (H2)], entoncesb(H) = 0 y b(H \ {z2}) = 1, lo que contradice el Lema
4.5.1.

(⇐) EscribimosC = (z1, . . . , zr, z1) conNW (u) = {z1, zs2, . . . , zsk} dondek ≥ 1,
s1 := 1 < s2 < · · · < sk, s3, . . . , sk son impares y, o biens2 = 2 o s2 es impar. Sis2
es impar, tomamosW la rueda parcial impar con ciclo principalC ′ = (z′1, . . . , z

′
r+2, z

′
1),

vértice centralu′ y tal que{u′, z′i} ∈ E(W ) si y solo si{u, zi} ∈ E(W ). Claramente
z′r+1 y z′r+2 tienen grado2 enW y W es la contracción deW en z′r+1, entonces bastará
con probar queW es intersección completa para demostrar queW también lo es. Sea
R := W \ {z′r+2}, comob(W ) = 0 y R es bipartito y por tantob(R) = 1, por el Teorema
4.4.8,W es intersección completa si y solo si lo esR. ComoR es un grafo anillado
bipartito, hemos terminado.

Supongamos ahora ques2 = 2, denotamosfi = {u, zsi} para todo1 ≤ i ≤ k, fk+i =
{zi, zi+1} para todo1 ≤ i ≤ r − 1 y ek+r = {z1, zr}. ComoW tiener + 1 vértices y
r + k aristas, se tiene queht(IW ) = k − 1. SeanC1 := (u, zsk , zsk+1, . . . , zr, z1, z2, u),
C2 := (u, z1, z2, . . . , zs3 , u) y Ci := (u, zsi, zsi+1, . . . , zsi+1

, u) para todo3 ≤ i ≤ k − 1;
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entonces
BC1 = xk xk+1 xk+sk+1 · · ·xk+r−1 − x2 xk+sk · · ·xk+r,

BC2 = x1 xk+2 · · ·xk+s3−1 − x3 xk+1 · · ·xk+s3−2, y

BCi
= xi xk+si+1 · · ·xk+si+1−1 − xi+1 xk+si · · ·xk+si+1−2 para 3 ≤ i ≤ k − 1,

nuestro objetivo es demostrar queIW = (BC1 , . . . , BCk−1
). Tenemos que

B̂w1 = −e2 + ek + ek+1 − ek+sk + ek+sk+1 − · · ·+ ek+r−1 − ek+r ∈ Zk+r,

B̂w2 = e1 − e3 − ek+1 + ek+2 − · · · − ek+s3−2 + ek+s3−1 ∈ Zk+r, y

B̂wi
:= ei − ei+1 − ek+si + ek+si+1 · · · − ek+si+1−2 + ek+si+1−1 ∈ Zk+r para 3 ≤ i ≤ k− 1

y denotamos porB a la matriz(k − 1) × (k + r) cuya fila i-ésima eŝBwi
. Es evidente

que∆k−1(B) = 1 y para todoj ∈ {1, 2, k + 2, . . . , k + r} la columnaj-ésima deB tiene
una única entrada no nula. Por tanto,B es dominante si y solo si lo esB′, la submatriz
cuadrada deB de tamaño(k − 1) × (k − 1) formada por las columnas3, 4, . . . , k + 1
deB. Es fácil comprobar queB′ es dominante, por tantoW es intersección completa e
IW = (BC1 , . . . , BCk−1

). �

Definición 4.6.13.Un grafo conexoG se denomina una IC-rueda-doble siV (G) = V (C)∪
{b1, b2}, dondeC = (a1, . . . , ar, a1) es un ciclo primitivo impar y

E(G) = E(C) ∪ {{b1, b2}, {b1, aj1}, . . . , {b1, ajs}, {b2, ak1}, . . . , {b2, akt}} ,

cons, t ≥ 1, 1 ≤ j1 < · · · < js ≤ k1 < · · · < kt y j1, . . . , js, k1, . . . , kt son impares.

b b b b b b b

b b

a1 a2 a3 a4 a5 a6 a7

b1 b2

Lema 4.6.14.SeaG un grafo conexo conV (G) = V (C) ∪ {b1, b2} dondeC es un ciclo
primitivo impar,{b1, b2} ∈ E(G) y degG(b1), degG(b2) ≥ 2. Entonces,G es intersección
completa si y solo siG es una IC-rueda-doble.

Demostración.(⇒) Procederemos por inducción sobrer := |V (C)|. Si r = 3, por el
Corolario 4.3.7 se tiene que hay≤ 7 aristas. Si todo vértice deC tiene grado≥ 3, entonces
G tiene un subgrafoK2,3, lo que contradice el Corolario 4.3.9. Entonces podemos es-
cribir V (G) = V (C) ∪ {b1, b2}, dondeC = (a1, a2, a3, a1), degG(a2) = degG(b2) = 2
y degG(b1) ≤ 3 y se obtiene queG es una IC-rueda-doble. Supongamos ahora que
r ≥ 5, veamos que existe un vértice de grado2 en C. De hecho, sidegG(v) ≥ 3
para todov ∈ V (C), entonces por el Teorema 4.3.6 tenemos que4r + 2 ≤ 2|E(G)| ≤
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3|V (G)| = 3r + 6, cosa que no es posible. Entonces seav ∈ V (C) un vértice de grado
2 y consideramosG′ := Gc

v, que por hipótesis de inducción es una IC-rueda-doble. En-
toncesV (G′) = V (C ′) ∪ {b1, b2}, dondeC ′ = (a′1, . . . , a

′
r−2, a

′
1) es un ciclo primitivo

impar yE(G) = E(C) ∪
{
{b1, b2}, {b1, a′j1}, . . . , {b1, a

′
js}, {b2, a

′
k1
}, . . . , {b2, a′kt}

}
con

1 ≤ j1 < · · · < js ≤ k1 < · · · < kt ≤ r y j1, . . . , js, k1, . . . , kt son impares. Además,
existe unl ∈ {2, . . . , r − 1} tal que

{bi, a′j} ∈ E(G′) ⇐⇒

{
{bi, aj} ∈ E(G) y j ≤ l − 1, o
{bi, aj+2} ∈ E(G) y j ≥ l − 1.

Si {b1, al+1} /∈ E(G) o {b2, al−1} /∈ E(G) entoncesG es una IC-rueda-doble, también si
deg(b1) = deg(b2) = 2 se tiene queG es una IC-rueda-doble. Entonces, siG no fuese
una IC-rueda-doble podemos asumir que{b1, al+1}, {b2, al−1} ∈ E(G) y deg(b1) > 2.
Entonces,l − 1 = js = k1, k1, . . . , kt son impares y{b1, aj1}, {b1, al+1}, {b2, al−1} ∈
E(G).

Separamos dos casos, sib2 tiene grado> 2 entonces{b2, a′kt} ∈ E(G′) y {b2, akt+2} ∈
E(G) y existen tres caminos simples pares

P1 := (al−1, al, al+1), P2 := (al−1, al−2, . . . , aj1, b1, al+1) y

P3 := (al−1, b2, akt+2, akt+1, . . . , al+1)

que conectanal−1 y al+1 y satisfacen queV (Pi) ∩ V (Pj) = {al−1, al+1} para1 ≤ i <
j ≤ 3, pero esto no es posible por el Teorema 4.5.8. Sib2 tiene grado2, entonces tomamos
C1 := (b1, b2, al−1, . . . , ar, a1, . . . , aj1, b1), C2 := (b1, b2, al−1, . . . , a1, ar, . . . , al+1, b1) y
los subgrafos inducidosHi := [V (Ci)], que satisfacen queb(Hi) = b(Hi \ {b2}). Sin em-
bargo si consideramosH := [V (C1) ∩ V (C2)] = [{a1, . . . , aj1, al−1, al+1, . . . , ar, b1, b2}],
si {b1, al−1} /∈ E(G), entoncesb(H) = 0 puesto queV (C3) ⊂ V (H) siendoC3 el
ciclo imparC3 := (b1, al+1, . . . , ar, a1, . . . , aj1, b1) y b(H \ {b2}) = 1 porqueal−1 es
un vértice aislado enH \ {b2}. Solo queda estudiar la situación en que{b1, al−1} ∈
E(G); en este casoG es2-conexo, hay dos ciclos imparesC3 = (b1, al−1, b2, b1) y C4 =
(b1, al+1, . . . , ar, a1, . . . , aj1 , b1) con un vértice en común y no hay arista que los conecte,
pero esto no es posible por el Lema 4.6.2.

(⇐) Si denotamos porG′ el grafo obtenido añadiendo un nuevo vérticeb3 y dos aristas
{b1, b3} y {b2, b3}, entoncesG′ es una banda parcial impar y por la Proposición 4.6.4 es
intersección completa. AdemásG = G′ \ {b3} y del Teorema 4.3.3 se deduce queG es
intersección completa. �

Definición 4.6.15.Un IC-vértice-banda es un grafo conexoG con V (G) = V (C1) ∪
V (C2) ∪ {c}, dondeC1 = (a1, . . . , ar, a1) y C2 = (b1, . . . , bs, b1) son ciclos primitivos
impares disjuntos por vértices y

E(G) = E(C1) ∪ E(C2) ∪ {{a1, b1}, {a1, bi2}, . . . {a1, bik}, {c, a2}, {c, ar}} ,

dondek ≥ 1 y i2, . . . , ik son impares.
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Lema 4.6.16.SeaG un grafo conexo conV (G) = V (C) ∪ {c}, dondeC es una banda
parcial impar. Entonces,G es intersección completa si y solo sidegG(c) = 1 oG es una
IC-vértice-banda.

Demostración.(⇒) Supongamos queG es intersección completa yC es una banda par-
cial impar conV (C) = V (C1) ∪ V (C2), dondeC1 y C2 son dos ciclos primitivos im-
pares disjuntos por vértices. Veamos primero que el grado dec es≤ 2. Para ello, pro-
baremos antes que para todov ∈ V (C) de grado2, si v no pertenece a ningún trián-
gulo, entoncesdegG(c) = degGv

c
(c). Supongamos que no fuese así y quedegG(c) >

degGv
c
(c); esto significa queNG(v) = {v1, v2} y que{v1, c}, {v2, c} ∈ E(G). Consi-

deramosH := [{v, v1, v2, c}], entoncesv ∈ V (H) ∩ V (C), b(H) = b(H \ v) = 1,
b(C) = b(C \ v) = 0. No obstante, si consideramosH ′ := [V (H)∩ V (C)] = [{v, v1, v2}],
entoncesb(H ′ \ {v}) = b(H ′) + 1, lo que contradice el Lema 4.5.1.

Supongamos quec tiene grado≥ 3. Siempre que exista un vérticev ∈ V (C) de grado
2 que no pertenece a un triángulo, consideramosGv

c y repetimos el argumento hasta llegar
a un grafoG′ en que todo vértice de grado2 pertenece a un triángulo, por lo ya demostrado
anteriormente tenemos quedegG(c) = degG′(c). Nótese queV (G′) = V (C ′) ∪ {c} donde
C ′ es una banda parcial impar con ciclos primitivosC ′

1 y C ′
2. ComoG′ tiene un número

impar de vértices, entonces no puede ser3-regular y por el Corolario 4.3.8 se sigue que
debe existir un vérticev ∈ V (G′) de grado2 , que supondremos sin pérdida de generalidad
que pertenece aV (C ′

1). Por construcciónC ′
1 es un triángulo, veamos queC ′

2 también lo es.
Supongamos queC ′

2 no es un triángulo, entoncess := |V (C ′
2)| ≥ 5 y degG′(u) ≥ 3 para

todou ∈ V (C ′
2), lo que implica que|E(G′)| ≥ 2s+3 y |V (G′)| = s+4 y por el Corolario

4.3.7 tenemos que4s+ 6 ≤ 2|E(G′)| ≤ 3|V (G′)| = 3s+ 12; entoncess = 5 y |E(G′)| =
13. Esto obliga a quedegG′(z) = 3 para todoz ∈ V (C ′

2) y {c, u} /∈ E(G′) para todo
u ∈ V (C ′

1). Por simetría podemos asumir queC ′
1 = (a1, a2, a3), C ′

2 = (b1, b2, b3, b4, b5, b1)
y E(G′) = E(C ′

1) ∪ E(C
′
2) ∪ {{a1, b1}} ∪ E, dondeE es uno de los siguientes:

(a) E = {{b2, c}, {b3, c}, {b4, c}, {b5, c}},

(b) E = {{b2, a1}, {b3, c}, {b4, c}, {b5, c}},

(c) E = {{b2, a2}, {b3, c}, {b4, c}, {b5, c}},

(d) E = {{b2, c}, {b3, a1}, {b4, c}, {b5, c}}, o

(e) E = {{b2, c}, {b3, a2}, {b4, c}, {b5, c}}.
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Si ocurre (a) denotamosHi := [V (C ′
1) ∪ {c, b1, bi−1, bi}] y tenemos queb(Hi) = b(Hi \

{a2}) = 0 parai = 3, 5; sin embargo si tomamosH := [V (H3) ∩ V (H5)] = [V (C ′
1) ∪

{c, b1}], entoncesb(H) = 1 y b(H \ {a2}) = 2, que no es posible por el Lema 4.5.1.
Si ocurre (b) o (c), tomamosP1 := (b3, b4, b5), P2 := (b3, c, b5), en (b) tomamos tam-
biénP3 := (b3, b2, a1, b1, b5) y en (c) tomamosP3 := (b3, b2, a2, a3, a1, b1, b5), en ambas
situaciones tenemos tres caminos pares que conectanb3 y b5 y V (Pi) ∩ V (Pj) = {b3, b5}
para todo1 ≤ i < j ≤ 3, cosa que contradice el Teorema 4.5.8. En los últimos dos ca-
sos tomamosP1 := (b3, b2, b1), P2 := (b3, b4, c, b5, b1), en (d) también tomamosP3 :=
(b3, a1, b1) y en (e) tomamosP3 := (b3, a2, a3, a1, b1), cosa que contradice de nuevo el
Teorema 4.5.8.

Ahora supongamos que tantoC ′
1 comoC ′

2 son triángulos y quedegG′(c) ≥ 3, entonces
necesariamentedegG′(c) = 3 y E(C ′) = E(C ′

1) ∪ E(C ′
2) ∪ {{a1, b1}}, ya que en caso

contrario2|E(G′)| > 3|V (G′)|. Entonces podemos escribirC ′
1 = (a1, a2, a3, a1), C ′

2 =
(b1, b2, b3, b1) y NG′(c) es uno de los siguientes:

• NG′(c) = {b1, b2, b3},

• NG′(c) = {a1, b1, b2},

• NG′(c) = {a2, b1, b2},

• NG′(c) = {a1, b2, b3}, o

• NG′(c) = {a2, b2, b3}.

Tomamosu := a3, H1 := C ′ y, en los primeros tres casosH2 := G′ \ {b3} y en los
dos últimosH2 := G′ \ {b1}. En todos ellos se tiene queb(H1) = b(H1 \ {u}) = 0,
b(H2) = b(H2 \ {u}) = 0, perob(H) 6= b(H \ {u}) dondeH := [V (H1)∩ V (H2)], lo que
contradice el Lema 4.5.1. EntoncesdegG(c) ≤ 2.

Si degG(c) = 2, comob(G) = b(G \ {c}) = 0, en virtud del Teorema 4.4.8 tenemos
queIG = IC · k[x] + (Bw), dondew es un camino cerrado par con

V (w) = {c} ∪NG(c) ∪ {v ∈ V (G) | b(G \ {v}) < b(C \ {v})}.

A partir de ahora escribimosC1 = (a1, . . . , ar, a1) y C2 = (b1, . . . , bs, b1) con{a1, b1} ∈
E(C). Además siv ∈ V (w) y v /∈ NG(c) ∪ {c}, entonces necesariamentev ∈ {a1, b1}
porqueb(C \ {v}) > 0 y b(C \ {aj}) = b(C \ {bj}) = 0 para todoj ≥ 2. Como por el
Lema 4.2.1w debe pasar por al menos cuatro vértices, podemos suponer quea1 ∈ V (w),
a1 /∈ NG(c); entoncesb(G\{a1}) = 0 y b(C \{a1}) = 1. Comob(C \{a1}) = 1 podemos
asumir queE(C) = E(C1)∪E(C2)∪{{a1, b1}, {a1, bj2}, . . . , {a1, bjk}} para algúnk ≥ 1
y j2, . . . , jk son impares. Además, comob(G \ {a1}) = 0 entoncesNG(c) = {ai, bj} para
algunos1 < i ≤ r, 1 ≤ j ≤ s o NG(c) = {ai, aj} con1 < i < j ≤ r, i 6≡ j (mod 2).
Si NG(c) = {ai, aj}, entoncesb1 /∈ V (w) porqueb(G \ {b1}) = b(C \ {b1}). Además si
NG(c) = {ai, bj} para algún1 < i ≤ r, 1 ≤ j ≤ s, entoncesG no puede ser2-conexo por
el Lema 4.6.2, de donde obtenemos quej = 1 y {a1, b1} es la única arista que conectaC1

y C2. Teniendo todo esto en cuenta, se tiene que estamos en una de estas situaciones:
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(a) V (w) = {c, a1, ai, b1}, dondeNG(c) = {ai, b1} con1 < i ≤ r y E(C) = E(C1) ∪
E(C2) ∪ {{a1, b1}}, o

(b) V (w) = {c, a1, ai, aj}, dondeNG(c) = {ai, aj} con1 < i < j ≤ r, i 6≡ j (mod 2)
y E(C) = E(C1) ∪ E(C2) ∪ {{a1, b1}, {a1, bj2}, . . . , {a1, bjk}} para algúnk ≥ 1, y
j2, . . . , jk son impares.

En ambos casos por el Lema 4.2.1,w tiene que ser un ciclo de longitud4. En (a)
tenemos quew = (c, ai, a1, b1), y podemos asumir quei = 2. Como probamos en la
Proposición 4.6.4 queIC = (Bw′) dondew′ = (a1, . . . , ar, a1, b1, . . . , bs, b1, a1); entonces
IG = (Bw, Bw′). Sin embargo esto no es posible porque si denotamos porf1 y f2 las
aristas{a1, b1} y {a1, a2}, entonces(Bw, Bw′) ( J := (x1, x2) y 2 = ht(IG) < ht(J) = 2.
Finalmente si ocurre (b) tenemos quew = (c, ai, a1, aj), lo que implica quei = 2, j = r y
G es una IC-vértice-banda.

(⇐) Si degG(c) = 1, G es intersección completa si y solo si lo esC y comoC es una
banda parcial impar, por la Proposición 4.6.4 hemos terminado.

Si G es un IC-vértice-banda conV (G) = V (C) ∪ {c}, dondeC está formado por
dos ciclos impares disjuntos por vérticesC1 = (a1, . . . , ar, a1) y C2 = (b1, . . . , bs, b1) y
E(G) = E(C1) ∪ E(C2) ∪ {{a1, b1}, {a1, bi2}, . . . , {a1, bik}, {c, a2}, {c, ar}}, k ≥ 1 y
bi2 , . . . , bik son impares, veamos queIG = IC · k[x] + (Bw) dondew = (c, ar, a1, a2, c).

Tenemos queht(IG) = k + 1, denotamosfj := {a1, bij} para1 ≤ j ≤ k, fk+j :=
{aj, aj+1} para1 ≤ j < r, fk+r := {a1, ar}, fk+r+j := {bj, bj+1} para1 ≤ j < s y
fk+r+s := {b1, bs}, fk+r+s+1 := {c, a2} y fk+r+s+2 := {c, ar}.

Para todoj ∈ {1, . . . , k − 1}, seawj en ciclo primitivo par

wj := (bij , a1, bij+1
, bij+1−1, . . . , bij )

y wk := (bik , a1, C1, a1, b1, bs, . . . , bik).
Si denotamosBwj

= xαj − xβj conαj, βj ∈ Nk+r+s+2 para todoj ∈ {1, . . . , k} y
denotamos porB la matrizk× (k+r+s+2) cuya filaj-ésima esαj−βj ; como probamos
en la Proposición 4.6.4, la matrizB es dominante y∆k(B) = 1.

Denotamos porB′ a la matriz obtenida añadiendo aB la fila fk+1 − fk+r − fk+r+s+1+
fk+r+s+2 ∈ Zk+r+s+2. Entonces∆k+1(B

′) = 1 porque∆k(B) = 1, si probamos queB′ es
dominante tendremos queIG = (Bw1, . . . , Bwk

, Bw) y por tanto es intersección completa.
Como las columnask + r + s + 1 y k + r + s + 2 tienen solo una entrada no nula, si
denotamos porB′′ a la matriz obtenida al quitar esas dos columnas deB′, por el Lema
4.4.3B′ es dominante si y solo siB′′ lo es. Supongamos queB′′ tiene una submatriz
cuadrada mezcladaD, si la última fila deB′′ está enD, entonces las columnask+1 y k+r
deB′′ tienen que estar enD también puesto que son las dos únicas entradas no nulas en la
última fila deB′′. Además las columnask + 1 y k + r deB′′ solo tienen entradas no nulas
en las filask y k+1 y las dos entradas no nulas de la filak-ésima son negativas. Entonces,
si quitamos las última fila deD y la columnak + 1 obtenemos una matriz cuadradaD′ de
B′′ que es mezclada; peroD′ también sería submatriz deB, lo que sería una contradicción.
�
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Lema 4.6.17.SeaG un grafo conexo conV (G) = V (C)∪ {c1, c2} dondeC es una banda
parcial impar, {c1, c2} ∈ E(G) y c1, c2 tienen grado≥ 2. Entonces,G es intersección
completa si y solo siG es una2-clique-suma deC y de un ciclo de longitud4.

Demostración.(⇒) Supongamos queG es intersección completa, entoncesGi := G\{ci}
también lo es parai = 1, 2. Entonces por el Lema 4.6.16,degGi

(c3−i) = 1 o Gi es a
IC-vértice-banda parai = 1, 2. DenotamosC1 = (a1, . . . , ar, a1) y C2 = (b1, . . . , bs, b1)
de modo que{a1, b1} ∈ E(G). Supongamos primero que tantoG1 comoG2 son ambos
IC-vértice-banda. Si{ci, aj} ∈ E(G) parai = 1, 2, j = 2, r, entoncesG tendría un
subgrafoK2,3 con vértices{c1, c2, a1, a2, ar}, cosa que no es posible. Si en cambio se tiene
que{c1, ar}, {c1, a2}, {c2, bs}, {c2, b2} ∈ E(G), entonces hay tres caminos simples pares
conectandoc1 y a1, a saberP1 := (c1, a2, a1), P2 := (c1, ar, a1) y P3 := (c1, c2, b2, b1, a1)
tales queV (Pi) ∩ V (Pj) = {c1, a1} para1 ≤ i < j ≤ 3 y esto no es posible por el
Teorema 4.5.8. Supongamos pues quedegG(c1) = 2 y queG1 es una IC-vértice-banda,
esto es,NG(c2) = {c1, a2, ar}; entoncesIG = IG1 · k[x] + (Bw) dondew es un camino
cerrado par conV (w) = {c1}∪NG(c1)∪{u ∈ V (G) | b(G\{u}) < b(G\{u, c1})}. Como
c1, c2 ∈ V (w), entonces necesariamentea2 o ar ∈ V (w), supondremos quea2 ∈ V (w).
Perob(G \ {c1, a2}) = 0, por tantoa2 ∈ NG(c1) y V (w) = {c1, c2, a2, b1} pero no existe
ningún camino cerrado par con esos vértices.

En conclusión, se tiene quedegG(c1) = degG(c2) = 2 y existenu1, u2 ∈ V (C) tales
que {c1, u1}, {c2, u2} ∈ E(G). Entonces en virtud del Teorema 4.4.8,IG = IG\{c2} ·
k[x] + (Bw) dondew es un camino cerrado par conV (w) = {c2} ∪ NG(c2) ∪ {u ∈
V (G) | b(G \ {u}) < b(G \ {u, c2})}. Entonces,w = (u1, c1, c2, u2, v1, . . . , vt, u1) para
algúnt ≥ 0 y b(G\{vi}) < b(G\{vi, c2}) para todo1 ≤ i ≤ t. Además,b(G\{z, c2}) ≥ 1
si y solo siz = u1 o z = a1 y degC(ai) = 2 para todoi ≥ 2 o z = b1 y degC(bi) = 2 para
todo i ≥ 2. Entonces{c1, c2, u1, u2} ⊂ V (w) ⊂ {c1, c2, u1, u2, a1, b1}. Si |V (w)| = 6,
entonces podemos asumir queu1 = a2, u2 = b2 y que{a1, b1} es la única arista que conecta
C1 yC2 pero esto no es posible por el Lema 4.6.2. Si|V (w)| = 5, entoncesw no es un ciclo
par y por el Lema 4.2.1,u1 = u2; sin embargo, siu1 ∈ V (C1), entoncesb(G \ {b1, c2}) =
b(G \ {b1}) y b1 /∈ V (w), lo que es una contradicción. Entonces|V (w)| = 4, w es un ciclo
y {u1, u2} ∈ E(G), de donde se concluye queG es una2-clique-suma deC y el ciclo de
longitud4 (c1, c2, u2, u1, c1).

(⇐) Es directo del Lema 4.6.10 y de la Proposición 4.6.4. �

Ahora podemos proceder a enunciar el siguiente teorema de caracterización, que nos
lista todos los grafos intersección completaG = [C;R] tales queR es2-conexo yC es
conexo.

Teorema 4.6.18.SeaG = [C;R] un grafo conexo. SiR es 2-conexo yC es conexo.
Entonces,G es intersección completa⇐⇒ G es uno de los siguientes grafos:

(a) un grafo anillado bipartito,

(b) una1-clique-suma de un grafo anillado bipartito y o bien
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(b.1) una IC-rueda-parcial-impar,

(b.2) una1-clique-suma de una banda parcial impar y una arista, o

(b.3) una IC-vértice-banda,

(c) una2-clique-suma de un grafo anillado bipartito y o bien

(c.1) una IC-rueda-doble, o

(c.2) una banda parcial impar.

Demostración.(⇒) ComoC es conexo, del Teorema 4.6.5 se tiene queR es un grafo
anillado bipartito yC es o bien el grafo vacío, un ciclo primitivo impar o una banda parcial
impar. SiC es el grafo vacío, entoncesG = R es un grafo anillado bipartito. En caso
contrario, por la Proposición 4.6.8, o bien

(1) existeb1 ∈ V (R) tal que[V (C) ∪ {b1}] es intersección completa, o

(2) existen dos vértices adyacentesb1, b2 ∈ V (R) tales que[V (C) ∪ {b1, b2}] es inter-
sección completa.

Si se cumple (1), siC es ciclo impar primitivo, por el Lema 4.6.12 obtenemos (b.1), y si
C es una banda parcial impar, del Lema 4.6.16 obtenemos (b.2) o(b.3). Si se satisface (2),
si C es un ciclo primitivo impar, por el Lema 4.6.14 tenemos (c.1), y si C es una banda
parcial impar, por el Lema 4.6.17 tenemos (c.2).

(⇐) Es consecuencia directa de los Lemas 4.6.10, 4.6.12, 4.6.14, 4.6.16 y 4.6.17.

Simis, Vasconcelos y Villarreal [92] e independientementeOhsugi y Hibi en [78, Corol-
lary 2.3] caracterizaron de forma combinatoria la normalidad dek[G] de la siguiente forma:

Teorema 4.6.19.SiG es conexo, entoncesk[G] es normal si y solo si por cada dos ciclos
impares disjuntos por vértices hay una arista que los conecta.

De esta descripción se deduce directamente que para todo grafo G = [C;R], si k[G]
es normal entoncesC es conexo. Además sik[G] es normal, entonces no puede tener un
subgrafo inducido que sea un IC-vértice-banda. En efecto, si G′ es un IC-vértice-banda
conV (G′) = V (C1) ∪ V (C2) ∪ {c}, dondeC1 = (a1, . . . , ar, a1) y C2 son ciclos impares
y NG′(c) = {a2, ar}, entonces los ciclos imparesC ′

1 = (c, a2, . . . , ar, c) y C2 son disjuntos
por vértices y no hay ninguna arista enG que los conecte.

Finalmente y teniendo esto en cuenta, se obtienen los siguientes resultados, que son las
versiones normales del Teorema 4.6.5 y del Teorema 4.6.18:

Corolario 4.6.20. SeaG = [C;R] un grafo conexo tal quek[G] es normal. SiG es
intersección completa, entonces

• R es un grafo anillado bipartito

• C es el grafo nulo, un ciclo primitivo impar o una banda parcialimpar.
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Corolario 4.6.21. SeaG = [C;R] un grafo conexo tal quek[G] es normal. SiR es2-
conexo, entoncesG es intersección completa⇐⇒ G es uno de los siguientes grafos:

(a) un grafo anillado bipartito,

(b) una1-clique-suma de un grafo anillado bipartito y o bien

(b.1) una IC-rueda-parcial-impar, o

(b.2) una1-clique-suma de una banda parcial impar y una arista,

(c) una2-clique-suma de un grafo anillado bipartito y o bien

(c.1) una IC-rueda-doble, o

(c.2) una banda parcial impar.
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