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Introduccion

"When teaching algebraic geometry and illustrating simgile-
gularities, varieties, and morphisms, one almost invagabnds
to choose examples of a "monomial type": i.e., varietienddfi

by equationsc{® - - 2% = z; %" - 2% and morphismg’ for

T

which f(y;) = z{* - -- 2" Mumford et al. [66] (1973)

Los ideales toricos son un tipo particular de ideales ddllcathe polinomios que estan
generados por diferencias de monomios (binomios), sonogrirgraduados. Su estudio
es una parte importante del algebra conmutativa y de la gei@anagebraica. Desde el
nacimiento de la geometria torica en los afios 70 el interésestudio de este tipo de ide-
ales se haido incrementando notablemente y actualmenteggsaifértil de investigacion.
El estudio de estos ideales esta profundamente conectadi® combinatoria, la geometria
de poliedros, el estudio de semigrupos... entre otras rsuaaas de las matematicas.

El objetivo de esta tesis es el estudio y caracterizacionsligleales téricos que son in-
terseccion completa; concretamente, la obtencion de rogtef@ctivos para determinar si
un ideal torico es interseccion completa que no preciseca@llo explicito de un sistema
minimal de generadores del ideal. El estudio de la propieéaskr interseccion completa
en ideales toricos fue iniciado por Herzog en 1970 ([53])jenquesolvié satisfactoria-
mente el primer caso no trivial, esto es, proporciond urGataritmético que caracteriza
cuando el ideal torico asociado a una curva monomial afid espacio tridimensional es
interseccion completa. Ademas, en ese mismo trabajo, Bemojetur6 como se podria
generalizar este criterio para curvas monomiales en etespfinn-dimensional para todo
n > 3. Si bien la conjetura no era cierta, como mostré Delorme §B0]1976, este articulo
suscito el interés de muchos autores y surgieron variazibosi dando respuestas al mismo
problema en contextos mas generales, hasta que Fischeis M@hapiro [38] en 1997
consiguen caracterizar los ideales toricos que son irtgitsecompleta por medio del de-
nominadogluing de semigrupos. Una caracteristica comun a todos estogosadmque
tienen un marcado caracter tedrico y no se centran en lacbiete algoritmos eficientes.

La principal aportacion de esta tesis doctoral es la obderds resultados que conducen
al disefio, la demostracion de la correccion e implementag& métodos efectivos que
reciben como entrada un conjunto= {ay,...,a,} C Ny determinan si el ideal tdrico
I 4 es interseccion completa o no, pertenecienga diversas familias de ideales téricos.
Los métodos propuestos son todos de naturaleza eminerteeanggmética-combinatoria y
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evitan tanto el calculo de bases de Grobner como la obteesidlicita de sistemas mini-
males de generadores del ideal. No obstante, en los casos qud el ideal téricd 4 es
interseccion completa, todos los algoritmos propuestmsgrcionan, sin tener que efectuar
ningun tipo de calculo adicional, un sistema minimal de gatheres del ideal. Muchos de
los algoritmos obtenidos se han implementado en ANSI C yRG & AR [29]. Asimismo

y como consecuencia no trivial de la aplicacion tedrica dealgoritmos propuestos, se
aportan ejemplos de familias de ideales toricos que sorsgteion completa.

Si bien en este trabajo no se consigue el ambicioso objetiwaachcterizar con algo-
ritmos eficientes la propiedad de ser interseccién compkaia la totalidad de los ideales
téricos, cuestién que sigue abierta, lo que si se consigaarasterizarlo en dos impor-
tantes subfamilias: la de los ideales toricos simplicigllesde los ideales toricos de grafos.
Estos objetivos se alcanzan con el Algoritmo IC-simpligialon el Algoritmo IC-grafos
respectivamente.

En esta memoria se sigue un esquema que va de lo general ditmlpgra pesar
de que esta forma de exposicidn altera el orden cronoldgicel gue se han obtenido
los resultados de la tesis. Se ha preferido hacer asi porgaeos que su explicaciéon
se hace mas concisa. De esta forma, en cada momento podelicas lag resultados
generales obtenidos previamente junto con las especdiesdaropias de cada caso. Asi por
ejemplo, al comienzo de esta tesis se estudio el caso desd@aicos asociados a curvas
monomiales afines y se obtuvo el Algoritmo IC-curva-mondmpaa determinar si un
ideal de esta familia es interseccion completa. Posteépntense obtuvo el Algoritmo IC-
simplicial como una generalizacion no trivial del antepara ideales téricos simpliciales.
No obstante, en el Capitulo 2 de esta memoria se trata lagatagiinterseccion completa
en ideales toricos simpliciales finalizando con la obtemdél Algoritmo IC-simplicial,
para posteriormente en el Capitulo 3 obtener el Algoritmau@/a-monomial como caso
particular del otro.

Siguiendo esta forma de exposicion, comenzamos la mennat@nto los ideales tori-
cos en general y aportamos técnicas y resultados aplicaldealquier ideal torico. Tras
esto nos centramos en la familia de los ideales téricos &iralgls, donde utilizamos los re-
sultados generales previamente obtenidos junto con adpeséicos para caracterizar, por
medio del Algoritmo IC-simplicial, los ideales téricos gifitiales que son interseccién
completa. Dentro de los ideales téricos simpliciales eatnds con mas detalle y pro-
porcionamos algoritmos especificos para dos subfamilipsrit@ntes: los ideales toricos
simpliciales homogéneos y los ideales toricos asociadasvas monomiales afines. Tam-
bién estudiamos en detalle la propiedad de intersecciompletanpara los ideales toricos
asociados a curvas monomiales proyectivas. En todos estos aportamos versiones mas
simples del Algoritmo IC-simplicial que son especificasagaada una de las familias. Pos-
teriormente caracterizamos la propiedad de intersecaorpleta para los ideales toricos
asociados a curvas monomiales afines cuando los elementbsaie parte de sucesiones
numericas conocidas. También para los cierres proyeatigasstas curvas monomiales.
Finalmente, nos dedicamos al estudio de otra familia ddaddéricos independiente de
los ideales téricos simpliciales, la de los ideales torimgrafos y caracterizamos cuando
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son interseccion completa por medio del Algoritmo IC-grafo

Ideales toéricos

N

Ideales téricos
simpliciales

T

Ideales toricos
simpliciales homogéneo

Ideales téricos de grafo

Ideales téricos
asociados a curvas

monomiales afines

Ideales téricos
asociados a curvas <o - _____________ i

monomiales proyectivas homogeneizacion

En el Capitulo 1 comenzamos por introducir los concepto®dpinto téricol 4, ideal
torico 4 y variedad torica afifv' (1), todos ellos determinados por un conjunto de vec-
tores no nulosA = {a4,...,a,} C N™, y describimos algunas de las relaciones existentes
entre ellos y algunas de sus propiedades basicas. Asimisyhamos la equivalencia en-
tre varias definiciones de ideal térico interseccion cotapjerepasamos algunos de los
principales resultados que se pueden encontrar en la dpiadfia respecto a este tipo de
ideales. Tras esto, dedicamos el resto del capitulo a introdos nuevas técnicas relativas
a los ideales toricos interseccién completa. La primerai¢éces consecuencia del Teo-
rema 1.2.21 y la idea es que a partir del conjudtsamos a construir un conjuntd,..,
que puede ser vacio o de la forfg, . .., a;} C N tal quel, es interseccion completa
siy solosiA,.. = 0 014, esinterseccion completa. Ademas, cuantg; # () el ideal
I, ., s mas simple qué, ya quet < n, ht(I4 ,) < ht(I4) y los grados de los genera-
dores del 4 ., son menores o iguales que los He La segunda técnica es consecuencia
del Teorema 1.2.27 que da bajo ciertas hipétesis una condigcesaria par que, sea
interseccion completa. Concretamente, para ciértosl < i < j < n, le asociamos &4
un nuevo ideal téricd 4, , en un anillo de polinomios en exactamente una variable menos
y de altura una unidad menos, de forma que,sés interseccion completa entondes
también lo es. El Teorema 1.2.30 aporta hipétesis adicsrglie si se cumplengy,,
es interseccion completa, entondggambién lo es. Si bien la aplicacién de estas técnicas
no es suficiente para caracterizar todos los ideales tant@seccion completa, si seran
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de gran utilidad en el Capitulo 2 para caracterizar los etetdlricos simpliciales que si lo
son.

El Capitulo 2 trata sobre la propiedad de interseccion cetamn los ideales toricos
simpliciales, que son aquellos en que el nUmero de rayosmeal del cono del coincide
con la dimension de)-espacio vectorial generado pdr Al igual que en el primer capi-
tulo, comenzamos por recordar algunas propiedades deidstiss y de sus variedades
asociadas. A continuacion vamos en busqueda del Algori@msirhplicial, un algoritmo
que recibe como entrada un conjudo= {a,,...,a,} C N™ que determina un ideal
térico simplicial 14, y devuelve sil 4 es interseccion completa o no. Ademas, cuando
14 es interseccion completa proporciona sin efectuar ninglou adicional un sistema
minimal de generadores dg. El Algoritmo IC-simplicial se obtiene al aplicar convenie
temente los Teoremas 1.2.21, 1.2.27 y 1.2.30 del Capitufdidables a cualquier ideal
térico conjuntamente con la Proposicion 2.2.1, que es aragilos ideales téricos simpli-
ciales. El principal resultado de este capitulo es el Tear2r2.4, donde se demuestra la
correccion del algoritmo propuesto. Dedicamos una parestiecapitulo al estudio de los
ideales toricos simpliciales que son homogéneos y vemos agnacias al Corolario 2.3.2,
el Algoritmo IC-simplicial se puede simplificar considelebente en este caso. Aplicando
el Corolario 2.3.2 desde un punto de vista teérico, cuanadmeipo de definicion de la
variedad es algebraicamente cerrado, demostramos enrelnf@®.3.3 que la Unica va-
riedad térica simplicial proyectiva lisa cuyo ideal asdci@s interseccion completa es la
curva monomial proyectiva definida paramétricamentepot u?, zo = u3 y 3 = ujus.
Ademas, en el Teorema 2.3.4 listamos todas las variedatlesst§impliciales proyectivas
con exactamente un punto singular cuyo ideal asociado eséucion completa. La ul-
tima seccion de este capitulo esta dedicada a explicar [@enmentaciones en ANSI C y
en SNGULAR de los algoritmos propuestos.

El Capitulo 3 esta dedicado a los ideales téricos asociador/as monomiales afines,
es decir, los ideales toricds, con A = {a,...,a,} C N, que son una subfamilia de
los ideales toricos simpliciales. Para esta familia y graei la Proposicion 3.2.1, pode-
mos dar una version simplificada del Algoritmo IC-simplic@ue llamaremos Algoritmo
IC-curva-monomial. Este algoritmo, cuanflg es interseccién completa, nos proporciona
un sistema minimal de generadores [dg y si ademéagcd(.4) = 1, nos proporciona
el numero de Frobenius del semigrujgl. Como aplicaciones del Algoritmo IC-curva-
monomial aportamos en las Proposiciones 3.2.8 y 3.2.9iostespecificos para determi-
nar si/ 4 es interseccion completa cuande= 3 y n = 4, respectivamente. Haciendo uso
de este algoritmo y de algunos nuevos resultados, pasanstsckee ejemplos de familias
de curvas monomiales afines cuyo ideal es interseccion edaypConcretamente, carac-
terizamos en el Teorema 3.3.5 cuandoes interseccion completa siendouna sucesion
aritmética generalizada, es decir, exigtec Z* tal queha; < ay < ... < a, €S una
sucesion aritmética; y en el Teorema 3.3.9 cuaddes una sucesion casi-aritmeética gene-
ralizada, es decitd \ {a,,} es una sucesion aritmética generalizadg ¥ 7Z* es un entero
cualquiera. También estudiamos cuardes interseccion completa siendaun conjunto
formado por ciertos términos de (g, ¢)-sucesion de Fibonacci o de Lucas, llegando a los
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Teoremas 3.3.15 y 3.3.20 respectivamente. La Ultima pareste capitulo la dedicamos
al estudio de los ideales toricos asociados a curvas motempeoyectivas. Estudiamos
cémo el algoritmo para ideales téricos simpliciales hormegé se especializa a este caso
dando lugar al Algoritmo IC-curva-monomial-proyectivaagdndonos en él, obtendremos
las versiones para curvas monomiales proyectivas de laefes 3.3.5, 3.3.9, 3.3.15y
3.3.20; los Teoremas 3.4.4, 3.4.6, 3.4.8 y 3.4.10 reszautnte.

En el Capitulo 4 estudiamos los ideales téricos de grafasegtan definidos a partir de
un grafoG simple y no dirigido. Dado que la definicidén del ideal depedéé:, cabe pen-
sar que las propiedades del ideal térigode GG, puedan ser traducidas como propiedades
combinatorias dé& y viceversa. En particular nos centraremos en la propiedaygud/
sea interseccion completa y buscamos traducirla en praggsdcombinatorias del grafo
G. En el caso particular en que el grafbsea bipartito, este problema ha sido amplia-
mente estudiado por varios autores llegando a dar una tsmagisfactoria al problema,;
ver [47, 48, 65, 93]. En este capitulo consideramos el pnodlmas general en que los
grafos no son necesariamente bipartitos. Nos proponensslgetivos principales. El
primero es proponer un algoritmo de naturaleza combireatpre determine di; es in-
terseccion completa 0 no; el segundo consiste en aportaranaeterizacion combinatoria
de la estructura de los graféstales quel; es interseccion completa. El primero de es-
tos objetivos se alcanza con el Algoritmo IC-grafo, que d&eab como consecuencia del
Teorema 4.4.8 y consiste en un algoritmo que recibe comadatin grafa> y devuelve
VERDADERO Si I es interseccion completa @ EsO en caso contrario. El segundo obje-
tivo se consigue parcialmente con los Teoremas 4.6.5 y8l.®ara llegar a ellos, consi-
deramos una particion de un grafoen dos subgrafos inducidos disjuntoy R tales que
V(C)=V(Cy)u---uV(Cs)dondeCy, . . ., Cs son ciclos primitivos impares i es bipar-
tito. En este contexto, en el Teorema 4.6.5 se demuestra gyes interseccion completa,
entoncesk es un grafo anillado ¢' es o bien el grafo nulo, un ciclo primitivo impar o esta
formado por dos ciclos primitivos impares propiamente ctados. Finalmente, bajo las
hipotesis adicionales de que sea conexo YR 2-conexo, en el Teorema 4.6.18 se listan
todas las familias de grafos cuyo ideal térico es intereeccompleta. Terminaremos este
altimo capitulo con las versiones normales de los TeorentaSs ¥ 4.6.18; los Corolarios
4.6.20y 4.6.21.

A lo largo de esta memoria se encuentran ejemplos que reguieil calculo de bases
de Grobner. Estos calculos, salvo que se indique lo coafiseihan efectuado haciendo uso
del software 8VGULAR [29]. Asimismo, dichos calculos se pueden llevar a cabo amgeli
otros programas como CoCoA [22] oAdAULAY 2 [50].

La elaboracion de esta tesis ha dado lugar a los siguieategds:
e |. Bermejo, I. Garcia-Marco y J. J. Salazar-Gonzéalez, Anoalipm for checking
whether the toric ideal of an affine monomial curve is a conepilatersection.

En este articulo se estudian y caracterizan los idealepgdaisociados a curvas mo-
nomiales afines que son interseccion completa y se disefnkyetittno IC-curva-
monomial. También se estudian con detalle los cases 3 y n = 4, aportando
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criterios especificos para estos casos. Finalmente sdatisios detalles de la im-
plementacion del Algoritmo IC-curva-monomial.

e |. Bermejoy |. Garcia-Marco, Complete intersections intaar affine and projective
monomial curves.

En este articulo se estudian determinadas familias de £unemomiales afines y
proyectivas cuyo ideal torico asociado es interseccionpbeta. Mas precisamente,
se caracteriza cuando el ideal toricpes interseccion completa siendouna suce-
sion aritmética generalizada o una sucesion casi-aritngéneralizada. También se
caracteriza cuandf, es una interseccion completa en los casos en4jesta for-
mado por ciertos términos de (a, ¢)-sucesion de Fibonacci o de (g, ¢)-sucesion
de Lucas. Asimismo, en todos estos casos se caracterizdacahiteal térico aso-
ciado al cierre proyectivo de la curva monomial afin defirpdal 4 es interseccion
completa.

e |. Bermejo y |. Garcia-Marco, Complete intersections inggiaial toric varieties.

En este trabajo se disefia, se prueba la correccion y se anuéssérdetalles de la
implementacion del Algoritmo IC-simplicial para determircuando un ideal torico
simplicial es interseccion completa. También se aportavension mas simple del
mismo algoritmo para ideales toricos simpliciales homegén Ademés, cuando el
cuerpok es algebraicamente cerrado, se listan todas las varietiaiess simpli-
ciales proyectivas cuyo ideal térico asociado es interfdeamompleta y son o bien
lisas o tienen exactamente un punto singular.

e |. Bermejo, I. Garcia-Marco y E. Reyes, Complete intersectiraphs.

En este trabajo se estudian los ideales toricos de grafasoguaterseccion completa
desde un punto de vista algoritmico y combinatorio. En émdénos el Algoritmo
IC-grafo para determinar si un ideal térico de grafo es s@ecion completa. Por
otra parte y bajo ciertas hipotesis se listan las familiagrdéos tales que su ideal
térico asociado es interseccion completa.

También se han implementado en ANSI C y eR@JLAR las siguientes librerias:

¢ |. Bermejo, I. Garcia-Marco y J. J. Salazar-Gonzaleznonom | i b.

Esta libreria contiene una implementacion del Algoritmecl@va-monomial. Su
version para BIGULAR se distribuyd con el software entre las versiones 3-0-2 y
3-1-3.

e |. Bermejoy |. Garcia-Marcogi si nplicial . lib.

Esta libreria contiene la implementacion del Algoritmaodi@Giplicial para determinar
si un ideal torico simplicial es interseccién completa yalgbritmo para determinar
si un ideal torico simplicial homogéneo es interseccion @eta. Su version en
SINGULAR sustituye a la libreriai mronom | i b puesto que la generaliza y mejora.
Se distribuye con el software en las versiones posterioige8-4-4.
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Los resultados obtenidos en esta tesis, tanto en sus vessmwaliminares como en
su version definitiva, han sido presentados por Ignacio i@aviarco en los siguientes
congresos y foros de difusion cientifica:

10th Rhine Workshop on Computer Algebra, celebrado en &as8uiza, en 2006.

X Encuentro de Algebra Computacional y Aplicaciones EAC#ebrado en Sevilla
en 2006.

Effective Methods in Algebraic Geometry, MEGA 2007, cebety en Strobl, Aus-
tria, en 2007.

Commutative, Combinatorial and Computational Algebra omblur of Pilar Pisén
Casares, celebrado en Sevilla en 2008.

Iberian Meeting on Numerical Semigroups, celebrado en ©pBortugal, en 2008.

| Encuentros sobre Investigacion Matematica entre Espdbareamérica CIMAC
07-08. Sesion de Algebra Conmutativa Combinatoria y Coampanal, celebrados
en La Laguna en 2008.

XI Encuentro de Algebra Computacional y Aplicaciones EAC&lebrado en Gra-
nada en 2008.

Seminario de Geometria Térica V, celebrado en Jarandilla Wera en 2008.

Effective Methods in Algebraic Geometry, MEGA 2009, cebsty en Barcelona en
20009.

Pan-American Advanced Study Institute in Commutative Algeand its Connec-
tions to Geometry, PASI-2009, celebrado en Recife, BragiR009.

XIl Encuentro de Algebra Computacional y Aplicaciones EA@Alebrado en San-
tiago de Compostela en 2010.

35th International Symposium on Symbolic and Algebraic @atation, ISSAC
2010, celebrado en Munich, Alemania, en 2010.

Third Iberian Mathematical Meeting, celebrado en Bragatugal, en 2010 (ponen-
cia invitada).

Toric Geometry Seminar 2010, celebrado en Jarandilla dera & 2010.

EACA's First International School on Computer Algebra arphcations, celebrado
en Tenerife en 2011.

Effective Methods in Algebraic Geometry, MEGA 2011, cebaby en Estocolmo,
Suecia, en 2011.
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e MONomial Ideals, Computations and Applications, MONICA&|abrado en Castro
Urdiales en 2011.

e Primer Encuentro de Jovenes Investigadores de MatemalicksULL, celebrado
en La Laguna en 2011 (ponencia invitada).

e |l Encuentro Conjunto RSME-SMM - Sesién especial de Alggboenbinatoria, ce-
lebrado en Torremolinos en 2012 (ponencia invitada).

e Encuentro de Algebra Computacional y Aplicaciones, EACA 20celebrado en
Alcala de Henares en 2012.

Asimismo, en las proximas fechas se tiene previsto presalganos resultados de la
tesis en los siguientes eventos:

e EACAs Second International School on Computer Algebraapglications, que se
va a celebrar en Valladolid en 2013.

e Congreso de Jovenes Investigadores de la Real Sociedadnitata Espariola -
Sesion especial de Singularidades, que se va a celebravidia 8e 2013 (ponencia
invitada).
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Capitulo 1

|deales toricos

Este primer capitulo se divide en dos secciones. La primerlas est4 dedicada a intro-
ducir los conceptos de conjunto térico, ideal térico, vdak torica afin y recordar algunas
de sus propiedades basicas. Finalizamos la seccion exgonis resultado clasico que
caracteriza las variedades toricas afines que son lisaeau#izara en el Capitulo 2.

La segunda seccion trata sobre la propiedad de ser intgnsemumpleta en ideales
téricos. Comenzamos obteniendo definiciones equivaleletesta propiedad en el caso de
ideales téricos y seguimos con una recapitulacion de logipales resultados acerca de
los ideales toricos interseccion completa previos a estaaria. El resto de la seccion lo
dividimos en dos subsecciones, cada una de ellas dedicadieduicir una técnica rela-
cionada con los ideales toricos interseccion completadea comuin a ambas técnicas es
partir de un ideal térico y construir otro de forma que si @n@ro es intersecciéon com-
pleta entonces el segundo también lo es. Ademas el nueJdddea esta estrechamente
ligado al original y es mas simple en algun sentido. Estagémscas forman parte de
[9], un trabajo conjunto con Isabel Bermejo, y son de utdiéa los Capitulos 2y 3; en el
Capitulo 2 para estudiar los ideales téricos simplicialesspn interseccion completa, y en
el Capitulo 3 para estudiar la propiedad de intersecciorptetaen ciertos ideales toricos
simpliciales de especial interés, los asociados a curvasmiales.

1.1 Generalidades

Seak un cuerpo arbitrario y sea{x] = k[z1,...,x,] Yy k[t] = k[t1,...,t,] dos anillos
de polinomios sobré. Seanfi,..., f, € k[t] y consideremos el subconjuntode A}
definido paramétricamente por = fi(t1,...,t,) paratoda € {1,...,n}, es decir,

F:{(fl(ul,...,um),...,fn(ul,...,um))EAZ|U1,...,um€/{:}.

Denotamos pof( fi, ..., f,) al ideal primo de:[x| que es el nacleo del homomorfismo de
k-algebras

¢: k[x] — k[t] inducido porz; — f;.
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El ideal I(f1,..., f.) esta estrechamente relacionado con el conjiihtuando el
cuerpok es infinito.

Proposicion 1.1.1.[100, Corollary 7.1.12] Sik es un cuerpo infinito, entonces el ideal
I(T") de los polinomios que se anulan Bres/(f1,. .., fa)-

Como consecuencia de esta proposicion se tiene el siguerdkario. En [26, Theo-
rem 1 of Chapter 3,83] se encuentra una prueba directa delorgsie no necesita de la
proposicién anterior.

Corolario 1.1.2. Si k es un cuerpo infinito, entoncés(I(fi,..., f,)) es la clausura de
ZariskiT deT.

Nota 1.1.3.Cuandok es un cuerpo algebraicamente cerrado y por tanto infinit&; @lo-
lario 1.1.2también se obtiene como consecuencia inmediatalde Closure Theorem"
(ver por ejempld26, Theorem 3 of Chapter 3,82}eniendo en cuenta quéfi, ..., f,) =

(1 — f1,. oy xn — fo) NE[X].

Nota1.1.4.[1, Theorem 2.3.4] De laigualdad f1, ..., f,) = (x1—f1, .. ., xn— fn)NE[X]
se desprende un algoritmo para calcular un sistema de geloees de/(f1,..., f,). En
efecto, sG una base de Grobner del ide@t;, — f1, ..., z, — f,) con respecto a cualquier
orden de eliminacionen el que > z;, Vi € {1,...,n}yVj € {1,...,m}, entonces
G N k[x] es un sistema de generadoresidé,, . . ., f,).

Nuestro objeto de estudio son los ideales téricos, que saoctaxente los ideales
I(fi,..., f,) dondefi,..., f, € k[t] son monomios. De forma mas precisa, dado un
conjuntoA = {ay,...,a,} C N de vectores no nulos d&", cona; = (a;, ..., Q)
para todo: € {1,...,n}, elideal térico determinado potd esl, := I(t™,... t),
dondet® denota el monomid™ - - - t%~ dek[t]. Al conjunto de cero¥ (I4) enA} se le
denominavariedad térica afin A la k-algebrak[t®, ... t*] C k[t], que es isomorfa a
k[x]/14, se le denota pdt[A] y es elalgebra del semigrup®A := >"" | Na;.

El conjunto toricol’ 4, determinado po es el subconjunto d&} definido paramétri-
camente por; = t% paratoda € {1,...,n}, esto es,
FCa={(u™ - uptm oo u™ - cuirm) € AR | uq, .o u € k.

Como consecuencia de la Proposii:ién 1.1.1 y el Corolari®? 1€l £ es un cuerpo
infinito, entonced (I'4) = Iy V(I4) = L 4.

Cuandok es un cuerpo infinito en ocasiones el propio conjunto tofigoes una
variedad y, por tantol’y = V(I4). El problema de determinar bajo qué condiciones
I' 4 = V(14) ha sido estudiado por Reyes, Villarreal y Zarate en [88] ygra¥mente por
Katsabekis y Thoma en [63, 64]. De particular interés pasotios es [63, Corollary 2],
donde se demuestra quekses un cuerpo algebraicamente cerrado y el conjuhes de
la forma{dey, ... ,den, amat,...,a,} C N™ donden > m,d € ZT y {e1,...,en} €S
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la base canonica d&”, entonced” 4, = V(I 4) (ver Proposicion 2.1.4 de esta memoria).
Para un cuerpé cualquiera'y cuandel = {a4,...,a,} C Nconged{ay,...,a,} =1,
Eliahou y Villarreal prueban en [36] qu&, = V(1 4) también en este caso.

Respecto del problema de obtener un sistema de genera@digsse puede proceder
siguiendo el algoritmo propuesto en la Nota 1.1.4. No olietaticho algoritmo requiere
del célculo de una base de Grobgedel idealJ = (z; —t*, ..., z,, — t®) con respecto a
un orden de eliminacion segun observamos. El conjgntaede tener muchos elementos
y su obtencién puede ser muy costosa incluso cug@hdok[x] tiene pocos elementos.
Veamos algunos ejemplos de este hecho:

SeaA := {(10,0),(9,1),(0,4)}. La base de Grobner reducidadel idealJ = (x; —
1%, zy — t9ty, 13 — t3) con respecto del orden producto del orden lexicogréaficorsiave
graduado cort; > ty y del mismo orden com; > x, > x3, tiene23 elementos. Sin
embargog N k[, xo, z3, 74] tiene un Gnico elementp := x18z5 — 22°.

ParaA = {(2,3,5,0),(5,2,3,1),(4,4,2,1),(1,0,2,4),(1,0,5,3),(0,2,0,2)} ¢ N*,
Di Biase y Urbanke en [31, Example 2.3] afirman que la base débr&r reducid& de
J para el orden lexicograficocan > --- > t, > x; > --- > x4 tiene1180 elementos,
mientras qu& N k[zy, . .., x¢] tiene solo los siguienteésbinomios:

10,6 9. 11 14,.20 6,.19,.8 16,.18 14,.8,.14,..3

Ty o P ik oL N M T et i M
;16 ‘ 5 ; 5 5

T3"Ts' — X1 Ty Ty T3 Ty — T Ty Tylg T3 Tyls — Ty Lo Lg -

Dada la ineficiencia del método general, independientegragitorden de eliminacion
elegido, se han dedicado multiples trabajos a la obten@dagbritmos alternativos para
el célculo de sistemas de generadores de ideales toricom son [13, 25, 31, 57, 58,
84, 97] entre otros. Todos estos métodos estan basados letaeXgs peculiaridades de
los ideales toricos para obtener mejores algoritmos. Bwaar a estudiar algunas de estas
peculiaridades.

Definicién 1.1.5. Se define eld-grado de un monomia® € k[x] comodeg,(x’) :=
bia; +- - -+ bpa, € N™y diremos que un polinomip € k[x] es.A-homogéneo si todos sus
monomios tienen el mismé-grado, un idealA-homogéneo es aquel que esta generado
por polinomios4-homogéneos.

Un binomiof € k[x] es una diferencia de dos monomios, es decis x* — x¢ para
ciertosb, ¢ € N™. Un ideal dek|x| generado por binomios se denomina ideal binomial.

Proposicion 1.1.6.[100, Proposition 7.1.2J 4 es un ideal binomial yA-homogéneo.

El hecho de qud 4 seaA-homogéneo no significa que sea homogéneo en el sentido
usual. El siguiente resultado aporta un criterio para saléemdo/ , es homogéneo.

Proposicion 1.1.7[94, Lemma 4.14] , es homogéneo siy solo si existe un veatar Q™
tal quea,; - w = 1 paratodo: € {1,...,n}.
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Una peculiaridad importante de los ideales toricos es fads relacion entré, y el
nucleo del homomorfismo de grupos

7 72" — Z™ definido porr(e;) = a; paratoda € {1,...,n},

donde{ey, . .., e,} denota la base canonicade. Claramente tenemos qugx®) = t™(@)
para todon € N y asf un binomigg == x* —x” € I, <= § = a — € Ker(n).

Si ademas se tiene en cuenta quees binomial y primo es facil demostrar el siguiente
resultado que es consecuencia de la Proposicion 1.1.6.

Corolario 1.1.8. [94, Corollary 4.3]

Iy = ({9 = x" = x| ged{x",x"} = 1, § € Kex(n)})

Para un ideal C k[x]y un polinomiof € k[x], I : (f)> denota eldeal saturado de
I respecto def, esto es] : (f)* := {g € k[x| | gf* € I paraalgink € Z*}.

Proposicion 1.1.9.[94, Lemma 12.2] Seafv, ..., a5} CZ"Y ¢, ..., gs binomios tales
quey; = «; paratodoi € {1,...,s}. Entonces{ay,...,as} generaKer(r) <= [4 =

(G1,---,9s) : (H?:1 ;)>.

La Proposicion 1.1.9 sugiere un método para obtener umrsastie generadores (o una
base de Grobner) de, que sigue el siguiente esquema:

(1) obtener un sistema de generaddres . .., «,} deKer(w),
(2) elegir binomiosy, ..., g, tales quey; = a;, y

(3) calcular un sistema de generadores (0 una base de Gyalehédeal (g4, ..., gs) :

(ITi= =)

De hecho, este es el esquema general en el que se basan medbesatyjoritmos
citados anteriormente ([13, 25, 57, 58, 84, 97]), cuya fpaidiferencia reside en la forma
de resolver (3).

Para resolver (1), basta con tener en cuentaGuér) es unZ-modulo libre de rango
n — dim(Q.A) y se puede obtener una base del mismo via la Forma Normal deiteer
de una matriz entera (ver [23, Proposition 2.4.9 y Algorith#h.10]) o haciendo uso del
Algoritmo LLL (ver [68] para el Algoritmo LLL y [23, Algorithm 2.7.2] para el célculo de
una base de Keér) haciendo uso de LLL).

Por otro lado, de la Proposicion 1.1.9 se deduce directanebsiguiente corolario, que
utilizaremos mas adelante en la memoria.

Corolario 1.1.10. Sig, ..., g, Son binomios que generdn, entoncey;, . . ., g, generan
Ker (7).
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Finalizaremos esta seccion con el Teorema 1.1.11, queaapoét caracterizacion de
las variedades toéricas afines lisas cuah@s un cuerpo algebraicamente cerrado. En par-
ticular, la condicién (c) del teorema proporciona un criteombinatorio para determinar
siV(14) es lisa. Este resultado es una reescritura del obtenido porftd et al. en [66]
(ver también pagina 29 de [42] 0 [28, Theorem 1.3.12]).

Teorema 1.1.11.Si k£ es un cuerpo algebraicamente cerrado, las siguientes cars
son equivalentes:

(@) V(I4) eslisa.
(b) 0 € A} es un punto regular d& (14).

(c) El semigrupdN.A admite un sistema de generadores formadoper dim(Q.A) ele-
mentos.

Para probar el teorema antes introduciremos tres ressltado

Al ser V' (14) una variedad irreducible, la dimension de la variedad efgoiexr punto
coincide con la dimension de Krull dg.4], que ademas viene dada por el siguiente resul-
tado.

Proposicion 1.1.12[94, Lemma 4.2], [100, Proposition 7.1.17] La dimensién delkde
k[A] esdim(QA), i.e., la altura del ideall , esn — dim(Q.A).

Por otra parte, todo semigrugb ¢ N™ finitamente generado tiene un Unico sistema
minimal de generadores, ademas este sistema de generaidgmeslado por el siguiente
resultado.

Proposicion 1.1.13.[73, Proposition 7.15], [28, Proposition 1.2.22] El conjtm
Z:={a€c A| sia=b+cconb,c e NAentonced =00c=0}

es un sistema minimal de generadores\iéy ademas es unico.

En este contexto, se obtiene el siguiente resultado queasetormulacion de [28,
Lemma 1.3.10].

Lema 1.1.14.Sip := (0,...,0) € A}, entoncesdim(Oy ;) ,) = |Z|.

Demostracion. Seam := (zi,...,z,) C k[x], supongamos qué = {ai,...,a,} Yy
veamos que la dimensién delespacio vectorialm/(m? + I4) esr. Para ello vamos a
demostrar que las clasesdg. . ., z,. conforman una base delespacio vectoriah /(m?+
I,). Enefecto, sShixy + -+ Nz, €m?>+14c0NN, ..., A\ € ky )\ # 0 paraalgin €

{1,...,7}, entonces hay un binomid-homogeéneo e, de la formar; — [[jer..ny 7
J#i

y por tantoa; = Z#i aja; € Y jeq,..n Naj, lo que contradice que, € Z. Ahora bien,
J#i
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a; ¢ T paratodoi € {r +1,...,n}, entoncesy; = > '_, Bja;, conj; € N para todo
jed{l,...,r}y >, B; > 2, de donder; —nglej €Yz €m?+ 14
Ahora, si denotamos par el ideal (z1,...,x,)/I4 del anillo cocientek[x]|/I4, en-

toncesn/n? es isomorfo an/(m? + I4) comok-espacio vectorial. A su vez, la aplicacion
natural

n/n? — nV(IA)7P/n%/(IA)7p
es también un isomorfismo deespacios vectoriales; por tantdim(Oy,) = r. ]

Demostracion del Teorema 1.1.1b) = (c) Sir := dim(Q.A), al ser0 un punto regular
de V(14) tenemos queZ| = r. En efecto,|Z| = edim(Oy(;,),0) por el Lema 1.1.14.
Ademasedim(Oy (1,),0) = dim(Oy (1 ,),0) al serd un punto regular d& (/4). Finalmente,
dim(Oy(1,),0) = dim(k[A]) al serV (1) irreducible, de dond€Z| = » por la Proposicion
1.1.12. (c) se sigue de la Proposicion 1.1.13.

(c) = (a) Sear = dim(Q.A). Supongamos sin pérdida de generalidad que para todo

1 r < i< nexisteno,,...,q; € Ntales quer; = o101 + - - - + ayra,.. Entonces
Z = {ai,...,a,} por Proposicion 1.1.13. Si denotamps:= z; — []}_, ;" para todo
r <i<n,entonced 4 = (fr41,..., fn). Enefecto, sy € 14 entonceg se puede escribir

comog = ¢’ +¢" dondeg’ € (fry1,.-., fn) Y §" € klxy,...,x.]N 14 = I, perol; = (0)
al serdim(QZ) = dim(Q.A) = r y asiht(Iz) = 0 por la Proposicién 1.1.12. Entonces
9" =0Yg€ (fri1,.-., fn). Deaquik[x]|/I4 ~ k[xq,...,2,] Yy V(I4) es lisa.

Como(a) = (b) es trivial, se concluye la prueba. O

1.2 Ideales toricos interseccion completa

Un ideal de un anillo noetheriano se dice quargsrseccién completai esta generado

por una sucesion regular. El siguiente teorema nos da undadi@fi equivalente de esta
propiedad en el caso de ideales toricos, que es la que tditwss a lo largo de toda esta
memoria.

Teorema 1.2.1.1, es interseccidn completa=- existenfi, ..., f, binomios conh =
n — dim(QA) tales quel 4 = (f1,---, fa)-

Para demostrar el Teorema 1.2.1 haremos uso de variosadssipara ideales casi-
homogéneos, es dec;homogéneos donde = {b;,...,b,} C Z*. I, es.A-homogéneo
por la Proposicion 1.1.6 y a todo idedthomogéneo se le puede dotar de una estructura
de idealB-homogéneo dondB C Z* sin mas que toma# := {b,...,b,}, dondeb; :=
> -y ai; € Z* paratoda € {1,...,n}. Gracias a esta estructura se tiene en particular que
todos los sistemas minimales de generadords dermados por elemento$-homogéneos
tienen el mismo nimero de elementos (ver [100, Propositmidp. De hecho, este nimero
esu(14), el nimero minimo de generadoresigever [100, Proposition 2.5.1 y Corollary

2.5.2)).
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Proposicion 1.2.2.Seal C k[x] un ideal 3-homogéneo cof8 € Z*, entonces existen
fi. ..., fa € k[x] polinomiosB-homogéneos tales qdem(k[x|/I + (fi,..., fi)) = d—1,
paratodo: € {1,...,d}, donded = dim(k[x]/]).

DemostraciénPara probar el resultado antes demostraremos por induscibyer que si
Py, ..., P.sonideales primoB-homogéneos, todos de igual altira: n, entonces existe
g € k[x] un polinomioB-homogéneo que no perteneca - - - U P,. Sir = 1, entonces
x; ¢ P, para algunl < i < n puesh < n. Sea ahorg un polinomio53-homogéneo
que no pertenece & U --- U P._; y supongamos qu¢ € P,. Seaq un polinomios5-
homogéneotalquec P N---NP._1yq ¢ P,. Tal polinomio existe porque de no ser asi
PiN---NP._; C P.dedonde’, C P, paraalgun <i <r—1,locual esimposible pues
ht(P;) = ht(P,). Si denotamos := degy(f), B := degz(q) Y g := f° + ¢°, entonces
g¢ PLU---U P, yesB-homogéneo.

SeanP, ..., P, los primos minimales dé de altura exactamente — d y supong-
amos qued > 0. Por lo anterior, existe un polinomify B-homogéneo que no perte-
nece aP,..., Py, por tanto,dim(k([x]/I) > dim(k[x]/I + (f1)). Repetimos el ar-
gumento tantas veces como sea necesario hasta que se mbtiehel polinomiosB-
homogéneos, ..., f, tales quedim(k[x|/I + (fi,...,fs)) = 0. Veamos ahora que
hWt(I+(f1,...,fs)/I) = d. Enefecto, comdim(k[x|/I+ (fi,..., fs)) = 0, el ideal max-
imal homogénea = (z1, ..., z,) es el Unico ideal primo que contiené & (f1,..., fs)y
por tantoht(m/I) = ht(I + (f1,..., fs)/I). Por otra partedim(k[x]/I) = ht(m/I) al ser
I homogéneo. Entonces< syaque{fi + I,..., fs + I} es un sistema de generadores
delideall + (fi,..., fs)/I, de dondel = sy se sigue el resultado. O

Demostracion del Teorema 1.2.4=) Comol 4 es un ideal binomial y un binomio perte-
nece al 4 Si y solo si esA-homogéneo, entonces todo sistema minimal de generaderes d
I, formado por binomios tendra exactamenté ,) elementos. Pero(/4) = ht(14). En
efecto, al sell 4 una interseccion completa, admite un sistema de genesadonét (7 4)
elementos (ver [100, Theorem 3.14(c)]). Esto implica gugy) < ht(I4), de donde la
igualdadu(74) = ht(14). El resultado es ahora consecuencia de la Proposiciér2l.1.1
(<) Por la Proposicion 1.2.2, exist¢p. 1, . . ., f» € k[x] polinomiosB-homogéneos tales
quedim(k[x]/(f1,...,fi)) = n —i paratodoi € {h + 1,...,n}. Denotamos/; :=
(fi,..., fi) Yy R; :== k[x]/I; y probemos quéit(/;) = ¢ para todoi € {1,...,n}. En
efecto,fi 1 + I, ..., fo + I generan emR; el ideal(fy, .. ., f,)/I;, cuya altura edim(R;)

al serm = (zy,...,z,) el Unico ideal primo que contiene(d, ..., f,) y al seri; un
ideal homogéneo. Por tantéim(R;) < n — ¢ de donde < ht(/;). Veamos ahora que
{f1,..., fn} €s sucesion regular. $i,, es divisor de cero d&; para algun <i <n-—1,
entoncesf;; pertenece a algun primo asociado Hgver por ejemplo [3, Proposition
4.7]), perol; es un ideal de alturagenerado poi elementos y, por tanto, todos sus primos
asociados tienen alturia(ver [100, Theorem 1.3.23]). De aqui se deduce fjue esta
contenido en un primo de altuiglo cual es imposible puesto que(/;, ;) =i + 1. O

Como consecuencia directa del Teorema 1.2.1, se obtierguedrste resultado.

Corolario 1.2.3. I 4 es interseccion completa=- p(14) = ht(14).
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Nota 1.2.4.Vale la pena resaltar que en la demostracion Giebrema 1.2.%e prueba que
Si fi1,..., fr son binomios col = n — dim(Q.A) tales quel4, = (fi,..., fn), entonces
{f1,-.., fn} €s unasucesion regular. De hecho, utilizando el mismo aegion se prueba
qgue sifi, ..., f, son polinomios casi-homogéneos que generan un ideal dedlften-
tonces{ fi,..., fn} s una sucesion regular, lo que no ocurre en general. Por @gm
siendok un cuerpo cualquiera, el ideal ddz, y, z] engendrado pofz + 1)y, (x + 1)z, x
es el maximalz, y, z) dek[z, y, z] y la sucesioq (z + 1)y, (z+ 1)z, 2} no es regular pues
(x + 1)z es un divisor de cero defx, y, z| /((z + 1)y).

En vista del Teorema 1.2.1, una posible forma de comprobam gileal toricol/ 4 es
interseccion completa consiste en calcular un sistemamainile generadores del ideal
formado por binomios y comprobar si el nimero de elementasdai® sistema de genera-
dores coincide con — dim(Q.4). En la Seccion 1.1 se describié cémo obtener un sistema
de generadorgg del 4. A partir deG se podria llegar a un sistema minimal de generadores
de 74 por medio de técnicas de bases de Grobner (ver por ejempdd2¥]) y asi decidir
si I 4 es interseccién completa o no.

Al margen de las técnicas de bases de Grobner, se han ded&ao® trabajos a la
descripcion de los sistemas de generadores,dermados por binomios y a caracterizar
cuando estos sistemas de generadores son minimales alpddicombinatoria del semi-
grupoNA, dondeA = {a4,...,a,} C N™. En estalineay para = 1 se encuadran los
trabajos de Herzog [53] para = 3, Bresinsky [14] parax. = 4, Campillo y Pison [18]
cuandon = 5y Eliahou [35], Bresinsky [14] y Rosales [89] para cualqualor den.
Para cualquier valor de, Morales en [76] disefia un algoritmo para obtener un sistiena
generadores d&, cuando el semigrupN.A es simplicial yht(74) = 2. El problema para
cualquier valor dex y m es estudiado por Sturmfels en [94, Theorem 5.3], donde aport
una descripcion de los sistemas minimales de generadorgs fdemados por binomios
en términos de una familia de grafos asociados al semig¥ufpdEn este mismo contexto,
Briales, Campillo, Marijuan y Pisén en [16] proponen un aiig@o que calcula sistemas
minimales de generadores de ideales toricos a partir deliesdle ciertos complejos sim-
pliciales asociados al semigrupb4; este método fue mejorado por Campillo y Gimenez
en [17].

Todas estas descripciones de sistemas de generadofgdatenados por binomios y
la caracterizacién de cuando son minimales dependen Ueitarde la combinatoria del
semigrupdN.A C N™. Es por ello que para un ideal tori¢q, el valor deu(14) y por tanto
la propiedad de ser interseccion completa, es indepeediehtuerpd:.

Las dos siguientes familias de ideales téricos ponen defiestoi que para determinar
si un ideal torico es interseccion completa, la obtencidmrdgistema minimal de binomios
gue lo generan puede resultar muy ineficiente incluso enggsnaparentemente simples.

Para todd > 3 se defined := {ay,as,a3,a,} C N2 cona; = (1,0), ay := (I —
1,1),a3 := (1,1l — 1) y ay := (0,1). La altura del4 es2 y Bresinsky y Renschuch
demostraron en [15] que(/4) = [; por tanto/ 4 nunca es interseccion completa.

Paratodd € Z*, se defined := {ay, as,a3,a4} C Ncona, = (2, a; = 21> — 1, ag =
312+ 1y ay = 41> + 1 — 1. Eliahou demostré en [35] que&(/4) > I. Ademas esta cota
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inferior no es muy ajustada, ya que por ejemplo gatal100 se tiene que(/4) = 403.
Como la altura d€ 4 es3, entonced 4 no es interseccidn completa cuards 4.

En esta memoria se aborda el problema de decidir si un idéed th, es interseccion
completa sin pasar por el calculo de un sistema minimal dentiivs que lo genere.

El problema fue inicialmente propuesto por Herzog [53] enQl@resuelto en el primer
caso no trivial, el de las curvas monomiales afines en el espadimensional, es decir,
cuandad = {ay, a2,a3} C Z*. En el citado articulo para todos {1,2,3} se define

my; ::min{b€Z+|bai€ Z Naj}
Je{1,2,3}\{i}
y se demuestra lo siguiente:

Teorema 1.2.5.[53, Theorem 3.8] 4 es interseccion completa=- Ji,5: 1 <i < j <3
tales quen;a; = m;a,;.

A raiz de este trabajo varios autores se interesaron en elanpsoblema. Asi por
ejemplo, Delorme en [30] generalizé el resultado de Herarg purvas monomiales afines
en el espacio afin-dimensional, es decir, cuandb= {ay, ..., a,} C Z", obteniendo un
algoritmo para determinar $j, es interseccion completa en este contexto. En ese mismo
articulo, Delorme también prueba la siguiente caracteidéna

Teorema 1.2.6.[30, Proposition 9] Sead = {ay,...,a,} C Z". Entonces] 4 es inter-
seccion completa=> existen4;, A, C A tales queA es union disjunta detl; y A, y se
tiene que

(@) lem{ged(A;),ged(A2)} € NA; NNA,, y
(b) 14, Yy 14, son interseccion completa.

Posteriormente, Rosales en [90] introduce la idegldieg para todo subconjunto finito
A deN™, que es un concepto que generaliza la propiedad (a) delmadte?.6.

Definicion 1.2.7.SeaA un subconjunto finito dB8™ y seanA,, A, subconjuntos dgl tales
queA es unién disjunta del; y A,. A es gluing de4, y A, si existen € NA; N NA, tal
quea # 0y ZA; N ZAy = Za.

Haciendo uso del concepto de gluing, Fischer, Morris y SbdBB] en 1997 generali-
zan el resultado de Delorme para cualquier ideal térico.

Teorema 1.2.8.[38, Theorem 3.1] 4 es interseccion completa=- existen4;, A, C A
tales queA es union disjunta del; y A, y se tiene que

(@) Aesgluingded; y A,y

(b) 14, Yy 14, son interseccién completa.
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Este mismo resultado habia sido previamente demostradégrofa-Sanchez y Rosa-
les cuandod € Ny m < 3 en [43, Theorem 2.6]. También en [43, Theorem 1.4] afinan
este resultado para cualqutersiendoN.4 un semigrupo simplicial (ver Teorema 2.1.7 de
esta memoria).

Ademas en [44, Section 4], Garcia-Sanchez y Rosales propgmenétodo efectivo
para, dado un conjuntd que es union disjunta de dos subconjuntQsy .A,, comprobar
si A es gluing de4d; y A,. Este método efectivo junto con el Teorema 1.2.8 sugierd-un a
goritmo de naturaleza inductiva para determinar si un itlggdo es interseccion completa.
Haciendo uso de este algoritmo, para poder afirmar que uhtét@ no es interseccién
completa habria que construir todas las posibles pargsideA en 2 subconjuntogl; y
A, y comprobar que no se satisfacen las condiciones del Teate2r® lo que es inefi-
ciente.

Por otra parte, Fischer y Shapiro en [40], antes de demdgstray a Morris el Teo-
rema 1.2.8, aportan otra caracterizacion de cudndes interseccion completa en términos
de lo que denominamatrices dominantesPara llegar a esta caracterizacion, pasamos a
introducir algunos conceptos previos y un teorema.

Definicion 1.2.9. SeaB una matriz con coeficientes enterd3.se dirA mezclada si toda
fila de B contiene al menos una entrada positiva y una entrada negafives dominante
si no contiene ninguna submatriz cuadrada mezclada.

Ejemplo 1.2.10.SeanB;, By y Bs las matrices enteras siguientes:

3 2 -1 0 32 -1 0 0 2 -1 0
Bi=|-11 2 3| B,=(11 2 3 By=( -11 0 0
2 1 -1 1 00 -1 1 2 1 1 -1

Se observa quB; y B; son mezcladas#; no, ya que su segunda fila no tiene entradas
negativas.B; no es dominante puesto que tiene como submatriz a la maadrada mez-

2 -1
son dominantes.

clada -2 ) ComoB; y Bs no tienen submatrices cuadradas mezcladas, ambas

Para toda matri3 de coeficientes enteros y para tade Z*™ menor o igual que el
rango deB, denotamos paf,(B) al maximo comun divisor de todos los menotest no
nulos.

Teorema 1.2.11.[40, Theorem 2.9] Sedf,..., f»} conjunto de binomios dé, con
h = ht(I,) tales quef; = x* — x% conged{x® x"} = 1 paratodoi € {1,...,h}. Sea
B lamatrizh x n cuya filai-ésima esf; = o; — 5; paratodoi € {1, ..., h}. Entonces,

Ir=(f1,...,fn) <= Besdominante \,(B) = 1.
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El interés del Teorema 1.2.11 es doble. Por una parte, prigpar un criterio efec-
tivo para determinar cuando un conjuntotdé/ 4) binomios del 4, general 4, criterio que
sera de gran utilidad en esta memoria. Por otra parte, deéife01.2.1 y de este resul-
tado se deduce trivialmente la siguiente caracterizacda gropiedad de ser interseccién
completa anunciada anteriormente.

Corolario 1.2.12.[40, Corollary 2.10]/ 4 es interseccion completa=- existenyy, ..., v
€ Ker(m) conh = ht(I,4) tales que la matrizB con filas~,,...,7, es dominante y
Ay(B) = 1.

Si bien este corolario es una caracterizacion de los id&aiess interseccion completa,
de él no se desprende ningun método efectivo para detersiimardeal torico cumple esta
propiedad.

No obstante, Fischer, Morris y Shapiro en [39] aportan upréilgo que determina en
tiempo polinomial si una matri de tamafid. x n es dominante o no. Haciendo uso de
este resultado, del Teorema 1.2.11 y del hecho de que se getsteinar si\,(B) = 1
0 no en tiempo polinomial (ver por ejemplo [59, Section 3] B,[Zheorem 2.4.3]), se
concluye que se puede determinar en tiempo polinomial sbajunto deh binomios de
I4 general 4, siendoh = ht(14). También Scheja, Scheja y Storch en [91, Theorem 1.3]
obtienen un criterio equivalente al del Teorema 1.2.11 ytapcen [91, Section 4] otro
algoritmo polinomial para comprobar si un conjuntoideinomios del 4 general 4.

Por consiguiente, dado§, . . ., f, binomios del4, conh = ht(l4), el problema de
decision: ¢ES4 = (f1,..., frn)? pertenece a la clase de complejidad

También se desprende que dado= {a4,...,a,} C N™, el problema de decision:
¢EsI, interseccion completa? se encuentra en la cld$a Como certificado de ser
interseccion completa basta con dar un conjuntd @e ht(74) binomios que generg,.

Al tratarse de un problem& P, es interesante encontrar buenos criterios que determinen
que ciertos ideales toricos no son intersecciéon completaedia linea se encuadran los
resultados de Garcia-Sanchez y Rosales [43, Theorem Eis8her, Morris y Shapiro
[38, Corollary 3.4] y el articulo de Michelacakis y Thoma J.7Zodos ellos estudian el
cono racional poliedral generado pdr es decir

Cone(A) := { D icicn itli | i € Rzo} Cc R™,

y dan condiciones necesarias sobre la geometr{2ode(.A) para quel 4 sea interseccion
completa cuanddim(Q.4) > 3. Para enunciar estos resultados, necesitamos introducir
algunos conceptos previos.

Definicion 1.2.13.Una cara del cono del es un subconjuntd C Cone(.A) para el que
existe unw € R™ tal quey - w > 0 paratodoy € Cone(A)yF = {y € Cone(A) |y-w =
0}. Un rayo extremo d€one(.A) es una cara de la formd, := {ab|a € R}, donde
b € Cone(A).
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Si denotamos por a dim(Q.A), Garcia-Sanchez y Rosales demuestran en [43] que
sir = 3 e I, es interseccion completa, entonces el numero de rayosndres< 4.
Posteriormente Fischer, Morris y Shapiro en [38] geneaall resultado para todo> 3
demostrando que $j, es interseccién completa, el nUmero de rayos extremgses— 2.
Michelacakis y Thoma van mas alla de este resultado y caizateen [72, Theorem 3.2]
el conjunto de conos C R™ tales que existe usl C N™ cono = Cone(A)y I4 es
interseccion completa; ademas, esta caracterizacionrgsutgrmente elegante cuando el
cono tiene exactamen?e — 2 rayos extremos ([72, Theorem 1.5]).

Siguiendo en la linea de buscar condiciones necesariasetped datisfacer los ideales
téricos interseccion completa, Katsabekis, Morales y Thdemuestran en [62, Theorem
4.1] que sil4 es interseccidn completa§y es una cara del cono dé, entonces 47
también lo es. Este resultado nos sera util en el Capftalestudiar los ideales toricos de
grafos. Aqui aportamos una prueba alternativa del mismdtae® en el Corolario 1.2.15,
gue es consecuencia directa de lo siguiente.

Proposicion 1.2.14.Sea‘s es un sistema minimal de generadoresigeformado por
binomios, entonce® N k[x; | a; € F| es un sistema minimal de generadored der.

Demostracion.Primero afirmamos que §i = x* — x? € I, conx® € klx;|a; € F),

entoncex” € klz;|a; € F]. En efecto, sileg 4(x”) = Y7, B;a;, comodeg 4(x®) =

deg4(x¥) y deg 4(x*) € F, entonce¥j € {1,...,n} tal quep; # 0, se tiene qu;a; €

F de donden; € Fy asix’ € k[z;|a; € F]. Sea ahorg un elemento dé 4z, como
g € 14, entoncey = >, . gifi cONg; € k[x]. Consideramos el morfismo: kx| —

klx;|a; € F) definido porr(z;) = 0sia; & Fy 7(x;) = x; Sia; € F. Por la primera
observacion de la prueba obtenemos que para fodoe B se tiene que(f;) = f; Si

f € klz;|a; € F]y 7(fi) = 0 en caso contrario. Entonces

)= ) r(f) = Y. Tl

fie®B fi€BNk[z; | a;€F)

Comog = 7(g) al estarg en I nr = 14 N klx;|a; € F|, se tiene qug € ({fi|fi €
B N kl[z;|a; € F]}), de donde el resultado. O

Corolario 1.2.15. [62, Theorem 4.1] Si 4 es interseccion completa, entonceg,» es
interseccion completa.

Demostracion. Por el Teorema 1.2.1, exist8 un sistema minimal de generadores de
I 4 formado porht(74) binomios y, en virtud de la Nota 1.2.95 es una sucesion regular.
Aplicando la Proposicion 1.2.14, se concluye @@ek[z; | a; € F] es una sucesion regular
que generd 4. O

Ejemplo 1.2.16.SeaA := {ai, as, a3, as,as,as} C N?> cona; := (8,0), ay := (15,0),
asz := (18,0), a4 == (2,2), a5 == (3,3) Yy ag := (0,4). Sitomamosv = (0,1) es facil
comprobar que; - w > 0 para todoy € Cone(A)y F := {y € Cone(A) |y -w =0} =
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{y = (y1,y2) € Cone(A)|ys = 0}, de donded N F = {ai, as,az}. Comolnx NO €s
interseccion completa puesto gRe= ht(/4n7) < u(lanr) = 3, entonces tampoco lo es
I 4 por el Corolario 1.2.1%nterior.

Otro problema relacionado con el de determinar cudndo wa idgco es interseccion
completa es el de determinar cuando es interseccion cangejuntista por binomios,
i.e., caracterizar cuandg, se puede escribir como el radical de un ideal generadé por
ht(74) binomios. Es evidente que todo ideal térico interseccidnpleta es interseccion
completa conjuntista por binomios. Es mas, Barile, Morgldhoma demuestran en [4]
que cuandd: es un cuerpo de caracteristica cero, si exigten. ., g, € k[x] binomios
tales quel4, = /(¢1,...,9n), entonced 4 = (g1,...,9n). Asi pues, en caracteristica
cero un ideal es interseccion completa si y solo si es intei@e completa conjuntista por
binomios. Vale la pena resefiar que Bermejo, Giménez, Reyilayeal en [11, Corollary
2.6] dan una prueba alternativa de este mismo resultado.

Lo que resta de seccion lo dividiremos en dos subseccioaéa,una de ellas dedicada
a introducir una técnica relacionada con los ideales térioterseccion completa. Estas
técnicas son esenciales para los Capitulos 2y 3.

1.2.1 Delideal toricol 4 a4

red

A partir del conjuntoA C N™, vamos a construir otro conjuntd,., € N™ con la
propiedad de qué, es interseccion completa si y sola4j., = () 014, es interseccion
completa. Ademas, en caso de gdg, no sea vacio, tendra a lo sumo tantos elementos
comoA, dedondd 4 ., C k[zy,...,x] cont < nYy los grados de los generadoreside ,
seran menores o iguales que loside

Para explicar como se construye el conjustQ, a partir deA, necesitamos de los
Lemas 1.2.17, 1.2.18 y de la Proposicién 1.2.19.

Lema 1.2.17.Sia; € > jen...,y Naj paraalguni € {1,...,n}, entonces
J#i

@) p(la) = p(La\fa;y) + 1.
(b) I, es interseccion completa=- 14\ (,,} €S interseccion completa.

n—1

DemostracionAsumimos quer,, = > - aja; cona; € N paratodg € {1,...,n — 1}
y construimos el binomig := z,, — H;:ll x;‘f“j gue pertenece Ay. Se tiene que

Ig = Ipfany - K[x] + (9)

puesto que todo elemenfoc I, se puede escribir comp = f’ + hg dondeh € kx|
y [ e IxNk[ry,...,2n1] = Iaga,)- De aqui, se deduce facilmente quel4) =
pt(La(a,y) + 1y se tiene (a). Comdim(QA) = dim(Q(A \ {a,})), entoncesit(14)
ht(/4\({a,}) + 1 por la Proposicion 1.1.12. (b) ahora es consecuencia de (a).

O
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Lema 1.2.18.Sia; ¢ > jeq....y Qa; paraalguni € {1,...,n}, entonces
J#i

@) pla) = p(Lagasy)-
(b) 1,4 es interseccion completa= 14 (,,} €S interseccion completa.

Demostracién Asumimos quer, ¢ >~ Qa;. Sea ahorg := x* —x” € I, un
binomio no nulo tal qugcd{x®,x”} = 1. Veamos que € 1,4, para lo que basta con
demostrar qug € k[x1, ..., 2,-1]) Ya quela o,y = La Nk[z1,...,2,-1]. En efecto, si
ay, # 0, entoncesv,a, = >, (8 —;)a;, lo que es imposible. De igual forma se deduce
queps, = 0y, portantog € k[z1,...,x,—1]. Se tiene entonces qug = 14\ (a,} - k[x], de
donde se siguen (a) y (b). O

y se tiene el siguiente resultado:

Proposicion 1.2.19.SeaA’ := {a4,...,a,_1,ba;, a;41,...,a,} C N™, dondeb € Z* es
un divisor deB;. Entonces

@) pla) = p(La)-
(b) 14 es interseccion completa=- [ 4. es interseccion completa.

DemostracionVeamos (a). Para ello, gi: k[x] — k[x] es elk-homomorfismo definido
porp(z;) = 2%,y p(x;) = z; paratodgj € {1,...,n} \ {i}, se tiene qud, = p(l4/) -
k[x]. En efecto, es facil comprobar qué¢g) € I, para todo binomiqgy € I4.. Por
otro lado, seah = x* — x*? € I, tal queged{x®,x”} = 1y supongamos sin pérdida
de generalidad qug; = 0. Entoncesy;a; = Z#i(ﬁj — «j)a;. De aqui se sigue que
«; € ZB;y por tantoa; = ba/ cona/ € N al serb un divisor deB,;. Denotamos
o' = (aq,. .., 1,0, iy, ..., ) € N, entonces’ .= x*' — x” pertenece d4 y
satisface que(h’) = h. Por tanto, de la igualdafly = p(14/) - k[x], que acabamos de
probar, se deduce qué&l4.) > u(l4).

Tomemos ahor&® = {hq,...,h;} un conjunto de binomios que genefa Proce-
diendo igual que antes se tiene que para tpde {1,...,t} existeh; € I tal que
p(h;) = h;. Probemos qué,, = (hy, ..., h/). Seag’ € 14/, entoncep(g’) € 14 N Im(p).
Como k[x] es unlm(p)—modulo libre con basél, z;, 22,..., 227}, entonces(g’) se
puede escribir comp(g’) = >>'_, qip(h}) cong; € Tm(p). Por la inyectividad de se
tienel, . = (h{,...,h/), de donde se dedugedl ) < u(l4)y se tiene (a).

Comodim(QA) = dim(Q.A’), entoncest(/4) = ht(I4.) por la Proposiciéon 1.1.12.
(b) ahora es consecuencia de (a). O

El apartado (a) de la proposicion anterior es una genecaizael resultado de Morales
[75, Lemma 3.2] (ver también [74, Lemma 1.2]) que trata seboaso particular del ideal
térico asociado a una curva monomial afin.
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Nota 1.2.20.Como consecuencia directa de Paoposicion 1.2.19 delLema 1.2.17se
tiene que sha; € Zje{l.,.n} Na; para algin: € {1,...,n} y para un divisorb de B;,

entonced 4 es interseccion completa= I 4\(q,} €S mterseccién completa. Este resultado
generaliza el de Watanalhg02, Lemma 1para ideales toricog-dimensionales ¥ = B;.

Aplicando iterativamente los Lemas 1.2.18y 1.2.17 y la Bsapdn 1.2.19 tantas veces
como sea posible, se le asocia al conjuAton Unico subconjuntgl,.; C N™ que si no es
vacio es de la formal,., = {a{,...,a/}, donde para cualquierc {1, ...t} se verifica:

© af ¢ Yicuyn N%"

e Si B/ = mm{b € Z*|ba] € ZJGU ..... 1 Zaj}, entoncesB/ = 1 (es decira; €

CuandoA,., # (), diremos que el ideal toricd,,_, es lareduccion del 4 y se verifica el
siguiente resultado, que es consecuencia de los tresaateri

Teorema 1.2.21.1 4 es interseccion complete= A,., = () 0 14 _, es interseccion com-
pleta.

En [12], Bertin y Carbonne introducen el conceptasdenigrupo librgpara denominar
a una familia de semigrupos & Posteriormente Garcia-Sanchez y Rosales en [44] gene-
ralizan de forma natural este concepto para semigrupb&'deaportan varias definiciones
equivalentes ([44, Theorem 1.6]). Es facil probar que eligarmpo deN™ generado poA
es libre siy solo si4,.; = (), en cuyo casd 4 es una interseccion completa por el teorema
anterior.

El pseudocddigo de la Tabla 1.1 describe un algoritmo qui&eemmo entrada el
conjuntoA = {ay,...,a,} C N™ycalculaA,., Los siguientes dos ejemplos muestran
como calculat4,., siguiendo el algoritmo.

Ejemplo 1.2.22.SeaA := {ay, as,as,a4,a5} C N?> cona; = (6,0), as = (4,2), a3 =
(3,3), as = (2,4) yas = (0,6).
De la igualdad:
a; +as = as +ag = 2az (1)
se sigue que paratodoc {1,2,3,4,5},a; € Zje{lﬁ?g,zl,f)} Qa,. También d€1) se deduce
queB; = By = 1. AdeméasB;a; = a; ¢ Zje{lf#,fz,zl,s} Na; parai € {1,2}. Calculemos
ahoraB;. Sabemos quB; < 2 por (1) y comoB; a; pertenece & ;. », 5, Z a; Se tiene

que3dB; € Z{2,4,6} = Z{2} y por tantoB; = 2. Como02a; = a; + a;, consideramos
A\{as} ydeflnlmosg’ :=min{b € Z* |ba; € Zje{lim Za;} paratodoi € {1,2,4,5}.

De (1) obtenemos qu®;/ = 1y se observa qu/a; = a; ¢ > jen245 Na; para todo
J#i
i €{1,2,4,5}. Concluimos qued,.q = A\ {as}.
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Algoritmo de reduccion

Entrada : A= {ay,...,a,} C N™\ {0}
Salida : A,eq

repeat
B=A
forall « € Ado
if a ¢ Q(A\ {a}) then
A=A\ {a}
else
B:=min{b € Z" |ba € Z(A\ {a})}
if Ba € N(A\ {a}) then
A=A\ {a}
end if
if Ba ¢ N(A\ {a}) then
A:=(A\{a})U{Ba}
end if
end if
end for
until (A =0) OR(A = B)
return (B)

Tabla 1.1:Calculo de A,.4

Ejemplo 1.2.23.SeaA = {al,ag,ag,a4,a5} C N3 con a, = (0,0,3), Qo = (2,3, 12),
as = (0,6,18), as = (1,0,0) yas = (1,5, 17).

Se observan las siguientes dos igualdades:
as + 3CL5 = 3CL1 + 3CL3 + 5CL4 (1)
2&2 = 2@1 + a3z + 4CL4 (2)
De (1) se sigue que para todoe {1,2,3,4,5},a; € Y jeq2545 Qa;. Calculemos
i
By, (1) y (2) muestran que tantda; como2a; pertenecen E?ZQ Za; Y, por ello, también
a; € ZEZQ Za;y By = 1. AdemasBia; = a; ¢ Zje{2737475} Na;. Procediendo de forma
analoga, se obtiene quB; = B; = By = 1y Bja; = a; € Y jen12345 Na; para
2,2

todo: € {2,3,4}. Calculemos ahora;, sabemos qué&; < 3 por (1)Jy de la relacion
Bsas € 2?21 Z a; observamos que? Bs € Z{3,12, 18} = Z{3}, por tantoB; = 3.

Denotemosis := 3as Y Ay := {a1, as, a3, aq, ag}, la Proposicion 1.2.190s dice que
14 esinterseccion completa siy sold/gi lo es. Siguiendo con la ejecucion del algoritmo,
como3as = a; + as + 2a3 + a4 € N{ay,a9,as,a,} consideramosd; := A\ {as}.
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Por (2) tenemos que para todoc {1,2,3,4},a; € > jeqn234 Qa;. Ahora calculamos
J#i

Bl :=min{b € Z" [bar € > ;1534 Za;}: por (2) se tiene qued; < 2y de la relacion

Blai € Y icp34y Za; se deduce que By € Z{12,18} = Z{6}, de dondeB; = 2.

Denotemosi; := 2a; Y Az := {as, a3, aq, a7} y observamos que; ¢ N{ay, as, a4}.
DefinimosB, := min{b € Z* [baz € } ;. (3,7 Za,}. Dado qu&as = a3 + 4as + ag
tenemos qué, < 2y delarelacionB; a; € ;3 , -, Z a; observamos queB, € Z{6},
por tanto B, = 2.

Denotemosis := 2as Y Ay := {as,a4,a7,as}, la Proposicion 1.2.1%0s dice que
14, es interseccion completa si y solofsj, lo es. Finalmente, observamos e, =
az + 4ay + a7 € N{as, aq, a7} y escribimosd; = {as, a4, a7 }. Dado queus, ay y a7 son
Q-linealmente independientes, llegamos a gljg; es.

Nota 1.2.24.CuandoA,.,; seall como en eEjemplo 1.2.230 cuando por otros medios
conozcamos un conjunto de binomios que getgra, seal 4, interseccion completa o
no, las demostraciones de loemas 1.2.17, 1.2.18de laProposicién 1.2.1fhdican cémo
obtener durante la ejecucién del algoritmo deTabla 1.1un conjunto de generadores de
I 4 sin efectuar ningun calculo adicional. Ademas, el sistemgeheradores obtenido sera
minimal siA,., = (0 0 si el del 4, , también lo era. De forma mas precisa, el sistema de
generadores dé 4 se obtendra aplicando lo siguiente:

. o
1. Sia, = Zje{l,..i.,n} aja; € Zje{l;é_i_,n} Na;, entonces denotandp:= z; — H#i x;’

se tiene quely = Ia\fa;} - K| J] + (g). Por consiguiente, s es un sistema de
generadores dé€ 4 (4,3, entoncesB U {g} lo es del,. Esto es consecuencia del
Lemal.2.17

-----

sistema de generadores dg\ (4,1, también Io es déA Esto es consecuencia del

Lema 1.2.18
3. Sia; € Zje{l.“_‘.n} Qa;, entonces denotandd’ := {as,...,a,_1, Bia;, ait1,...,an}
se tlene qudA = p(Ia) - k[x], dondep : k[x] — k[x] es el morfismo inducido por

T > :cz yx; — x; Sij # i. Por consiguiente, B es un sistema de generadores de
I \{a;}» €NtONCE®(B) lo es del 4. Esto es consecuencia deRaoposicion 1.2.19

Veamos, siguiendo las indicaciones de la Nota 1.2.24, c@uobsene un sistema mi-
nimal de generadores del ideal torico del Ejemplo 1.2.23.

Ejemplo 1.2.25. 1. Definimosis := 3as, A; := {a1, as, a3, as, ag} y denotando por
P1 - k[xla X2, X3, T4, ‘IG] — k[xla X9, X3, T4, ‘I5]

al homomorfismo inducido por (z;) = x; paratodoi € {1,2,3,4}y p1(x6) = 2,
setienel s = p1(la,) - klz1, x2, T3, T4, T5).
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2. Comprobamos sig € Na; + Nas + Naz + Nay y obtuvimos queg = a; + 2a, +
2a3 + ay. Por tanto, definimosly := {ay, as, a3, as}, g1 := w6 — 175237, Y tENEMOS
quely, = I, - k[z1, v, 23, 24, 6] + (91)-

3. Definimosi; := 2a4, Aj := {as, as, a4, a7} y denotando por
P2 klxa, x5, 24, 7] = k21, T2, T3, 24

al homomorfismo inducido pon(z;) = z; para todoi € {2,3,4} y po(z7) = 23,
entonced 4, = pa(La,) - k[z1, T2, T3, T4].

4. Definimosig := 2as, Ay := {a3, a4, a7, as} y denotando por
p3 : klxs, x4, 27, 28] — k|12, 73, 14, 77]

al homomorfismo inducido pox(z;) = z; para todoi € {3,4,7} Yy ps(zs) = 23,
entonced 4, = p3(14,) - k[z2, 3, T4, T7].

5. Comprobamos sis € Nas + Nay + Na; y obtuvimos ques = az + 4ay + as.
Por tanto, definimosAs := {as, a4, a7}y g2 := x5 — z3x4707 Y tENEMOS qQUé,, =
IAs : k[l’g, Ly, X7, 'IS] + (92)

6. Comous, ay, a7 Son linealmente independientes, tenemosigue= (0).

Como finalmente obtuvimos quk.; = (), se deduce qu&, es interseccién completa
y esta generado minimalmente por el conjunto de binomigéy; ), p1 © ps © p3(ga)} =
{23 — xy23x3y, ¥3 — 2320375}

1.2.2 Delideal toricolqaly,,

El objetivo principal de esta subseccion es la obtenciéosi@éoremas 1.2.27 y 1.2.30. El
Teorema 1.2.27 da bajo ciertas hip6tesis, condicionesagas para qué, sea intersec-
cion completa. Cabe sefalar que estas hipoétesis las verdigamaticamente los ideales
toricos asociados a curvas monomiales afines como veremasPeoposicion 3.2.1, pero
no se verifican en general. Concretamente, para cieriasl < i < j < n, le asociamos
a4 un nuevo ideal téricd 4, ,, en un anillo de polinomios en exactamente una variable
menos y de altura una unidad menos, de forma qiig s interseccion completa entonces
Lag, también lo es. Se estudia ademas bajo qué hipotesis adesoehserl 4, ;) una
interseccion completa implica qug también lo es (ver Teorema 1.2.30). Estos resultados
seran Utiles en los Capitulos 2y 3.

Denotamos poH al conjunto de elementos déque pertenecen al cono generado por
el resto de elementos d§ es decir,

Para today; € H, se define
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m; = min {b € Z+ | bCLi € Zje{l ..... n} NCL]'}
J#i

y se denomin&inomio critico respecto de; a un binomio dd 4 de la forma

El concepto de binomio critico fue introducido por Eliah86] en el contexto de los idea-

les toricos asociados a curvas monomiales afines y postenite estudiado por Alcantary

Villarreal [2] en ese mismo contexto. La definicidbn que hentado extiende este concepto
de forma natural a un ideal térico cualquiera.

Los binomios criticos juegan un papel importante en las @géaciones de los resulta-
dos principales de esta subseccion y de los Capitulos 2 ys3bibomios criticos cumplen
las dos propiedades siguientes.

Lema 1.2.26.

(a) Seau; € ‘H 'y seaB un sistema minimal de generadoresidgormado por binomios.
Entonces existe € B tal queg (0 —g) es un binomio critico respecto de.

(b) Sify,..., fi sonbinomios criticos respectodg, ..., x;, conl <i; <---<i, <n
y con.A-grados diferentes, entonces el conjufife, . . ., f;} se puede extender a un
sistema minimal de generadores Heformado por binomios.

Demostracion.Sea®s = {gi, ..., gs} un sistema minimal de generadores/deformado
por binomios. Denotamos pdp,,...,D, € N™ a los.A-grados dey, ..., g, respec-
tivamente. Sif € 14 es un binomio critico respecto dg, comodeg 4(f) = m;a;, f
se puede escribir comp = ¢191 + - - - + ¢s9, dondeg; es o bien el polinomio nulo o
un polinomio.A-homogéneo ded-gradom;a; — D), € N™ para todok € {1,...,s}.
Aplicando a ambos lados de la igualdad el homomorfismo esiglnajue envia, a0
para todok # i, se tiene que existe up € {1,...,s} tal queg;, # 0y laimagen dey;,
bajo este homomorfismo es iguataconda; = D;,. Supondremos qug = s, entonces
gs = ¢ — x* dondex® es un monomio en el que no aparece la variablg por tanto
D, =da; € Z'a; NY_jen... Na;. De la definicion den; se obtiene la igualdaeh, = d

y deg4(¢s) = 0. En coﬁsécuenci@ﬁ (0 —g) es binomio critico respecto deg, lo que
prueba (a). Ademdsy € ky por tanto®®’ := {g1,...,9s_1, f} €S un nuevo sistema

minimal de binomios que genera. Si reiteramos este argumento demostramos (bl

Pasamos a enunciar el Teorema 1.2.27. Para ello, dades(by,...,b,) Yy ¢ =
(c1,...,cm) € N™, denotamos poged{b,c} € N™ al vector cuyai-ésima coordenada
esOsib;, =00¢; =0,y ged{b;, ¢;} en caso contrario.

Teorema 1.2.27.Seani,j : 1 < i < j < n tales queu;,a; € H y verifican quen;a; =
m;a;. Sil, interseccion completa, entonces:
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(@) L4, estambién interseccion completa, dondig;) := {aj,...,a, ,} cong; =
ap paratodok € {1,...,7 — 1} \ {i}, a/ := ap41 paratodok € {j,...,n—1}y
al = ged{a;, a;}.

(b) Para todok € {1,...,n — 1} tal quea; € Cone(A;; \ {a.}), si denotamos
m, = min{b € Z" |ba;, € Y icn....1y Na/}, se tiene quen, = my, si k €

1#k

{1,...,75 =13\ {i}, mj, = mpp1 Sik € {j,....,n—1} ymja, € Na; + Ng; si
k

= 1.

En la demostracion de este teorema, usaremos el Teoreria §.2l siguiente resul-
tado.

Lema 1.2.28.SeaA = (a(;;)) € Muxn(Z) una matriz entera de rangotal que
® ag,; = Oparatodoj € {1,...,n— 2},
® apn—1) <0, amn >0yged{apn-1),ann} = 1.
Consideramos la matrid’ = (b(; ;)) € Mu_1xn—1(Z) definida por
e b = auy ) paratodoi € {1,...,h—1}yje{l,...,n—2}
® Diin—1) := Q(hn)0(i;n—1) — G(hn—1)0(i,n) PAratodoi € {1,...,h —1}.
Entonces,
(a) Aesdominante=- A’ es dominante ¥ ,_1)ag,) > 0paratodoi : 1 <i < h—1.
(b) An(A) = Apy(A).

Demostracién.Para una matriz enterd de tamafia: x v, a la submatriZz x & con filas
1 <ip <+ <i <wuycolumnasl < j; < -+ < jr < vconk < minf{u,v}, la
denotamos poBli1, . . ., ix|[j1, - - - Jk]-

Supongamos qué es dominante, se comprueba facilmente qug_1ya; ) > 0 para
todo: : 1 < i < h—1, yaque en caso contrario la submattiz, h|[n—1, n] seria mezclada.
Veamos qued’ es dominante, para ello supongamos por reduccion al abguedoo lo es.
Entoncesexisteh<h—1,1<i;1 <--- <4, <h—-1y1<j < ---<jp <n-—1tales
queA’[iy, ..., i][j1,- - ., jk] €s mezclada y se comprueba facilmente que entonces,

o Aliy,...,i[j1, .., jkx] €S mezclada gi, <n —1;y
o Aliy, ... ik, hlls, ..., Jk n| €s mezclada i, = n — 1.

Esto implica, en cualquiera de los casos, dugo es dominante, lo que es un absurdo.

Si A no es dominante ¥(; ,—1)a;,») > 0 paratoda : 1 <i < h — 1, entonces existen
E<h1<i<--<ip<hyl<yj <---<jp<ntalesqueAliy,..., i1, .-,k
es mezclada y se comprueba facilmente que entonces,
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o A'liy,... ikl[j1,..-,Jk) €SMezclada sy < hy jp <n—1;

o A'liy,... ikllj1,- -, Jk—1,n — 1] es también mezclada &i < h, jr,1 <n—1Yy
Je=>n—1y
o A'liy,... ixk_1][j1,---,Jrk—1] €S mezclada en el resto de los casos.

Esto implica, en cualquiera de los casos, dugo es dominante y se tiene (a).
Probemos ahora qu&,(A) = A,_1(A’). Para una matriZ3 de tamafio: x v con

u < v denotaremos paB{j,...,j.} conl < j; < --- < j, < v al menoru x u de B

con filasl,...,u y columnasj, ..., j,. Vamos a relacionar los menorks< h de A con

los menores — 1 x h — 1 de A’. Tenemos quel{ji, ..., j,} tomalos siguientes valores:

e 0,sij, <n—1(pues la ultimafila es nula);
o *agn—1yA'{j,. .. jh-1}, Sijh=n—1,
o *ap A {j1, .. jh-1}, Sijho1 <n =1y gy =nyy
o £A"{j1,...,jn1}s Sijh1=n—1Yjp =n.
Comogcd{ap,n-1), a(hn)} = 1, tenemos quey, (A) = A,_;(A4"). O

Demostracién del Teorema 1.2.23upongamos sin pérdida de generalidadigaer — 1y
j = n. Denotamosd’ := A1, = {ai1,...,a,—2,a,_,}, dondea, , = gcd{a,_1,a,},
y veamos qud 4 es interseccion completa . De la definicibnidg_; y m,, se tiene que
ged{m,_1,m,} = 1y es facil comprobar quex,a; | = a,_1 Yy m,_1a_; = a,. Como
evidentement®.A’ = QA, entoncedit(/4/) = ht(/4) — 1 por la Proposicion 1.1.12.

Denotemos poyf al binomio critico respecto de,, f := 2" — 2" € I14. Por el
Lema 1.2.26 (b) existéf;, ..., f,} un sistema minimal de generadores/ddormado por
binomios donde;, = f. Por otra parteh = ht(/4) al serl 4 interseccion completa.

Consideremos ahora : k[x|] — k[z1,...,x,-1], €l k-homomorfismo definido por
Y(xy) = zp paratodok € {1,...,n — 2}, ¥(v,_1) = 20 Y Y(z,) = 2, "' Vamos a
demostrar que

IA’ = (¢(f1)7"'7¢(fh—1))7 (11)

con lo quel 4 seria interseccion completa y se habria probado la prinate del teo-
rema. En efecto, para todo € N" se tiene queleg 4(x*) = deg 4, (¥(x)), de donde
{(f1),...,¥(fn_1)} C Iy. Siconsideramos la matriz de tamafidi x n cuyak-ésima
fila esfk € 7" para todok € {1,...,h}, del Teorema 1.2.11 se sigue gdees domi-
nante yA,(A) = 1 puesto quel4, = (fi,..., fn). Por tanto, si tomamod’ la matriz

(h — 1) x (n — 1) cuya filak-ésima eam € Z" ! paratodok € {1,...,h — 1}, la
matrizA’ es dominante \,_;(A’) = A,(A) = 1 por el Lema 1.2.28. Entonces, en virtud

del Teorema 1.2.11 se concluye que = (¢¥(f1),- .., ¥ (fa1)).
Siguiendo la misma notacion, probemos ahora la segunda glrteorema. Veamos
primero quen,, = m,, para today, € Cone(A’\ {ax})conk € {1,...,n—2}, dondem,
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es en este caso iguahan {b € Z" | bay € > ieqr,..n2y Nay + Na/@_l}. Fijadok, obser-
I#k
vamos que la desigualdagl, > m; es obvia pues,,_, a, € Na/_,. PorelLema1.2.26

(a), existel € {1,...,h — 1} tal quet(f;) es binomio critico respecto dg. Entonces
fi = 7, * —x“, dondex® es un monomio ded-gradom/a,, en el que no aparece la vari-

demy, de donde la igualdad. Supongamos por Ultimo glie € Cone( A"\ {a/ ;}) Y
veamos quen,,_,a,_; € Na,_; + Na,. En efecto, aplicando de nuevo Lema 1.2.26 (a),
existel € {1,...,h — 1} tal quew(f;) es binomio critico respecto dg,_,. Entonces

fi = 2 ab — x>, donder’" ' 2% es un monomio del-gradom! _,a’_,, y por tanto

m) _ja)_, € Nap,_1 +Na,. O

n—1

Las condiciones necesarias para ueea interseccion completa del Teorema 1.2.27
anterior, no son suficientes en general como muestra ekesiguejemplo.

Ejemplo 1.2.29.El ideal toricol 4 con A := {45,70,75,98, 147} C N no es interseccion
completa puesto que(/4) = 4y u(l4) = 7. Sin embargo, como

my = min{b cZr | ba; € Nay + Nas + Nay + Na5} =95,y
ms = min{b ezt | bas € Na; + Nay + Nay + NCL5} =3,

se tiene quenia; = msaz = 225. Ademads, si denotameg := gcd{ai, a3} = 15,
aj := 70, a3 := 98y ay := 147 setiene quel(1 3) = {ay, a3, a3, a;} y L4, , €S interseccion
completa. Por ultimo, se puede comprobar que si denotamos

m; :=min{b € Z" |ba; € ) _jen.254 Naj} paratodoi € {1,2,3,4},
i
entoncesn; = 14, mja; € Na; + Nag, mj =ma =3, mi =my =3ymy=mz = 2.

Siguiendo la misma técnica que en la demostracion del Teofet27 se prueba un
reciproco de su primera parte, que sera util en los Capi2a3 de la memoria.

Teorema 1.2.30.Seani,j : 1 < ¢ < j < ntales quen;,a; € H y verifican quen;a; =
mja;. Sila,  €s intersecciéon completaly,, , admite un sistema generador formado por
binomios que pertenecen a la imagen délomomorfisma’ : k(x| — k[xy, ..., z,-1]
inducido porzy, — xp sik € {1,...,5 — 1} \{i}, 2x = x_1 Sik € {j +1,...,n},

z; — x,?, x; — 2", entonced 4 es interseccion completa.

Demostracion.Basta con tomaf(f1),...,¥(f,—1)} un sistema minimal de binomios
que generd,, , y aplicar el Teorema 1.2.11y el Lema 1.2.28 para demost@/ gu-

(fla'--yfh),dondefh:g;ybi_ij' -
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Capitulo 2

|deales toricos simpliciales interseccion
completa

SiendoA c N™, el nimero de rayos extremos del cono.dees mayor o igual que

r := dim(Q.A). Cuando este nimero es exactamente iguglal ideal téricol4 se le
denominadeal térico simplicialy a su variedad asociadariedad térica simplicial afin

En particular, st = 1 or = 2, I 4 es siempre un ideal térico simplicial. Este capitulo esta
dedicado al estudio de la propiedad de ser interseccion letemgn ideales toricos sim-
pliciales. Comenzamos el mismo repasando algunas praj@edbe estos ideales y de sus
variedades asociadas. Concretamente caracterizamakesdss toricos simpliciales como
aquellos que se pueden escribir comocon A = {dey,...,dey, amy1, ... a0, C Ny

d € 7" siendo{ey, ..., e, } la base candnica d&™.

Los resultados de este capitulo forman parte de [9], un joadmnjunto con Isabel
Bermejo. El principal objetivo es el disefio del Algoritmo-$@nplicial, un algoritmo cuya
entrada es cualquier subconjupdoC N™ tal quel 4 es simplicial y devuelve di4 es una
interseccion completa o no, sin necesidad de calcularabetiente un sistema minimal
de generadores dg,. Dicho algoritmo lo presentamos en la segunda seccion ytssneb
como consecuencia de aplicar convenientemente los rdssltgenerales obtenidos en las
Subsecciones 1.2.1 y 1.2.2 del capitulo anterior, juntoladProposicion 2.2.1, que es
un resultado especifico de los ideales téricos simplicialescorreccion del Algoritmo
IC-simplicial se demuestra en el Teorema 2.2.4.

La tercera seccion esta dedicada al estudio de la propietiadeccion completa en los
ideales toricos simpliciales que son homogéneos. Vemos ebrlgoritmo IC-simplicial
se puede simplificar en este caso. Concretamente, en eb@ordI3.2, demostramos que si
I 4 es un ideal térico simplicial homogéneo, entontggs interseccion completa siy solo
si A,.q = (0. Desde un punto de vista teérico y como aplicacion del meiacio Corolario
2.3.2, cuandd es un cuerpo algebraicamente cerrado, clasificamos |lasleales toricas
simpliciales proyectivas cuyo ideal torico asociado esrggccion completa, cuando estas
son o bien lisas o tienen un Gnico punto singular.

El Algoritmo IC-simplicial ha sido implementado en ANSI C n &NGULAR. La
implementacion en IBGULAR ha dado lugar a la libreriai si npli cial . 1i b[7] que
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se distribuye con el software a partir de su version 3-1-4a Hsreria generaliza, mejora
y sustituye a nuestra antigua liboredanmonom | i b [6] especifica para ideales toricos
asociados a curvas monomiales afines. Esta libreria sibdigircon el software entre las
versiones 3-0-2 y 3-1-3. En la Ultima seccion de este cap$eidiscuten los detalles de la
implementacion dei si nplicial.lib.

2.1 Generalidades

El primer resultado que presentamos permite decir que et térico simplicial es de

la formal, dondeA = {dey,...,den, amns1,...,a,} C N™. Si bien se trata de un
resultado conocido, nos parece adecuado presentar aqdeuorastracion de este hecho
gue sigue el esquema de [54, Section 2]. Para llegar a él,srareaunciar un lema que
relaciona los rayos extremos del conadleon los sistemas minimales de generadores del
mismo. Recordamos que un conjunto finBaC R™ essistema generador del cono dé

Si Cone(A) = Cone(B).

Lema 2.1.1.[28, Lemma 1.2.15] Se# := {b;,...,bs} un subconjunto d&€one(A).
Entoncesp es sistema minimal de generadores del conolde= F;,, ..., F;, son los
rayos extremos del cono d& donde para todd € R, F;, := {ab| a > 0}.

Proposicion 2.1.2.Seal C k[x] un ideal. Entonces] es un ideal tdrico simplicial si y
solo si existemn > 1y A = {dey, ..., dey, amy1,- .., a,} C N™tales quel = I 4.

Demostracion.(«<) Es evidente, puesto quk., . . ., de,, forman un sistema minimal de
generadores déone(.A) y entonces por el Lema 2.1Chne(.A) tienem = dim(Q.A) rayos
extremos. Comdim(Q.A) = m, se tiene el resultad¢=) SeaB = {by,...,b,} C N* tal
quel = Iz y el cono des tienedim(QB) rayos extremos. Denotemos paradim(QB).
SeaB la matriz cuya filai-ésima e®; = (b;1,...,by) para todol < i < n. B tienem
columnas linealmente independientes, que supondremdasamprimeras. Si denotamos
bi := (bi1,...,bim) paratodal < i <nyB = {by,...,b,}, entonces es facil comprobar
quelz = Iz y que el cono dé8 también tienen rayos extremos. Seah, ..., F,, los
rayos extremos dB y supongamos qui € F; para todol < i < m. Por el Lema 2.1.1
se sigue qu€one(B) = Cone({by, ..., b,}). SeaC la matrizm x m cuyas columnas son
bi,...,b, Yy denotamos paf a su determinante, que no puede®porqueb, . . ., b, son
linealmente independientes. Suponemos sin pérdida deajielael quel > 0 y denotamos
por C* a la matriz adjunta de la traspuestae C* tiene coeficientes enteros(y'C' =
dI,,, dondel,, es la matriz identidad de orden. Si A := {a;,...,a,} C Z™, donde
a; = C*b; para todol < i < n, entonces:;, = de; para todol < i < m y como
Cone(A) = Cone({ay,...,a,}), entonces,; € N™ para todon + 1 < i < n. Es facil
comprobar qud 4, = I3 de donde el resultado. O

Si k es un cuerpo algebraicamente cerradd ¥ {dey, ..., dey,, amyi1, ..., a,} C N™,
Katsabekis y Thoma en [63, Corollary 2] demuestraniqye= V' (14). En la Proposicion
2.1.4 aportamos una prueba alternativa de este mismoadsujue esta inspirada en la
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demostracion de [88, Proposition 2.6]. Para ello haremosdes siguiente resultado de
Reyes, Villarreal y Zarate valido para un ideal térico cuéa.

Proposicion 2.1.3.[88, Corollary 2.5] Sik es un cuerpo algebraicamente cerrado, en-
tonced’ 4 = V(I4) siysolosiV(I4,z;) C I'y paratodo: € {1,...,n}.

Proposicion 2.1.4.Seank es un cuerpo algebraicamente cerradoly= {dey, ..., de,
Ui, - -5 anp C N™ Entonced’ y = V(1 4).

DemostracionDemostraremos por induccion sobrequel’ , = V(14). Supongamos que
m=1lysea :1<i<n. Paratodg € {1,...,n}, j # i el binomioz;” — ' pertenece
al,. De aqui se deduce qu&14,z;) = {0} C 'y y por la Proposicion 2.1.3 se tiene
quel' 4, = V(I4). Supongamos ahora que > 1. Como paratodg : m+1 < j <n

el binomiog; := 24 — [\, z;”* pertenece d4 se tiene qué’ (L4, z;) C UL, V (L4, z:).
Entonces, por la Proposicion 2.1.3 anterior, para obtdrreseltado basta con probar que
V(Iy,z;) C Ty paralosi € {1,...,m}. Veamoslo para = m. Seap := (p1,...,pn) €
V(Ia, ), COMOg,; € I4 se tienep; = 0 paratodom + 1 < j < n tal quea;,, # 0.
Denotamos3 := {dei,...,de,_1} U{a;|m+1 < j <n,a;, =0} C N*°!, donde

a; = (i1, ,am-1) Y {€1,...,8n_1} €S la base canénica d&"~'. Por hipétesis de
induccion tenemos quEz = V(Ip), por tanto existgus,...,u, 1) € A" tal que
ud = p;paral <i < m—1yuf" --ur "' = p; paratodon +1 < i < n tal que
a;m = 0. Sitomamosuy, . .., u,,0) € A", llegamos a que € I 4. O

Si A no tiene la forma indicada en la Proposicion 2.1.4, no sierspttiene la igualdad
entre el conjunto téricd' 4 y la variedad toricd/ (14).

Ejemplo 2.1.5.Seank = Cy A = {a;,as,a3} C N> cona; = (3,1),a; = (1,3) y
az = (2,2). Elideal téricol4 es simplicial puesto qud C N? y es facil comprobar que
I4 = (2% — 7125). El conjunto térico ed" 4 = {(ufug, uyud, uiu3) € A | uy,uy € C}. Se
comprueba qué0, 1,0) € V(I 4) pero(0,1,0) ¢ I 4.

Tampoco se tiene laigualdad enfrgy V' (14) cuandadk no es algebraicamente cerrado
aun teniendo4 la forma adecuada.

Ejemplo 2.1.6.Seank = Ry A = {a;,as,a3} C N?> cona; = (2,0),as = (0,2)y
az = (1,1). Elideal téricol4 es simplicial puesto qud C N?y es facil comprobar que
Iy = (22 — zy35). El conjunto térico e 4 = {(u?, u3, ujuz) € A3 |uy,us € R}. Se
observa qué—1,—1, —1) pertenece & (1 4) pero no al’ 4.

El estudio de los ideales toricos simpliciales intersat@dmpleta fue abordado por
Garcia-Sanchez y Rosales en [43]. Alli obtienen el sigaiesgultado, que es una mejora
de [38, Theorem 3.1] (ver Teorema 1.2.8).

Teorema 2.1.7.[43, Theorem 1.4] Sed, un ideal térico simplicial. /4 es interseccion
completa<—> existen4;, A4, C Atales quelim(Q.A4;) = 1, .4 es union disjunta del; y
A, y se tiene que
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(@) Aesgluingded; y A,y
(b) 14, yI4,son interseccion completa.

Este resultado sugiere un algoritmo de naturaleza indupi@ra comprobar di, es
interseccion completa. Siguiendo este algoritmo, parapafirmar que un ideal térico
no es interseccion completa habria que construir todasdsilps particiones dgl en
2 subconjuntos4, y A, tales quedim(Q.A4;) = 1y comprobar que no se satisfacen las
condiciones del Teorema 2.1.7, lo que es ineficiente.

2.2 Algoritmo IC-simplicial

En esta seccidon presentamos el Algoritmo IC-simplicial mdstramos la correccién del
mismo. Veamos un primer resultado especifico de los idedte®$ simpliciales que es
clave para el disefio del algoritmo. Recordamoskue {a; € A |a; € Cone(A\ {a;})}.

Proposicion 2.2.1.Seal 4 un ideal térico simplicial. Si 4 es interseccion completa, en-
tonces se satisface alguna de las siguientes condiciones:

(@) Ja;,a; € H tales quen,;a; = mja;, 0
(b) Ared - @

Demostracion.Denotamos- := dim(Q.4) y supongamos que;a; # m;a,; para todo
a;,a; € H. Podemos asumir sin pérdida de generalidad{gue. .., a,} es sistema mi-
nimal de generadores del cono deentonce§a,1,...,a,} C HYy paratodor + 1 <

i < j < nsetiene quen;a; # m;a;. Veamos qued,., = 0. Seanf,,, ..., f,, binomios
criticos respecto de, 4, ..., z, respectivamente. Comeeg ,(f;) = m;a; # mja; =
deg(f;) paratodoi,j : r+1 < i < j < n, por el Lema 1.2.26.(b) sabemos que

existe un sistema minimal de generadored geal que perteneceffi. 4, ..., f,. Como
ht(14) = n — r e I4 es interseccion completa, entondgs= (f.+1,-- ., fn)-
Afirmamos que exist¢ € {r + 1,...,n} tal quez; no aparece effy, para todok €

{r+1,...,n}\ {j}. En caso contrario, definimos el grafo dirigido simple cortigés
{r +1,...,n} y conjunto de arco§(j,k)|r+1 < j, k < mn, j # kY x; aparece en
fr}, se tiene que el grado de salida de cada vértice es mayorlaidu@sto implica que
necesariamente hay un ciclo en el grafo. Supongamos sidpétd generalidad que el
cicloes(r+1,r7+2,...,r+k,r+1) dondek < n—r, esto significa quéf, 1, ..., frix) C
(Tpg1y -y Tryy), de dondel g © H := (Xpq1, -, Triky, frikits-- -5 fn) PEFO €SO NO €S
posible pued 4 es primoyn —r = ht(14) < ht(H) <n —r.

Por tanto, existg¢ € {r+1,...,n} tal quez; solo aparece efy. Asumimos qug = n
y vamos a demostrar que,a,, € Z;:ll Na,. Por el Corolario 1.1.10{ﬁ+1, e fn} es

una base d&er(r). Por definicion,B,a, = >_'~; B;a; para ciertoss,, ..., 3,_1 € Z.
Comod := Be, — Z;:ll Bje; pertenece &er(7), de escribird como combinacion de

fr+1, ce ﬁ se sigue quen,, divide aB,,. Ademas por definicioms,, | m,. Por tanto
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Bnan = maan € 3 cq, 1y Na;. Porla Proposicion 1.2.19y el Lema 1.2.17 se tiene
quel 4 (q,} €S interseccion completa y estad minimalmente generad®fpor, . . ., fo—1},
donde ademas < .4\ (,,} €s binomio critico respecto dgparatoda € {r+1,...,n—

1}. Sirepetimos el mismo argumento obtenemos que se puedeienem,, . . ., a,_; de
forma queB;a; € Z;;ll Na; paratoda € {r +1,...,n — 1} y aplicando la Proposicion
1.2.19y el Lema 1.2.17 se obtiene q4de.; = B,.q, dondeB = {ay,...,a,.}. Como
ay,...,a, sonQ-linealmente independientes, entonces por el Lema 1.21&8e que
B,.q = 0, de donde el resultado. O

Nota 2.2.2. Como se puede observar en la prueba détaposicion 2.2.1el resultado
sigue siendo cierto si cambiamos la condic{@hpor la siguiente:Cone(.A) esta minimal-
mente generado pdfa,,...,a,} conr = dim(QA) yexisten,j : r+1 <i < j<n
tales quen,;a;, = m;a;. En elCapitulo 3utilizaremos esta nueva version deHeoposicion
2.2.1

La condicion de que el ideal térico sea simplicial en la Psigion 2.2.1 es esencial
para obtener el resultado, ya que existen ideales tori¢essetcion completa tales que
Area # 0y mia; # mja; paratoday;, a; € H. Veamos un ejemplo.

Ejemplo 2.2.3. Seal, el ideal térico asociado ad = {ai, as, a3, a4,a5} C N3, con

a; = (0,2,1), a0 = (4,2,1), a3 = (2,2,1), a4 = (1,3,1) yas = (1,1,1). I, noesun
ideal térico simplicial puesto quéim(Q.4) = 3 y como se puede observar en la figura el
cono deA tiene4 rayos extremos; concretamente,, as, a4, a5} €S un sistema minimal de
generadores del cono.

4

X

ag

I tiene altura2 y esta generado pog; = 22 — z1 29 Y go = 123 — 1475, POI
tanto es interseccion completa. Sin embargp,= {a3}. Ademés,A,., = A puesto
que las relacioneQaz = a; + as Y a1 + a3 = a4 + a5 muestran qud3; = 1 para todo
i€{1,2,3,4,5},y.Aes sistema minimal de generadores del semigiio

El Algoritmo IC-simplicial que proponemos en la Tabla 2 Ju& el siguiente esquema.
Se recibe como entrada un conjuttoC N tal quel C k[xq, ..., z,] €s un ideal térico
simplicial. Si exister;,a; € H tales quem;a; = m; a;, se considera el subconjunto
Aijy = (A\{ai, a;}) U{ged{a;, a;}} deN™.

L4, satisface las siguientes propiedades:
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(1) La,,, Cklz1,...,201] Y ht(La, ) = ht(L4) — 1 (ver Proposicion 1.1.12).
(2) L, €s interseccion completakij lo es (ver Teorema 1.2.27 (a)),

(3) 14, esunideal torico simplicial (pu&Sone(.A) = Cone (A j))-

Procediendo como en el Teorema 1.2.27 (b)mé&i; ¢ Na; + Na;, siendoa; =
ged{a;, a; }, entonced 4 no es interseccion completa y hemos terminado.

En caso contrario, se repite el procedimiento tantas vem®® cea posible hasta que
se obtiene un conjunt8 = {by,...,b,,} C N™ definiendo un ideal térico simplicidls
que cumple que sH := {b; € B|b; € Cone(B\ {b;}} y m; := min{c € Z*|ch; €
> jeq,..y Nb;} paratodd; € H, entoncesn;b; # m;b; para todd;, b; € H.

#i
Ahora calculamos3,.,. SiB,.q # (), entonceds no es interseccion completa por la
Proposicién 2.2.1 y por tantd,, no es interseccion completa por el Teorema 1.2.27 (a) y
hemos terminado. $,.; = (), entonced; es interseccion completa por el Teorema 1.2.21

pero no se tiene la certeza dd gies interseccion completa o no. Para poder decidix 85
interseccion completa hay que realizar algunas comprobesiadicionales que consisten
en verificar si ciertos elementos 8¢ pertenecen a ciertos semigrupos. Concretamente,
se estudia el efecto de reduBien el conjunta4 de partida comprobando la condicion (b)
del Teorema 1.2.27 tras este proceso. Si no se obtiene yn&esta negativa, llegamos a
una situacion en la que se aplica el Teorema 1.2.30 y henmosgeto: [ 4 es interseccion
completa.

Nuestro proximo objetivo es demostrar la correccion dehmois

Teorema 2.2.4.Seal 4 un ideal torico simplicial, eAlgoritmo IC-simplicialdetermina si
1 4 es interseccion completa o no.

Antes de probar el Teorema 2.2.4 introducimos un lema técgie generaliza el
apartado (b) del Teorema 1.2.27. De hecho, (b) del Teoretha7lse obtiene del Lema
2.2.5 considerando los conjuntos unitarids= {a}.} paralost € {1,...,n—1} tales que
aj, € Cone( A j \ {ay}).

Lema 2.2.5.Supongamos queg, a; € H conl <i < j < n satisfacen quenr;a; = m;a;
y sean

e 1 un subconjunto propio ded(; ;) tal que dim(QV’) = 1y a = ged(V’) €
Cone(Ai ;) \ V'),

e M :=min{be Z"|ba € Za;geA(”)\V' Naj},y
o V:=V'sia; =ged{a;, a;} ¢ V', 0V := (V' \ {a;}) U{a;, a;} en caso contrario.

Sil,4 es interseccion completapa € NV’, entonces\/a € NV NN(A\ V).
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Algoritmo IC-simplicial

Entrada: A = {a4,...,a,} C N™tal quel4 es simplicial
Salida: VERDADERO O FALSO
G=A

Vi=Aa;},Vie{l,...,n}
m; := min{b € Z* |ba; € N(A\ {a;})} paratodai; € Cone(A\ {a;})
k=0
while 3 a;, a; € G tales quen,;a; = m;a; do
if m;a; € NV; N NVj then
return FALSO
end if
k:=k+1; apyr := ged{a;, a;}; G := (G \ {ai, a;}) U{anii}; Vo = ViUV
if apyr € Cone(G \ {a,1r}) then
Mpr :=min{b € Z* |ba,, € NG}
end if
end while
B:=G
repeat
G=28
forall a; € G do
if a; ¢ Q(B\ {a;}) then
B := B\ {a;}
else
B; :=min{b € Z" |ba; € Z (B \ {a;})}
if Bia; € N(B\ {a;}) then
if B;a; ¢ NV; N Zajelf\{ai} N‘/J then
return FALSO
end if
B =B\ {a;}
end if
end if
end for
until (B=0)OR(B=G)
if B # (0 then
return FALSO
end if
return VERDADERO

Tabla 2.1: AlgoritmdC-simplicial
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Demostracién Supongamos sin pérdida de generalidad que n — 1, j = n y sea
A" = Ap-in) = {ay,...,a,_,}, dondea; = q; paratoda € {1,....,n —2}yal,_; =
ged{a,_1, an} Por el Teorema 1.2.27 (a) se tiene que C k[z1,...,x,_1] €S intersec-
cion completa. Ademas, por (1.1) en la prueba del Teorem@7.,.8i denotamos pap
al morfismoy : k[x] — k[xl,.. , Tn—1) tal quey(x;) = z; parai € {1,...,n — 2},
V(xp_1) = 2", Y(x,) = 2" " entonces existe = ht(14.) binomiosg,, ..., g, € 14
tales quel 4 = <w(91)7 SRR w<gh>> - ]{3[3317 e 733n—1]'

ComoMa € NV'NN(A'\ V'), setiene quéla =, cyr Vuly = 30 cany: Yoy
Por tanto, denotanda := Z%ev,%eu y[§ = Za,ueA,\v,%ev, donde{ey, ..., e, 1}
es la base canonica @& !, tenemos que el binomip := x* — x” de A’-gradoMa €
N™ pertenece d4,. Por consiguientef = ¢1¢(¢1) + - -+ + qnt0(gn), donde para todo

t € {1,...,h} q; es o bien el polinomio nulo o un polinomié’-homogéneo del’-grado
Ma — deg 4, (¥(ge)) € N™.
Consideremos el morfismb: k[zy, ..., z,_1] — k[zy,...,z,_1] inducido porz; —

0 paratoddk € {1,...,n — 1} tal quea), ¢ V'. Entoncesx®* = ®(q1)®(¥(g1)) + - +
O(qn)P(Y(gn)) y existenry, ..., A\,_1,01,...9,-1 € Nyig € {1,...,h} que verifican:

q)(Qi()) # 0!

A An— 5 O
¢(gio) =y ‘Tn—ll -y ‘Tn—lli

A =0sia, ¢ V' paratodo- € {1,...,n—1},y

ds # 0 paraalguns € {1,...,n— 1} tal qued, ¢ V.

EntoncesMa es componente a componepteque\ja) + - -+ + A\,_1al,_, = d1a} +
ot Onray g, Y Ma =37, oy dua;, €S cOMponente a componedteque\a) + - - - +
A1y 1 = Y ey Oully = 0107 + -+ + Op_1ay,_y — > oy Ouay, qUE pertenece a

De la propia definicion dé/ se deduce qué, = 0 para todoa,, € V'y que Ma =
deg 4/ (¢¥(gi,)) = deg 4(9io)-

Sia,_, € V', entoncesy, = )" -z 2a e — 2% 222 dondeX,_;, A
son enteros no negativos tales quea,_1 + A\a, = An—1a,_,. Como consecuenma,
Ma = Maj + -+ M_2an_2 + Ay_1Gn_1 + M, € NV.

Sian, ¢ V7, entoncesy;, = )t -z — 2¥ - ad22% 1% dondes, s, 5,
son enteros no negatlvos tales gue a,_1 + d,a, = 6,_1a/,_,. Como consecuencia,
Ma = 8101 + -+ 6p_9n_9 + On_10n_1 + Opnay, € N(A\ V). O

Demostracion del Teorema 2.2.Bs evidente que el algoritmo siempre termina, por tanto
tenemos que probar que IC-simpli¢idl) = VERDADERO si y solo si/4 es interseccion
completa.
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Supongamos primero que para tadoa; € H se tiene quen;a; # m;a;. En este
caso se observa qué = {q;} para todoi € {1,...,n}, que en el buclevhile no se
satisface la condicion de entrada y que, por tanto, IC-simaf.A) = VERDADERO Si Yy
solo siA,.; = (0 y por las Proposiciones 2.2.1y 1.2.19 esto es equivalente d gsea
interseccion completa.

Asi pues, resta demostrar el resultado cuando existen € H tales quen;a; = m;a,.
Suponemos sin pérdida de generalidad que n — 1y 7 = n. Asumamos que IC-
simplicial(.A) = VERDADEROY probemos qué 4 es interseccion completa. En particular,
demostraremos que cuando el algoritmo devuelg@dADERO, durante la ejecucion del
mismo se puede construir un conjurfoque consta dét(/4) = n — r binomios que
generar/ 4, donder := dim(Q.A).

La construccion dé es la siguiente. Comenzamos ¢Bn= (). Durante la ejecucion
del buclewhile, siempre que existan;,a; € G tales quem;a; = m;,a,; tenemos que
mia; € NV; NNV, (ya que en caso contrario IC-simplidial) = FALs0). Por tanto
existen{~, | a, € Vi}, {7, |a, € V;} C N tales quen;a; = Zauevi Yl = Zauevj Vol
y denotamos

o= Z Yuey € N 5= Z Yoy € N

ay€V; ave‘/j

y B =B U {x*—x"}

Durante la ejecucion del buckepeat, siempre queB;a; € N (B \ {a;}), tenemos
queB;a; € NV, N Zajes\{ai} NV; ya que en caso contrario IC-simplidial) = FALSO).
Por tanto existgy, |a, € V;} C Ny paratodoa; € (B\ {a;}) existe un conjunto

{7 |a, € V;} C Ntal queB;a; = Zauew Vuly = Z%EB (Zauevj %av> y denotamos

a::Z%eueNn,ﬁ:: Z Z%ev e N"

ay€V; (IjeB\{ai} aue‘/j

y®B =B U {x*—x"}.

Dado quen,,_ia,_1 = mya, € NV,_1NNV,,, durante la ejecucion de IC-simplicial)
definimosd; := my,_1e,_1 — mpen, any1 = ged{an_1,a,}t, Varr = {an_1,a,} Y
G = {ay,...,an_2,a,41}. Sin = r + 1, todos los elementos d& son linealmente
independientes y solo se construye un binoghie= =" — = durante la ejecucién del
algoritmo, por tantd® = {f}. Ademas, de la definicion de,,_; y m,, se deduce que
ged{m,,_1, m,} = 1; por tanto la matria x n cuya Unica fila eg es claramente dominante

y Ay (A) = ged{m,_1,m, } = 1, de donde por el Teorema 1.2.11, se tiene fue- (*B).

Asumimos que el resultado se cumple para 1y lo probaremos para. Durante la
ejecucion de IC-simplicigl4), obtenemo$8 := {fi,..., fx}, dondef, = z, "' — x™n.
Ademas, si consideramasel homomorfismo del Teorema 1.2.30 se tiene que si ejecuta-
mos el algoritmo comd’ := A1) = {a1,...,an—2, a,4+1} COMO entrada obtendremos

VERDADEROY el conjunto®s’ := ¢ (28). Por hipdtesis de induccidhy es interseccion
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completa y esta generado minimalmente 9oy, por el Teorema 1.2.30 se deduce due
es interseccion completa generado minimalmenteéfor

Supongamos ahora qug es interseccion completa y probemos que IC-simpligipl(
= VERDADERO por induccion sobre.. Sin =r+1y m,_1a,_1 = my,a,, entonces es
facil comprobar que IC-simplicialf) = VERDADERO.

Asumiendo que el resultado es cierto para 1 lo probamos para. Al ejecutar el
algoritmo conA como entrada se definé := A, V; := {a;} paratoda € {1,...,n}y
m; := min{b € Z" |ba; € N(A\ {a;})} paratoday; € Cone(A \ {a;}).

Comom,_ia,-1 = muya, € Na,_; N Na,, denotamosi,.; := gcd{a,_1,a,},
Vie1 = {an-1,a,} Y G = (G \ {an_1,a,}) U{a,+1}; ademas, en caso de que,; €
Cone(G \ {an+1}), se define

My i=min{b € Z¥ | ban1 € 1 Na;}.

Sea ahorad’ := {ay,...,a,_9,a,11}. PoOr el Teorema 1.2.27 (a) sabemos dye
es interseccién completa y por hipétesis de induccion sgesigie IC-simpliciald’) =
VERDADERO. Ahora arrancamos el algoritmo coti como entrada y tenemos que:

e G =A"=G

o V./:={a;}, paratoda € {1,...,n—2,n+ 1},

tal quea; € Cone(G’ \ {a;}).

Sii e {1,...,n — 2} entoncesV; = V.’ y sia; € Cone(G'\ {a;}), entonces por el
Teorema 1.2.27 (b) se tiene que = m, y siademas,,; € Cone(G'\ {a,+1}), entonces
m, ., = My POr definicion.

A partir de ahora continuaremos simultdneamente con la@j@t de IC-simplicialA)
y IC-simplicial(A’). A partir de este momento siempre tendremos Gue= Gy, por
tanto,m, = m;, V; = V' sia,1 € Viy Vi = (Vi \ {ans1}) U{an_1,a,} Sia,1 € V.
Vamos a comprobar que en cualquier repeticion del bublke, siempre quen;a; = mja;,
entoncesn;a; € NV,.

Como IC-simplicial.A") = VERDADERO, siempre quen,a; = m;a;, tendremos que
m;a; € NV'. Sia, ¢ V), entonced/;/ = V; y ya estaria. Sk, € V,/, entonces
V! =V;yma; = mja; € NV;, de donde

m; = min{b € Z" | ba; € Z Na,}.
aueA/\V;-l

Dado que se satisfacen las hipotesis del Lema 2.2.5ipara — 1, j = n, V' = V' y
M = m,, tenemos que,a; € NV;, y analogamente llegamos a quga; € NV;.

Ahora pasamos a estudiar el bucdpeat en la ejecucidén simultanea. Siempre ten-
dremos queB’ = By, por tanto, para tode; € B se tiene queB; = B;. Por tanto,
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lo Unico que queda por demostrar es quésgi;, € NV, N Zaje(lg\{ai}) NV, entonces
BZ‘CLZ' S N‘/Z N Z%E(B\{ai}) N‘/J

En cualquier repeticion de este bucle, si denotamos peruU,, 5V, aplicando repeti-
das veces la Proposicion 1.2.19 y el Teorema 1.2.27 (agrleg a qué, C k[z; | a; € C]
es interseccion completa. Desde el momento enaque a,, ¢ C, se tiene qué’,’ = V;
para today; € By entonces IC-simplicidJd) = VERDADERO. En caso de que,_1, a, €
C, definimosm; := min{b € Z* | ba; € Zarec\{ai} Na,} parai = n—1yi = nytenemos
quem, 1 G,_1 = My, Gy PUESM,, 1Ay _1 = MyGy,.

Ahora supongamos que,a; € NV, N Zaje(g,\{ai}) NV} o, lo que es lo mismo, que
B;a; € Zasev; Na,N ZaTGC’\Vi’ Na,. Entonces

B; = min{b € Z" | ba; € Z Na,}.

ar€C’\Vy/

Tras aplicar el Lema 2.2.5 al ideal toridg, tomandoi = n —1,j =n, V' =Vy
M = B;, tenemos qué;a; € NV; y que B;a; € Zajecm Na; = Zaje(,@\{ai}) NV;. Por
tanto IC-simplicia{.A) = VERDADEROQ. O

llustremos el funcionamiento del algoritmo con varios &g, el primero de ellos
es un ejemplo muy simple de un ideal térico simplicial deraltique es interseccion
completa; el segundo también es interseccion completatai@ aly por ultimo un ideal
torico simplicial de altura que no es interseccién completa.

Ejemplo 2.2.6. Consideremos el conjuntd := {a;, as, a3, a4} C N? cona; := (7,0),
as :=(0,7),a3 :=(2,2) yay := (3,3). Veamos, haciendo uso d&goritmo IC-simplicial
que el ideal térico simplicial 4 es interseccion completa .

Comenzamos el algoritmo inicializando las variablés= Ay V; := {a;} parai €
{1,2,3,4}. Comoa; € Cone(A \ {a;}) parai € {3,4}, tenemos que

mz :=min{b € Z" |bas € Z Na;} =3,y
je{1,2,4}

my = min{b € Z" |bay € Z Na;} = 2.
je{1,2,3}

Observamos qugn; = msaz = myay = 2a4. Portanto definimoss := ged{ay, a2} =
(ged{2,3},gcd{2,3}) = (1,1),G := (G\{as, as})U{as} = {a1,a9,a5} y Vs := VUV, =
{asz,a,}. Comoas € Cone(G \ {as}), también definimosi; := min{b € Z* |bas €
Na1 + NCLQ} =T.

Como no existen;, a; € G tales quem;a; = m;a;, tomamos3 := G = {ay, az, as}.
Si denotamo®; := min{b € Z* |ba; € Z(G \ {a;})} parai € {1,2,5}, llegamos a que
By, = By = 1yqueBs; = 7. Se observa qu8,a;, = a; ¢ N(G \ {a;}) parai € {1,2}.
Sin embargoBsas; = Tas = 2a3 + a4 € NV5 = N{as, a4} Y Bsas = Tas = a1 + as €
N‘/l + N‘/Q = N{al, CLQ}.

49



AhoraBB := B\ {as} = {ai1, a2}, y cOmoa, y a; son linealmente independientes lleg-
amos finalmente a que = () y IC-simplicial(.A) devuelve/ ERDADERO. Por consiguiente,
14 es interseccion completa.

Ejemplo 2.2.7. Consideremos el conjuntd := {ay, as, as, a4, as, ag, az,as} C N3 con
a; := (52,0,0), az := (0,52,0), ag := (0,0,52), ay := (20, 30,100), a5 := (28,42, 140),
ag = (30,45,150), a; := (42,63,210) y ag := (52,52,78). Veamos, haciendo uso del
Algoritmo IC-simplicialque 4 es interseccion completa .

Comenzamos el algoritmo inicializando las variables= Ay V; := {a;} para todo
ie{l,...,8}. Parai € {4,5,6,7,8} se tiene que,; € Cone(A \ {a;}) y definimos

m; :=min{b € Z" |ba; € Z Na;},

llegando a quen, = 3, ms = 3, mg = 2, m7; =2y mg = 2.

Se observa quéu, = myay = mgag = 2ag. POr tanto tomamosy := ged{ay, ag} =
(107 157 50)1 G = (G \ {Cl4, CLG}) U {CLQ} = {ah ag, as, as, ar, as, Clg} y ‘/9 = ‘/4 U ‘/6 =
{a4, as}. Comoay € Cone(G \ {ayg}), también definimos

mg := min{b € Z* | bagy € Z Na;} = 7.

i€{1,2,3,5,7,8}

Se observa quéus = msas; = mya; = 2a;. Por tanto tomamos, := ged{as, a7} =
(14,21,70), G := (G \ {as,ar}) U {ao} = {a1,as,as,as,a9,a10} Y Vip := Vs U V7 =
{as,arz}. Comoayg € Cone(G \ {a10}), también definimos

myo = min{b € Z" | bayy € Z Na;} = 5.
i€{1,2,3,8,9}

Ahora observamos qugiy = mgag = mygaig = dajp Yy coOomprobamos quéag =
2a4 + ag = as + ay € NVy N NVj,. Por tanto, definimos;; := ged{ag, aip} = (2, 3, 10),
G = (G \{ag,a10}) U{an} = {a1,a2,a3,as,a11} y Vi1 := Vo U Vig = {au, as, as, az}.
Comoa,; € Cone(G \ {ai1}), también definimos

mi = mln{b eZ* | ba;; € Z Naz} = 52.

i€{1,2,3,8}

Como no existen,;, a; € G tales quem;a;, = mja;, tomamos53 := G, si denotamos
B; :=min{b € Z" | ba; € Z(B\{a;})} parai € {1,2,3,8,11}, llegamos a qué3,; = 52.
Se observa tullall = b2a11 = a4 + 2a7 € NVj; Yy QUEBHCLH = b2a;1 = a9 + Tas +
2as € Ujeq1.2,35 NV y definimosB := B\ {a:}.

Ahora denotandd3; := min{b € Z*|ba; € Z(G \ {a;})} parai € {1,2,3,8},
llegamos a qué3, = 2. Se observa quBgas = 2as € NV3y queBlas = 2a;+2as+3a3 €
Uicq12.5 NVi y definimosB := B\ {as}.
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Tenemos quB = {ay, as, ag}, y COMOay, as Yy az son linealmente independientes lle-
gamos finalmente a qu8 = () y IC-simplicial(.4) devuelveVERDADERO. Por consi-
guiente,l 4 es interseccion completa.

Ejemplo 2.2.8. Consideremos el conjuntd := {ay, as, a3, a4,a5} C N cona; := 45,

as = 70, a3 := 75, ay := 98y a5 := 147 del Ejemplo 1.2.29% comprobemos, haciendo

uso delAlgoritmo IC-simplicial quel4 no es intersecciéon completa como ya indicamos.
Comenzamos el algoritmo inicializando las variablés= Ay V; := {a;} para todo

i€{1,2,3,4,5}. Parai € {1,2,3,4,5} se tiene que,; € Cone(A \ {a;}) y definimos

m; :=min{b € Z" |ba; € Z Na;},

llegando a quen; = 5,my =3, m3 = 3, my = 3y ms = 2.

Se observa queu; = mya; = mgaz = 3az. Por tanto, tomamoss := ged{a, a3} =
15, G := (G \{ay,a3}) U{ag} = {ag,a4,as5,a6} y Vs := V4 U V3 = {ay,a3}. Como
ag € Cone(G \ {ag}), también definimos

me = min{b € Z* | bag € Z Na,;} = 14.
i€{2,4,5}

Se observa quéu, = myas = msas = 2a;. Por tanto, definimos; := ged{a4, a5} =
49, G = (G \ {as,a5}) U{ar} = {ag,a6,a7} y V7 := V; U Vs = {ay4,a5}. Como
a; € Cone(G \ {ar}), también definimos

my := min{b € Z" | ba; € Nay + Nag} = 5.

Se observa quBa, = moay = mgag = ldag y Se comprueba quell = moay =
3a; + a3 € NVg = N{ay,a3}. Por tanto, definimosg := ged{as, a6} = 5, G := (G \
{ag,a6}) U{ag} = {ar,as} y Vs := Vo U Vg = {ay, as,a3}. Comoag € Cone(G \ {as}),
también definimosis := min{b € Z* | bag € Na;} = 49.

Finalmente observamos qie; = mra; = mgas = 49ag y quUeba; = a4 + a5 €
NV; = N{ay, a5}, peroba; ¢ NVi = N{ay, as, as}, por consiguientéC-simplicial(.A)
devuelveFALSO e 14 no es interseccion completa.

Nota 2.2.9.La demostracion délfeorema 2.2.4ambién nos muestra como obtener un sis-
tema minimal de generadores dg cuando este es interseccion completa mientras se esta
ejecutando eRlgoritmo IC-simplicial Es importante recalcar que para obtener el sistema
minimal de generadores no hay que hacer ningun calculo adadj sino los propios del
Algoritmo IC-simplicial De forma més precisa, los binomios que conforman el sistiama
generadores dé, se obtienen de la siguiente forma:

1. Durante la ejecucion del buclehile, siempre que existam;,a; € G tales que
m;a; = mja; tendremos quen;a; € NV, N NV;. Por tanto existeq~, | a, € V;},
{Ww]a, € V;} C N tales quem,a;, = Zauew Vaully = Zauevj Yo, Y CONstruimos el

binomiog := [], oy 77" — Havevj ).
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2. Durante la ejecucion del buclkepeat, siempre que3;a; € NV; N Zajeg\{ai} NV,
existe{v, | a, € V;} C Ny paratodoa; € B\ {a;} existe un conjuntd~, | a, €

Vi} C Ntales queBia; = 3, cv; Vulu = D0 8\ (o} (Zauevj %av) y construimos
EI binomiog = HauEVi Igu - HajEB\{ai}<Hav€Vj x;}yu)

llustremos este procedimiento en los ejemplos anterianegue I 4 €S interseccion
completa.

Ejemplo 2.2.10. En el Ejemplo 2.2.6habiamos visto qué 4 es interseccion completa
dondeA := {ay, as, as,as} C N?cona, := (7,0), a2 := (0,7),a3 := (2,2) yay := (3, 3).
Veamos cOmo se obtiene un sistema minimal de generadofgsddeante la ejecucion del
Algoritmo IC-simplicial

e Tras calcularmgs y my observamos quBasz = msas = mgyas = 2a4; POr tanto
definimosy; := a3 — 23,

e Al definiras := ged{as,as} = (1,1) y calcular B; observamos qusas = 7as =
ay + ay = 2az + a4 € N{ay, as} N"N{as, as}, entonces definimag := z,z, — r274.

Como el algoritmo terminé devolviendERDADERO, entones podemos concluir que
14 es interseccion completa y estd minimalmente generadgqoy. }.

Ejemplo 2.2.11. En el Ejemplo 2.2.7habiamos visto qué, es interseccion completa
dondeA := {ay, as, as, as, as, as, a7, ag} C N® cona; := (52,0,0), as := (0,52,0), a3 :=
(0,0,52), ag := (20,30, 100), a5 := (28, 42, 140), as := (30,45, 150), a7 := (42,63, 210)

y ag = (52,52,78). Veamos cOmo se obtiene un sistema minimal de generadotes de
durante la ejecucion dellgoritmo IC-simplicial

e Calculamosmny, ms, mg, m7 Yy mg Yy, dado queBay, = myay = mgag = 2ag, defini-
mosg; := a3 — x3.

e Definimosay := ged{ay, a6} = (10, 15,50), calculamosmy y, dado que3as =
Msas = Mrar = 2ar, deﬁnim()@Q = ZEg — [L’%

e Definimosa, := ged{as,ar} = (14,21,70), calculamosmny, y, dado queray =
MyGyg = M1gG1g = Oa19 Y QUEMgay = 2a4 + ag = as + a7 € NVy N NV, definimos
gs ‘= I‘iﬂf@ — T5T7.

e Posteriormente calculamaB;; y, dado queB;iay; = 52a17 = a4 + 2a7 = ag +
Tas + 2ag € N{ay, as, ag, az} N N{ay, as, az, ag}, definimogyy := 422 — zoulal.

e Finalmente calculamo®} y, dado queBias = 2as = 2a; + 2as + 3az € N{ag} N
N{ay, ag, az}, definimogys := 22 — x?x323.

Como el algoritmo terminé devolviendéERDADERO, entones podemos concluir que
14 es interseccion completa y esta minimalmente generad@qa0v-, gs, g4, gs } -
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2.3 ldeales toricos simpliciales homogéneos interseccion
completa y sus variedades

En esta seccion estudiamos los ideales toricos simplécgpale son homogéneos. Comen-
zamos por demostrar que son de lafolpaon A = {dey, ..., den, Gmat, - -, an} C N™,
donde} ", a;; = d paratoda € {m +1,...,n}.

Proposicion 2.3.1.Un ideal I C k[x] es un ideal térico simplicial homogéneo si y solo
si existeA = {dey,...,depn, ams1,...,a,} C N™ cond = Z;.”:l a;; para todo: €
{m+1,... n}talquel = I4.

Demostracion.(=) En vista de la Proposicion 2.1.2, al seun ideal térico simplicial,
existe A = {dey,...,dey, amit, ... a0, C N tal quel = I4. Como ademas, es
homogéneo, por la Proposicion 1.1.7 existe- (wy, ..., w,,) € Q™ tal que(de;) - w =1
para todoi € {1,...,m}ya;-w = 1 paratodoi € {m + 1,...,n}. De la igualdad
(de;) -w =1 paratoda € {1,...,m} se tiene quev debe ser el vectar = %(1,...,1);
como ademas; - w = 1, se concluye qug 7", a;; = d paratoda € {m +1,...,n}.
(<) De la Proposicion 2.1.2 y de la Proposicion 1.1.7 eon- é(l, ..., 1) se sigue el

resultado. 0

Para todo ideal térico simplicial homogéngg, su variedad asociada(/4) c Py
se denominavariedad térica simplicial proyectiva Si £ es un cuerpo algebraicamente
cerrado yA tiene la forma indicada en la Proposicion 2.3.1, en virtudad@roposicion
2.1.4 (también por [26, Theorem 12 of Chapie$5]) se tiene qud’ 4, = V(1 4).

Para esta familia de ideales toricos el Algoritmo IC-siriplise puede simplificar no-
tablemente, como muestra el siguiente resultado.

Corolario 2.3.2. Seal 4 un ideal térico simplicial homogéneo. Entonces,
I 4 es interseccién complete= A,..; = (.

Demostracion(«) Por el Teorema 1.2.21=) Si 4 es un ideal torico simplicial homogé-
neo, entoncesa; # a; para todo\ € Q, de donden;a; # m;a; paratoday;, a; € H. Por
la Proposicion 2.2.1 se tiene quelsies interseccién completa entoncés,; = 0. O

De este resultado se desprende un método efectivo parandedersi un ideal torico
simplicial homogéned 4 es interseccion completa. Concretameritg,es interseccion
completa si y solo si la salida del algoritmo de la Tabla 1.@l@acio. Es mas, en virtud de
la Nota 1.2.24 o de la Nota 2.2.9, en caso de que un ideal téingplicial homogéneo sea
interseccién completa, obtenemos sin ningun esfuerzéoadicun conjunto de binomios
gue genera minimalmente el ideal térico.

Dedicamos el resto de esta seccion a clasificar de las vdeésdéaricas simpliciales
proyectivas lisas o con un Unico punto singular que songat&ion completa idealista.
Recordar que una variedadiagerseccion completa idealist su ideal asociado es inter-
seccion completa. Esta clasificacion surge como conseleuteica del Corolario 2.3.2
y del Teorema 1.1.11. Concretamente, los resultados ampsohdos siguientes.
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Teorema 2.3.3.Seank un cuerpo algebraicamente cerradoy C P}~ una variedad
torica simplicial proyectiva lisa. Entonce&’ es interseccién completa idealista si y solo
sin = 3y X es la curva monomial proyectiva plana definida paramétrieata por

.2 0,2 _
T1 = Up, Toa = Ug, T3 = UU2.

Teorema 2.3.4.Seank un cuerpo algebraicamente cerradoy ¢ Py~ una variedad
térica simplicial proyectiva con exactamente un punto slag Entonces,X es intersec-
cion completa idealista si y solo si

e 0 bienX es la curva monomial proyectiva @' de gradod > 3 definida por
zy = ud, 2o = ud, 23 = u MUy, = u MUl L 2, = u e,
dondel < dy < ---<d,<dydyl|ds|--|d,|d
e 0 X es la superficie monomial proyectiva B¢ definida por
T = uf, Ty = ug, Try3 = ug, T4 = UTUSY.

Para llegar a estos resultados antes estudiamos las piezesscpe recubren una varie-
dad tdrica simplicial proyectiva cuandoes algebraicamente cerrado. Séa= V(I 4) C

IP’Z‘l una variedad torica simplicial proyectiva cgh= {des, ..., de,,, ami1,...,a,} C
N, Consideramos la piezas afings N/}, de X, siendd/; = P} '\ V(z;) para todo

i € {1,...,n}. Se tiene que, al seX simplicial, lasm primeras piezas afines son sufi-
cientes para recubriX. Es decir,X = J", (XN4;). Enefecto,sp= (p; : ---:p,) € X
yp ¢ U; paratodol < i < m, entoncep; = ---=p,, = 0. AhoraVj € {m+1,...,n}
consideramos el binomi¢; := =4 — [[,_, z,”* € I4. Comof;(p) = 0, se deduce que
p; =0 paratodg € {m+1,...,n}, cosa que no es posible.

Veamos que estas piezas afines son homeomorfas a variedadas simpliciales
afines. Recordar que paratode {1,...,n},U; ~ A}~ ' via

(b .. tbp) = (bi/biy ..o, bica /by, biga /iy ..., by /by).
Siparatoda € {1,...,m}yparatodgj € {m + 1,...,n} denotamos
agz) = (Cljl, ey aji—h aj,-H, ey Cljm) c Nm_l
y AD = {dey,... dém_1,d", ... a’} c N"! donde{e, ..., e, 1} €S la base
canonica d&Z™~!, entonces la pieza afif N /; es homeomorfa a la variedad térica sim-
plicial afinY; := V(I 4u).

De esta formaX es lisa si y solo s¥; es lisa para todo € {1,...,m}. El siguiente
lema aporta un criterio para determinar cuando una varigdae simplicial afin es lisa.
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Lema 2.3.5.SeaA = {dey,...,den, apni1,...,a,} C N™yparatodoj € {1,...,m}
denotamos\; := min{k € Z* | ke; € A}. Supongamos quees un cuerpo algebraica-
mente cerrado. Entonces, la variedad torica simpliciahdfi(/4) C A} es lisa<—=
Vie{l,...,m}: Aj|dyA;|a;paratodoi € {m+1,...,n}.

Demostracion. En virtud del Teorema 1.1.13/(14) es lisa si y solo si el semigrupo
N.A admite un sistema de generadofetormado porm = dim(Q.4) elementos. Como

{\e1, ..., Anen} esté contenido en cualquier sistema de generadof¥sidse tiene que
V(14) es lisa siy solo s{)\es,...,\nen} €s sistema generador @&4, de donde el
resultado. 0

Haciendo uso del Lema 2.3.5 vamos a probar la siguiente pi@po, que es conse-
cuencia del Corolario 2.3.2 y de utilidad en las demostresae los Teoremas 2.3.3 y
2.3.4.

Proposicion 2.3.6.Seank un cuerpo algebraicamente cerrado = V(I4) C P!
una variedad térica simplicial proyectiva cott = {dey, ..., den, ami1, ..., a,} TNy
Z?zl a;; = dparatodoi € {m+1,...,n}. Supongamos queexisten : 1 <r < s <m
tales queX \ V(z,,x) esta contenido en el lugar no singular dé. Entonces, X es
interseccion completa idealista si y solorsi= m + 1y X viene dada paramétricamente
por
.2 .2 _
T1=UJ, ooy Ty = Uy Tyl = Upls.

Demostracion.Supongamos quged{d,a;;|m+1 < i < n,1 < j < m} = 1yque
r=1ys=2. Entoncesy; = V (I, ) es lisa par& € {1,2}. Nuestro primer objetivo
es demostrar que + (d — 1)es, (d — 1)e; + ey € A. Denotamos

A :=min{k € Z" | (d — k)es + ke; € A} paratodoj € {2,...,m}, y
Aoj :=min{k € Z" | (d — k)ey + ke; € A} paratodo j € {1,3,...,m}.
Por el Lema 2.3.5 se tiene que para téde {1, 2}
Mej | dy Agj|ay; paratoda € {m+1,...,n}yje{l,...,m}\ {k}.

Denotamos\ := Ao y veamos que = 1. En efecto) | dy, comols;e;+(d— A9 )es €
A, entonces\ | d — o1, lo que implica que\ | Ay; Y por un argumento analogo obtenemos
quel = \y;. Ademas, paratodp> 3, (d— Ai;)er +Aije; € A, lo que implica que | Ay
y como consecuencia| gcd{d,a;j |m+1<i<n,1<j<m}=1 Portantor =1y
(d — 1)61 + €9, €1 + (d - 1)62 € .A

Sid > 2, podemos suponer sin pérdida de generalidadique= e; + (d — 1)ex y que
a, = (d —1)e; + ey. Laigualdadu,,_1 + a,, = de; + des implica quedey, des, a,, 1, a,, €
A,.q y por el Corolario 2.3.2 obtenemos qligno puede ser interseccion completa.

Sid = 2, hemos probado que, +e; € A. Sin = m + 1 se tiene qued =
{2e1,...,2¢e,,6e1 + €3}, €n cuyo casd,, = 2, 2a,, = 2e; + 2e5 Y {2e4,...,2¢,} son
Q-linealmente independientes, entoncés, = () e 14 es interseccién completa por el
Teorema 1.2.21. Si > m + 1, entonces existg +¢; € Aconj > 3,0 # j
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e sii =1, entonces\,; = 1, lo que significa que, +¢; € A
e sii =2, entonces\;; = 1, lo que significa que; +¢; € A
e sii > 3, entonces\;; = \y; = 1lo que significa que; +e¢;,ex +¢; € A

En cualquiera de los tres casos hemos probadaguee; y e; + e; pertenecen al
conyj entero fijo> 3. Comoe; + e; € AY 2eq, 2e5, 2e; SON también elementos dg la
igualdad siguiente

(61 + €j) + (62 + €j) + (61 + 62) = 261 + 262 + er

que involucra elementos dd4 nos dice queA,., no puede ser vacio pues contiene en
particular a eso6 elementos. En virtud del Corolario 2.312, no es intersecciéon completa
y se tiene el resultado. O

Demostracion del Teorema 2.3.3ea A = {dey,...,dep, ame1,-..,a,} C N™ con
> i ai; = dparatoda € {m+1,...,n} tal queX = V(I,). Aplicando la Proposi-
cion 2.3.6 conr = 1y s = 2 se deduce qu& viene dada paramétricamente pgr=
U, Ty = UL, Ty = iUy Y, POrtanto, X = V(Ig) conB = {2e;,...,2¢e,,e1 +

es} € N™. Sim > 3, Y3 no es lisa por el Lema 2.3.5, de donde el resultado. O

Demostracion del Teorema 2.3.85ea A = {dey,...,dey, amy1, ..., a,} C N™ con

> i, ai; = dparatoda € {m+1,...,n}talqueX = V(14). ComoX tiene exactamente
un punto singular, entonces habra solo una cartalaffjue no es lisa cone {1,...,m}.

En efecto, si existiesennj : 1 < ¢ < j < mtales que;, Y; no son lisas, por ejemplg, e
Y,, entonces por el Teorema 1.1.01¢ Y; C A7~ es un punto singular dg, que se cor-
responde con el punto singuldr: 0: ---:0) € X y0 € Y, C A?"! es un punto singular
deY; que se corresponde con el punto singWar1 : 0 : ---: 0) € X. Supondremos pues
gue las cartas afinésg, ..., Y,,_; sonlisas. Sin > 3, por la Proposicion 2.3.6, se obtiene

directamente quer = 3, n = 4y X viene dada paramétricamente por
2 2 2
X1 = Uy, T2 = Uy, T3 = Uz, T4 = U1U2.

Asi pues, solo queda considerar el caso de las curvas mdesipiayectivas con exac-
tamente un punto singular. En este caso tenemosigjue (d — ds)e; + dses, ..., a, =
(d — d,)e; + d,es y podemos asumir qué < --- < d, < dyged{d,ds,...,d,} = 1.
Tenemos qué&; = V(I 4u)) conAY) = {d, ds, ..., d,}. Envirtud del Lema 2.3.5, se tiene
queY; es lisa siy solo sis, que es igual ain(.A"), divide a todos los elementos dgéb.
Comogced{d, ds, ...,d,} = 1, entoncesls = 1.

Ahora probaremos por induccién sobre> 3 quel 4 con
A = {dey, dey, (d—1)e; + ez, (d — dy)er +dye, ..., (d—dyp)er + dpes}
es interseccion completa si y soladsi| - - - | d,, | d.
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Sin = 3tenemos quel = {de;, des, (d—1)e; +e5}. En este caso se tiene qie = d
y daz = (d — 1)dey + dey, siendoB; = min{b € Z* | bas € Zde, + Zdes }. Comode, des
sonQ-linealmente independiented,..; = () y por el Corolario 2.3.2] 4 es interseccion
completa.

Supongamos ahora que> 4 y observamos que; = d;as + (1 — d;)de; para todo
i €{4,...,n}, de dondeB; = 1. Ademas es facil comprobar que; Zie{;;,n} Za; S
ysolosib € " , Zd; + Zd, de dondeB; = ged{dy, ..., d,,d}. Teniendo esto en cuenta

Bsas € Zj€{4 n} N&j + Nde; + Ndeg <= dy = ng{d4, e dy, d},

-----

-----

Z;’;l Nd; + Nd 'y comoged{dy, ...,d,,d} < dy <--- < d, < d esto solo es posible si
dy = ged{dy, ..., d,,d}. Ademas en este caso se tiene @de; = ay + (dy — 1)de;.

Por tanto, sily # ged{dy, ..., d,,d}, A..q # 0 € I, no es interseccién completa por
el Corolario 2.3.2. En caso contrario, es decid.si ged{dy, ..., d,,d}, en virtud de la
Proposiciéon 1.2.19y del Lema 1.2.17, se tiene fiues interseccion completa si y solo si
Ix\(as) €S interseccion completa. Ademas, en este caso, si deretédme d/d, € Z7,

d! :=d;/dy € Z* paratodoi € {4,...,n}y A" := {d'e;,d’es, (d" — 1)e; + ea, (d' —
di)er + dies, ..., (d' —d))e, + d)es}, €s evidente quéy, .3 = L4.. Por hipétesis de
induccionl 4. es interseccion completa siy solaf&i| --- | d), | d’, lo que implica qud 4
es interseccion completa= d, | ds | --- | d,, | d. O

Hay que sefalar que en las demostraciones de los Teoremdsy2233.4 y de la
Proposicion 2.3.6 en la que se basan, se ha ejecutado taéritamel algoritmo de la Tabla
1.1. Por tanto, se obtienen facilmente las ecuacionesditgsique definen las variedades
téricas simpliciales proyectivas que son intersecciénmeta idealista citadas con anteri-
oridad siguiendo la Nota 1.2.24. Obtenemos los siguieetadtados.

Corolario 2.3.7. Seak un cuerpo algebraicamente cerradol C P} ' una variedad
torica simplicial proyectiva lisa. Entonceg; es interseccion completa idealista si y solo
si X es la curva e con ecuacion:3 — zxy = 0.

Corolario 2.3.8. Seak un cuerpo algebraicamente cerradd C P}~' una variedad térica
simplicial proyectiva con exactamente un punto singulantoces,X es interseccion
completa idealista si y solo si

e 0bienX es la curva monomial eR; ! definida por

( b3 bs—1 _
by by—1 _

r —ax' s = 0
bnfl bnfl_l _
b bp—1 _

| 22 e = 0
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donde o biem > 4ybs,...,b, >2,0n =3Yybs > 3.

e 0 X es la superficie ef; de grado2 con ecuacién:? — z,x5 = 0.

2.4 cisimplicial.lib

Hemos implementado en ANSI Cy em&ULAR [29] los algoritmos propuestos en las dos
secciones anteriores para determinar si un ideal toricplgiial o un ideal torico simplicial
homogéneo es interseccion completa. En particular, laegmehtacion paraiSGULAR

dio lugar a la libreriaci si npli ci al . |'i b [7] que se distribuye con el software en su
version 3-1-4 y posteriores. Esta libreria sustituye a tareorci nronom | i b [6] que se
distribuyd entre las versiones 3-0-2 y 3-1-3 y que conti@seflinciones necesarias para
determinar si el ideal térico asociado a una curva monorfirles interseccion completa.
La nueva libreriai si npli ci al . | i b, no solo generaliza sino que también mejora la
anterior, si bien utiliza alguna de las funciones de la midBmaesta seccion explicaremos
los detalles de la implementaciondesi nplicial . |ib.

Dado un ideal torico simplicial homogénégq, haciendo uso del Corolario 2.3.2 una
forma de determinar di, es interseccion completa, es verificandolsi; = (). Para este
fin y siguiendo el esquema que indica la Tabla 1.1 hay que @iggidcedimientos que
resuelvan los siguientes problemas:

e comprobar si un elementoc N pertenece a un subsemigrupolsté
e Sia; € jen...m Qay, calcularB; ;== min{b € Z* | ba; € Y jer,..ny Za;}
i J#

Para disefiar un método efectivo que determine si un ideabtdimplicial no homogé-
neol 4 es interseccion completa siguiendo el Algoritmo IC-simiplide la Tabla 2.1, a los
dos problemas anteriores hay que sumarle el de comprobestre:,;, a; € H tales que
m;a; = mja;. Este problema lo resolvemos mediante el calculo derlpgue son losn;
para subsemigrupos de

Dedicamos las siguientes subsecciones a abordar cada estodgroblemas y termi-
namos evaluando el funcionamiento de la libreria tGBLAR.

2.4.1 El problema de pertenencia a un semigrupo

Este es un problema de decision que consiste en, dagddN” y una familia finita de
vectoresd = {ay, ..., a,} € N™, decidir sib pertenece o no al subsemigrupal deN" o,
equivalentemente, decidir si existen . . ., v, € N tales qué = > v;a;. Evidentemente,
este problema de decision es equivalente al de decidir stehsa de ecuacionesv = b
tiene una solucion € N", dondeA es una matrizn x n con coeficientes naturales y
be N™.

Este problema, que e§P-completo (ver [70]), ha sido ampliamente tratado en la
bibliografia, cabe destacar el algoritmo basado en Teeri@rdfos propuesto por Conte-
jean y Devie en [24], para otros métodos alternativos recolamos el trabajo de Pison
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y Vigneron [83] y las referencias que alli se encuentrana Resolver este problema nos
hemos decantado por un procedimiento de enumeracion extaaus

Enci si nplici al . |i bhemosimplementado la funciel ongSem gr oup que
recibe como argumentos de entrada un vetarN™ y una matrizA de tamafion x n
y entradas enteras no negativas y devuelve un vectorN” tal que Av = b, 0 —1 Si
tal vector no existe. Por tanto, si ponemosAtos vectores ded = {ay,...,a,} por
columnas, entoncds € NA siy solo si exister = (vq,...,v,) € N" tal que Av = b;
ademas en caso de existir tal vector, tenemo9agué ", v;a;.

Ejemplo 2.4.1. Ejemplo de llamada de la funcidrel ongSeni gr oup:

> intmat A[3][4] = 10, 3, 2, 1,
2,1, 1, 3,
5 0, 1, 2;
> intvec b = 23,12,10;
> intvec c = 12,4,1;
> belongSemigroup(b,A);
1,3,1,2 I A *» 1312 %" =m0b
> belongSemigroup(c,A);
0 /I A * x = ¢ no tiene solucion x e N”

2.4.2 El calculo deB;

Por simplicidad de notacion en esta seccion trataremosl@lloade B,. Esto es, dado
A ={ay,...,a,} C N™tal quea; € Q(A\ {a1}), buscamos calculaB; := min{b €
Z* |bay € Y, Za;}. Para resolver este problema usaremos el siguiente resultad

Lema 2.4.2.SeaA = {a4,...,a,} C N™talqueq, € Zie{z n} Qa;. Entonces,

.....

.....

B, = ,
L Card(T(Z) Yoy oy Lati))

-----

dondeT’(—) denota el subgrupo de torsion de un grupo abeliano.
Para probar este lema, recordamos un resultado clasicogs [32].

Proposicion 2.4.3.[52, Pagina 51] Seal una matriz enteran x n 'y seab € Z™ un vector
columna tal que: := rk(A) = rk([A b]). Entonces, el sistemdaxz = b tiene solucion
r el <= A (A) =A.(AD]).

Demostracion del Lema 2.4.3eaA la matriz entera cuyas columnas sagn. . ., a, y sea
A; la matriz obtenida al quitarle la primera columnala Por definicionB; es el menor
k € Z* tal queA; x = ka, tiene solucién entera € Z"~!. Comoa; € >, Qua,,
entoncesk(A) = rk(A;) y por el resultado de Heger se sigue gues el menor entero tal
que

A (Ay) = A([Ar kay]) = ged{A, (A1), kA (A)}.
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ComoA,.(A) divide aA,.(A;), podemos concluir que

o AT(Al)
D=y

Finalmente, es bien sabido qe(A) es el orden del subgrupo de torsionZie/Z.A
y A, (A;) es el orden del subgrupo de torsionZte/Z(A \ {a,}), ver e.g. [101, Lemma
1.3.17] 0 [59, Section 3]. O

Por tanto, el problema de calcul&; se ve reducido al de calcular el orden de los
subgrupos de torsion de dos grupos abelianos finitamenerapos. Estos se pueden cal-
cular por medio de la forma normal de Hermite de una matriz [@@ Theorem 2.4.3 y
Algorithm 2.4.5]).

SiA C N donder = dim(QA) y a; € Q(A\ {a1}), entonces los grupdd” /ZA y
7" Z(A\ {a:}) son finitos y la formula para obteng; se ve simplificada, ya que

.....

-----

Ademas, siempre podemos suponer que estamos en estasitoiaes sid ¢ Ny m > r,
entonces la matrizl cuyas columnas som, ..., a, tiener filas linealmente independi-
entes, que supondremos que sorvigsimeras y si denotamds := {b;,...,b,} C N"
conb;, = (ap,...,a;), entoncesdim(QB) = r y ademaszZ”/ZB ~ T(Z™|ZA) Yy
7' 7B\ {b1}) = T(Z™Z(A\ {ar}).

En lalibreriaci si npl i ci al . | i b se haimplementado la funci@ar dG oup que
recibe como argumento de entrada una matrie tamafion x n y devuelve el nUmero de
elementos d&™ /Z.A, siendoZ.A el subgrupo d&™ generado por las columnas de La
funcion devuelve-1 si Z™ /Z.A es infinito. En esta funcion se lleva a cabo internamente
un calculo ad hoc de la forma normal de Hermite de la matriz

Ejemplo 2.4.4. Ejemplo de llamada de la funci@ar dG oup:

> intmat C[3][5] =24, 0, 0, 8, 3,
0, 24, 0, 10, 6,
0, 0,24, 5 9
> cardGroup(C);
72 /I El orden del grupo 2330 | Ze; es T2

2.4.3 Comprobando si existen, j : m;a; = m;a;

Uno de los puntos clave del Algoritmo IC-simplicial, aderdédos ya expuestos, es el de
determinar si existen;,a; € H tales quem;a; = m;a;. Recordamos quel = {a; €
Al a; € Cone(A\ {a;})} y que para toda; € H, se tiene quen; := min{b € Z* | ba; €
Zje{;%,n} Naj}.
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En el método que vamos a proponer, que es el que hemos impetoan la libreria
ci sinplicial.lib,no calcularemosn; explicitamente para tode € H, sino que
nos centraremos en tratar de decidingi; = m,a; para ciertosy;,a; € H. Con este
fin, para todaz; € H, definimos el conjuntd’; := {a; € A|j # iy 3\ € Q tal que
Aa; = a;}, y escribimos

m; == min{b € Z" |ba; € ) Na,}.

ajeL;
Con estas definiciones se tienen las siguientes propiedades
Lema 2.4.5.Sia; € H, se tiene que:
(@) m; > m;,
(b) Sim,;a; = m;a; paraalgina; € H, entonces; € L; ym; =m;.
(c) m; = m; siy solo si el sistema de ecuaciones

a1 + -+ T, = (m, — 1)ai } (21)

Ii—FJZn_H :mi—Q
no tiene solucionizy, . .., z,, r,41) € N*TL,

(d) Seak € {1,...,m} tal quea,, # 0, entonces

m; = mln{b S Z+ | baik € Z N&jk}.

ajEEi

Demostracién.Los apartados (a), (b) y (d) son evidentes de la definiciomdeveamos

(c), sim; < mm;, entonces existen;,...,a;_1,®;41,...,0, € N tales quem;a; =

> ieti..ny ja; Y Sitomamosy; = m; —m; — 1 € Ny a,4; := m; — 1 se tiene que
J#i

(aq,...,any1) € NPt es solucion al sistema (2.1). De igual forma(esi, ..., a,1) €
N+ es solucion d¢2.1), entoncesy; < m; — 2y Zj# aja; = (M; — 1 — ay)a; € Na,.
Portantom;, <m; — 1 — a; <M. [

Por tanto, para tode;, a; € H, sustituiremos el problema de decidinsja; = m;a;
por el de decidir sin;a; = mj;a;, m; = m; y m; = m;.

Las igualdadesn; = m; y m; = m;, se pueden comprobar buscando si existe una
solucion entera no negativa al sistema (2.1) que, a su vexjuegalente a comprobar si
el vectorb = ((m; — 1)a;,m; — 2) € N™*! pertenece al semigru@.A, dondeAd =
{a1,...,a,,an41} CONG; = (a;,0) paraj € {1,...,n}, j # i, a4 = (a;,1) Y Gpp1 =
(0,...,0,1).

Para comprobar 3iy;a;, = m;a; calcularemos explicitamente los valoresmgy m;.
Al célculo dem; le vamos a dedicar un estudio concienzudo. Cabe resaltagldquema
2.4.5.(d) nos dice quez; es el menor multiplo de un entero positivo que pertenece a un
subsemigrupo dé&, lo que es mas simple a priori que el calculorde que involucra
elementos efN™.
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2.4.4 El calculo dem;

Los resultados y métodos que vamos a presentar a continusece@ncuentran en la Seccion
4.1 del trabajo conjunto con Isabel Bermejo y Juan José &azanzalez [5].

Por simplicidad de notacion estudiaremos el calculoigleComo ya indicamosy; es
el menork € Z* tal quekd, € 3, Nd;, donded,, . .., d, son todos enteros positivos. Si
n = 2, es evidente quer; = lem{dy, d»}/d;, pero para valores de > 3 no hay férmula
conocida. El problema del calculo @e se puede formular mediante el siguiente modelo
de Programacion Lineal Entera (PLE):

r¥:=min 14 (2.2)
di + dyx = doxs + - - - + dpxy, (2.3)
Ty T1y e, Ty >0 (2.4)
O I Y </ (2.5)

Dondem; = z* + 1.

De la definicion dem, se desprende facilmente que al calcularlo, en particialeside
si una ecuacion diofantica lineal tiene o no una soluciénagativa. En efecto, la ecuacion
diofantica linealdsxy + - - - + d,x,, = d; admite una solucidon no negativa si y solo si el
valor optimo del modelo (2.2)—(2.5) e$ = 0. De aqui se deduce que el calculordees
un problema\ P-duro puesto que el problema de decision citado antericeres\/ P-
completo (ver [70]). Para prefijado, por contra, el problema de optimizacion de calcul
™ es resoluble en tiempo polinomial (ver [69] o [80, Sectidh®4]).

La relajacion lineal del problema de optimizacion en cuesti.e., el modelo (2.2)—
(2.4) tiene valor 6ptimo igual &, obtenido por ejemplo con la solucian = 0, z, =
dy/ds y x; = 0 para todo: > 2. A pesar de que existe software moderno especializado
en la resolucion de problemas de programacion lineal eqiggancluyen desigualdades
adicionales (e.qg., cortes de Gomory) que mejoran estaiodstior, los algoritmos basados
en Programacion Lineal no son capaces de encontrar ni squig solucion entera para
muchos ejemplos. Esto se puede comprobar si mas que iniretucualquiera de estos
programas el siguiente ejemplo:

n =3,d; = 75000, dy = 75001, d3 = 75002.

Usando el software comerci@pl ex 9. 1 con los parametros por defecto es imposible
hallar una solucion entera de (2.3)—(2.5) tras una horaldalogn un ordenador personal
Pentium IV 3 Ghz. Es por este motivo que buscaremos otrasaforda aproximarnos al
problema.

Presentaremos dos técnicas, una basada en una técnicaifieacadn y acotacion
(branch-and-bounyy otra que sigue un esquema de Teoria de Grafos.

Un procedimiento de ramificacion y acotacion

Dado que encontrai; es un problema combinatorio clasificado comw@-duro, una
forma clasica de atacar el problema para resolverlo es etglgirsun esquema de rami-
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ficacion y acotacion. Proponemos la siguiente implemediaci

Denotamos por

min{lem{d;,d;} |2 <i <n}

d; ’
que es una cota superior trivial @g . Por tanto, M/ — 1 es una cota superior para el 6ptimo
del la funcién obijetivo del modelo (2.2)—(2.5), y lo usarsnsomo cota superior inicial en
nuestra propuesta de ramificacién y acotacion.

Crearemos un arbol de busqueda en el que cada nodo tendradasonos valores
enteros no negativos de las variahlgs. . ., z,,, de los que se deriva su cota inferior local
doxy + - -+ + d,x,. En particular, el nodo raiz tiene asociado= --- = =, = 0. En
cada nodo del arbol de busqueda distinto de la raiz se cob®gieu cota inferior local
es un multiplo dei;. Si asi fuera, no habria que ramificar ese nodo y la cota susi
reemplazaria si mejorase la que tuviésemos con anteribritia caso contrario, se aplica
ramificacion y se crean (a lo sumo)- 1 nuevos nodos en el arbol de busqueda. Cada uno
de estos nodos se crea aumentado exactamente una unidashead las variables del
conjunto{z,, ..., z,}. Para evitar crear dos nodos idénticos, marcamos cadantetii
local la primera vez que aparece. Como es usual en las téateassta naturaleza, un nodo
no se crea si su cota inferior local es mayor o igual que lasgtarior en ese momento.

M =

(2.6)

Un procedimiento de Teoria de Grafos

Una aproximacién alternativa al problema de calc@iares usar una representacion del
problema por medio de la Teoria de Grafos. La idea que sulayaséa consiste en rep-
resentar cada soluciqm, zo, . . ., x,) de (2.3)—(2.5) como un camino de pesoen un
grafo. Entonces, el problema combinatorio modelado en{@%) es equivalente a en-
contrar un camino minimo en el grafo. Esta idea esta inspieada que usan Clausen y
Fortenbacher en [21] para resolver ecuaciones diofarticeaes.

Mas precisamente, consideremos el grafo pesado dirigido (1, A), donde el con-
junto de nodos es

Vi={veZ| —max{d; |2 <i<n}<v<d}

y el conjunto de arcos es

n

A= J{wv=d)lveV,v>0} | J{(wv+d)|veV, v<0}

=2

Un arco(v, w) diremos que va hacia adelantevsk w y hacia atras en caso contrario. A
cada arco hacia adelante le asociamos un peso de una uniggdrgds hacia atras tienen
asociado un peso nulo. El peso de un caming es la suma de los pesos de todos sus
arcos. Inspirados por [21, Lemma 7] tenemos el siguientéteeko:

Lema 2.4.6.Hay una aplicacion sobreyectiva que va desde el conjuntadanos eng
desdel;, hasta 0 con peso; hasta el conjunto de solucionés, ..., x,) de(2.3)—(2.5)
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Demostraciéon.Un camino eng desded; hasta O con pese; tiene exactamente; arcos
hacia adelante. Sillamamesal nimero de arcos hacia atras en ese camino déutjpoe-
d;) paratoda € {2,...,n}, entoncesl; + dix — doxy — - -+ — dpx,, = 0.

Tomemos ahora una soluciém, . . ., x,,) de (2.3)—(2.5). Construimos un camino@n
desdel; a0 de pesar; cuya imagen ey, ..., z,) de la siguiente forma. Comenzamos
en el nodad;, escogemos € {2,...,n} y afiadimos el arco hacia atra$, d; — d;). Si
d; —d; > 0 elegimosj € {2,...,n} y afladimos el arco hacia atra — d;, d; — d; — d;).
Sid, — d; < 0, afladimos el arco hacia adelafie — d;, 2d; — d;). Repetimos este mismo
proceso teniendo en cuenta quees el niumero de arcos de la forrhav — d;) a afiadir
para todoi € {2,...,n}, claramente el camino termina en el nddlvas afadir:; arcos
hacia adelante. O

Como consecuencia del Lema 2.4.6, el problema de calctiléy por tantom;) se
puede resolver encontrando un camino minimo entre dos resdos grafo dirigido. Esto
se puede llevar a cabo usando por ejemplo el algoritmo dettajkver [33]). La eficiencia
de dicho algoritmo depende fuertemente del nimero de nodosog en el grafo. Es por
ello que vamos a presentar una reduccién en el graftroducido anteriormente que nos
permite trabajar con un grafd = (V/, A’) menor que el anterior.

Definimos el conjunto de nodos ¢écomo
Vi={veZ|l0<v<d}
y Su conjunto de arcos como
A ={(v,(v—d;)mod di)|ve V' ie{2,....,n}}.
El peso de cada arde, (v — d;) mod d;) € A’ se define como
o
dy '

Par explicar la idea que hay detras estas definiciones hareseode la siguiente funciéon
lineal

W(vi) =

f(xl,...,xn) = d1+d1$—d21'2 — —dnﬂfn
Comenzamos comn; = -+ =z, = 0y f(0,...,0) = dy. Cuandof(zy,...,z,) = v
para ciertos valores;,...,z, Yy 0 < v < d;, incrementar la variable; coni > 2 en

una unidad implica incrementar la variable enw, ; unidades con el fin de mantener
el valor def entre0 y d;. Una vez hemos fijado los valores dg . . ., z,, el valor dez;
esta univocamente determinado puesto que es el Unico @esilor para garantizar que
0 < f(x1,...,2,) < dy. Una solucion de la ecuacion dioféantica lineal consistesignar
valores ars, . . ., x,, de forma que el valor d¢ vaya &). Claramente, cada camino desde
hasta 0 erg tiene asociado un camino destlehasta 0 ey’ con idéntico peso, y viceversa.
La Figura 2.1 muestra el graf¢ en el caso en qué, = 5,d, = 6,d3 = 8y n = 3. Los
arcos representados por lineas simples tienen peso ignahalos arcos representados por
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Figura 2.1: Grafq;’ parad,; = 5,d, = 6,d3; = 8.

lineas dobles tiene pego Los arcos con lineas punteadas muestran uno de los caminos

minimos cuyo peso total s = 3.

Entonces, hemos visto comd se puede calcular aplicando el algoritmo de Dijkstra
para encontrar un camino minimo desea 0 eng’. Como el niumero total de nodos del
grafo esd; + 1y el nimero de arcos €s — 1)(d; + 1), el problema de optimizacion (2.2)—
(2.5) se puede resolver €N(n - d; + d; - log(d;)) (ver, e.g., [41]). En vista de esto, con la
reduccion del grafo, la complejidad computacional de daftew; depende Unicamente de
n'y ded;, pero no de los valore, . .., d,.

Corolario 2.4.7. Cadam; se puede calcular en tiempo pseudo-polinomial.

Comportamiento de los procedimientos

Los algoritmos descritos anteriormente para calctiarhan sido implementados en el
lenguaje de programacién ANSI C en un ordenador personak €@aluar el compor-
tamiento de estas implementaciones, hemos creado cuatil@fade instancias que pasa-
mos a describir:

Familia l: Los valores del; son enteros aleatorios en el intervalo [1000,100000].
Familiall: Los valores del; son nUmeros consecutivos.
Familia lll: Los valores del; estan en sucesion aritmética.

Familia IV: El valor d; es un entero aleatorio en el intervalo [1000,10000@} v =
d; + )\; donde); es un numero aleatorio en el intervalo [1,40].

Hemos generado varios ejemplos de cada familia hasta aredrateria de 24 ejemplos.
La descripcion de cada ejemplo se puede encontrar en laZa&bla

La Tabla 2.3 muestra los resultados de nuestros experisietola columnajemplo
aparece el nombre del ejemplo. El valorrden cada ejemplo también aparece (los valores
exactos del; aparecen en la Tabla 2.2). La colunutada el valor de la variable; en la
solucion éptima, es decifp; = z* + 1. La columna)M muestra la cota superior inicial
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1

P9
>
56

18
0
16
9
)
43

82
35

ejemplo di,...,d,
1.1 517382835 7161840113 91618 56780 97331 99443 39811 6766
1.2 13956 42464 64164 67639 17570 31020 81873 52330 17587 61921
1.3 3628 56835 89345 23514 88287 24393 55216 48382 12009 7082
84883 38185 48852 83318 95127 7420 4832 52260 63788 68681
91522 60856 48284 22796 51653 87359 34636 91369 32019 5221
1.4 10218 80552 26128 42899 21692 78331 16579 28129 38510 432B% 6
83245 81109 20600 90391 31893 63315 31329 72998 99347 569¢
98524 18152 47034 89406 93278 71447 49169 86098 82404
1.5 6305 40866 11010 86388 6992 41758 6671 5476 15794 12321
24890 65024 30998 62708 31002 30369 46368 92055 50089 2134
42871 39775 66691 12266 65787 24612 48497 66292 21489 811
70723 77707 1812056111 29364 14465 96869 71387 18941 2801
99060 42831 92040 45410 4539 38394 74780 66260 45802 2386
1.6 17958 56264 21280 72173 21727 37106 56359 76162 22682 53B2F ¢
102401 69719 88911 24957 69124 77834 18594 87208 75064 530
81469 65664 80841 27173 91634 75135 79897 76442 69070
58598 27706 75351 25771 34433 103809 73483 95595 21491 341
90421 25244 88901 80684 41553 59378 53518 45147 47938 299
1.1 1000 1001 1002
1.2 1031510316 10317
1.3 75000 75001 75002
1.4 1000 1001 1002 1003 1004
1.5 100101 102 103 104 105 106 107 108 109
1.6 240241 242 243 244 245 246 247 248 249 250
1.1 21015124 8457
1.2 3101341014 51015
1.3 4000 4901 5802 6703
1.4 10000 19101 28202 37303
1.5 103 305507 709 911
1.6 508 929 13501771 2192
V.1 47369 47371 47375
V.2 1012510138 10154 10163
V.3 68365 68410 68433 68451
V.4 10169 10200 10213 10258 10259
IV.5 12863 12868 12874 12881 12890
IV.6 70003 70007 70012 70015 70016 70019

Tabla 2.2:Descripcion de los ejemplos
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ejemplo n M x* R&A Grafo Mat Cplex

tiempo nodos| tiempo | tiempo | tiempo nodos

1.1 10 39810 79 0.06 5818| 0.02 0.313 0.72 26084
1.2 10 2584 21 0.03 21444 0.01 0.078 0.39 13705
1.3 30 1207 20 0.01 11306/ 0.01| 66.516 0.73 19289
1.4 30 602 13 0.02 52068, 0.01| 87.328 1.91 48558
1.5 50 1415 5 0.02 37673 0.02| 82.031 1.41 22403
1.6 50 3098 7 0.03 25612 0.02| 705.891 2.66 45910
1.1 3 500 500 0.03 125749 0.01 0.953 6.13 252391
.2 3 10315 5158 2.73 13310219 0.01| 14.594| 647.56 26629527
1.3 3 37500 37500 27.34 129999999 0.01| 354.453 — 146930821
1.4 5 250 250 0.03 94374 0.01 0.594 — 128847821
1.5 10 20 12 0.01 629| 0.01 0.047 5.06 183911
1.6 11 24 24 0.01 2723| 0.01 0.422 — 32319130
.1 3 5123 29 0.01 70 0.01 0.078 0.02 135
1.2 3 41013 25507 49.97 149565314 0.01| 161.781 — 130296991
1.3 4 2900 2234 0.66 24344620 0.01 5.75 — 132025250
.4 4 14100 12434 7.67 21706521 0.01| 53.281 — 131236017
.5 5 304 227 0.01 3029 0.01 0.531 2.38 85794
1.6 5 547 547 0.03 57297 0.01 1.297 | 3073.31 10994493]
V.1 3 47370 157920 26.73 124705473 0.01| 93.094 — 143520115
V.2 4 10137 268 0.25 829463 0.01 0.719 0.01 210
V.3 4 13681 797 3.24 12427114 0.01 4.578 — 144935201
V.4 5 10199 113 0.16 357961 0.01 0.334 0.01 0
IV.5 5 12867 477 0.90 2483783 0.01 1.594 — 142912631
IV.6 6 70006 4376| 45.48 114883122 0.02 58.89 — 136157474

4

Tabla 2.3:Resultados computacionales
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de z* tal y como la definimos en 2.6. Las columnas etiguetadagiearpomuestran el
tiempo de CPU en segundos consumido por cada procedimiento edenador personal
con Intel Pentium IV 3Ghz. La ejecucion del algoritmo fue bda siempre que se superé
el tiempo de una hora de calculo, cada vez que se alcanzatesiz@ lo marcamos con
“~" en latabla. Se ejecutaron cuatro funciones distintasgpsamos a explicar:

R&A: Esta es nuestra implementacién del algoritmo de ramifioacigcotacion descrito
anteriormente. También aparece en la tabla el nUmero desregiorados en el
arbol de basqueda.

Grafo: Esta es nuestra implementacion del algoritmo basado efal@é®Grafos descrito
usando el graf¢/’. El problema de calcular un camino minimo lo resolvimos dsan
una version modificada de SPLIB [20], una libreria en ANSI @apealcular un
camino minimo en un grafo por medio de una implementacionAtigbritmo de
Dijkstra que usa los denominados pilas de Fibonacci. La ficadion que llevamos
a cabo en esta libreria estd basada en el hecho de que erogl’gcahocemos los
n — 1 nodos vecinos a uno dado sin necesidad de almacenar prexeaeareningln
tipo de estructura de datos todos los arcos del grafo.

Mat: El software comercialat hemat i ca incluye una herramienta para comprobar si
existe una solucién no negativa de una ecuacion dioféaritieall Aplicando esta
herramienta de forma iterativa se puede calcular el valafdsin mas que compro-
bar la factibilidad del sistema (2.3)—(2.5) para un valor-déjado. Las iteraciones
se crean comenzando poer = 0 y se incrementa uno por uno el valor dehasta
que el problema es factible. El nUmero de veces en que saaitica herramienta
es exactamente” + 1 = m;.

Cplex: Es el software comerci@pl ex 9. 1 disefiado para resolver problemas de PLE
actuando sobre el modelo (2.2)—(2.5). También se muestianetro de nodos visi-
tados en el arbol de busqueda.

En vista de los datos de la tabla podemos concluir que lospdpsnde la Familia | son
faciles para cualquier aproximaciéon al problema, siekdbhemat i ca la peor opcion
a medida que: crece. En los otros ejemploSpl ex muestra el peor comportamiento e
incluso no es capaz de resolver 10 de los 18 ejemplos poraldehtiempo limite. El
algoritmo de ramificacion y acotacion descrito fue capazdelver todos los ejemplos en
un tiempo de computacion relativamente corto. Sin embdeagmejor aproximacion en
vista de nuestros ejemplos es el basado en Teoria de GafasinfRastigar los limites de
nuestra implementacién hemos llevado a cabo mas expeosgatando con valores may-
ores del;. En estos casos, el consumo de memoria se ha visto notalleemerementado
debido al numero de nodos y arcos que tienen los grafos. Dmhegando los valores de
d; son mayores qui)® nuestra implementacion no es capaz de resolver el problema e
ordenador personal de 32-bits debido a limitaciones de mantel nUmera. parece tener
poco impacto en el tiempo de ejecucion. En nuestros expetosgsiempre que no se ha
llegado al limite de memoria, el tiempo de ejecucion ha siferior a un segundo.
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En vista de la mayor eficiencia del método basado en Teoriara®s; este fue el
que escogimos para implementar la funcdmMul t . En la implementacién en ANSI
C se uso el grafo reducid@ y una version modificada por nosotros de SPLIB [20], una
libreria que contiene una implementacion del Algoritmo digdra que usa una estructura
de datos dinamica denominada pilas de Fibonacci. Al temnes B AR la limitacion de
no poder hacer uso de la memoria de forma dinamica, se opt iemplementacion en
SINGULAR por un algoritmo de camino minimo en el gr&fpque aunque tiene mas nodos
qued’, tiene la ventaja de que el peso de las aristéisoek Gracias a esta ventaja pudimos
implementar una versién del Algoritmo de Dijkstra pgrgue no hace uso de estructuras
de datos dinamicas. La funcidri nMul t que recibe como argumentos de entrada un
entero positivdh y un vector de enteros positivas= (di,...,d,) y devuelve el menor
valor k € Z* tal quekb € N{d,,...,d,}. Esta funcion inicialmente formé parte de la
libreriaci nronom | i b y posteriormente fue incorporadaasi nplicial . lib.

Ejemplo 2.4.8. Ejemplo de llamada a la funciami nMul t :

> int b = 46;

> intvec d = 13,17,59;

> minMult(b,d);

3 /I 3 b=28d1] + 2 d[2]

Nota 2.4.9. Vale la pena mencionar que, segin ya hemos indicado, en lalgnmenta-
ciones delAlgoritmo IC-simplicial que hemos llevado a cabo hemos evitado el célculo
explicito dem; para todoa; € H. En cuanto al calculo exacto de;, se puede plantear
facilmente como un problema que sigue un esquema de Programianeal Entera y por
tanto, se puede usar cualquier software especializadon@dda generalizacion del pro-
cedimiento de ramificacion y acotacion que propusimos pailkeulo dem; es directa
salvo por el hecho de que la cota superior iniciell no es tan facil de obtener, asi que
0 bien se podria comenzar sin cota superior inicial o busdaa cota superior. Incluso

el método basado en Teoria de Grafos se podria generalee@rrdamos que para el cal-
culo dem; ideamos una representacion del problema por medio de laidete Grafos
inspirado en las ideas dR1] para buscar las soluciones enteras no negativas de ecua-
ciones diofanticas lineales. 24|, Contejean y Devigeneralizan21] para buscar las
soluciones enteras no negativas de sistemas de ecuacimi@stitas lineales. Siguiendo
las mismas ideas quéontejean y Deviaisan para generalizar el trabajo délausen y
Fortenbachese podria generalizar el método de calculordgpara el célculo den;.

2.4.5 Comportamiento de la implementacion

La principal funcion de la libreriai si npl i ci al . i b es la llamada sCl que sirve
para determinar si un ideal térico simplicial o simpliciaihhogéneo es interseccion com-
pleta. Esta funcion gestiona las llamadas a las funciotedas en las subsecciones anteri-
ores pel ongSem gr oup,car dG oupy n nMil t ) siguiendo los pasos del Algoritmo
IC-simplicial. La tarea mas costosa del Algoritmo IC-siioiall es la comprobacion de si

69



existena;, a; € H tales quen;a; = m;a,;. Con el fin de intentar reducir el mayor nimero
de veces este paso, primero se aplicara el Algoritmo de ce&tiu¢ver Tabla 1.1) para
obtenerA,.q, para después ejecutar IC-simplicial cdn.; como argumento de entrada.

La funcioni s| Crecibe como entrada una matrzde tamafion x n con coeficientes
enteros no negativos; ademas, si denotamospor.,a, € N" los vectores columna de
A, entonces ninguno de estos puede ser el vector nulo y pava ted{1, ..., m} debe
existirunj(i) € {1,...,n} tal quea;;, = d;e; cond; € Z*, de esta forma garantizamos
que el ideal téricd 4 es simplicial. La funcion devuelvie(V ERDADERO) si el ideal torico
I, dondeA = {ay,...,a,} es intersecciobn completaly(FALSO) en caso contrario. Adi-
cionalmente, si se desea, en caso delgugea interseccion completa también muestra un
sistema minimal de generadoreside

Ejemplo 2.4.10. Ejemplo de llamada a la funcidns Cl :

> intmat A[3][5] =12, 0, 0, 1, 2,
0, 10, 0, 3, 2,
o, 0, 8, 3, 3
> isCI(A);
0 /Il NO es interseccion completa
intmat B[3][10] =
52, 0, 0, 20, 28, 30, 42, 32, 36, 40,
0, 52, 0, 30, 42, 45, 63, 32, 36, 40,
0, 0, 52, 100, 140, 150, 210, 48, 54, 6012;
> isCI(B);
1 Il Si es interseccién completa
/I Generadores del ideal
toric[1]=x(4)"3-x(6)"2
toric[2]=x(5)"3-x(7)"2

V

toric[3]=x(4)"2 *X(6)-x(5)  *x(7)
toric[4]=x(8)"5-x(10)"4

toric[5]=-x(9)"2+x(8) *X(10)

toric[6]=-x(1)"2 *X(2)"3 *x(3)°10+x(4) *x(7)"2
toric[7]=-x(1)"2 *X(2)2 *x(3)"3+x(8)2 *X(10)

Hemos llevado a cabo experimentos que avalan el buen fuarmoiento de la libr-
eria. Por ejemplo, hemos producido ejemplos de idealesogsimplicialed 4, con A =
{ai,... a0} C N¥y 0 < a;; < 4000 paratodol < i < 27,1 < j < 8y lafuncién ha
devuelto en menos de un segundo con un ordenador persagldémitium 1V 3Ghz si 4
es interseccion completa.
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Capitulo 3

Intersecciones completas en curvas
monomiales afines y proyectivas

Una subfamilia importante de la de los ideales toricos suigiés es la de ideales toricos
asociados a curvas monomiales afines, esto es, cudndoZ*. Como ideales téricos
simpliciales que son, podemos determinar si son interdeatmpleta por medio del Al-
goritmo IC-simplicial de la Tabla 2.1. No obstante, comceveos en la Proposicion 3.2.1,
en este caso iy es interseccion completa exister< ¢ < j < n tales quen,a; = m;a;.
Basandonos en esta peculiaridad propondremos en la Tdblaa.version mas simple
del Algoritmo IC-simplicial, que llamaremos IC-curva-nwnial. También mostraremos
cémo durante la ejecucion del nuevo algoritmol_sies interseccion completa, se puede
obtener sin ningun esfuerzo adicional, como en el caso &i@lpyeneral, un sistema mi-
nimal de generadores formado gof/4) = n — 1 binomios.A-homogéneos. Si ademas
ged(A) = 1, también se puede obtener el numero de Frobenius del sqgraigumérico
NA.

Es importante resaltar que el Algoritmo IC-curva-monomm&bbtuvo originariamente
como consecuencia del Teorema 3.1.4, un resultado quderzadas intersecciones com-
pletas a través de la existencia de arboles binarios etidogijue satisfacen ciertas hipote-
sis. Sin embargo, en nuestro afan de presentar nuestrdsadesude una forma mas
concisa, en esta memoria vamos a obtener el Algoritmo I€aenmonomial como con-
secuencia del Algoritmo IC-simplicial y la Proposicion .3.2a pesar de que el Algoritmo
IC-simplicial se obtuvo como una generalizacion no evideld anterior.

Aplicaremos el algoritmo propuesto para estudiar con lde¢hicaso en que la dimen-
sion de inmersion de la curva €54, esto es, cuande = 3 o n = 4 y daremos criterios
especificos para determinar/gi es interseccion completa en estos casos.

Haciendo uso de estos resultados, en la Seccion 3 pasaresstugiar determinadas
familias de curvas monomiales afines cuyo ideal térico aslmces interseccion completa.
Mas concretamente, caracterizaremos cuahgdes interseccion completa siendbuna
sucesion aritmética generalizada, es decir, si existe enZ™ tal que{hay, as, ..., a,}
es una sucesion aritmética creciente. También cuahds una sucesion casi-aritmética
generalizada, es decir, di \ {a,} una sucesion aritmética generalizada,)es un entero
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positivo cualquiera. Terminamos la seccion caracteri@gan@dndol 4 es una interseccion
completa en los casos en gdeesta formado por ciertos términos detaq)-sucesion de
Fibonacci o de ldp, q)-sucesion de Lucas.

La Secciord y ultima de este capitulo la dedicaremos al estudio de laiguad de
interseccion completa de los ideales toricos asociadosvasunonomiales proyectivas,
gue son exactamente los ideales téricos simpliciales hénemg/ 4 con A C N2. Estos
ideales se caracterizan por ser los homogeneizados resfgeaha nueva variable de ide-
ales téricos asociados a curvas monomiales afines. Comadedald , de esta familia es
simplicial homogéneo, sabemos por el Corolario 2.3.2 fyues intersecciéon completa si
y solo siA,.q = (0. Por tanto, basta con aplicar el Algoritmo de reduccién dealsa 1.1
para calculat4,., y comprobar si4,., = () para determinar si4 es interseccion com-
pleta. Sin embargo, en la Tabla 3.2 propondremos una siogdlifin de este algoritmo
para este caso particular, el Algoritmo IC-curva-monospialyectiva, que utilizamos para
obtener las versiones proyectivas de las caracterizaipae curvas monomiales afines
de la Seccion 3 anterior. De forma mas precisa, caracteokauwando el ideal térico ho-
mogéneo de una curva monomial proyectiva ligada a una surcastmética generalizada,
a una sucesion casi-aritmética generalizada o a ciert@osjumtos de ldp, ¢)-sucesion
de Fibonacci o de Igp, ¢)-sucesion de Lucas es interseccién completa.

Los resultados de este capitulo forman parte del los avtd6] y [8]. En el primero
de estos trabajos se propuso el Algoritmo IC-curva-monbatitenido tras caracterizar
las intersecciones completas a través de la existencisbdéearbinarios etiquetados que
satisfacen ciertas condiciones aritméticas (Teoremd)3.Este algoritmo fue implemen-
tado en ANSI C y en BIGULAR; la implementacion enIS8GULAR dio lugar a la libreria
ci nronom | i b [6] que se distribuy6 con el software entre las versiones23y(B-1-3 y
fue sustituida poci si nplici al . i b [7] a partir de la version 3-1-4. En [5] se rea-
liza ademas un estudio detallado de la implementacion dgrAino IC-curva-monomial,
asi como de la complejidad del mismo que no forma parte decapitulo de la memoria
puesto que en el Capitulo 2 anterior se incluy6 dicho estedion caso mas general. El
segundo trabajo se centra en el estudio de determinadalsatane curvas monomiales
afines y proyectivas cuyo ideal torico asociado es interSea@ompleta, o que constituye
las Secciones 3y 4 de este capitulo citadas anteriormente.

3.1 Generalidades

SeaA = {ay,...,a,} C Z". El conjunto térico asociado.4 es la curva monomial afin
dada paramétricamente por= u*, ..., x, = u’", esto es,

Ca={(u™,...;u")|ue€k}.

El ideal téricol 4 es elideal torico asociado d' 4.

Como ya vimos en la Proposicion 2.1.4 kses algebraicamente cerrado, el conjunto
torico I' 4 coincide con la variedad torice(/4). Cuandok no es necesariamente alge-
braicamente cerrado, Eliahou y Villarreal demostraror3&i ¢l siguiente resultado.
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Proposicion 3.1.1.[36, Lemma 3.4] Sgcd(A) = 1, entonces’ 4 = V (14).

El problema de caracterizar los ideales toricos asociadmsvas monomiales afines
que son interseccién completa fue propuesto por Herzoggb3]970 y resuelto por él
mismo en el primer caso no trivial, esto es, cuapde- {a,as, a3} C Z*. Méas concre-
tamente, demostrd quie es interseccion completa si y solo si exister< ¢ < j < 3
tales quen;a; = m;a; y que esto equivale a que se pueden reordenar, a; de forma
quelem{as, ged{as,as}} € N{as,as}. En el mismo articulo conjeturé que para> 3,

I, es interseccion completa si y solo si se pueden reordenar.,a, de forma que
lem{a;, ged{ay,...,a;1}} € N{ay,...,a,_1} paratodoi € {3,...,n}, lo que genera-
liza el criterio paran = 3. Es facil comprobar que esta ultima condicion equivale a que
A,.q seal), en cuyo casd 4 es interseccion completa por el Teorema 1.2.21. No obstante
el resultado no se verifica al revés, basta con considerangirto. A = {14, 15, 20, 21},
yaqueAd = A,.q Y 14 €s interseccion completa.

Delorme en [30] fue el primero en proponer un contraejempéocanjetura de Herzog
y demostro qué 4 es interseccion completa si y solafies gluing de4, y A,, dondel 4,
y 14, son interseccion completa (ver [30, Proposition 9]). Adgn&in el mismo trabajo
Delorme propuso un algoritmo para determindrsés interseccién completa. El algoritmo
en cuestion se fundamenta en una caracterizacion de lessiot@nes completas dada por
la existencia de ciertas "sucesiones distinguidas”, copatouccion se basa en el calculo
del menor entero positivo que pertenece a la intersecciglosisubsemigrupos dé

Por otra parte, Bermejo, Giménez, Reyes y Villarreal pregpoen [11] una caracteri-
zacion de tipo aritmético-combinatoria de cuaridcaes interseccion completa mediante la
existencia de uarbol binario etiquetado pos satisfaciendo ciertas condiciones aritméti-
cas. Recordar que uirbol binario es un arbol dirigido, conexo, con raiz, cuyos nodos
pueden tener cero o 2 hijos. Los nodos sin hijos se denomiodos terminaley el Unico
nodo sin padre se llama taiz del arbol. Un &rbol binario con nodos terminales se dice
que estétiquetado por4 si sus nodos terminales estan etiquetados{poy, ..., {a,} .
Seav un nodo de un &rbol binari@ etiquetado pofay,...,a,} y 7, el subarbol de/”
cuyo nodo raiz es. Si denotamos paf\, al subconjunto déay, ..., a,} tal queT, esta
etiquetado por\,, en [11] se prueba lo siguiente:

Teorema 3.1.2.[11, Theorem 4.3] 4 es interseccion completa si y solo si existe un arbol
binario 7 etiquetado potA tal que, para cada nodo no terminalde7 con hijosv; y vs,
se tiene qudcm{ged(A,, ), ged(A,,)} € NA, NNA,,.

Veamos un ejemplo de aplicacion de este resultado.

Ejemplo 3.1.3. La siguiente figura muestra un arbol binarjo etiquetado por el conjunto
A = {ay,as3,a3,a4,a5} cONay = 36, az := 54, a3 := 125, a4 := 150y a5 = 225
que satisface las condiciones aritméticas tabrema 3.1.%, por tanto,/ 4 es interseccion
completa.
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U9

{36} {542} {125} {150} {225}

En efecto;7 tiene como nodos terminalesvg, vo, v3, v4 Y v5 Y cCOmMo hodos no termi-
nales avg, v7, vg Y v9. Ademas,

e 1y tiene como hijos ag y v, dondeA,,, = {36,54}, A, = {125,150,225}y

lem{gcd{36, 54}, gcd{125, 150,225} } = 450 € N{36, 54} N N{125, 150, 225}.

e ug tiene como hijos as y v7, dondeA,, = {125}, A,, = {150,225}y

lem{125, ged{150,225}} = 375 € N{125} N N{150, 225}.

e v tiene como hijos a4 y v, dondeA,, = {150}, A,, = {225}y

lem{150, 225} = 450 € N{150} N N{225}.

e yg tiene como hijos a; y ve, dondeA,, = {36}, A,, = {54}y

lem{36,54} = 108 € N{36} N N{54}.

Si bien el Teorema 3.1.2 aporta una caracterizacion de tiptmatorio-aritmético de
los ideales téricos asociados a curvas monomiales afinesajuiterseccion completa,
de él no se desprende directamente ningun algoritmo efcjgaria determinar diy es
interseccion completa; sin embargo, este es el princigaltadlo en que nos basamos en
[5] para obtener el Algoritmo IC-curva-monomial de la TaBla.

De forma mas precisa, el Algoritmo IC-curva-monomial saigbtcomo consecuencia
del Teorema 3.1.4, un resultado que combina la nocion dé lirario etiquetado, con los
enteros positivosn;, para obtener una caracterizacién de los ideales tori¢essectcion
completa de la que si se desprende un algoritmo. Para enehdiaorema 3.1.4 antes
introduciremos algunas definiciones. SEain arbol binario etiquetado pot y seav un
nodo de7 distinto de la raiz, definimos:

a, := ged(A,), y m, := min {b € Z" | ba, € Na,, + ( Z Nai) }a
a; EA\(AyUAY)

dondev y w son nodos hijos del mismo padre. Se observa queesiun vértice terminal
etiquetado pofa;} entonces, = a; y que Siv y w son nodos terminales (e etiquetados
respectivamente pdw; } y {a;}, entoncesn, coincide conmn; y m,, conm;.
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Teorema 3.1.4.1 4 es interseccion completa=- existe un arbol binari¢y_ etiquetado por
A tal que, para todo nodo no terminaldistinto de la raiz con hijos; y v», Se tiene que

Myly € Y0 cn, Nap Y My, Gy, = My, Gy,

Es facil observar que $I” es un arbol que satisface las hipotesis del Teorema 3.1.4
también satisface las del Teorema 3.1.2, no siendo ciedorgtario en general. Veamos
un ejemplo de este hecho.

Ejemplo 3.1.5. SeaT el arbol binario etiquetado podl = {a;, as, a3} cona; := 6, as :=
15y a3 := 50 siguiente:

{6} {50} {15}

Comom; = 5,my = 2,m3 = 3y mia; # msas, S€ observa qu& no cumple las
hipotesis delfeorema 3.1.4ero si las delfeorema 3.1.2Esto no supone una contradic-
cidén puesto que el siguiente arbpl si que satisface las condiciones debrema 3.1.4:

{6} {15} {50}

Segun hemos sefialado, el Algoritmo IC-curva-monomial dekda 3.1 lo obtuvimos
originariamente como consecuencia del Teorema 3.1.4, dodgmostramos en el Coro-
lario 3.1 de [5]. Dado que obtendremos el Algoritmo IC-cumvanomial por otro procedi-
miento, lo que mostraremos en la Proposicion 3.2.4 de esteongees que este algoritmo
devuelve \ERDADERO Si Y solo si existe un arbol binario que satisface las coondes del
Teorema 3.1.4, o que aporta una nueva prueba del Teorerda @& demostramos en el
Teorema 2.3 de [5] por otros métodos. En la prueba de la Faifos$.2.4 mostraremos
ademas como, durante la ejecucion del Algoritmo IC-curesromial, cuando este de-
vuelve VERDADERO, se puede construir un arbol binario que satisface las désgtlel
Teorema 3.1.4.

En caso de quecd(.A) = 1, el complemento d&.A enN es finito (ver por ejemplo
[46, Lemma 1.1]) y se dice qu¥.A es unsemigrupo numeéricoAl mayor entero que no
pertenece & A se le denomina eélumero de Frobeniudel semigrupdN.A y se denota por
g(N.A). El problema de determinar el nimero de Frobenius de un septgiumérico es
un problema\V P-duro, como demostré Ramirez Alfonsin en [85], aunque paatgaier
valor den prefijado, Kannan prob6 en [61] que existe un algoritmo potiral. Cuando
n = 2, Sylvester en [95] proporciond la siguiente formula paratehero de Frobenius
(ver también [86, Theorem 2.1.1)):

Teorema 316[95] g(N{al, CLQ}) = a1a9 — a1 — Aas.
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Para valores de > 3, el célculo del numero de Frobenius es un problema haciaeel qu
se dirigen multitud de investigaciones.

En [55], Herzog y Kunz demuestran la siguiente propiedadidedero de Frobenius en
términos de los generadores Ge

Proposicion 3.1.7.[55] Sea{gs, - .., gx} un sistema minimal de generadores Qefor-
mado por polinomiosi-homogéneos cofeg 4(g1) < --- < deg 4(gx). Entonces,

n

i deg(g:) — > ai > g(NA).

i=1

Ademas, se tiene la igualdad si y sold gies interseccion completa.

El interés de la Proposicion 3.1.7 radica en qué,ses interseccion completa, cono-
ciendo un sistema minimal de generadafehomogéneos dé, o, al menos, conociendo
los A-grados de los generadores que lo conforman, podemos oletenemero de Frobe-
nius deN.A. Ademas, sied(A) # 1, lo que podemos obtener facilmente es el nimero de
Frobenius del semigrupo numéritod’, dondeA’ := {a},...,a,} cona; := a;/gcd(A)
puesto qud 4 = I 4.

3.2 Algoritmo IC-curva-monomial

Para obtener el Algoritmo IC-curva-monomial del Algoritit@simplicial, haremos uso
del siguiente resultado.

Proposicion 3.2.1.Si I 4 es interseccion completa, entonces exigtgn 1 <i < j <n
tales quem;a; = m;a;.

DemostracionSea{q;, . .., g,—1} un sistema minimal de generadores/dgormado por
binomios.4-homogéneos. Por el Lema 1.2.26, para tode {1,...,n} existek(i) €
{1,...,n — 1} tal quegs (0 —gk;)) €S un binomio critico respecto dg. Por tanto
existeni,j : 1 < i < j < ntales quek(i) = k(j), de dondeleg 4(gr)) = mia; = mja;.
0

Haciendo uso de este resultado, el Algoritmo IC-simplidala Tabla 2.1 queda sim-
plificado para el caso de curvas monomiales afines tal y comsstra en la Tabla 3.1.

Observando el Algoritmo IC-curva-monomial vemos que hay plasibles situaciones
en las que el algoritmo devuelvalFs0, veamos ejemplos de ambas.

Ejemplo 3.2.2. Haciendo uso deAlgoritmo IC-curva-monomial veamos que el ideal
torico 14 donde A = {ay, as, as, aq,as} conay := 90, ay := 140, ag := 147, a4 := 150
y as := 196 no es interseccion completa. Definim6s := A yV; := {a;} para todo
1 <i¢<5,setienequen, =5,my =3,m3 =4,my =3 yms = 3. Se observa que
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Algoritmo IC-curva-monomial

Entrada: A = {a,...,a,} CZ*
Salida: VERDADERO 0 FALSO
G=A
Vii=Aa;},Vie{l,...,n}
m; :=min{b € Z* | ba; € N(A\ {a;})}, Vi € {1,...,n}
k=0
while 3a;, a; € G tales quen;a; = mja; do
return FALSO
end if
k=k+1
if £ =n—1then
return VERDADERO
end if
antr = ged{a;, a;}; G = (G\ {a;, a;}) U{ansi}; Vigr = ViUV
Myt := min{b € Z* | ba, 1, € N(G\ {anir})}
end while
return FALSO

Tabla 3.1: AlgoritmdC-curva-monomial

mia; = myay = 450 € NV; N NV3; por tanto se defineng := ged{a;, a4} = 30, Gy :=
(Gl\{al, a4})U{a6} = {ag, as, as, CLG} = {140, 147, 196, 30} y% = %U‘/;l = {90, 150}
Ahora, calculamosng := min{b € Z*|bag € N{as,a3,a5}} = 14 y obtenemos que
mgag = 420. Observamos quei,a, = mgag = 420 = 3 - a; + a4 € NV, N NV, entonces
definimosu; := ged{as, ag} = 10, G5 := (G2 \ {az2, as}) U{ar} = {as,as,a7} y V7 :=
Vo U Vs = {90, 140, 150}. Ahora, calculamosi; := min{b € Z* | ba; € N{a3, as}} = 49
y obtenemos quei;a; = 490. Observamos quewsas = msas € NV3z N NVj; en-
tonces deﬁnimosg = gcd{ag,a5} =49, G4 = (Gg \ {ag, CL5}) U {ag} = {a7,a8} Yy
Vs :=V, U V5 = {147,196}. Ahora, calculamosng := min{b € Z* | bag € Naz} =10y
mgag = 490. Observamos quer;a; = mgag Y quemrar; = 2a3 + as € NVg; sin embargo
mra; ¢ NV;y por tantol 4 no es interseccion completa.

Ejemplo 3.2.3. Veamos que el ideal torich, dondeA = {aq, as, as, a4, a5} cona; =
22, as = 33, a3 := 72, a4 := 78 Y a5 := 84 no es interseccion completa. De hecho, si
definimosG, := A yV, := {a;} paratodol < i < 5, se tiene quen; = 3,ms =
2,mg3=2,my =2 YyYms = 4. Se observa quer,a; = msas = 66 € NV; N NV;; por
tanto se deﬁnem(; = gcd{al, ag} =11, Gy = (Gl\{al, CLQ})U{Q(;} = {ag, Gy, as, CLG} =
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{72,78,84,11} y Vg := ViUV, = {22,33}. Ahora, calculamosig := min{b € Z* | bag €
N{as, as,a5}} = 30 y obtenemos quewsas = 330. Se observa quey,a; # mja; para
todo3 < i < j < 6y por tantol 4 no es interseccion completa.

En relacion a la implementacion del Algoritmo IC-curva-roomal, la operacion méas
costosa computacionalmente es la del calculemgeque llevamos a cabo siguiendo la
aproximacion al problema via Teoria de Grafos explicadaaeBubseccion 2.4.4. Con
el objetivo de comparar nuestro algoritmo con el descritopelorme [30, Section 14],
efectuamos una implementacion de su algoritmo siguiendoidana filosofia. La tarea
mas costosa en el algoritmo de Delorme consiste en caldularmeor entero positivo que
pertenece a dos subsemigrupo®dgue denotamos pdt{ay, ..., ar} Yy N{agi1, ..., a,}.
Para calcularlo, adaptamos el procedimiento de Teoriaa®s&de Clausen y Fortenbacher
[21] disefiado para resolver la ecuacion diofantica lineahbgéneal; x; + - - - + dpxy =
dys1Tke1 + ... + dyz,. En este contexto, hubo que calcular un camino minimo en un
grafo que tienenax{d, ..., dy} + max{dg;1,...,d,} nodosy(n —k) max{dy, ... ,dp} +
kmax{dy1,...,d,} arcos, en el cual los pesos de los arcos nd)soh, ni se puede hacer
una reduccién de este grafo como la descrita en la Subse2eléh Por estos motivos,
encontrar los caminos minimos en el algoritmo de Delormewme mucho mas tiempo
de computacién que encontrar los respectivos caminos rogném el Algoritmo IC-curva-
monomial y esto hace que, a la postre, nuestro algoritmormejae Delorme.

La siguiente proposicion relaciona el Algoritmo IC-cumv@nomial con la existencia
de arboles binarios etiquetados. Como consecuenciaaluteasta proposicion, se obtiene
una demostracion del Teorema 3.1.4 de la seccion anterior.

Proposicion 3.2.4.1C-curva-monomigld) = VERDADERO <> existe un arbol binario
T etiquetado pord que satisface las condiciones delorema 3.1.4

Demostracion (<) Afirmamos que/ satisface las hipotesis del Teorema 3.1.2; en efecto,
para cada nodode7 con hijosv; y v, Se tiene quém{ged(A,, ), ged(Ay,) } = my,ay, =
my,a,, € NA, NNA,,. Entonces por el Teorema 3.1.2 se tiene gues interseccion
completay, por tanto, IC-curva-mononiid) = VERDADEROQ.

(=) Veamos como construir un arbol binario etiquetado.pague satisface las hipote-
sis del Teorema 3.1.4 durante la ejecucion del AlgoritmauBa-monomial. Comen-
zamos denotando pgF al arbol con un Unico noda etiquetado pofa;} paral < i < n.
Como IC-curva-monomi&ld) = VERDADERO, en cada ejecucion del bualéhile existen
a;,a; € G tales quem;a; = mja; y definimos7,., como el arbol que tiene un nodo
raiz v,4+, y como subarboles hijos & y 7,. Cuando el algoritmo termina su ejecucion
se ha construido el arbol binario := 75,1, veamos qud  satisface las condiciones del
Teorema 3.1.4.

Por construccion] es un arbol binario etiquetado pgltal que para todo vértice
de7 se tiene qué\,, = V; y si denotamos,, := gecd(4,,), entonces; = a,, para todo

1 < i < 2n — 2. Paratodo vértice deT distinto de la raiz, denotames, := min {b €
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Z* | ba, € Na, + (ZaieA\(Avqu) NaZ) } dondev y w son vértices hijos del mismo

padre. Si demostramos que = m,, para todo nodo distinto de la raiz tendremos que
T satisface las condiciones del Teorema 3.1.4. am nodo distinto de la raiz y sea
v; el nodo con mismo padre qug Como durante la ejecucion del algoritmo obtuvimos
quem,a; = mja;, entoncesn;a; = lem{a;, a;} y de la definicion den,, se tiene la
desigualdadn; > m,,. Siwv; es un nodo terminal g < i, entoncesn; = min{b €

Z% | ba; € Zakeg\{ai} Nay }, dondeG es un conjunto tal que; € G (porquev; es terminal

0j <i)yNa; + Zakmuvj Na, C Zakec\{ai}Nak, de donde se tiene que; < m,,. Si

vj €s un nodo no terminal y > ¢, comom,,a; = o;a; + ZakEA\(ViUVj) aay, entonces

(my —mu,)a; + Z agay = (m; — a;)a;.
ap €A\(ViUV;)
Por definiciénm; := min{b € Z*|ba; € N(G \ {a;})}, dondeG es un conjunto tal
quea; € G (porquej > i)y Na; + ZakeA\(wuvj) Nay C Zakec\{aj}Nak, entonces se
tiene quea; = m; 0 a; = 0. Sia; = m; entoncesn,, = m; y Si o; = 0 entonces
My, @ € Zakgwux/j Nay, en cuyo cason,, > m; y habriamos terminado. O

Veremos ahora un ejemplo de ejecucion del Algoritmo IC-aemonomial en el que el
algoritmo devuelve ¥RDADEROYY, por tanto,/ 4 es interseccion completa. Ademas en el
mismo ejemplo mostraremos cOmo obtener durante la ejatdeidalgoritmo un arbol que
satisface las condiciones del Teorema 3.1.4. Para ellajrsegps la construccion descrita
en la demostracion de la Proposicion 3.2.4.

Ejemplo 3.2.5. SeaA = {ay, as, a3, a4, a5} cona; = 36 ,a = 54 ,a3 = 125,a4 = 150y
as = 225, veamos que el ideal térich, es interseccion completa. En efecto, sean

Gi:=A, Vi :={36},V,:= {54}, V5 := {125}, V}, := {150} y Vs := {225}

y denotamos pao¥; al arbol con un Unico nodo etiquetado péd;} para todol < ¢ < 5.
Calculamos

m; :=min{b € Z" | ba; € Y jecq1...5y Na;} paratodoi € {1,...,5}
J#i

y obtenemos;, = 3,my =2,m3 =3,my =3, ms = 2.
Observamos quer,a; = moas Y quem;a; € NV; N NV;. Definimos

Qg ‘= ng{a’la a?} - 187 ‘/6 = ‘/1 U ‘/2 = {36’ 54}’

T el &rbol con nodo raizg y subarboles hijod; y 7s:

79



T6
{36} {54}

Calculamosng := min{b € Z" | bag € Naz+Na,+Nas} y obtenemos ques = 25.
Ahora comparamosizas, myay, msas, meag, Observamos quersay, = msas = 450 y que
myay € NV, N NV;5. Entonces definimos

a7 == ged{as, as} = 75, Vi := Va U Vs = {150,225},

Gg = {ag,aG, CL7} = {125, 18, 75}, y
77 el arbol con nodo raiz; y subarboles hijog, y 7s:
T

{150} {225}

Calculamosmy; := min{b € Z* |ba; € Naz + Nag} y obtenemos quei; = 5.
Ahora comparamosizas, mgag Y mrar, 0Observamos queizas = mra; y comprobamos
simgzaz € NV3 N NVz, llegando a que en efecta,a; = 3as = a4 + a5 € NV3 N NV,
Entonces definimos

ag := ged{as, ar} = ged{125,75} = 25,
Vs = V3 U Vs = {125,150,225}, G, := {ag, as} = {18,25}, v

Ts el arbol con nodo raizg y subarboles hijog; y 7:

Ts

{125} {150} {225}

Calculamosmng := min{b € Z* | bas € Nag} y obtenemos queis = 18. Finalmente,
observamos queigag = mgag y comprobamos shgag € NV N NVg, llegando a que en
EfeCtOWLGCLG = 8a; + 3as = 2a5 € NVz N NVk.

Por ultimo se defing/y como el arbol con nodo raizy y subarboles hijoss vy 7Ts.
Se observa qué, es un arbol binario etiquetado pad que satisface las condiciones
aritméticas delfeorema 3.1.4

To

{36} {54} {125} {150} {225}

Durante la ejecucion del algoritmo tuvimos en cuentaque, = msas, pero lo cierto
es quemyay, = msas = mgag. Si en su lugar hubiésemos tenido en cuentaque;, =
megag, habriamos construido el siguiente arbol que también &atislas condiciones del
Teorema 3.1.4
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{36} {54} {150} {225} {125}

Como ya indicamos en la Nota 2.2.9, cuando el Algoritmo I8satmonomial de-
vuelve VERDADERO se puede obtener sin esfuerzo adicional un sistema minienged
neradores dd 4 formado por binomios4d-homogéneos. MAas concretamente, siempre
quem,a; = mj;a; Se comprueba que,a; € NV; N NV y por tanto se puede escribir
m;a; = Zarevi oa, = Zasevj a,as; entonces construimos el binomjo= Harevi o
[L..cv, 25° de A-gradom;a; = mj;a;. El conjunto de binomios asi construido forma un
sistema minimal de generadoreside

Como por cada igualdagh,a; = m;a; construimos un binomiol-homogéneo ded-
gradom;a;, haciendo uso de la Proposicion 3.1.7 podemos obtener edna(ohe Frobenius
del semigrupdN.A4, cuandaged(A) = 1.

Corolario 3.2.6. Siged(A) = 1y I4 es interseccion completa, entonces

2n—2 mea n
1 Wi
=1 =1
dondem, ..., may_2,an 1, .., a2,_2 SON l0S enteros positivos obtenidos en la ejecucion

del Algoritmo IC-curva-monomial

El Corolario 3.2.6 también es consecuencia de [11, Nota 4.5]

En el Ejemplo 3.2.5, comprobamos haciendo uso del Algorit@curva-monomial
quel, es interseccion completa donde= {a1, as, as, a4, a5} C Z* cona; = 36 ,ay =
54,a3 = 125,a4 = 150y a5 = 225. Veamos cdmo se obtiene un sistema minimal de
generadores del ideal asi como el niumero de Frobenius degjrsgm numéricdN.A.

Durante la ejecucion del algoritmo hicimos las siguienteagrobaciones:

e Calculamosn; paratodal < i < 5y obtuvimosm; = 3, my =2, m3 =my =3Y
mys = 2.

Observamos quéa; = mya; = maay = 2a,, entonces definimag := =3 — 3.

Definimosag := ged{ay, as} y obtuvimos queng = 25.

Observamos quéa, = myas = msas = 2as, entonces definimag, := x3 — 2.

Definimosa; := ged{ay, as} y obtuvimos quen; = 5.
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e Observamos quéus = mgasz = mra; = 5a;. Comprobamos quer;a; € N{ay, as}
obteniendo quew;a; = a4 + a5 y entonces definimog := x5 — z4xs.

e Definimosag := ged{as, ar} y obtuvimos queng = 18.

e Observamos qu@bas = mgag = mgag = 18ag. Comprobamos quegag €
N{&l, ag} N N{ag, Qy, &5} obteniendo quengag = 8ay + 3ay = 2a5 Y finalmente
definimosg, := x§x3 — 22

Concluimos qu€ g1, g2, 93, g4} €S un sistema minimal de generadored géormado

por binomios. Ademas, comgd(A) = 1, también tenemos que el nimero de Frobenius
deNAes
8 5
m;a;

gNA) =) ———

=1 i

a; = (108-+450+375+450) — (36-+54-+125+1504225) = 793.
1

A partir de un arbol que satisface las condiciones del Tearérh.4 también se puede
obtener un sistema minimal de generadores déormado por binomiosA-homogéneos,
como muestra el siguiente resultado.

Proposicion 3.2.7.Sea7 un arbol binario etiqguetado pos satisfaciendo las hipétesis
del Teorema 3.1.4Entonces,

(1) {9, |v es nodo no terminal d&} es un sistema de generadoresideformado por
n — 1 binomios, donde para todo vértice no terminale7 con hijosv; y v, Se tiene
queg, := [Jz% — [] 2 cona,, B, > 0 tales que

lem{gcd(A,,), ged(A,,)} = Z . ap = Z Bs as.

ar-eA’ul G/SEA’UQ

(2) Siged(A) = 1, el nUmero de FrobeniugN.4) del semigrupdN.A es

g(NA) = Z m;av - Z a;.
=1

v nodo de T # raiz

DemostraciénLa primera afirmacion es consecuencia directa de [11, NBté)4l.ya que
siv es nodo no terminal d€ y v, v2 SON sus hijos, entoncésn{ged(A,, ), gcd(A,,)} =
My, Gy, = My,a,, € NA, NNA,,. De (1) se sigue qué, estad generado por binomios
de A-gradosm,,a,, = m,,a,, dondev; y v; son nodos d§" hijos del mismo padre y, por
tanto, distintos de la raiz. De aqui y por la Proposicion73sg.sigue (2) (ver también [11,
Nota 4.5 (ii)]) O
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llustremos este resultado con un ejemplo:

SeaAd = {al,az,a3,a4,a5} cona; = 36,@2 = 54,@3 = 125,@4 = 150 Yas = 225
y sea7 el siguiente arbol binario etiquetado pdrque, como indicamos en el Ejemplo
3.2.5, satisface las condiciones del Teorema 3.1.4:

V9,
Ug

vy
Vg
U1 V9 Vg Vs U3
{36} {54} {150} {225} {125}
e ug tiene como hijos a; y ave, Ay, = {a1} Y A,, = {as}y
lem{gcd(A,,), gcd(A,,)} = 108 = 3a; = 2a, € N(A,,) NN(A,,),
por tanto definimog,, := 23 — 3.
e v; tiene como hijos ay y avs, A,, = {as} y Ay = {a1,a2} Y
lem{ged(A,,), ged(Ay)} = 450 = 3ay = bay + bas € N(A,,) N N(A,,),
por tanto definimog,, := 3 — z9x5.
e vg tiene como hijos a5 y av;, A,, = {as} Y A, = {a1,a2,a4} Y
lem{ged (A, ), ged(A,,)} = 450 = 2a5 = 5a; + 5as € N(A,,) NN(A,,),
por tanto definimog,, := z — z5x5.
e vy tiene como hijos a3 y avs, A, = {as}y Ay = {a1,a2,a4,a5} Y
lem{ged(A,,), gcd(Ay)} = 375 = 3a3 = ag + a5 € N(A,,) N N(A,,),

por tanto definimog,, := x5 — z475.

En virtud de la Proposicion 3.2.7 concluimos qug,, gv., gus, 9v, } €S UN Sistema mi-
nimal de generadores dg y queg(N.A) = 793.

Terminaremos esta seccion demostrando criterios especffara determinar giy es
interseccion completa cuando= 3 o n = 4. EIl primero es la Proposicién 3.2.8, que
presenta una prueba alternativa del resultado de Herzagloua= 3. Si combinamos la
Proposicion 3.2.1 especifica para curvas monomiales, cbeceéma 1.2.27 valido para
ideales toricos cualesquiera, obtenemos condicionesaeas para qué, sea intersec-
cion completa. En la Proposicion 3.2.9 probaremos que estagdiciones también son
suficientes cuando = 4.
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Proposicion 3.2.8.[53, Theorem 3.8] S = {a1, a2, a3} C Z*, son equivalentes:
(1) 14 es interseccidon completa
(2) 34,7 : 1 <i<j<3,talesquen,a; = mja;
(3) 3 €{1,2,3} tal quelem{a;, ged(A\ {a;})} € N(A\ {a;}).

Demostracion.(1) = (2) Por la Proposicion 3.2.1(2) = (3) Supongamos queas =
msagz Yy veamos quécm{ay, gcd{as,as}} € N{ag, as}. Denotamosi, = ged{as, as}y
sean\y, A3 € Z con )\, > 0 tales qudem{a;, as} = Aaas + Azas. Entonces escribimos
Ao = gmo+Aj con0 < A} < my Yy denotamos := \;+gms € Z, entoncesem{a;, as} =
Ajas + tas. Si demostramos quec N ya tendriamos quem{a,,as} € N{aq, az}. En
efecto, si\; = 0 entonceg > 0y si A\, > 0 entonces\ja; = lem{ay,as} — tas, pero
como0 < A} < may, de la definicion den, tenemos que > 0. (3) = (1) Es facil puesto
que siB;a; = lem{a;, gcd(A\ {a;})} € N(A\ {a;}) para algan. < ¢ < 3, entonces por
la Proposicion 1.2.19y el Lema 1.2.17, se tiene fiyes interseccion completa si y solo
Silo es/ 4 (q,}, Y €Ste Ultimo es interseccion completa ya que tiene altura O

Proposicion 3.2.9.SeaA = {ay, as, a3, a4} C Z*. Entonces] 4 es interseccion completa
<= se satisfacen las siguientes condiciones:

1 existenu,v : 1 <wu < v < 4 tales quen,a, = m,a,
2 siempre quen,a, = m,a, conl < u < v < 4, se tiene que
(a) 14 es interseccion completa, dond¥ := {aq,as,ai}, cOna; = a; para
k<vyk#u,a :=ag parak > v,ya = ged{ay, a,};
(b) m, = my parak < vyk # u, m/ = myy parak > v,ym/a. € Na,+Na,,
dondem;, := min{b € Z" | bay € > 11 53y 1y N} paratodok € {1,2,3}.

Demostracion.(=-) Directo de la Proposicion 3.2.1 y el Teorema 1.2.2%) Supon-
gamos quensas = myay Y Seaas := ged{as, as}. ASumimos quel 4. es interseccion
completa cond’ = {aj,as,a5} y quem; = my, my = mgy mias € Nas + Nay,
dondem, := min{b € Z* |ba, € > .cn125 Na,} paratodor € {1,2,5}. Comol,: es
interseccion completa, por la Proposiéién 3.2.8 y su prsalb@mos que se satisface una
de estas tres condiciones:

o mia; = mhas Y lem{ged{ay, as},a5} € Na; + Nay;
o mbas = mias Yy lem{ay, ged{as,a5}} € Nas + Nas;
o mja; = mias Yy lem{ay, gcd{a1,a5}} € Na; + Nas .

En el primer caso se tiene que a; = moaz, mzaz = myay y quelem{ged{a;, as},as} €
Na; + Nay. Entoncesnla; = lem{gcd{ai, a2}, as} y, por tantom’as = mias pertenece
a(Na; +Nay) N (Nas + Nayg). Por tanto, IC-curva-monomial devuelv&ERDADEROYY
se construye el siguiente arbol:
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a1} as} as} as}

Para el segundo casega; = myas y mias € Naz+Nay,. Ademasmia, = mias y como
mia; = lem{ay, ged{as, as,as}} y m{ = my, se sigue quécm{ay, ged{as, as,as}} €
Nas + Nas + Nay. Por tanto, IC-curva-monomial devuelv&ERDADERO Y Se construye
el siguiente arbol:

aq} as} az} a1}

Esto termina la demostracion, puesto que el tercer casondarsal segundo. O

El siguiente ejemplo muestra como aplicar este resultac gegmostrar que un ideal
torico es interseccion completa.

Ejemplo 3.2.10.Para A = {ay,as,as,as} conay; = 15,as = 70,a3 = 98 y ay = 147,

el ideal térico I, es interseccion completa. En efecto; = 14,my = 3,m3 = 3y
my = 2. Observamos queizas = mgyay Y definimosi; := ged{as, a4} ym, := min{b €
Z* | ba, € Zse<;2,5} Na,} paratodor € {1,2,5}. Obtenemos; = 49, m{ = 14 = m,,
my =3 =myg, mi =bymias; =245 € Naz + Nay (245 =1-98 4 1-147). Como
mia; = mjas, por la Proposicion 3.2.8e tiene qud 4. es interseccion completa donde
A" ={ay, as,a5} y podemos concluir qug, es interseccién completa.

Sin embargo, la misma caracterizacién no es cierta en deneadon > 5, como
muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.2.11.El ideal téricoI4 con A = {ay, a9, as, a4, as}, dondea; := 45, ay :=
70, a3 := 75,a4 := 98 Yy a5 := 147 no es interseccion completa, como vimos eBgjem-
plo 2.2.8 No obstante, se verifica que,a; = mgas = 225y si denotamosi; :=
ged{ai, a3} = 15, aj := 70, aj = 98, ay = 147y A’ := {a{,a},a}, a;} se tiene
que I 4 es interseccion completa, como vimos eregimplo 3.2.10 Ademas, se com-
prueba quen; = min{b € Z* | 15b € N{70,98,147}} = 14, m{a] = 210 € N{45,75},

my=mo=3,mj=my=3ymy;=ms=2.

3.3 Intersecciones completas en ciertas curvas monomia-
les afines

El objetivo de esta seccidn es proporcionar familias deasumonomiales afines cuyo ideal

térico asociado es interseccion completa. El punto dedzalti constituyen los trabajos de

Garcia-Sanchez y Rosales [45], Maloo y Sengupta [71] y R8I [3
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En el primero de ellos, los autores prueban qué es un conjunto de enteros consec-
utivos, entonceg 4 es interseccion completa si y solo si o bies- 2, on = 3y a; €s par.
En el segundo, los autores generalizan el resultado cudretoun conjunto de enteros en
sucesion aritmética, esto es, existedua Z* tal quea; = a; + (i — 1)d paral <i < n.

En el Teorema 3.3.5 extenderemos este resultal@esiones aritméticas generalizadas
es decir, sucesionds,, .. ., a, } tales que existeé € Z* tal que{hay, as, ..., a,} €suUNa
sucesion aritmética.

Maloo y Sengupta estudian ademas el caso en4juéa,, } es una sucesion aritmética
y a, € Z* es un entero cualquiera (lo que denominan una sucesidraicasética) y
demuestran que diy es interseccién completa, entonees< 4. Notese que siv = 3,
A siempre es una sucesion casi-aritmética. Aqui caractenzss completamente en el
Teorema 3.3.9 cuandg, es interseccion completa siendd, {a,, } una sucesién aritmética
generalizadag,, € Z* un entero cualquieray > 4.

En el tercero, al autor da algunas condiciones para que éfjsgro generado por un
conjuntoA = {ay, as, az}, dondea,, as, a3 SON Miembros de la sucesion de Fibonacci o
de Lucas, sea un semigrupo numérico simétrico. Recordan@srgsemigrupo numMerico
S essimétricosi y solo si para todd ¢ S se tiene queg(S) — d € S, dondeg(S) es el
namero de Frobenius d& Herzog demostr6 en [53, Theorem 3.10] que cuamde 3
y ged(A) = 1, el semigrupdN.A es simétrico si y solo si4 es interseccion completa.
Aqui caracterizaremos cuandg es interseccién completa para ciertos subconjudtds
una (p, q)-sucesion de Fibonacci o de ufja q)-sucesion de Lucas, dongeq € Z* y
ged{p,q} = 1.

Recordemos la definicion de este tipo de sucesiones. Uneiénube recurrencia lineal
de segundo orden con coeficientes enteros tiene la sigdicenta:

Unio = pU,i1 + qU, paran > 0 con condiciones inicialeS, = o, U; = .

La (p, ¢)-sucesion de Fibonacci, que denotaremos{pQn <y, es la solucion a la anterior
ecuacion cuandae = 0y § = 1, mientras que ldp, ¢)-sucesion de Lucas, denotada
por {L, }.cn, €S la solucion cuande = 2y 8 = p. Notese que estas definiciones dan
una generalizacion natural de la sucesiones de Fibonacucgs usuales, que ahora se
denominar(1, 1)-sucesion de Fibonacci(y, 1)-sucesion de Lucas.

En los Teoremas 3.3.15 y 3.3.20 caracterizamos cudndes interseccion completa
paraA = {a4,...,a,} enlos siguientes casos:

@ Vi € {1,...,n} : a; = Fy,, siendo{dy,...,d,} una sucesion aritmética genera-
lizada.

(b) Vi € {1,...,n}: a; = Ly, siendo{d, ...,d,} es una sucesion aritmética.

Los resultados de esta seccion, si bien no son corolariestds de los resultados in-
cluidos en secciones anteriores, si se obtienen como agrsza de ellos, o que per-
mite obtener, cuandd, es interseccion completa, un sistema minimal de generadore
del ideal torico, ademés del numero de Frobenj$$) del semigrupo numéricé :=
N{ai/e, ..., a,/e}, dondee := gcd(A).
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3.3.1 Intersecciones completas y sucesiones aritméticangralizadas

En esta parte trataremos los casos en que oies una sucesion aritmética generalizada,
0 A\ {a,} es una sucesion aritmética generalizadg ¥s un entero positivo cualquiera.
Asumimos queN.4 es un semigrupo numéricoi.e.,gcd(A) = 1y que N.A esta gene-
rado minimalmente por .A. N6tese que si es una sucesion aritmética generalizada con
ged(A) = 1, entonces4 es sistema minimal de generadoresN\Ndé si y solo sin < a;.

Como ya dijimos con anterioridad, Maloo y Sengupta demostrgue siA \ {a,}

es una sucesién aritméticany> 5, entonced 4 no es interseccién completa. Para llegar
a ese resultado se basaron en la descripcién de Patil y S32yll¢ un sistema minimal
de generadores dg, cuandoA \ {a,} es una sucesion aritmética (ver también [81] para
una prueba mas corta del mismo resultado). Sin pasar portém@bn explicita de un
sistema minimal de generadoreside aqui demostraremos queAl {a,, } es una sucesion
aritmética generalizadary > 5, entonceqd 4 no es intersecciéon completa, lo que generaliza
el resultado de Maloo y Sengupta.

Lema 3.3.1.SeaA = {ay,...,a,} un subconjunto cualquiera d&". Si existen < i <
j < ntales que:

® m;a; # m;a; y

® Mia; =) g, Mia; = i Brag CONay, By € N, oy # 0y B # 0,
entonced 4 nNo es interseccion completa.
Demostracion.Seanf; := 2} — [T, at* ¥ f; == 2}” — [[;; 7" Comodeg ,(f;) =

m;a; # mja; = deg 4(f;), entonces por el Lema 1.2.26 existe un sistema minimal de-gen
radoresB de /4 al que pertenecef y f;. Supongamos quk, es interseccion completa,

entonces existets, ..., g,—1 tales queB = {f, f;,gs,...,9,—1} general 4. Por tanto
In C J = (z4,2j,03,-..,9n—1), PErO €Sto NO es posible pués es primo y por tanto
n—1=ht(l4) <ht(J) <pu(J)<n-1. O

Proposicion 3.3.2.Sin > 4 y A contiene una sucesion aritmética generalizada de cuatro
elementos, entoncég no es interseccion completa.

Demostracién.Supongamos qugu,, as, as, a4} forman una sucesion aritmética generali-
zada, es decir, existe € Z" tal quehay, as, a3, a4 €stan en sucesion aritmética. Al sér
sistema minimal de generadoresNid, se tiene quen; # 1 paratodad < i < n. Ademas,
2ay = hai +az 'y 2a3 = as + a4 de donden, = m3 = 2y, por tanto,/ 4 no es interseccion
completa por el Lema 3.3.1. O

Esta Proposicion nos permite deducir directamente elemgeresultado que generaliza
el de [71]:

Corolario 3.3.3. Si A \ {a,} es una sucesion aritmética generalizada ¥ 5, entonces
I 4 no es interseccion completa.
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El siguiente resultado también es consecuencia directaog@$icion 3.3.2:

Corolario 3.3.4. Si A una sucesion aritmética generalizaday> 4, entonced 4 no es
interseccion completa.

Ahora procederemos con las caracterizaciones buscadas:

Teorema 3.3.5.SeaA una sucesioén aritmética generalizada cor> 3. Entonces] 4 es
interseccion completa siy solosi= 3y a; s par.

Demostracién. Por el Corolario 3.3.4 solo queda estudiar el caso enrque 3. Sea
h € Z* tal que{hay, as, az} €s una sucesion aritmética. Comwal(.A) = 1, si denotamos
d := az — ag, entoncesy; = ha; + d, a3 = ha; + 2d y ged{a,,d} = 1. Se tiene que
ged{ay, a3} = ged{ay,2d} = ged{a;,2}, separamos dos casos.dgies par, entonces
es impar ylem{as, ged{a1, as}} = 2a2 = hay + a3 € N{a4, a3} y, por la Proposicion
3.2.8,1 4 es interseccion completa. &i es impar, entonces

o lem{ay, ged{az, as}t} = ged{h,d}a; < as < ag, por tantolem{a,, ged{as, as}} &
N{ag,ag},

e lem{ay, ged{ay, as}} = ay & N{ay, as}y
e lem{as, ged{ay, az}} = as & N{ai, as}.

Asi que de nuevo por la Proposicion 3.2.8 concluimosigueo es interseccion completa.
0

Nota 3.3.6. Ademas en caso de quig sea interseccion completa, esto es, cuande 3,
{a1,a2,a3} €s una sucesion aritmética generalizada,yes par, se obtiene la siguiente
informacioén adicionalver Nota 1.2.24y Proposicion 3.1.7)

o I, = (xg — zhpy, 28 — x‘g“/2>, siendoh € Z* tal que{hay, as, as} es sucesion
aritmética, es decih = (2az — as)/a;.
[} g(NA) = CL1G3/2 —a; + az — as.

La féormula general para el numero de Frobenius del semigiipbcuando.A es una
sucesion aritmética generalizada se puede encontrar enl[Béorem 3.3.4].

Como consecuencia directa del Teorema 3.3.5 se obtienga w&ados:

Corolario 3.3.7. [71, Theorem 3.5] Seal una sucesion aritmética. Entoncdg, es inter-
seccion completa siy solosi=20n = 3 ya; €s par.

Corolario 3.3.8. [43, Corollary 9] SeaA un conjunto de enteros consecutivos. Entonces,
I 4 es interseccion completa siy solasi= 20n = 3ya; €s par.

88



Respecto al caso en que\ {a,} es sucesion aritmética generalizada eor 4, se
tiene lo siguiente:

Teorema 3.3.9.SeaA = {a4,...,a,} talque A\ {a,} es una sucesion aritmética gene-
ralizada conn > 4. Entonces]/ 4 es interseccién completa siy solasi 4 y se satisface
una de las siguientes condiciones:

1. al/gcd{al, CLg} €s par ngd{CLl, CLg} a4 € N{al, a2, CL3}, (0]
2. ay, a4 SOn pares ¥,.q = 0 conC = {ay, az, a4}

DemostraciénPor el Corolario 3.3.3 solo queda estudiar el caso emgsel. Se observa
quel 4 es interseccion completa si y solo si lokeg, dondeA’ := {ay, as, as, Bias} Y, @
suvez,ly = Iz conB := {a},a),as, ay} dondea, = a;/By paral < i < 3y a) = ay.
Ademasgcd{a}, a,} = 1 puesto queB, = ged{ay, as, az} = ged{ay, as}.

Si a) € N{d},d), a4}, entonces por el Lema 1.2.174 es interseccion completa si
y solo silp\(.,) l0 €s. ComoB \ {a;} = {aj,a;, a3} €s una sucesion aritmética ge-
neralizada ygcd{a}, a5, a4} = 1, por el Teorema 3.3.5 tenemos glle es interseccion
completa si y solo s} es par. A partir de ahora supondremos qliez N{a}, a,,a}}.
Seam; := min{b € Z*|ba, € N(B\ {a}})} paratodol < i < 4, entoncesn, > 2
puesto quer;, ¢ N{d},ad}, a4}y como.A es sistema minimal de generadores\dé tam-
bién se tiene que;, mo, m3 > 2, en particularm, = 2. Estudiemos los posibles va-
lores dem,, Si mia] = moal definimosa; = ged{a),ab} = 1y m; = min{b €
Z* | bay € N{dal,at}} = 1y por la Proposicién 3.2.95 no es interseccion completa ya
quems # mjy. Simia) = maay, entoncesn a) = lem{a), at} < lem{d},d}, como
lem{a}, a5} = ajal/ged{da), 2}, lem{a), ah} = alal y a)y < af, entoncegced{a],2} = 2
y a) es par. Sean; := ged{a}, a5} =2y m} := min{b € Z* | ba} € Zje{g#,%,g)} Na;} para
i = 2,4, entoncesn, = 1 om/, = 1. En efecto, su;, es par entonces), =1, si aly es par
entoncesn), = 1y si ambos son impares y, por ejempi§,< a), entonces, € N{a}, a.}
y m), = 1; de nuevo por la Proposicion 3.2.8; no es interseccion completa. En caso
de quem,a) ¢ {mqal, msal} entoncesn,a), msal, y msay son todos distintos y por la
Proposicién 2.2.1 y la Nota 2.2.2, tenemos duesera interseccion completa si y solo si
B,.q = 0, veamos pues cuand®).; = (). SeaB! := ged(B \ {a}}) para todol < i < 4,
entoncesB; = B, = 1y por tantoB.a, ¢ N(B \ {a,}) parai = 3,4. Seand’,h’ € Z™,
tales quer, = h'a) + d', oy = ay + d’, entoncegcd{a}, d'} = ged{d}, a},as} = 1. Sep-
aramos dos casos, supongamos primeroaguea,; son ambos pares, entonces tendremos
que Bj, = ged{a, ay, a}} = ged{a},2d', a}} = ged{d),2,a}} = 2y 2a}, = Ma)| + di,
por tantoB,.; = () si 'y solo siC,.q = (), dondeC = {ay, a3, as}. Supongamos por ultimo
quea) o0 @) es impar, entonceB), = 1y Bla, ¢ N{d|,d},a}}, entonces consideramos
By = ged{a,, dy,al} = ged{hd|,d' a}} = ged{h',d’ a}}, de dondeBja)| | h'a} <
ah, < aj; por tantoBja; € N{a),a}, a} siy solo siB|a} es multiplo ded);. Ademas en
este caso tendriamos qife.; = () siy solo silo esB._, conB' := {a},a},a)}. Como
ay | Biay | Wal, entoncesy;, < a) < af estan en sucesion aritmética generalizada v,
por la Proposicion 3.2.8 y el Teorema 3.3%,, = () si y solo sia}/ B} es par, pero esto
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no es posible pues tantg comoa), serian pares, lo que supone una contradiccion. En-
tonces podemos concluir qued$io a es impar, entonce,.; # () y 14 no es interseccion
completa. O

Nota 3.3.10.Cuando/ 4 es interseccion completa, si denotamos §aal semigrupo nu-
mérico generado pad = {ay, as,as3,as} y porh € Z* al entero tal que{hay, as, az} €s
una sucesion aritmética, es dedir,= (2a; — a3) /a1, tenemos los siguientes resultados
(verNota 1.2.24y Proposicion 3.1.7)

1. Siay/ged{ay, as} es par yged{ay, as}as € N{ay, as, a3} y tomamoss,, s, B3 € N
tales quéay = fra; + [aas + Psaz, dondeb := ged{as, as}, entonces

I B1,.B2,.83 .2 h as/2b a1/2b\.
oIA—<I4—x1x2x3,x2—x1x3,x1 — g VY

e g(S) = (a3 /2b) —ay +az — az + (b — 1)aa.

2. Sia; ya,sonparesy,.; = hconC := {ay, a3, as} y denotamos pa$’ al semigrupo
numeéricoN{a, /2, as/2, a,/2}, entonces

o Iy= (23— ahws) + Ic - kw1, 22, 23, 24]; Y
o 3(S) =2g(S) + as.

3.3.2 Intersecciones completas y sucesiones de Fibonacci.

Dadosp, ¢ € Z* conged{p, ¢} = 1, el siguiente objetivo es el de caracterizar cuahgo
es interseccién completa siendo= {a4,...,a,} C Z* cona; = F,;, paral < i < n,
dondedy,...,d, es una sucesion aritmética generalizad@/y;} es la(p, ¢)-sucesion
de Fibonacci. Para llegar a la caracterizacion buscadeaepriimtroduciremos algunas
propiedades basicas de las sucesiones obtenidas commsalaecuaciones de recurren-
cia lineales de segundo orden, haciendo especial énfakss propiedades particulares de
las(p, q)-sucesiones de Fibonacciy también de las de Lucas. Algenestds propiedades
son generalizaciones directas de las encontradas en 283, & pueden encontrar por
ejemplo en [56, Section 5] 0 [60] y el resto se pueden demdsitdmente.

Si denotamos pdu], a la2-valoracion de un entero positivo cualquierd.e., [a] :=
max{t € N : 2'|a}, se tiene el siguiente resultado:

Lema 3.3.11.[56, Teoremasf, / y f/ ] Seana, b enteros positivos y seé:= gcd{a, b}.
Entonces,

[} ng{Fa, Fb} = Fd.

Ld | [a]g = [b]g

2 silaly # [bl2, p, ¢ SON impares B|d
2 J2

1

[7)]

o godila, Lo} = si[a]s # [b]2, p es par yq impar

en otro caso
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Ly Si [a]2 < [b]
Si[a]a > [b]2, p, ¢ SON impares B|d
J2 > [b

2
o gedile i} =19 5 la 2, p, b'son pares y; es impar
1

Teniendo en cuenta el Lema 3.3.11 y tras observar qué todasucesion de Fibonacci
es estrictamente creciente salvp si 1 (en cuyo casd’ = Fy), y que toddp, ¢)-sucesion
de Lucas es estrictamente creciente salyosi{ 1,2} (en cuyo casd., > L), Se obtienen
las siguientes propiedades de divisibilidad.

Corolario 3.3.12. Para todoa, b € Z* se tienen las siguientes propiedades:
(1) Sia|bentonces, |F,.
(2) SiF,| Fy,entonces |b, salvoquen =b=1ya = 2.
(3) Sia > 2, entonced,, | L, siy solo sib/a es impar.

(4) Sibes par, entoncescd{L,, Lo1p} = ged{ L, F}}.

Denotamos pofU,, }.en cualquier sucesion que satisfaga dug. = pU,41 + q U,
paratodo: > 2y Uy, U; € N no son ambos nulos, como(la, ¢)-sucesion de Fibonacci o
la de Lucas. En el siguiente Lema se obtienen propiedad&abde estas sucesiones que
usaremos posteriormente, todas ellas de facil verificaétbapartadd4) se encuentra en
[56, Proposiciones 5.1y 5.2] y los apartadbsy (3) son generalizaciones directas de los
correspondientes resultados para el caso partipuar = 1 que se pueden encontrar en
[98].

Lema 3.3.13.Searu, b, ¢, d, e enteros positivos. Entonces,
(1) Ussp = Fo Upp1 + ¢ F,_1 U,
(2) Sib e N{ay,...,a;} dondeqay, ..., a; € Z*, entoncedy, € N{F,,,..., F,, }.
3) FLUy—F.Uy = (—1)q°(Fy_ Uy — F._Uy_) Sia+b = c+dye < min{a, b, c,d}.
4) L, = Fp/F, = Foy1 +qF, 1.
(5) Unyar + (—1)°¢"Us = LoUsss-
Con estas propiedades basicas, las siguientes desigessiami faciles de probar.

Corolario 3.3.14. Seana, b, ¢, d enteros positivos. Se satisfacen las siguientes desigual-
dades:

(1) ¢*U, < U,,9 Y se tiene la igualdad siy sologi= U, = 0,b = 1.

(2) La < Fa+2-
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) Upyp—2 < F,U, < Uyyp—1 Si a,b> 2.

@) F,U, < F.U; St a+b<c+d.

(5) Sia<c,a<dya+b=c+d, entoncesd,U, < F.U,; siy solo sia es par.
(6) Loss—1 < LoLy < min{Loipi1,2 Lot}

(7) Sia < b, entonced., L, < Ly, Sia esimparyL,L, > L, Sia €s par.

Denotaremos pou; al d;-ésimo término de ldp, ¢)-sucesion de Fibonacci, donde
{di,...,d,} es una sucesion aritmética generalizada. Esto es, eXisteri € Z* tales
quea, := F, Y a; := Fyar-1)q paratodoi > 2. Tal y como ya hemos indicado, nues-
tro objetivo es caracterizar cuandg es interseccion completa en funcién de los datos de
entrada. Este objetivo se alcanza con el siguiente Teorema.

Teorema 3.3.15.Seanp,q € Z* primos entre si y sedF),}.cn la (p,q)-sucesion de
Fibonacci. Sead = {a4,...,a,} cona, := F,ya; := Fjep-1q paratodoi € {2,...,n}
dondeh, a, d € Z* yn > 3. Entonces] 4 es interseccion completa si y solo si se satisface
alguna de las siguientes condiciones:

(a) d esimpar,

(b) d > a,

(¢) a = 2d,

(d) ged{a,d} =a—dyaesimpar,0
(e) n=3y2d] a.

Para demostrar este Teorema probaremos dos resultadasspedd.ema 3.3.16 y la
Proposicion 3.3.18. En el primero de ellos se caracteriaadon; € N{a;, a»} y ademas
se demuestra que 8 € N{ay, as}, entonces; € N{ay,a.} para toda > 3, lo que en
particular implica quel 4 es interseccion completa. En el segundo de ellos se estudia e
caso en que; ¢ N{a;,as} Yy se caracteriza cuandq es interseccion completa.

Lema 3.3.16.a3 € N{ay,as} siy solo sid es impar oFy; > lem{ay, Fy}. Ademas si
as € N{ay,ay}, entonces; € N{ay, a,} para todoi > 3.

Demostracion.Si d es impar, por el Lema 3.3.13.(5) sabemos aye- (¢*F./F,)a; +
Lgay € N{a1,a5} y quea; o = Lqaiy; + q%a; paratoda > 2, de donde obtenemos que
a; € N{ay,a,} paratoda > 3.

Supongamos qué es par, sea := gcd{ai, as} = Fyeafq,ay Y CONsideremos el semi-
grupo numéricaS := N{a;/e,as/e}. Por el Teorema 3.1.6 tenemos que el numero de
Frobenius d&5 cumple queg(S) = (ajaz)/e — a1 — as.

Sid > a, tenemos queg(S) < (ajaz)/e < ajay < Fyay < a; para todoi > 3, de
dondea; € N{ay,as}. En este caséy; > a1 Fy > lem{ay, F;}. Supongamos ahora que
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a > d y estudiemos la existencia o no de soluciofeg) € N? a la ecuacion diofantica
lineal
a1T + asy = as. (3.1

Por el Lema 3.3.13, sabemos q@eqd i—’;ﬂ, Ld) € Z* es una solucién a la ecuaciéon y que
el conjunto de soluciones enteras de la ecuacion sera

{(—qd%+x%, Ld—Aﬂ),Aez}.
ai e e

Afirmamos queuqdi—’f + %2 > 0; de hecho coma > d, entonces = Fyeafa,ay < Faay
¢eFhy = q¥?eq¥? Fy, < ¢7? F,_qa5 < ay as. Por tanto (3.1) tiene una solucién entera
no negativa si y solo si- < Lg4, lo que equivale a québ; > lem{ay, Fy}. Finalmente
tenemos que

a1 G2

g(T)e<

< Lgag < Fd+2 o < Fha+2d+1 < a; para todot > 4
(&

y a; € N{a;,ay} paratoda > 4. O
Ahora estudiamos el caso en que¢ N{ay, aq}.

Lema 3.3.17.Si2d | ayas g N{al, ag}, entonces, g N{al, as, ag}.

DemostracionNotese primero quged{a,, as} = Fyedfa,qy = FuY a > 4d (pues s = 2d
entoncesy; | az peroas ¢ N{ay,as}). Supongamos que existen, as, a3 € N tales que

ay = oqay + asas + asas. Comoay = —q%ay + Laas, si denotamo$ := L, — a5 tenemos
quefas = aja; + (ay + q?)ay. Entonces la ecuacidbus = ra; + ya, tiene una solucion
(z,y) € NxN.

Por otra parte, sabemos qte; = — 3q%a, + 3 Lqas, entonces el conjunto de soluciones
enteras a la ecuacion es

{(—ﬁqur)\;—z,ﬁLd—)\;—;),)\eZ}.

Sin embargo, para todo > 0, tenemos que

a a F
BLg— AFZ < (Lg)* — FZ < (Lg)* — F—f = (Lq)* = LagLy < 0;

de donde se concluye que no hay soludiény) € N x N, lo que es una contradiccionl

Proposicion 3.3.18.Sias ¢ N{a,as}, entonced 4 es interseccion completa=- n = 3
y 2d | a.

DemostracionSia; ¢ N{a4, as}, en particular es par por el Lema 3.3.16 y por el Lema
3.3.13 se tiene que; + ¢*Fy, = Lyas Y airy + ¢%a;—y = Lya; para3 < i < n — 1. Esto
implica quem; < L, paratodo € {2,...,n — 1}. Tomemos ahord < i < j < ny
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supongamos que,;a; = m;a,. En particularm;a; < Lga; = a1 + ¢%a;_1 < 2a;41; €Sto
implica quej =i + 1, y quem;a; = a;41, de dondes; | a;.1, pero esto no es posible pues
ha + (i — 1)d no divide aha + id. Por tantonsyas, . . . , m,a, son todos distintos, entonces
en virtud de la Proposicion 2.2.1, la Nota 2.2.2 y del Teor&m2a21, tenemos quk, es
interseccion completa siy solodi..; = 0.

SeaA’ al sistema minimal de generadores del semigiiglp entonces existe € Ny
ciertosd <i; < --- < i < ntales qued’ = {ay,as,as, a;,,...,a; }. Definimos

L e {a})

Ix wcd (A paratodo j € {1,2,3,41,...,0x}.

Se tiene queB; = 1 paratodoj € {3,4y,...,ir} puesged{a, ax} = ged(A') y By =
%. AdeméSBi ai g N(.A/ \ {&1}) pUESBi ar < Fyjar < as. Si [a]2 < [d]g (0}
existe unj € {1,...,k} tal quei; es par, se tiene ademas ghk = 1, lo que implica
queA, ., tienek + 3 elementos y qué 4 no es interseccion completa. [Gj, > [d]; €,
es impar para todg € {1,...,k}, entoncegcd{a,2d} = 2gcd{a,d} y By = Lgca(a,a)-
Supongamos primero qged{a,d} < d, entonceBs as < Ly as < Lpai0q-2 < ag para
todoi € {3,...,n} Yy a; no divide aB; ay; en caso contrarie; dividiria a By ged(A’) =
ged( A"\ {as}) pero esto no puede ser porquedividiria aas. En este caso también
llegamos a qued,.., tienek + 3 elementos y, por tantd,, no es interseccion completa.
Finalmente, asumamos qit€, > [d], y queged{a,d} = d o, lo que es lo mismo, que
2d | a; sin > 4, por el Lema 3.3.17 tenemos que ¢ N{ay, as,a3}, de donde; = 4y
estamos en el caso anteriorysi= 3, entonced.; dy = ¢ Fy, + as € Na; + Nag y por la
Proposicién 3.2.8 podemos concluir giyees interseccién completa. O

Demostracion del Teorema 3.3.1&2o0mo vimos en el Lema 3.3.16; € N{ay,as} Si

y solo sid es impar 0Fy; > lem{aq, Fy}. A suvezlFy; > lem{ay, Fy} Siy solo si
FyiFycafaqy > a1Fy. Ademas, en vista de (4) y (5) en Corolario 3.3.14, esto edpiiv

a queged{a,d} > a—doa = 2d 0 ged{a,d} = a —dYy a— desimpar. Ademas,
ged{a,d} > a—d siysolo sid > a. Por tanto, se tiene qug € N{ay, as} Siy solo sid es
impar,d > a,a = 2d 0 gcd{a,d} = a — d 'y a es impar. En este caso, ademas se tiene que
a; € N{ay,a,} paratoda € {3,...,n} yaplicando el Lema 1.2.17 se concluye duees
interseccion completa. i ¢ N{ay, as}, por la Proposicion 3.3.18 se sigue el resultado.
([l

Vale la pena destacar el hecho de que la caracterizacionidaten el Teorema 3.3.15
no depende de los valores pleg 0 h, sino que solo depende ded y n.

Nota 3.3.19.Denotando pok := Fyeqfaar YS = N {ai/e, ..., a,/e}, €n los casos en
quel4 es interseccion completa, se obtiene la siguiente infordmeadicional (ver Nota
1.2.24y Proposicion 3.1.7)

1. Sid es impar. Entonces,
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_ a2/ _ ai/e 9" Fha/ar_ Lq q* La ¢ _La -
o /4= (xl — Xy, X3 =y MY TXYN, Xy — Ty TF, L Ty — Ty 0T )Y

e g(S)= é (araz/e —ay — ag).

2. Sid > a,0a = 2d, 0ged{a,d} = a — dy a es impar. Entonces,

bs,1 b ba1 b b1 bn
o [, = (ng/e - xgl/e, T3 — x0Tyt Ty — ey — 1y ’2>,
dondebs y,...,b,2 € Z* son tales qué, ; a; + bi2as = a; para todoi €
{3,....,n}y

e g(S) =1 (maz/e —ay — ay).

3. Sin=3,2d|a,a+#2dydes par. Entonces= F,;y
o [, = (:BCILB/FM _ xgl/Fm lé/d _ xngha/alxs). y

[ ] g(S) = Fid (Cll Cl3/F2d— a; + (Ld - 1) a9 — CL3).

3.3.3 Intersecciones completas y sucesiones de Lucas

En esta subseccion denotaremosqal d;-€simo término de l&p, ¢)-sucesion de Lucas,
donde{d;}:<;<, €S una sucesion aritmética. Esto es, existehc Z* tales ques; :=
Layi—1)q para todoi > 1. Nuestro objetivo es caracterizar cuandpes interseccion
completa en funcion de los datos de entradan,a y d. Este objetivo se alcanza en el
Teorema 3.3.20. Recordamos dup (respect.[d],) denota l&2-valoracion de: (respect.
d).

Teorema 3.3.20.Seanp, ¢ dos enteros positivos primos entre siy $éa },.cn 12 (p, q)-
sucesion de Lucas. Seb= {a,...,a,} dondeaq; := L, (_1)¢ paratodoi € {1,...,n}
cona, d € Z* yn > 3. Entonces,/ 4 es interseccidbn completa si y solo si se satisface
alguna de las siguientes condiciones:

(@) d esimpar,

(b) d > a,

(€) ged{a,d} =a—dyl[ds > [a]> > 1,

(d) n =3, pya/dsonimparesy es par, 0
() n=3,pyqya/dsonimpares 1 d.

Para demostrar este Teorema se seguira un esquema anaseguoido con las suce-
siones de Fibonacci. Al igual que en la subseccion antdésiprueba del Teorema se basa
en dos resultados, el Lema 3.3.21 y la Proposicién 3.3.23s0n, respectivamente, las ver-
siones para la sucesion de Lucas del Lema 3.3.16 y la Pro@oS8i8.18. En el primero de
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ellos se caracteriza cuandg € N{a;, a;} y ademas se demuestra que.sice N{a;, as},
entoncesy; € N{ay, a2} para todoi > 3, lo que en particular implica qug, es inter-
seccion completa. En el segundo de ellos se estudia el cagoeenn ¢ N{a;, a2} y se
caracteriza cuandb, es interseccion completa.

Lema 3.3.21.a3 € N{ay,ay} siy solo sid es impar 0Fy; > lem{ay, Fy}. Ademas si
asz € N{ay,as}, entonces; € N{ay, ay} para todoi > 3.

Demostracion. Si d es impar, por el Lema 3.3.13 se tiene que, = ¢%a; + Lgai
para todo; > 1. Supongamos ahora qudees par y denotamos per:= gcd{ai,as} =
ged{ay, F;} y por S al semigrupo numericd {a; /e, as/e}. Notese que divide a; para
todoi > 3. En efecto,

e sial; = [a + d],, entoncedd]; > [als Y € = Lgcd{aatd) = Lgcd{a,a}; POI tanto
a/ged{a,d} es impar yd/gced{a,d} es par, por consiguient’g;ff{;—ld)}d es impar ye
divide aa; para toda > 1,

e Sip, gsonimpares|a, 3|a+dYy [a]z # [a+d]s, €ntonces = 2, [a]y # [a+(i—1)d],
y3|a+ (i —1)d paratoda > 2, por tantoe divide aq; para toda > 1,

e Sipespargimparylaly # [a + d]s, entoncesals # [a + (i — 1)d], para toda > 2
y e divide aq; para toda > 1,

e en el resto de cases= 1.

Sid > a, entoncegk(S)e < 2 < ajay; < a; Ly < a; para todoi > 3, de
aquia; € N{a;,as}. Notese que sii > a, entoncesFy; > a1 Fy > lem{ay, Fy}. Si
a = d, entoncesy; | azy g(S)e < “2 < ajay < a1 Ly < a; para todoi > 4
y lem{aq, Fy} = lem{Fy,/Fy, Fy} < F,;. Para el caso en que > d estudiaremos la
existencia de solucionés, y) € N? de la ecuacion

a1+ axy = ag (3.2)

Por el Lema 3.3.13, sabemos c(ueqd, Ld) € Z? es solucion entera a (3.2) y, por tanto, el
conjunto de soluciones enteras a dicha ecuacién sera

{(—qd+A%, Ld—Aﬂ) , AEZ}.
(& (&
Afirmamos que-¢? + % > 0; de hecho
e sic <2, entonces ¢’ < Lyq? < Lyg < as
e Sie = Lycdfaq) = Lgcdfa—a,a, ENtONCES ¢% < Ly g¢* < as.

Por tanto, (3.2) tiene solucion entera no negativa si y solg s % > 0, lo que equivale
aqueFyy > lem{aq, Fy}.
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Finalmente tenemos qué, > lem{ay, Fy}, lo que implica que; < L, e, entonces

a; a .
g(S)e < L2 < Lyay < Loi2q4i1 < a; paratodoi > 4
e

y a; € N{ay,a,} paratoda > 4. O

Ahora estudiamos el caso en que¢ N{ay, aq}.

Lema 3.3.22.Sid divide aa, a/d es impargcd{a;,as} = 1y a3 & N{aq, as}, entonces
as & N{ai, as, az}.

Demostracion.Se observa que > 3d, pues en caso contrario= d y a; | az. Supon-
gamos gque existen, a,, a3 € N tales queny = aja; + asas + asas. Por otro lado,
tenemos que, = —q%as + Lgas, entonces si denotamgs:= L, — a5 tendremos que
Bas = aia; + (ay + q?)ay. Entonces la ecuacidfa; = wa; + ya, tiene una solucion
(z,7) € NxN. Sabemos qugas = —Bq%a; + BLgas, por tanto, el conjunto de soluciones
enteras de la ecuacion es

{(_5qd+>\a27 5Ld—>\a1),)\€Z}.

Sin embargo, para cada> 0, tenemos que
BLg—Xay < (Lg)* —a; < Logy1 —ap < 0;
por tanto no puede existir una soluci@n y) € N x N, lo que es una contradiccion. O

Proposicion 3.3.23.Sias ¢ N{ay, as}, entonced 4 es interseccion completa=- n = 3,
d es parpya/d sonimparesy, o biepes par 03 1 d.

DemostracionComoas ¢ N{a4, as}, por el Lema 3.3.16 se sigue ques par y que no
divide ad; ya que sk divide ad, entonces + 2d/a es impar ya; | as. Si procedemos tal

y como en la demostracion de la Proposicion 3.3.18 obtermfamel 4 es interseccion
completa si y solo sid,.; = (. Denotando pord’ al sistema minimal de generadores de
NA, se tiene qued’ = {ay,az,a3,a;,,...,a;,y conk € N4 < ip < -+ < ip < ny

definimos )

L ged(A\ {a;))

J ged(A)

Como demostramos en el Lema 3.3.21+ ged(A') = ged{ay, as} y se puede comprobar
facilmente quez = ged{ay,a3}; entoncesB’ = 1 paratodoj € {1,3,4y,...,ix}. Es-
tudiemos los posibles valores @4. Si [d], > [a]s, entoncesda], = [a + td], para todo
t € Ny ged{a,d} = ged{a,2d}, de dondeB, = 1. En caso de qugl], < [a]2, entonces
[a]2, [a+d]2 Y [a+ 2d], son todos distintos, por lo que se obtiene de nuevaRjue 1. Si
[d]2 = [a]2, entoncesa), = [a+ sd], Si'y solo sis es par. Siexistiesee {1,..., k} tal que
i; €s par, entonces= gcd{ai, as, a;, } y tendriamos de nuevo qug, = 1. En todos los
casos estudiados hasta el momento tenemoggue 1 paratodgj € {1,2,3,iy,. .., i},

para todo j € {1,2,3,41,...,1x}.
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entoncesA, ., tienek + 3 elementos y podemos concluir glig no es interseccién com-
pleta. Supongamos por contra qdp = [a], Y quei; es impar paratodg € {1, ..., k},
entoncegcd(A'\{a2}) = Lycafa,ay, € € {1,2}y By = W Sie =20gcd{a,d} < d,

se puede comprobar qug a; < as y a; no divide ab; a; en caso contrarié: | B,

Y ar | eBy = Lgeaga,q), PO tantoa | d, cosa que no es posible, y de nuevo obtendriamos
queA,.; # 0y quel, no es interseccion completa. Finalmente, supongamos gué,

la]s = [d]2 Y ged{a, d} = d (0, equivalentemente, qu&d es impar) sin > 4 por el Lema
3.3.22a4 ¢ N{ay,as,a3}, €n cuyo case, = 4y estariamos en el caso anterior; pero si
n = 3, entoncesyas = ¢%a; + a3 € Na; + Nag y por la Proposicion 3.2.8 podemos
concluir quel 4 es interseccion completa. Ademas, del Lema 3.3.11 se gangle si/d

es impar, entonces= ged{a;,as} = 1 siy solo sip es impar yy par o Sip y g son impares
y3td. O

Demostracion del Teorema 3.3.2CGomo vimos en el Lema 3.3.24;3 € N{ay, a2} Siy
solo sid es impar oFy; > lem{ay, Fy}. A su vez, la condicionfy; > lem{ay, Fy} es
equivalente a qué > a 0 [d]s > [a]» > 1y ged{a,d} = a — d. En efecto, s{d], > [a]s,
entonces quéyy > lem{aq, Fy} es equivalente a quBy Leca(a,qp > a1 'Y por (6), (7) del
Corolario 3.3.14 esto ocurre siy sologsid{a,d} = a — dy a — d es par agcd{a,d} >

a — d o, lo que es lo mismaj > a. Si[d]s < [a]z Y ged{a, F;} = 2, entonces o bien

3 | ged{a,d} 0 p es par; por tant@ Fy; > ay Fy Siy solosi2 L; > a; y esto solo puede
pasar sid > a. En el resto de casos, tenemos gué{a;, Fy;} = 1y Foy > a1 F;Siy
solo sid > a. Recopilando lo anterior, se obtiene quec N{a;,as} siy solo sid es
impar, od > a, 0ged{a,d} = a —dy [d]s > [a]s > 1. En tal caso, ademas se tiene que
a; € N{ay,a,} paratoda € {4,...,n}yaplicando el Lema 1.2.17 se concluye quees
interseccion completa. i ¢ N{ay, as}, por la Proposicion 3.3.23 se sigue el resultado.
[

Nota 3.3.24.Denotando pork := gcd(A) y porS := N {ai/e,...,a,/e}, en los casos
en quel 4 es interseccion completa, tenemos la siguiente infornmeadticional (ver Nota
1.2.24y Proposicion 3.1.7)

1. Sid es impar. Entonces,
I = az/e ai/e q* La q? Lqg ).
® Ia= 1|1 Xy, T3 XL X, Ty — Xy 0 X, )Y
1
® g(S) = (maz/e —a; — a).

2. Sid > a,0gcd{a,d} = a —dy|[d]s > |a], > 1. Entonces,

b: b: b b bn, bn,
o [, = <x‘1l2/e - wgl/e, 3 — X wy? wy — sy — M T ’2>, con
bi1, b2 € Ntales que; ja; + b a0 = a; paratodoi € {3,...,n};y

e g(S)= % (araz/e — a3 — as).

98



3. Sin =3, des para/dypsonimparesy, o biepes par, 03 1 d. Entonces = 1y

_ az/Lq a1/Lg Ly q? .
'[A—<$1 — T3 y Tt — Ty X3, Y

[ ] g(S) = CLlag/Ld —ay + (Ld — 1)&2 — as.

El Teorema 3.3.20 depende de los valores dén y de la paridad de y ¢, cosa que
no ocurre en el caso analogo de la sucesién de Fibonacci paue éos valores de, ¢
e incluso deh no intervienen en el resultado (ver Teorema 3.3.15). Egtardéencia de
"todos" los valores iniciales hace pensar que en un resuftes general en el que se ca-
racterice la propiedad de ser interseccion completigyaonden;, = L, cond,, ds, . .., d,
en sucesion aritmética generalizada, el valoh d& quehd;, ds, . . ., d,, estan en sucesion
aritmética también seria relevante. El siguiente ejemplepe manifiesto la dependencia
de este valoh € Z*, cosa que da una idea de la dificultad que entrafa la resoldeid
caso mas general en el gée . . ., d,, estan en sucesion aritmética generalizada.

Ejemplo 3.3.25. SeaA;, el conjunto{Ls, Lysi4, Lnsioa}, donde{L,}.cn €s la(1,1)-
sucesion de Lucasly € Z*. Parah = 1y h = 3, los conjuntosd; = {L; = 11, Lg =
18,L; = 29}y A3 = {Ls = 11, L1g = 2207, L1; = 3571} determinan ideales téricos
interseccion completa. En cambio, pata= 2y h = 4, los conjuntosd, = {Ls; =
11,L11 = 199, Lis = 322} yA4 = {L5 = 11,L21 = 24476,[/22 = 39603} determinan
sendos ideales toricos que no son interseccion completa.

3.4 Intersecciones completas en ciertas curvas monomia-
les proyectivas

Seand = {d,...,d,} CZ"yd:=max{ds,...,d,}y consideremos
A* = {ah sy Qp—1, Qn, an+1} C N27

dondeq; := (d;,d — d;) paratoda € {1,...,n} Yy a,41 := (0,d).

El conjunto.A* determina un ideal torico simplicial homogénkep C k[xy, ..., T,
que es la homogeneizacion dg respecto der,. ;. La variedad simplicial proyectiva
X4 = V(Ig) C P} es unacurva monomial proyectivg es la clausura proyectiva de la
curva monomial afi/ (14).

Tantol 4 comol - tienen alturan — 1 y puesto qud 4 es la deshomogeneizacion de
I 4 respecto de;,, 1, Si 4 es interseccidn completa entondgsambién lo es, no siendo
cierto el opuesto en general.

El objetivo de esta seccion es caracterizar en funciad daandol 4~ es una intersec-
cion completa en ciertos casos. Para ello, haremos uso getitho IC-curva-monomial-
proyectiva (ver Tabla 3.2) que pasamos a justificar.

Como I 4 es un ideal térico simplicial homogéneo, en virtud del Cariol 2.3.2 se
verifica lo siguiente:
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Corolario 3.4.1. I 4~ es interseccion completa= A*_, = (0.

Para calculatd;,, podemos utilizar el Algoritmo de reduccion de la Tabla 1.1n S
embargo, el calculo del’_, en el caso de curvas monomiales proyectivas que estamos
tratando se simplifica si se tienen en cuenta las obsenexla Nota 3.4.2 siguiente.

Nota 3.4.2. (1) SiendoB; = min{b € Z*|ba; € ZJEU ..... 1) Za;} para todo: €
{1,...,n}, ComOmm{b € ZﬂbaZ € ZJEU ..... nt1} Zaj} = min{b € Z+|bd €
i

deB es dlrecto y para obtenerlo no es necesario recurrir al metgdneral de la
Subseccion 2.4.2

2 Vi € {1,...,n} : Bja; € ZJEU ..... n+1} Na; < Bd; Zje{;;._.,n} a,d; €
Zje{l .y Nd; conZJeu;,‘.n} a; < B Esto es, el problema de determinafziy; €
Zje{l# - Na,; se reduce al de comprobar si un elemento pertenece a un sgigr
deN con una condicion adicional.

(3) Sii=n+10d; =d = max{dy,...,d,}, entonceB;a; ¢ Zje{l.“_‘.n} Na; ya que
a; ¢ Cone(A*\ {a;}).

Haciendo uso del Algoritmo de reduccién de la Tabla 1.1 yetethd en cuenta la Nota
3.4.2, el Algoritmo IC-curva-monomial-proyectiva que saeastra en la Tabla 3.2 recibe
como entrada un conjuntd = {di,...,d,} C Z* y determina si/4 es interseccion
completa. Noétese que este algoritmo determina si el ideiabtde una curva monomial
proyectiva cualquiera es interseccion completa. Ademakyelitmo esta en esencia con-
tenido en [19, Theorem 3.6].

Paran = 3, el procedimiento anterior nos lleva al siguiente criteqoe utilizaremos
mas adelante.

Corolario 3.4.3. Seand = {d;,dy,ds} cond; < dy < ds. Entonces/ 4~ es interseccion
completa si y solo si se verifica alguna de las siguientesicares:

e Bid; = asdy + azds para ciertosas, as € N, 0
e Byd, = ady + aizds para ciertosay, as € N tales queB, > oy + as.

Demostracion.Basta con observar que Bid, = aqds + asds, entonces3; > as + az
ya qued; < dy < d3. Aplicando el Corolario 3.4.1y en vista de la Nota 3.4.2 geisiel
resultado. O

Pasamos ya a estudiar cuanflp es interseccion completa siendbde cada una de
las familias de la seccidn anterior. Comenzamos estudimsdmsos en qud 0 A\ {d,,}
una sucesion aritmética generalizada y supondremoga@iigd) = 1.
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Algoritmo IC-curva-monomial-proyectiva

Entrada : A= {d,...,d,} CZ*
Salida : VERDADEROO FALSO

d = max{dy,...,d,}
repeat

B:=A

forall d; € A\ {d} do

B; = ged(AN\ {d;}) / ged(A)
if B;d; = ZdjeA Q; dj c ZdjeA Ndj yZOéj < B; then
i i

A=A\ {d;}
end if

end for
until (A ={d}) OR (A = B)
if A= {d}then

return VERDADERO
end if
return FALSO

Tabla 3.2: AlgoritmdC-curva-monomial-proyectiva

Teorema 3.4.4.SeaA = {d;,...,d,} una sucesion aritmética generalizada corn> 3.
Entonces/ 4 es interseccion completa= n = 3, A es una sucesion aritméticady es
par.

Demostracion(=-) Seah € Z* tal que{hdy, ds, ..., d,} €s una sucesion aritmética. Para

todoi € {3,...,n — 1} se tiene que3; = 1y By = ged{d,, h}, por tantoB;d; < hd; <

dy < -+ < d,y Biay ¢ Z;‘;l Na;. Sin > 4 0d, es impar, se tiene quB, = 1

y, por tanto A%, # 0y I4- no puede ser interseccion completa por el Corolario 3.4.1.

Supongamos ahora que= 3y d; par, en estas condiciones tenemos ffule= 2. Si A no

es sucesion aritmética, es decirhsk 2, entonceBsd, # aydy + asds conag, asz € Ny

a1 + az < 2. Por el Corolario 3.4.3, en todos estos cakpsno es interseccion completa.
(<) En estas condicioneB, = 2y 2d, = d; + ds. Por el Corolario 3.4.3] 4+ es

interseccion completa. O

Nota 3.4.5.En caso de qud 4 sea interseccion completa, teniendo en cuentildéa
1.2.24y el Corolario 3.4.1 obtenemos el siguiente sistema minimal de generadores del
ideal térico:

_ 2 d3/2 d1/2 d2—d1
I = <x2 — 123, T, T — Xy Ty .

101



Respecto del caso en que\ {d,} es una sucesion aritmética generalizada, supon-
dremos sin pérdida de generalidad duk, ds, ..., d,_1} NO es una sucesion aritmética
creciente. Si asi fuera, intercambiambsy d,, y tomamosd, := d,,, d, = d; para todo
2<i<n-1yd, = d, ysetenequed\ {d } = {d|,...,d,_,} es una sucesion
aritmética.

Teorema 3.4.6.SeaA = {d,,...,d,} tal que. A\ {d,} es una sucesion aritmética gene-
ralizada conn > 4. Entonces/] 4 es interseccion completa= n = 4, {d;,d,,d3} es
una sucesioén aritmética y se satisface una de las siguieotediciones:

1. dy / ged{dy,d>} es par yged{d;, ds} dy = S1dy + Pads + PBsds confy + [y + 3 <
ng{dl, dg}, (0}

2. dy,dysonpares ¥, =0 conC = {dy,ds,ds}.

DemostracionSeah € Z* tal que{hd;,ds, ...,d,_1} €S una sucesion aritmética. Por el
Corolario 3.4.1, tenemos qua- es interseccién completa siy sola4f,, = 0

Separamos dos casosBia, € e 1,41y Naj 0, equivalentemente, &, d,, =
Z;‘;ll p;d; con Z;.’;ll p; < By (ver Nota 3.4.2), entonces por la Proposicion 1.2.19 y el
Lema 1.2.17 tenemos qug- es interseccion completa siy solo si lokes, (4, Es facil
comprobar qué 4«\(q,} = Ta: CONA; = {d1/B,, ... ,dy,_1/B,}. Ademaged(A;) =1y
A; es una sucesion aritmética generalizada, entonces pasreriiia 3.4.4, concluimos que
I4; es interseccion completa siy solawsi= 4, di/ B, es par Y{dy, ds, d3} es una sucesion
aritmética; notese ademas gbie = gcd{dl, dy,ds} = gcd{dl, dy}.

-----

y Bz S| n > b, d1 es impar al, es |mpar entonceB; = 1Yy Byas ¢ ZJGU ,,,,, St Na;;
en caso contrario, i.en, = 4y d; y d4 Son pares, se tiene quie = 2. Este caso tenemos
que [ 4 es interseccion completa si y solo si lo ks conC := {d;,ds,d,}. Ademas
2a9 € N{al, as, Gy, a5} Si Yy solo Si2d2 = oyd; + aszds + auds CONy + a3 + g < 2, lo
gue solo ocurre si:

(@) 2dy = dy + ds,
(b) 2dy = di 4+ dy, O
(C) 2dy = d3 + d4.

En (a) se tiene qué&d,, do, ds} s una sucesion aritmética. En (b) se tiene{glied,, d4}
una sucesion aritmética y se tiene la igualdad- 1)d, + d; = d4, de la que se deduce
ademés qué€’,, # 0y, por tanto, quel4- no es interseccion completa. En efecto, si
denotamos poB; := min{b € Z* | ba; € 2]6{134} Za;} paratodoi € {1,3,4}, de la

igualdad anterior se tiene que, = B} = 1y que By < h — 1Yy, por tanto,Bjd; ¢
N{ds,d,}, ya queBjd; < d3 < d4. En (c) se tiene qu¢d4,d2,d3} es una sucesién
aritmética creciente, pero habiamos supuesto que estopualfedar.
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Finalmente sitomamds r € Z* tales quel; = hd;+(i—1)r paratoda € {2,...,n—
1}, tenemos qué3; = ged{ds, ...,d,_1,d,} = ged{hd;,r,d,} = gcd{h,r,d,} < h, de
dondeBid; < dy < --- < d,_1 Yy setiene qué3 d; € N{d,,...,d,} siysolosid, divide a
Bid;. Ademas en este caso, por la Proposicion 1.2.19y el Lemb71 2 es interseccion
completa si y solo sig- lo es, donde3 := {d,,...,d,}. No obstanted,, | Bid, | hd, y
B es una sucesion aritmética generalizada. Lo que por el f@o8ed.4 implica que = 4
y {d4, ds,d3} es una sucesion aritmética creciente, pero habiamos samuesesto no se
podia dar. En el resto de casos se tienegug ¢ N(A* \ {q;}) paratoda € {1,...,n},
por tantoA*_, # 0y 14+ no es interseccién completa. O

Nota 3.4.7.Cuandol 4+ es interseccion completa, obtenemos los siguientes sistam
nimales de generadores del ideal téri¢g. dependiendo de los cas@ger Nota 1.2.24y
Corolario 3.4.1:

1. Siendd = ged{di, ds}, sin = 4, {di,ds,d3} es una sucesién aritméticd,; /b es
parybd, = idy + [ads + Pads confsy + [y + B3 < b, entonces

b B1,.682
2

IA*:(@—xlx fa

3
T y Lo — X1T3, Tq

L. d3/2b _ l,gzl/szédz—dl)/b) .

2. Sin = 4, {dy,d>, ds} es una sucesion aritméticd,, d, son pares \C* , = () con
C = {di,ds, d,}, entonces

Lo = (& — wyz5) + Io- - by, 72, 05,04, 75)

Finalizamos esta seccion estudiando cuahgloes interseccién completa en las si-
guientes familias, dondd = {dy,...,d,},n > 3y p,q € Z* son primos entre si:

e A esta formado por términos de (g, ¢)-sucesion de Fibonacci cuyos indices estan
en sucesion aritmética generalizada, i.e., exidtend € Z* tales qued, = F,,
di = Fyay(i—1)a Paratoda > 2.

e A esta formado por términos de (g ¢)-sucesion de Lucas cuyos indices estan en
sucesion aritmetica, i.e., existend € Z* tales quel, = L,, d; = Lpet(i-1)a Para
todoi > 2.

En ambos casos caracterizaremos cuahgdaoes interseccion completa en funcién de
los datos de entrada; es decir, de los valores, den,ay d (y h en el caso de la sucesion
de Fibonacci).

Teorema 3.4.8.Seanp,q € Z* primos entre si y sed&F, },cn la (p, ¢)-sucesion de Fi-
bonacci. Sead = {d,,...,d,} cond, := F, yd; := Fyay(i-1)e Paratodoi € {2,...,n}
dondeh, a, d € Z* yn > 3. Entonces] 4+ es interseccion completa=n =3,h=1,d
es par y2d | a.

103



DemostracionComenzamos observando gig= gcd (A \ {d;})/gcd(A) = 1 para todo
i > 3 (ver Lema 3.3.11) y qué; = Fica(hada}/ Facdfa,ay Y, POr tantoBid, < Fyd; <
dy < --- < d,, de dondeBja; ¢ Z;ﬁ; Na;. Estudiemos los posibles valores Beg,
sin > 40/[dy > [a]2, entoncesB, = 1,y sin = 3y [ds < [a], entoncesB, =
Focaqa2dy/ Facdfa,dy = Lgcd{a,ay- Sid 1 a, entoncesBydy < Lg_1dy < Lpgyoa—2 < d3y S€
tiene queByd, € Nd; + Nds siy solo siByd, = ady, en cuyo caso se tiene que> B, Y,
por la Nota 3.4.2B5a, ¢ Na; + Nas + Nay. Supongamos ahora qde «, sid es impar
entonced. dy = —q%(Fo/dy)d; +ds < d3 'y de nuevo se tiene quéyd, € Nd; +Nd; siy
solo siBydy = ady, y por tantoBsas ¢ Na; +Nag +Nay. Finalmente sil es par se tiene la
igualdadBydy = ¢*(Fha/d1)d, +ds < 2d3, de la que se deduce queisidy, = o, d; + asds
cona;, a3 € N, entoncesys < 2; ademas siv; = 0, entoncesy; > B,. Por tanto,
teniendo en cuenta la Nota 3.4.2, se tiene de; € Na; + Nas + Nay Si y solo si
@ (Fha/dy) +1 < Lg. Sih > 1, entoncesty,,/dy > Fyy/F, = Ly, > Lgysih = 1
se tiene qud.y = Fyi1 + qFy1 > ¢7? Fy + qq¢¥* ' Fy, = ¢%, de donde se concluye el
resultado. O

Nota 3.4.9.Cuandol 4 es interseccion completa, esto es, cuantle- {d;, d», ds} con
di=F,,dy=F,,q,d3s = F,124,des pary2d | a, se obtiene el siguiente sistema minimal
de generadores dE- (verNota 1.2.24 :

_ ( ,d3/Faa d1/Faq , (ds—d1)/Faq _ Lg4 q? Lg—q*-1
Iy = (xl — X Ty , Ty — X 13Ty .

Teorema 3.4.10.Seanp, ¢ € Z* primos entre si y sedL,}.cy la (p, ¢)-sucesion de
Lucas. Sead = {d,,...,d,} donded; := L, 1) paratodoi € {1,...,n} cona, d €
Z*yn > 3. Entonces/] 4 es interseccion completa= n = 3, d es par,p y a/d son
impares y, o bier es par 03 1 d

DemostracionComenzamos observando gbe= gcd(A \ {d;})/gcd(A) = 1 para todo

i > 3 (ver Lema 3.3.11). Estudiemos los posibles valore®gesin > 4 o [d]y # [a]s,
entoncesB; = 1,y sin = 3y [dy = [a], entoncesB, = ged{d;,ds} /ged(A) =
Lyca{a,d} /ged(A) y ged(A) € {1,2}. Siged(A) =20gcd{a,d} < d, entoncedB,d; <

ds Yy, por tantoBsas ¢ Na; + Naz + Nay. Si en cambioged(A) = 1y ged{a,d} = d,
entoncesBydy = Lgdy = (—1)%¢%d; + ds, si d fuese impar entonceb,d, < ds y de
nuevo se tendria quBa; ¢ Na; + Nag + Nay; en caso contrari@sd, = ¢?d; + ds y

q® +1 < L,. De aqui se tiene qud*,, = 0 siy solo sin = 3, [d], = [al, ged{a, d} = d,
ged{dy,ds, ds} = 1y des par, de donde se sigue el resultado si tenemos en cuertaal L
3.3.11. 0

Nota 3.4.11.Cuandol 4. es interseccion completa, esto es, cuapde: {d;, d», d3} con
dy =Lgy,dy = Lorq,ds = Lyioq,d €S parpya/dsonimparesy, o biepes par 03 1 d,
se obtiene el siguiente sistema minimal de generadordg.deser Nota 1.2.24 :

ds/L di/L d3—dy1)/L
_ <[B13/ d_$31/ a ,(ds—d1)/La  Lqg

d d
La—qi—1
Ipe = ! , oy —af xgawy Y )
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Capitulo 4

Intersecciones completas en ideales
toricos de grafos

4.1 Generalidades

A todo grafoG simple y no dirigido, es decir, sin aristas multiples ni lesclse le puede
asociar un ideal torico de la siguiente manera. Denotamo¥ pG) = {vi, ..., v, } al
conjunto de vértices del grafo y p@(G) = {fi,..., f.} al conjunto de aristas. Para
todo: € {1,...,n} denotamos po#; al vector caracteristico de la arisfg es decir, si
fi = {v;,u} € E(G), entoncesy; = e; + ¢, € N”; donde{ey,...,e,} denota la
base candnica dé™. El ideal térico determinado pod = {a4,...,a,} C N™, que
denotaremos pof;, se denomina eldeal térico deGG. Asimismo, la imagen de se
denomina ehlgebra de aristas dé&' y se denota pok[G] := k[t;ty | {v;, vx} € E(G)].

Basta con tomaw = (1/2,...,1/2) € Q™ y aplicar la Proposicion 1.1.7 para com-
probar que el ideal térico de un grafo siempre es homogéndemAs, si denotamos por
b(G) al numero de componentes conexagdque son bipartitas, entonces la dimension
de QA valem — b(G) (ver [101]), lo que en virtud de la Proposicién 1.1.12 imalgue
la altura del; esn — m + b(G). Diremos que el grafé: esinterseccion completai su
correspondiente ided}; lo es.

En vista de que el ideal toricfy; se define en funcion del graf@, cabe pensar que
las propiedades del ideal se puedan leer a partir de la catobias del grafo. Un primer
ejemplo de esto es que la altura fig se expresa en términos de el nimero de aristas,
el numero de vértices y el nimero de componentes conexaquapartitas. Ademas,
como ya vimos en la Seccidn la propiedad de ser interseccion completa es indepemdient
del cuerpok, hecho que aporta mas sentido a intentar describir cudnés interseccion
completa en términos puramente combinatorios del grafo.

En este capitulo nos centraremos en dos objetivos prirsipgl primero de ellos sera
el de proponer un algoritmo de naturaleza combinatoria gciba como entrada un grafo
simple no dirigidaZ y determine si es interseccién completa o no. El segundastoasen
aportar una caracterizacion combinatoria de la estrudeitas grafos que son interseccion
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completa.

CuandoG es bipartito, el problema de determinar cuaigdes interseccion completa
ha sido ampliamente estudiado por varios autores como porpdp Doering y Gunston
[34], Simis [93], Katzman [65], Gitler y Valencia [49] o Gétl, Reyes y Villarreal [47, 48].

Aqui estudiaremos la situacién mas general en(gjue es necesariamente bipartito, en
particular veremos que esta situacion complica notableredproblema. Los principales
resultados de esta seccidon son los Teoremas 4.4.8, 4.666184.Del primero de estos
se deduce el Algoritmo IC-grafo que recibe como entrada afodr y devuelve \ER-
DADERO si GG es interseccién completa JWESO en caso contrario. Ademas, siempre que
(G sea interseccion completa el algoritmo devuelve sin nirggfnerzo adicional un sis-
tema minimal de generadores feformado por binomios homogéneos. Por otra parte, un
grafo cualquierd: se puede particionar en dos subgrafos inducidos disjurnips: tales
queV(C) =V (Cy)U---UV(Cs) dondeCy, . . ., Cs son ciclos primitivos impares i es
bipartito. Con esta notacién, en el Teorema 4.6.5 se da uriaén necesaria para qae
sea interseccién completa en funcién de los gréfos R. Finalmente, bajo las hipotesis
adicionales de qué’ es conexo YR es2-conexo, en el Teorema 4.6.18 se listan todas las
familias de grafos cuyo ideal torico es interseccion comaple

Los contenidos de este capitulo son los siguientes. En leid@e2, comenzaremos
por introducir algo de notacidén basica y terminologia s@pefos que sera necesaria para
describir en funcion de la combinatoria del grafo un sistdmgeneradores dg. En esta
seccion también recordaremos la caracterizacion obtgrud#&itler, Reyes y Villarreal
[48] de los grafos bipartitos interseccion completa por imetk los grafos anillados y
veremos como la situacion se complica cuando el grafo erii6ne® es necesariamente
bipartito. La tercera seccion comienza aplicando el Camla?2.15 al contexto de ideales
toricos de grafos para demostrar en el Teorema 4.3.3 queéepiad de ser interseccion
completa en grafos es hereditaria, es decir, que cualquiErafo de uno interseccion
completa también lo es. La aplicacion de este resultadoerosife obtener en el Teorema
4.3.6 una cota superior para el numero de aristas en funeidmidnero de vértices, cota
gue mejora las conocidas (ver Corolario 4.3.7). Como caresexia inmediata del Teorema
4.3.6 se obtiene que un grafo interseccion completa o tianeétice de grade< 2 0 es
3-regular (ver Corolario 4.3.8). La seccioén cuarta estaadetii al disefio del Algoritmo IC-
grafo, un algoritmo para determinar si un grafo es inteisaccompleta. Este algoritmo
surge como consecuencia directa del Teorema 4.4.8 y fumdena siguiente manera:
se quitan todos los vértices de graly 2, cada vez que se quita un vértice de grado
se comprueban ciertas condiciones, en caso de que estasiaoesl no se satisfagan el
algoritmo devuelve KLSO; en caso contrario, se construye un binomio e iteramos este
proceso hasta llegar a un grafo trivial o a un grafo en el qdesttos vértices tienen grado
> 3. Si existiese un veértice de grado3, el algoritmo devuelve AL.S0O, en caso contrario
usamos la caracterizacion de los grafos interseccion aiaipregulares obtenida en el
Teorema 4.4.4. Finalmente, si no se ha devuekose en ningun paso previo, hemos
construido un sistema de = ht(/s) binomiosfi,..., f, y el grafo G es interseccion
completa siy solo sig = (f1,. .., frn), para comprobar si esta igualdad se satisface y, por
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ende, siG es interseccion completa, usamos el Teorema 1.2.11. Erd@rejuinta se
aborda el problema de encontrar subgrafos prohibidos emaio gpterseccion completa.
El principal resultado de esta seccién es el Teorema 4.6rledse prueba que los grafos
theta impares cuyos vértices base no son adyacentes y fos grata pares son subgrafos
prohibidos de uno interseccion completa (ver Definicion3ara una definicién de grafos
theta pares e impares). Para probar esto, usamos el Lerhg/ 4a3Proposicion 4.5.3, dos
resultados técnicos sobre los vértices de getadn un grafo interseccion completa. En la
Seccién6 aplicamos los resultados previos con el fin de obtener lostgdas Teorema
4.6.5 y Teorema 4.6.18 junto con sus versiones normalesla@iorat.6.20 y Corolario
4.6.21.

Los resultados de este capitulo se pueden encontrar erbajareonjunto con Isabel
Bermejo y Enrique Reyes [10].

4.2 Elideal torico de un grafo

Comenzamos esta seccion fijando algo de notacién y terngiizogmbre grafos de la que
haremos uso con posterioridad. Como referencia sobrertelogjia y resultados basicos
de teoria de grafos se recomiendan los libros de Harary [Big¢stel [32].

Un caminow que conecta, v € V(G) es una sucesion finita de vértices= (v =
Vigs Viy, - - -, Vi, = v) tal que cualesquiera dos vértices consecutivos estansipisfouna
arista, i.e.{v;,_,,v;,} € E(G) paratodadl < j < ¢. En caso de que el camino no pase dos
veces por el mismo vértice, es deeif, # v;, paratodd < j < k < ¢, entonces se dice
quew es uncamino simpleEl conjunto de veértices del caminoesV (w) := {v;,, ..., v;, }

y su conjunto de aristas é§w) := {{v;,_,,v;, } |1 < j < ¢}, lalongitud del caminav es

¢, el nimero de aristas en el mismo. Un camino se dice gpargsespectivamentienpar)

si su longitud es par (respectivamente impar). El caminmeesdosi comienza y termina

en el mismo vértice. Ugiclo es un camino cerrado que no pasa dos veces por el mismo
vértice salvo, claro esta, al principio y al final, esto®s# v;; paratodol < k < j < q.

Un ciclo se denomineiclo primitivosi las Unicas aristas que hay@rconectando vértices
dew son las propias de, i.e., si{v;,,v;,} ¢ £(G)paratodal <k <k+1<j<q.

Para todo camin@w = (u = v, vj,,..., v;, = v) denotamos por-w a sucamino
inverso(v = v, ..., v, v, = )Y Sitenemosw,...,w, caminos, dondey; conecta
u;, ui4q para todol < i < r, entoncegwy, ..., w,) denota el camino que coneaiay
u,41Y que se obtiene concatenando los camin@s. ., w,_1 Y w,.

A todo camino cerrado par = (v, ..., vi,, = v;,), dondee;, = {v;,_,, v;, } para
todol < j < 2¢, se le asocia el binomiB,, definido como

q
Bw = H‘(Bkmfl —
=1 l

Es facil comprobar qu®,, € I5; es mas, Villarreal probo6 en [99, Proposition 3.1] que
I esta generado por este tipo de binomios, e~ ({ B, | w €s un camino cerrado par

q
ka.
1
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En un trabajo posterior, Hibi y Ohsugi [79] mejoran este Itasio dando una condicién
necesaria para que un binomiogesea primitivo. Recordamos que un binomib—x? ¢
I esprimitivo si no existe otro binomia® — x* ¢ I tal quex® | x* y x¥ | x®. Es
facil demostrar que si un binomio pertenece a un sistemamainie generadores dg,
entonces es primitivo, de donde se deduce que el conjuntmdenims primitivos de/g, la
denominaddase de Gravede [, es sistema generador del ideal.

Lema 4.2.1.[79, Lemma 3.2] SiB,, €s un binomio primitivo, entonces se da una de las
siguientes condiciones:

e w €s un ciclo par,

e w = (C1, Cy) dondeC y C; son ciclos impares que tienen exactamente un vértice
en comdn, o

e w = (C4, wy, Cy, —ws) dondeC', Cy son ciclos impares disjuntos por vértices y
wy, we SON CAMINOS que conectan un vértiges V (C}) y un verticevy, € V(Csy).

En un trabajo reciente Reyes, Tatakis y Thoma [87] mejortaresultado aportando
una caracterizacion completa de los binomios primitivog atlos los posibles sistemas
de generadores di;, formados por binomios. Sin embargo, solo haremos uso debLem
4.2.1 ya enunciado y no de la descripcion completa.

Respecto a la caracterizacion de los grafos que son intédsecompleta, como ya
comentamos en la introduccion, el problema ha sido estagliadvarios autores cuando el
grafoG es bipartito. En este contexto, Simis en [93, Theorem BJx@mostro qud es
interseccion completa siy solo si el nimero de ciclos prmétcoincide com —m+b(G),
qgue es la altura del idedl;. Posteriormente Katzman en [65] demuestra qué' Es
bipartito, I; es interseccién completa si y solo si cualesquiera dosscarimitivos tienen
a lo sumo una arista en comun. Recientemente, Gitler, Reydkgreal aportan en [48]
una nueva caracterizacion de esta propiedad que ademasiasgacomo construir todos
los grafos bipartitos interseccion completa.

Teorema 4.2.2.[48, Corollary 3.3] SiG es bipartito, entonce& interseccion completa
<= (G es un grafo anillado.

Recordamos que usloqueB es un subgrafo conexo maximal @dal que si quitamos
cualquier vértice dd3, sigue siendo conexo. Un grafo se diceonexosi tiene mas de
vértices y si quitamos uno cualquiera de sus vértices signd@conexo. Por consiguiente,
un bloque de~ puede ser o un subgrafsconexo maximal, dos vértices unidos por una
arista o un vértice aislado. Dado un subgrafale G, un caminoP se dice que es ufi-
caminosi comienzay termina ef y no tiene mas vértices en comun ddnUn grafoG se
dice que es ugrafo anilladosi todo bloque dé- es o bien un vértice, o dos vértices unidos
por una arista o se puede construir afiadiendo sucesivariecéeninos que comienzan y
terminan en vértices adyacentes.

108



‘P es unH-camino que comienza y termina en vértices no adyacentes

R

Grafo anillado Grafo no anillado

De la propia definicion de grafo anillado es facil probar qoéotgrafo anillado es
planar. Por tanto, todo grafo bipartito que sea interseccampleta también es planar
(este resultado ya habia sido demostrado anteriormentégpoman [65] sin hacer uso del
concepto de grafo anillado).

Aqui, como ya hemos resefiado, estudiaremos la situaciogen&sal en qué no es
necesariamente bipartito. Esta situacion complica netabhte el problema ya que no todo
grafo anillado es interseccién completa y no todo grafaraatecion completa es anillado,
como muestran los siguientes ejemplos:

Sea(; el grafo con vértice$vy, ..., v, } y aristas{ey, ..., e} dondee; = {v;, v;} para
1 <i <6}, er = {v, v}, es = {vs,v4} Y eg = {vs,v6}, que se observa en la siguiente
figura.

(7, tiene tres bloques y cada uno de ellos es un ciclo de longjtpdr tantoG; es un grafo
anillado. Por otra part&;; es conexo y no bipartito, de dond@~;) = 0y ht(lgs,) =
9—7 = 2; ademad, esta generado minimalmente por los binomfios: x;xexs—x32427,

fo = w1x9mg — T5TEX7 Y f3 = X349 — T5TeTs, POF tANtoF; NO s interseccion completa.

Sea(s, el siguiente grafo:
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Se observa quér; no es planar pues es una subdivisionkdg; y por tanto no es un
grafo anillado; sin embargdy, es lo que denominamos ubanda parcial impary, como
veremos en la Proposicion 4.6.4, es interseccion completa.

4.3 Una cota superior para el numero de aristas de un
grafo interseccion completa

En esta seccidn buscamos una cota superior para el nimersids de un grafo inter-
seccion completa en funcion del numero de vértices. Repwsgaue Katzman en [65,
Corollary 3.8] demostro qugZ(G)| + 4 < 2|V(G)| para todo grafo bipartito interseccion
completa. Por otra parte, Fischer, Morris y Shapiro en [3&ollary 3.4] demostraron
que para un ideal térico cualquiera,/si es interseccion completadim(Q.A) = r, en-
tonces el nimero de rayos extremos del conoddes < 2r — 2. Para en ideal térico de
un grafo es directo comprobar que el nimero de rayos extreaioside con el nimero de
aristas, de donde se deduce qué& gs un grafo conexo interseccion completa, entonces
|E(G)| + 4 < 2|V(G)| siG es bipartito y|E(G)| + 2 < 2|V(G)| siG no lo es. En esta
seccion mejoramos todas estas cotas en Corolario 4.3.eyprqbamos que §f es un
grafo conexo interseccion completa, enton2€s(G)| + 4 < 3|V(G)| si G es bipartito

y 2|E(G)| < 3|V(G)| siG no lo es. Para llegar a esta cota antes demostraremos en el
Teorema 4.3.3 que la propiedad de ser interseccion congietgafos se hereda a todos
los subgrafos inducidos. Recordemos la definicién de sidogrducido.

Definicion 4.3.1. SeaG un grafo,G’ es un subgrafo inducido d& si V(G') C V(G) y
E(G") ={e€ E(G)|e Cc V(G")}.

SiV’ Cc V(G), denotaremos poi”’| al subgrafo inducido dé; cuyo conjunto de vértices
es el propiol”’ y sivy, . .., vs son vertices dé&/, al subgrafo inducidoV (G) \ {v1, ..., vs}]
también lo denotaremos p6f \ {vy, ..., vs}.

SeaG’ un subgrafo inducido dé, si tomamos el vectow = > .y e € R™,
entoncesy; - w > 0 para todow; € Ay si F := {y € Cone(A)|y-w = 0}, entonces
ANF ={a; € A|fi € E(G")}. Portanto,/or = I4~7 Yy de la Proposicion 1.2.14 y el
Corolario 1.2.15 se deducen los siguientes resultados.

Proposicion 4.3.2.SeaG’ un subgrafo inducido dé/. Sil; = (By,,...,By,) donde
wy, . .., ws SON caminos cerrados pares @eentonced = ({ B, | V(w;) C V(G'), 1 <
i < s}).
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Teorema 4.3.3.SeaG’ un subgrafo inducido dé€'. SiG es interseccion completa, entonces
G' también lo es.

En general, si quitamos la hipotesis de que el subgrafeea inducido, no se cumple
el Teorema 4.3.3, como muestra el siguiente ejemplo:

Ejemplo 4.3.4. G’ es un subgrafo dé/ y ambos son bipartitos. Sin embargs,es un
grafo anillado mientras qué&’ no lo es. Por tanto¢z es interseccion completay no.

G

P

Una consecuencia casi inmediata del Teorema 4.3.3 es queafmes interseccion
completa si y solo si lo son todas sus componentes conexdx) jee nos permite reducir
el estudio a grafos conexos.

Corolario 4.3.5. SeaG un grafo con componentes coneX@s ..., G,. Entonces( es
interseccion completa siy solo silo s6A, . . ., G..

Demostracion.(=) Es directa del Teorema 4.3.3, puesto gijees un subgrafo inducido
deG paratodol < i < s. («) Sea®B; un sistema minimal de generadores/de para
todol < i < s. Comol; = ({B,|w es camino cerrado ppry todo camino cerrado
par esta contenido en una Unica componente conexs ds evidente qué; U - - - U B,
general;. Ademas, se tiene que (/) = n —m + b(G) = ht(lg,) + -+ + ht(lg,), de
donde se sigue el resultado. O

Para un vértice € V(G), lavecindad de es el conjunto de vértices que son adya-
centes a, i.e., Ng(v) := {u € V(G) |{u,v} € E(G)}. El cardinal de este conjunto se
denomina efrado dev y se denota pateg.(v), 0 deg(v) cuando se sobrentiende el grafo
al que nos referimos. Un grafo égegular si todos sus vértices son de gratio

Ahora pasamos a presentar una cota superior del nUmerostiesatte un grafo inter-
seccidon completa. La existencia esta cota superior daddeegue los grafos interseccion
completa no pueden ser muy densos.

Teorema 4.3.6.SeaG un grafo conexo interseccion completa, entonces:
¢ 2|E(G)[+4 < AV(G)| = X ev () b(G \ {v}) si G es bipartito.
e 2|E(G)| < 3|V(G)| = X ev() b(G \ {v}) si G no es bipartito.
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En ambos casos se tiene la igualdags I, esta generado por binomios de gra2lo

Demostracion.Sea{B,,, ..., By, } un sistema minimal de generadoresigde dondew;

es un camino cerrado par para tadol < i < h = ht(Is). En virtud de la Proposicion
4.3.2, paratodo € V(G) sabemos qué: ;) = ({Buw, |v € V(w;)})y porel Lema4.2.1,

se tiene queV (w;)| > 4y ademas|V (w;)| = 4 siy solo siw; es un ciclo de longitud

0, equivalentemente, #1,,, es de grad@. Teniendo esto en cuenta se obtiene la siguiente
desigualdad:

h

4ht (1) < Z |V (w;)| = Z p(la) — p(laygwy)

i=1 veV(G)

y habra igualdad siy solo #,,, ..., B,, son binomios de grad2
Supongamos ahora que es interseccion completa, entonegs, {v} también lo es
para toda € V(G). En consecuencia,

aht(le) < Y (ulle) — plavey) = Y (ht(Ie) — ht(la\w)) =
veV(G) VeV (@)

= > (deg(v) =1+ b(G) =BG\ {v}) =2n—m+b(G)m— > bG\{v}).
veV(Q) veV(G)

Si G es bipartito, entonces(G) = 1, ht(lz) = n — m + 1y se tiene quen + 4 <
Am = 3° v @) b(G \ {v}); y si G no es bipartito, entoncégG) = 0, ht(lg) =n —my
setiene quén < 3m—>_ .y (s b(G\ {v}). Como ya dijimos con anterioridad, en ambos
casos se tiene la igualdad si y soldgiesta generado por binomios de grado O

Como consecuencia directa de este teorema tenemos la petéospara el nimero de
aristas de un grafo conexo interseccion completa que anmd#bhuscando y que mejora
las ya citadas de Katzman [65] y Fischer, Morris y Shapirg.[38

Corolario 4.3.7. SeaG un grafo conexo interseccion completa, entonces
e 2|E(G)|+4 <3|V(G)|siG es bipartito, y
e 2|E(G)| < 3|V(G)| siG no es bipartito.

Demostracidon.Es consecuencia del Teorema 4.3.6 y del hecho de g@ieesi bipartito,
entonced$(G \ {v}) > 1 paratodaw € V(G). O

Terminamos esta seccion con algunos resultados que tammbdienonsecuencia del
Teorema 4.3.6.

Corolario 4.3.8. SiG es interseccion completa, entonces o bien
(a) existe un vértice de grade 2, 0
(b) G es3-regular,b(G\ {v}) = 0 paratodov € V(G)y I esta generado por binomios
de grado2.
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DemostracionAsumimos qué&x es conexo y que no tiene veértices de gradd. Entonces
2n =3 cve deg(v) = 3m, entonces, por el Corolario 4.3.% no es bipartito y2n =
3m. Cosa que por el Teorema 4.3.6 solo puede ocurrir si se da (b). O

Como mostramos en el Ejemplo 4.3.4, no siempre es cierto queilbgrafo de otro
interseccion completa también lo sea. No obstante, hazigsal del Teorema 4.3.3 encon-
tramos queC, ; es un subgrafo prohibido en un grafo interseccion completa.

Denotamos poiC,, al grafo completaconm vertices y porkC,,, .., al grafo completo
bipartito con particiones de tamai, y m..

Corolario 4.3.9. Si( es interseccion completa, entonces no tier& a como subgrafo.

Demostracion.Supongamos qué' tiene un subgrafdC, ; y denotemos pof{ a un sub-
grafo inducido de&~ de5 vértices que tiene K, 3 como subgrafo. SH = K, 3, entonces
H es bipartito 2 |E(H)| +4=16 >15=3|V(H)|. SIE(H) = E(Ky3) U {e1,...,es}
cons > 1, entoncesd no es bipartitoy sk = 1y e; = {vy,v2} C V(H), entonces
b(H \ {v;}) = 1 parai = 1, 2. Por tanto,

2|E(H)| = 12+2s > 15+ 2(s —2) = 3[V(H)| - Y b(H\ {v}).

veV(H)

En ambos casos obtenemos dqii@o es interseccion completa, en el primero por el Coro-
lario 4.3.7 y en el segundo por el Teorema 4.3.6, entonceslp@orema 4.3.3 podemos
concluir que tampoco lo &5. O

4.4 Algoritmo IC-grafo

El objetivo de esta seccion es el de presentar el Algoritmgrio y demostrar la correc-
cion del mismo. Este es un algoritmo para comprobar si urngsinterseccion completa
0 no que se obtiene como consecuencia del Teorema 4.4.8s gliprincipal resultado de
esta seccion.

Por el Corolario 4.3.8 sabemos que si un grafo es intersecoidpleta y todo vértice
tiene grado> 3, entonces e3-regular. Es por ello que en esta seccion comenzaremos por
estudiar concienzudamente los grafasegulares para probar en el Teorema 4.4.4 que un
grafo 3-regular es interseccion completa si y solo si todas sus onaries conexas son
bandas impares o bandas de Moébius pares. Para demostnasestzdo, que sera esencial
para demostrar el Teorema 4.4.8, antes introduciremosiadgdefiniciones y dos lemas
técnicos.

Definicion 4.4.1.Un grafo cadend: es aquel que tiene como conjunto de vérticés) =
{a1,..., a,, by, ..., b} y como aristaga;, a;+1},{b;, bit1} y{a;, b;} paratodol <i <
ryl<j<r.
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[ T[]

SeaH un grafo cadena ¥ un grafo conV(G) = V(H), si el conjunto de aristas
deGesE(G) = E(H) U {{a1,a,},{b1,b.}} diremos qu&~ es una banday st(G) =
E(H)U {{a1,b.},{a,, b} } diremos que= es una banda de Mébius. Ademas, segéea
par o impar, diremos que la banda o la banda de Mdbius es parpaim

EEEEEEE

Banda impar Banda de Mdbius par

Lema 4.4.2.SeaG un grafo3-regular interseccion completa. Entonces, o bigr= K4 0
para todov € V(G) existe un subgrafé/ de G que es una cadena ca@nvértices tal que
veV(H)ydegy(v) =3.

Demostracién.Primero observamos que por el Corolario 4.8.8esta generado por bi-
nomios de grad@ y queb(G \ {v}) = 0 para todov € V(G); en particula(G) = 0y
G no es bipartito. Se& := {B,,,..., By, } un sistema minimal de generadores/de
dondew; es un ciclo de longitud cuatro para totle< ¢ < r. Seav € V(&) y denotemos
poruy, us, usz & SUS tres vértices vecinos. Por un lado, tenemos que

ht(Ie) — ht(I\o}) = deg(v) — 1+ b(G) = b(G \ {v}) = 2,

y de la Proposicion 4.3.2 y el Teorema 4.3.3 se tienelgug, es interseccion completa
y esta generado minimalmente paB,,, |v ¢ V(w;)}; entonceg{w;|v € V(w;), 1 <

i < r}| = 2y podemos suponer quec V(w;) N V(ws). Por otro lado, sabemos que
|Na(u;) N Ne(u;)| < 2 paratodol < i < j < 3; yaque en caso contrario, 3 seria un
subgrafo d&~ y eso no es posible por el Corolario 4.3.9. De esta forma,podeuponer
quew; = (v, uy, v, Uz, v) Y wy = (v, ug, v9, us, v) para ciertos vertices,, v,. De
nuevo comdC, 3 NO es subgrafo d@, se tiene que; # v,. Sivy = uz 0 v = uy, €NtONCES
G = K,. En caso contrario existe una caddiaonV (H) = {v, uy, us, us, vy, va} Y
degy(v) = 3. O

Para concluir con la caracterizacion de los grafaggulares necesitamos antes de-
mostrar un lema previo relacionado con las matrices dortesgmer Definicion 1.2.9 para
recordar la definicion de matriz dominante).
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Lema 4.4.3.SeaB una matrizh x n entera con vectores columng, ..., c, € Z" tales
quec; tiene una Unica entrada no nula para alglir i < n 'y seaB’ la matrizh x n — 1
con vectores columna, ..., ¢_1,¢y1,- .., C,. ENtoncesB es dominante siy solo &’
es dominante.

Demostraciéon.Si B es dominante, entoncd® también lo es. Supongamos qieno
es dominante y que, = (0,...,0,c) € Z". Denotamos poB|ji, ..., js|[i1,...,is] ala
submatriz cuadrada que se corresponde con laslfifasj; < --- < j, < h'y columnas
1<ip <---<ig <ndeB. SiBlj,...,Jsi,.-.,is] es mezclada y; # n, entonces
Blji,...,Js)li1, - - ., 15| €s también submatriz d& y sii; = n entonces la matriz cuadrada
mezcladaB|j, . . ., js-1][i1,- - -, is_1] €S submatriz d&B’, de donde concluimos que’
tampoco es dominante. O

Teorema 4.4.4.SeaG un grafo3-regular. Entonces( es interseccion completa siy solo
si todas las componentes conexagdigon bandas impares o bandas de Mdbius pares.

DemostraciénPor el Corolario 4.3.5 podemos asumir deé@s un grafo conexo.

(=) Como/, es una banda de Mdébius par asumimos Gug K,. Por el Corolario
4.3.8 sabemos qu& tiene que seB-regulary que)(G \ {v}) = 0 para toda € V(G), lo
que en particular implica que no es bipartito. Ademas deld.dm.2 se deduce que existe
un subgrafo cadena d& con 6 vértices. Tomamog/ un subgrafo cadena de que sea
maximal con respecto al nUmero de vértices; y denotdiiés) = {ay,...,a,,b1,...,b.}

y {ai,b;}, {a;, a1}, {b;,b;1} € E(H)paral < i <r,1 <j < r,donder > 3. Si
aplicamos el Lema 4.4.2 can = «,, llegamos a que existen.. 1, b,,1 € V(G) tales
que{a,, a,y1}, {by, brs1} Y {ar41, b1} € E(G). Nuestro objetivo es demostrar que
{ar, bi} = {ar11, brya}

De la maximalidad dé/ tenemos que o bief).,; 0b,,, pertenece & (H). Asumimos
quea,.; € V(H), por tantoa,.; = a; 0 a,41 = by. Sia,.1 = aq, porle Lema 4.4.2 se
tiene queb, .1 = by puesto que(ai, bry1}, {br, b1} € E(G) Y as # ar. Siaryr = by,
dado que{b, b.11}, {b., b41} € E(G), se puede concluir que,; = a; 0b,41 = by Yy
r = 3. No obstante, sh,.; = by y r = 3 entonces~ tendria ak’; 3 como subgrafo con
vérticesay, as, as, by, by, 10 que contradice el Corolario 4.3.9.

Ya hemos demostrado q4e;, b} = {a,.1, b.1}, por consiguienté] es o bien una
banda o una banda de Mdbius. Pero ade@&s conexo \3-regular, por tantd@> = H.
Finalmente no puede ser una banda par ni una banda de Md&bius impar y@ qoees
bipartito.

(<) Supongamos qué&' es una banda impar o una banda de Mdébius par. Denotamos
fi i =Aa;, b} paratoda : 1 < i <7, fro;:={a;, aj1} Y forri == {b;, bix1} paratodo
i:1<1i<r, siG esunabanda impar, denotamfes:= {a1, a,} Y fs := {b1, b.} y Si
G es una banda de Mobius par, denotarfigs:= {as, b.} ¥ f3. := {a,, b1}. En ambos
casod~ no es bipartito, tien8r aristas y2r vértices, por tantat(/g) = r.

Denotamos pow; al ciclo de longitudt, w; := (a;, b;, b1, a1, a;) paral <i <r—1.
SiG es unabandaimpar, denotamgs.= (a4, b1, b,, a,, a1) y SiG es una banda de Mobius
par denotamos, := (ay, b1, a,,b,,a;). En ambos casos tenemos gbg, = z; x;41 —
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Tyyi Topys Paral <i¢ <ry B, = x1Z,—To T3, Entonce9§; =€ +€i11—€rpi—€21i
paral < <ry Ew\ = e; + e, — ey, — e3,.. Ahora tomamos3 la matrizr x 3r tal que

su filai-ésima es§w\i para todol < ¢ < r. Es facil comprobar qué,.(B) = 1, ya que
paratoda € {1,...,r}, enla columna + ¢ solo hay una entrada no nula, que esta en la
fila i-ésima y vale-1; por tanto hay un menor x r que valet1. Ademas, si denotamos
por B’ la submatriz- x r de B que consiste en sus primerasolumnas se tiene que toda
entrada d€3’ es no negativa. Entoncé¥ es dominante y por el Lema 4.4.3, se deduce que
B también lo es. Del Teorema 1.2.11, concluimos fu@s interseccion completa y esta
generado minimalmente péB,,, . .., By, }. O

Merece la pena destacar que en la demostracion se explicsesiema minimal de
generadores dg; en los casos en que es interseccion completa, esto@gssuna banda
impar o una banda de Mobius par.

Corolario 4.4.5. Si G es una banda impar, entoncés = (B,,, ..., By, ), dondew; :=
(@i, biy b1, ai01,a;) paral < i <r —1yw, = (ay, b1, b, a,,a).

A
A
A
A

Y
Y
Y

Banda impar con 10 vértices

Corolario 4.4.6. SiG es una banda de Mdbius par, entondgs= (B,,, - - -, B, ), donde
w; := (az, b, biy1, air1,a;) paral <i <r —1yw, := (a,b1,a,,b.,a).

Banda de Mdbius par con 8 vértices

Nota 4.4.7.Cualquier banda de Mdbius de al mengsértices es no planar ya que con-
tiene una subdivision d€s ; (ver por ejempld67] o [51]). En consecuencia, deorema
4.4.4 aporta una familia infinita de grafos no planares que sonrisgecion completa.
TantoKatzmanen[65] comoGitler, Reyes y Villarreakn[47] demuestran que todo grafo
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bipartito interseccion completa es planar, resultado gamo hemos apuntado deja de ser
cierto si se elimina la hipétesis de que el grafo es bipartiEsto ya habia sido obser-
vado porKatzmanen el articulo citado anteriormente, en el que precisam@nd®uso
una banda de Mobius co®vértices como ejemplo. Recientemeifgakis y Thomaen
[96] propusieron otro ejemplo de un grafo que no es planar y si &sd9accion completa
que no es una banda de Mébius.

Ahora podemos proceder con el principal resultado de estitse

Teorema 4.4.8.Sea(G un grafo sin vértices aislados. Entoncéses interseccion completa
siy solo si se satisface una de las siguientes condiciones:

1. 3v € V(G) de gradol y G \ {v} es interseccion completa.

2. Jv € V(G) de grado2 tal queb(G \ {v}) = b(G) + 1y G\ {v} es interseccion
completa.

3. Jv € V(G) de grado2 tal queb(G \ {v}) = b(G), G\ {v} es interseccion completa
y

Ig = Ig\quy - k[x] + (Bw),
dondew es un camino cerrado par tal que
V(w) = {v} U Ne(v) U{u € V(G) [b(G\ {u,v}) > b(G\ {u})}.

4. todas las componentes conexagdson bandas impares o bandas de Mdbius pares.

DemostracibonComenzamos la demostracion observando quesiun vértice de gradq
entonce®(G \ {v}) = b(G) y siv es un vértice de grady entonced(G \ {v}) — b(G) €
{0, 1}. Por tanto, es natural dividir la demostracion en los sigfeie cuatro casos:

(a) existev € V(G) de gradol

(b) existev € V(G) de grad@ tal queb(G \ {v}) = b(G) + 1,

(c) existev € V(G) de grada tal queb(G \ {v}) = b(G), 0

(d) todo vertice tiene grads 2.

Se observa qué := I () - k[x] s un ideal primo de igual alturala ¢, (ver [3,
Ejercicios 4.7y 11.7]) Y/ C I. Si se satisface (a) o (b), entondes$/c (,y) = ht(/g),
por tantol = I (o} - k[x] y Se tiene qué&r es interseccion completa siy soloGsi\ {v}
lo es.

Si se satisface (c), entondes /) = ht(/\vy) + 1. Si ademasr \ {v} es interseccion
completa y existe un camino cerrado paenG tal quel; = I\ (v} - k[x] + (B,,), entonces
evidentementé; es interseccion completa. Supongamos ahorajeg interseccion com-
pleta y seanu,...,w, caminos cerrados pares éhtales quel; = (By,,--.,Bu,)
dondeh = ht(Is). Por la Proposicion 4.3.2 y el Teorema 4.3.3 se tienelgug; es in-
terseccion completa y esta generado minimalmentd por| v ¢ V(w;)}. Como ademas
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ht(Ie\vy) = h — 1, entonces existe un Gnigoc {1,...,h} tal quev € V(w;) y Ig =
J + (B,,). Seanv, v2 € V(G) los vértices vecinos d€, es obvio qugvy, va} C V(w;)
porquev € V(w;), deg(v) = 2y B,, €s un binomio primitivo. Aplicando de nuevo
la Proposicion 4.3.2 y el Teorema 4.3.3, para tede V (G) \ {v,v1,v.}, tenemos que
u € V(w;) siysolosi{By,, |u¢ V(w;)} = {By, |v,u & V(w;)}, 0equivalentemente si
pevuy) = nllevfuey) < ht(eyguy) = ht(eguwy) ¥, dado quelege, ) (v) = 2, esto
equivale a qué(G \ {u,v}) > b(G \ {u}).

Finalmente, en caso de que se satisfaga (d), por el Cordl&i8 y el Teorema 4.4.4,
G es interseccion completa si y solo si todas sus componenesas son bandas impares
o bandas de Mdébius pares. O

Del Teorema 4.4.8 y de su demostracion se deduce el Algotitrgrafo, un método
efectivo para determinar si un grafo es interseccion cammeno. EI método comienza
guitando sucesivamente los vértices que tienen grad®iterativamente. Siempre que se
quite un veérticev de grada2, comprobamos gi(G) = b(G \ {v}). En caso afirmativo,
construimos el conjunttd’ := {v} U Ng(v) U{u € V(G) |b(G \ {u,v} > b(G \ {u})}

y buscamos un camino cerrado par de la forma de alguno de lae@ 4.2.1 tal que
V(w) = W, es decir,w puede ser un ciclo par, dos ciclos impares con un vértice en
comun o de la formdC}, wy, Cy, —ws) dondeC;, Cy son ciclos impares yu;, wy son

dos caminos que unen un vértice dey un vértice deC;. Si no existiese tal camino,
entonces~ no es interseccion completa y en caso contrario tomamaso de los caminos
minimos tales qué& (w) = W y definimos el binomia3,,. Una vez que hemos eliminado
todos los vértices de grado 2, o bien hemos llegado a un grafo trivial o a un gréfo
cuyos veértices tienen todos grado2. Si alguna de las componentes@eno fuese una
banda impar o una banda de Mo6bius par, entori¢e® es interseccion completa. En
caso contrario y aplicando los Corolarios 4.4.5 y 4.4.6,usp construir un conjunto de

h = ht(Is) binomiosB,,, ..., B,, € I; de forma ques es interseccion completa si y
solo silg = (By,,-- ., By, ). Como ya indicamos en el Capitulpla comprobacion de la
igualdadl; = (Buy,,- .., Buw,) se puede llevar a cabo en tiempo polinomial siguiendo el

algoritmo propuesto en [39]; en consecuencia, hacienddeisagoritmo que proponemos
se puede decidir en tiempo polinomial/gi es interseccion completa.

En el pseudocddigo de la Tabla 4.1 se describe el Algoritragri@o, cuya idea ha sido
explicada anteriormente.

llustremos el funcionamiento del algoritmo con algunosgies.

Ejemplo 4.4.9. Veamos haciendo uso d&llgoritmo IC-grafoque el grafo completo bipar-
tito con particiones de tamafi®y 3; K33 no es interseccion completa. En efedt@,;
tiene6 vértices y todo vertice tiene grade 3, sin embargdC; ; no es la banda impar de
6 vertices por tanto el algoritmo devueli/aLso.

Ejemplo 4.4.10.SeaG el grafo deb vértices y7 aristas de la siguiente figura:
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Algoritmo IC-grafo

Entrada: G un grafo simple.
Salida: \VERDADEROSI (G es interseccion completa o
FALSO en caso contrario

H: =GB :=0
while 3v € V(H) condegy(v) < 2 do
if degy(v) =2y b(H \ {v})=>5b(H) then
W= {v}UNy(v)U{u € V(H) [ b(H \{u,v}) > b(H \{u})}
if no existe un camino cerrado parcomo en Lema 4.2.1 tg
queV (w) = W then
return FALSO
end if
Seaw un camino cerrado par como en Lema 4.2.1 minimo
Viw)=W.
B :=BU{B,}
end if
H:=H\ {v}
end while
SeanH,, ..., H, las componentes conexas He
if existeH; que no es banda impar ni banda de Mdbiustpan
return FALSO
end if
SeaB; un sistema minimal de generadores/geparal <i < s.
if Ig = (%U%lLJ"'U%S)then
return VERDADERO
end if
return FALSO

Tabla 4.1: AlgoritmdC-grafo

v2

v1 Us

V4
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Al arrancar el algoritmo se observa quieg(v,) = 2y queb(G) = b(G \ {v4}) = 0,
ya queG \ {vs} es conexo y no bipartito. Ahora bien, denotamos @oral conjunto
W= {v} U Ng(vg) U{u € V(G) |b(G \ {vg,u}) > b(G\ {u})} = {v1,v4,v5}. COmo



no existe ningun camino cerrado par de los descritos ereaha 4.2.1que pase por tan
solo3 vértices, entoncesS no es interseccion completa.

Ejemplo 4.4.11.Veamos ahora qué’ no es interseccidon completa, siendoes el grafo
con verticesV (G) = {vy,...,v;} y aristaskE(G) = {fi1,..., fo}; dondef; = {vy, v},
fo = {Uz,U:s}, f3 = {U1,U3}, fi= {U3,U4}, f5s = {U47U5}, fe = {U5,U6}, fr= {U4,UG},
fe = {ve, v7} Y fo = {vs, v},

Primero se observa quéegv;) = 2y b(G) = 0 = b(G \ {v7}). DenotamodV; :=
{v:}UNg(v7)U{u € V(G) | b(G\{u,v7}) > b(G\{u})} = {vs, v4, v, v7} Y CONStruimos
w; un camino cerrado par minimo de los descritos ehevha 4.2.1tal queV (w;) = W;.
Obtenemos el ciclo par;, = (v, vg, vy, v3,v7) Y POr tantoB,,, = z4x3 — T729.

Consideramos el grafé! := G \ {v;} y se observa quéeg,(v;) = 2y b(H) =
0 = b(H \ {v1}). DenotamodV, := {v1} U Ng(v1) U{u € V(H)|b(H \ {u,v}) >
b(G \ {u})} = V(H) y construimosuv, un camino cerrado par minimo de los descritos
en elLema 4.2.1tal queV (wy) = W,. Se obtiene que, = (Cy, Py, Cy, —P;) donde
Cy = (vs,v1,v9,v3) Y Co 1= (v4,v5,v6,v4) SON ciclos impares P; = (v3,v4) €S UN
camino de longitud, entoncesB,,, = z123w5 — ToT3T5T7.

Consideramos el grafél’ := G \ {v,}. Todo vérticeu € V(H'), u # v, 0 bien tiene
grado1 o tiene grad@ y b(H') # b(H' \ {u}). Es por ello que podemos ir quitando los
vértices def{’ uno por uno hasta llegar a un grafo trivial con un solo vértaislado.

Para ver siG es interseccion completa bastaria con comprobar si sefaagida igual-
dad I = (By,,Buw,). Si denotamos poB a la matriz2 x 9 cuyas filas sonB,, y

- o 0 0 1 0 0 —-11

—1
B.,, esto es,B = ) entonces se observa que

1 -1 -12 -11-10 0

1 -1
2 -1
(Buw,, Buw,) € I 'y podemos concluir qug; no es interseccion completa.

A(B) = 1y que tiene una submatriz cuadrada mezclaia= ( ) Por tanto,

Ejemplo 4.4.12. Vleamos que el grafé: con vérticesV (G) = {vy,...,vg} y aristas
E(G)={fi,..., fo} que se muestra en la figura, es interseccion completa.
vs fs v, N1 vy

f9
fe fa f2
fs

v ()
6 fr 3 f3

120



Primero se observa quéeg(v2) = 2y queb(G) = b(G \ {v2}) = 0, por tanto
denotamodV := {vy} U Ng(v2) U {u € V(GQ)|b(G \ {u}) < b(G \ {u,v2})}. Para
i = 5,6 se tiene qué(G \ {v;}) = b(G \ {vi,v2}) = 0; sin embargoG \ {vs,v4} tiene
2 componentes conexas, una con un solo vériicg la otra es un ciclo de longitud
con Vértices ens, vs Y vg; por tanto0 = b(G \ {v}) < (G \ {va,14}) = 1y W =
{v1,v9,v3,v4}. El Gnico camino cerrado par de los enunciados erLema 4.2.1cuyo
conjunto de vértices 8§ esw, := (vq, v1, vy, U3, V2) Y S€ tiene queéd,, = xoxy — T123.

Tomamodd := G\ {v,} y comodeg,, (v;) = 1, entonces definimad’ := H \ {v;}. Se
observa qué{’ no tiene vértices de grado 2. H’ tiene una Unica componente conexa que
es una banda de Mdbius par, mas concretaméfite- X,. Por lo demostrado en € oro-
lario 4.4.6 tenemos quéy, esta generado pofB,,, B., }, dondews = (vs, vg, v3, vy, Us)
Yy ws = (vs, Vg, Vg, V3, v5) Y POrtantol g = (By, = T4%s — T527, By = T4 — T3T9).

Para ver siGG es interseccion completa bastaria con comprobar si se celtaghual-
dadlg; = (Buw,, Bu,, Bu,). Sidenotamos paB a la matriz3 x 9 cuyas filas soB,, , B, Y
- 11 -110 0 0 0 0
By, estoesp = 0 001 -1 1 -1 0 0 |.Seobservaquas(B)=

oo o0 1 0 1 0 -1 -1

1
1
1
gue evidentemente es dominante puesto que no tiene entragativas. Por tanto pode-
mos concluir quel; si es interseccion completa y ademas hemos obtenidd gue
(Bw17 Bw27 BWS)'

0
1 y aplicando elLema 4.4.3tenemos que3 es dominante si lo e®’ = 11,
1

4.5 Grafos theta e intersecciones completas

El objetivo de esta seccion es demostrar el Teorema 4.568afiuma que sG es inter-
seccion completa y hay tres caminos simgksP, y P; de igual paridad que conectan
z,y € V(G)y que solo se tocan en sus extremos, i\&P;) N V(P;) = {z,y} para

1 < i < j < 3, entoncesP;, P,, Ps son impares Y{z,y} € E(G). Para llegar a este
resultado antes expondremos dos resultados relativosvaitiises de grad@ en un grafo
interseccion completa, el Lema 4.5.1 y la Proposicion 4.Bl3rimero de ellos es un re-
sultado técnico que sera de mucha utilidad en el resto deagsitilo. EI segundo describe
una operacién en un grafé que conduce a otro graf@’ que es mas simple qu& pues
tiene menos vértices y menos que aristas@uédemas’’ es interseccion completaGi

lo es.

Lema 4.5.1.Seav un vértice de grad@ deG y H,, H, dos subgrafos inducidos tales que
veV(H;)esdegrad@ enH; yb(H;) = b(H; \ {v}) parai = 1,2. SiG es interseccion
completa, entoncdg H \ {v}) = b(H), dondeH := [V (H;) NV (H,)].

DemostracionSea{B,,,, . . ., B,,, } un sistema minimal de generadores/delondew; es
un camino cerrado par pata< j < h. Para todd?’ € {G, Hy, Hy, H}, de la Proposi-
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cion 4.3.2 y el Teorema 4.3.3, tenemos dvley G’ \ {v} son intersecciones completas
generadas minimalmente ppB,,, | V(w;) C V(G")} y {Buw, |v ¢ V(w;) C V(G')} res-
pectivamente. Entonces,

1+b(G') = b(G"\ {v}) = deg (v) =1+ b(G) = b(G"\ {v}) =

= ht(ler) — ht(engn) = [{i|v € V(w) C V(@)

En particular, para = 1,2 se tiene que existe un unigp € {1,...,h} tal quev €
V(w;,) C V(H;). Veamos qug; = j», en efecta € V(w;,) N V(w;,) y1 > 14+b(G) —
b(G\{v}) = {ilv € V(wi)}| = {51, j2}|- Entoncesy (w;,) C V(Hy)NV (Hz) = V(H)
y podemos concluir qué + b(H) — b(H \ {v}) = {jlv € V(w;) C V(H)} =1y
b(H) = b(H \ {v}). O

El segundo resultado trata sobre una operacion en el grafprgserva la propiedad de
ser interseccidn completa, a dicha operacion la denomisdatmntraccion de un grafo
en un vértice de gradd.

Definicion 4.5.2. Dado G un grafo con un vértice de gradbque no es vértice de ningln
triangulo, i.e., siuy, us son los vértices vecinos deentoncequy, us} ¢ E(G), se define
la contraccion deG env como el grafoGS que se obtiene al contraer las dos aristas
incidentes en. De forma mas precis&;¢ es el grafo con

V(G7) = (V(G) \ {v,ur,ua}) U{uty

E(Gy) = E(G\ {v,us,us}) U {{u, 2z} | {ur, 2} € E(G) o{ug, 2} € E(G)y z # v}.

Proposicion 4.5.3.SeaG un grafo con un vértice de gradbque no pertenece a un trian-
gulo. SiG es interseccion completa, enton€gstambién lo es.

Demostracion. Para todo camino cerrado par (respect. imparyE (z1,...,2. = 21)
en G, se definew como el camino cerrado par (respect. impar)#nconstruido como
sigue: asumimos sin pérdida de generalidad gue {v,u;,us} y siempre que exista

i € {2,...,r — 1} tal quez; = v (entoncesz;_1,z+1 € {u1, ug}), tomamosw :=
(21, Zioy U, Ziga,y - - -, 20 = 21) Y SiEempre que; € {ug, us} CONz;q # v, Zip1 # v
entonces tomamos el camino:= (21, ..., 21, 4, Zi11, - - -, 2 = 21), €S iIMmportante recal-

car que puede ser que pase potu;, us 0 v mas de una vez. Ademas, para todo camino
cerradow’ enG¢ es facil encontrar otre enG tal quew’ = .

Por otra parte, tenemos qaees bipartito si y solo Six¢ lo es, en efecto es facil com-
probar que si, V, es una biparticion d&' y u;, € V;, entonced//, V es una biparticion
deG¢ dondeu € V/, Vi \ {uy,us} = V' \ {u} y Vo \ {v} = VJ. Como adema& tiene
m — 2 vertices yn — |Ng(uy) N Ng(ug)| — 1 aristas, se deduce que

ht([G%) = ht(I(;) — |Ng(u1) N N(;(UQ)l + 1.
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Ademas|N¢(u1) N Ne(ug)| < 2, ya que en caso contrario existiria un subgiajg enG,
cosa que no es posible por el Corolario 4.3.9. Dividiremakelaostracion en 2 partes.

Si Ng(u1) N Ng(uz) = {v}, suponemos qué, 1 = {uy,v}, f, = {us,v} y para
todol < i < n—2,tomamosf! := f;sif; € E(GS)y fl == {u,z} si fi = {w,z} 0

fi = {us, z}. Entonces se tiene que(GS) = {f],.... f, o}
Consideremos el morfismo : k[x| — k[zy,...,x, 2] inducido porz,_; — 1,
x, — 1 yx; — x; paratoda € {1,...,n—2}. De la propia definicion es facil comprobar

que para todo camino cerrado paenG se tiene que)(B, ) = Bg. Lo que implica que
Y(lg) = Ige y comoht(Ig) = ht(lge ), tenemos quér es interseccion completa ya que
si ‘B es sistema minimal de generadoredgeentonces)(‘B) lo es delge.

Si Ng(u1) N Ng(ug) = {v,z}, suponemos qu¢,_3 = {ui,z}, fna = {us, 2},
fam1 = A{w, v}y fu = {w,v} y tomamosf; = f; si f; € E(GY), f; = {u,} si
fi = {ur,t} o fi = {ug,t} paratodo € {1,...,n — 4}y f/_5 := {u,z}. Entonces se
tiene queE (GS) ={f1,..., fl_s}.

Consideramos el morfismo : k(x| — k[z1,...,z,_3] inducido porz,,_y — x,_3,
Tp1— 1,2, = 1Yyax — x; paratodol < i < n — 3. Procediendo como en el caso
anterior, tenemos que(ls) = Ige.

Supongamos qué&' es interseccion completa y consideremos el ciclo de lodgitu
w = (v, u, 2, us, v), entonces el binomio de gra@pB,, = =, 2 T, — 37,1 € Ig.
Dado quels es un ideal homogéneo que no contiene ninguna forma linatdnees
existe un sistema minimal de generadotgge /; tal que B, € B, es decir,B8 =

{Buw,,-..,Buw,_,, By} dondew, ..., w,_; son caminos cerrados pares@y h = ht(I¢).
Comoy(lg) = Igg Y ¥ (Byw) = 0llegamos a quéy (B, ), Y (Bu,), - - -, ¥(Bu,_,)} genera
Ige y ht(Ige) = h — 1, por tanto es interseccion completa. O

La otra implicacion de la Proposicion 4.5.3 no es cierta eregd, veamos un ejemplo.

Ejemplo 4.5.4. El grafo G aqui expuesto es bipartito, sin embargo no es un grafo afdlla
No obstante, el vértice tiene grada2, no pertenece a ningun triangulogy;, es un grafo
anillado. Por tanto,G no es interseccion completa, mientras gfesi lo es.

v G G¢
U1 U

U2

Ahora introducimos el concepto de grafo theta y usamos kdteglos anteriores para
demostrar el Teorema 4.5.8, que es el principal resultadsideseccion. Dicho resultado
afirma que los grafos theta impares con vértices base noemgscy los grafos theta pares
son subgrafos prohibidos de uno interseccion completa.
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Definicion 4.5.5.Un grafo thetal” con vértices base, v es aquel que tiene como conjunto
de vérticed/ (T) := V(P1) UV (P2) UV (P5), dondeP;, P,y y Ps son tres caminos simples
de longitud> 2 que conectam y v tales queV (P;) NV (P;) = {u,v} paral <i < j < 3.
SiP1, Po y P; son todos paregrespect. impares entonces diremos que es un grafo
theta par(respect. impay.

Nota 4.5.6.En la literatura se suelen definir los grafos theta como alpsetjue ademas
no tienen mas aristas que las propias de los camiRasP, y P;. No obstante, nuestra
definicion de grafos theta es méas general, ya que solo henyfosesto la condicion de
queE(Py) U E(P2) U E(P;) C E(T). Por tanto, en un grafo theta puede haber aristas
conectando un vértice dg; y otro deP; conl < i < j < 3 o incluso conectando dos
veérticesa;, a; de P, = (u = ag,aq,...,a,-1,a, =v)donded <i <i+1<j<ry
1<k<3.

Antes de proceder con el Teorema 4.5.8, incluiremos un laya prueba es casi in-
mediata.

Lema 4.5.7.Seawv un vértice de grad@ y C un ciclo par tal quev € V(C). Entonces(
es bipartito<=- G \ {v} es bipartito.

Demostracion(<«) Es evidente(=-) Searnu; Yy u, l0s vértices vecinos deenG, entonces
uy, ug € V(C)y sealy, V5 una biparticion de&7 \ {v}. Supongamos que, € V;, como
uy Y up son veértices del ciclo par, entonces existe un camino par@n, {v} que uneu,
Yy us, de donde se deduce quec V;. Por tantoV;, V, U {v} es una biparticion d&'. O

Teorema 4.5.8.Los grafos theta impares cuyos vértices base no son adyegtds grafos
theta pares no son intersecciones completas.

DemostracibnSupongamos por reduccion al absurdo que existe un gratoithpar cuyos
vértices base no son adyacentes o un grafo theta par queesodion completa y deno-
tamos porG al menor grafo con esta propiedad, esto es, el que menosegtéinga. En
particular,G no puede tener un subgrafo propio theta impar con vértices ba adya-
centes ni un subgrafo propio theta par. Seanlos vértices base d& y P, Ps, Ps los
tres caminos simples de igual paridad que conectantales qué/(P;) NV (P;) = {u, v}
paral <i< j<3.

Si G es3-regular, se puede escrilbiV (u) = {u1, ug, uz} conu; € V(P;) y afirmamos
queb(G \ {w;}) = b(G \ {u,u;}) para todol < i < 3. En efecto, si suponemos que
i = 1, entonces: tiene grad@ enG \ {u;} y pertenece al ciclo pafP,, —Ps); entonces
por el Lema 4.5.7 se tiene qué= \ {u1}) = b(G \ {u,u,}). Por otro lado, al sez un
grafo 3-regular interseccion completa, entonces por el Teoreshd 4s una banda impar
0 una banda de M@bius par. Por tanto podemos eséfifgit) = {ay,...,a,,b1,...,b.} Y
suponer sin pérdida de generalidad que a; para algunl < i < r. Perob; € Ng(u)y
G\ {u, b;} es bipartito mientras qu&\ {u} nolo es, por tantd(G\ {b;}) # b(G\ {u, b;}),
lo que supone una contradicciorGyno puede se3-regular.
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Por el Corolario 4.3.8 debe existir un vérticee grad®, que supondremos que perte-
nece @/ (P;). Ahora consideramas; := (P;, —Ps) y H; := [V(C;)] parai = 1,2. Como
C; esunciclo pary € V(C;), entonces$(H;) = b(H; \ {z}) parai = 1,2y por el Lema
45.1,0(H) = b(H \ {z}) dondeH := [V(H,) NV (H,)] = [V (Ps)], veamos que esto no
puede seryaqueH) # b(H \ {z}).

DenotamosP; := (u = ag,a1,...,a, = v) Yy tenemos que = qa; para un cierto
11 <<

Sir = 2, entonces necesariameritees un grafo theta pary = a;. Si{agp, a2} €
E(G) tenemos qué(H) = 0 # 1 = b(H \ {z}) y si{ag,a2} ¢ E(G) tenemos que
b(H)=1#2=0b(H\{z}).

Sir = 3, entonces necesariameidtees un grafo theta impar cuyos vértices base
no son adyacentes y podemos asumir gue a;. Entonces s{ag, a2} € F(G) tenemos
queb(H) =0 # 1 = b(H \ {z}) y si{ap, a2} ¢ E(G)tenemos qué(H) =1 # 2 =
b(H \ {z}).

Sir > 4 veamos qu€a;_1,a;11} € FE(G). De no ser asi consideremos el grafo
G¢<, que es un grafo theta par o impar. Adema& &s un grafo theta impar con vertices
baseu, v tales que{u,v} ¢ E(G), siz ¢ {ai,a,_1} entonces=S también es un grafo
theta impar con vértices basev y {u,v} ¢ E(G¢) que es interseccion completa por la
Proposicion 4.5.3 y ademas cumple queG<)| < |V (G)|, lo que seria una contradiccion.
Siz = ay, entonced/ (GS) = V(G) \ {u,ai,a2} U {u'} y GS es un grafo theta impar
con vértices base’,v. Ademas{ay,v} ¢ E(G) ya que en caso contrario el subgrafo
inducido G’ := [V(Py) U V(P2) UV (P})] conP; = (u,ay,asz,v) seria un grafo theta
impar con vértices base no adyacentes que ademas es iot@nseompleta, lo que de
nuevo contradice la minimalidad dé Por tanto, comda,, v}, {u,v} ¢ E(G), entonces
{v',v} ¢ E(G¢); pero esto de nuevo contradice la minimalidad-dd-inalmente podemos
concluir que{a;_1,a;41} € E(G).

Hemos visto quda,;_1,a;11} € E(G), lo que significa qué(H ) = 0; si demostramos
queH \ {z} es bipartito tendriamos qbéeH \ {z}) = 1 y habriamos terminado. En efecto,
supongamos quél \ {z} no es bipartito. Denotameg := a; paratodol < j <i—1y
a; := a;j1; paratoda < j < r. Dado que{a),a),,} € E(H \ {z}) paratodal < j <,
entonces debe existir< j < k < rtalque{a), a;} € E(H)Y j = k (mod 2). Separamos
tres casos:

(@) sik < i, entonceqa;, a,} € E(T7).

(b) sij > i, entonceqda;i1, ari1} € E(T")

(c) sij <i <k, entonceqa;, a1} € E(T").
Si se satisface (a), denotan®$ = (v = ay, . .., a;j, a, ..., Gi—1, Git1,..., @& = V). Si
se satisface (b), denotam®$ = (v = ag, ..., Gi—1, Qig1,---, Qjt1, i1, - .-y A = V).
Si se satisface (c), denotam® = (v = ao, ..., a;, Gx41,..., @ = v). Enlos tres

casosP% es un camino simple de la misma paridad @4ey que conecta: y v y ademas
V(Pj}) € V(Ps), pero esto contradice la minimalidad @e O
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4.6 Teoremas de estructura de grafos interseccion com-
pleta

El objetivo de esta seccion es demostrar dos teoremas detassr para ideales téricos
de grafos, los Teoremas 4.6.5 y 4.6.18. &kan grafo,G se puede particionar en dos
subgrafos inducido§'y R tales qué/(C) =V (Cy) | |- --| ]V (Cs), dondeCy, ..., Cs son
ciclos primitivos impares Y es un grafo bipartito. Esta particidbn siempre existe pero no
tiene porqué ser unica. Cuand@oes bipartito, entonceS es el grafo vacio. Siempre que
tengamos una particion con estas caracteristicas lo denuta poiG = [C'; R].

Como tantoC' como R son subgrafos inducidos de, si G es interseccion completa
entoncesk y C también lo son. Es por ello que para determinar cu&rn@s interseccion
completa proponemos la siguiente estrategia: primeract@azamos cudndg@’ y R son
interseccion completa para después estudiar y caractepiiaaristas que conectany
R son admisibles en un grafo intersecciéon completa. DadoRjaee un grafo bipartito,
sabemos que? es interseccion completa si y solo si es un grafo anillado Teerema
4.2.2). El Teorema 4.6.5 dara condiciones necesarias p&rarmgrafo sea interseccion
completa dando una caracterizacion de cudridss interseccion completa. Finalmente, si
(' es conexo Y es2-conexo, el Teorema 4.6.18 caracteriza la propiedad dateeséccion
completa obteniendo todas las posibles aristas que con€atar.

Nuestro primer objetivo de esta seccion es demostrar léesitguproposicion.

Proposicion 4.6.1.SeaG un grafo conexo interseccién completa, entonces a lo sumyo ha
dos ciclos impares disjuntos por vértices@&n
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Para probar este resultado necesitamos el siguientea@suécnico que esta incluido
en la prueba de [96, Theorem 5.3].

Lema 4.6.2. SeaG un grafo 2-conexo interseccion completa y se@n, C, dos ciclos
impares de.

(@) SiV(Cy) n V(Cy) = {v} entonces existe una aristac E(G) tal quev ¢ ey
eNV(C;) # 0 parai = 1, 2.

(b) Si C; y C5 son disjuntos por vértices, entonces existere, € E(G) tales que
e1Ney=0ye;NV(C;) # 0 paratodoi, j € {1,2}.

Demostraciéon de la Proposicién 4.6.Bupongamos por reduccion al absurdo gues
interseccion completa y que existen tres ciclos impargardiss por vértices. Se@’ el
menor subgrafo inducido que contiene tres ciclos primitimapares, que denotaremos por
Ci=(a1,..., ap, a1),Co = (b1,..., by, b1) Y C3 = (c1, ..., Crg, ¢1). POr[96, Theorem
4.2] se tiene qué&’ tiene uno o dos bloques no bipartitos, dividiremos la deraogin en
dos casos segun el numero de bloques no bipartités.de

Si G’ tiene un Unico bloque no bipartito, entoneés Cs y C5 pertenecen a él y, por
tanto G’ es2-conexo. En virtud del Lema 4.6.2, para todo< i < j < 3 existen dos
aristas que conectan un vértice@gy un vértice de”;; por tantoG’ = [V (C;) U V(Cy) U
V(Cs)]. AdemasG’ no puede ser una banda ni una banda de Mébius puesto que tiene
ciclos impares disjuntos por vértices. Entonces existeértice - € V(G’) de grado.
Supongamos sin pérdida de generalidad gue V(Cs) y denotamosH; = [V(C;) U
V(C3)] parai = 1,2. ComoH; \ {z} es conexo W (C;) C V(H; \ {z}), entonces
b(H;) = b(H; \ {z}) = 0 parai = 1,2. Del Lema 4.5.1 se sigue queH) = b(H \ {z})
dondeH := [V(H,) NV (Hy)] = [V(C5)]. Sin embargo(’s es un ciclo primitivo impar, lo
que significa qué(H) =0y b(H \ {z}) = 1, lo que es una contradiccion.

Si G’ tiene dos bloques no bipartitos, entonces dos de los ciclostipos impares,
gue llamaremos’; y C,, se encuentran en el mismo bloque(de Por el Lema 4.6.2, por
lo menos hay dos aristas que conecfary C,. Ademas('; no se encuentra en el mismo
blogue que”; y C,. Entonces denotamas, := [V (C,) UV (Cy)] y tomamosP un camino
simple enG’ de longitud minima que conecta un vértice cualquieré'gleon otro de;.
De la minimalidad de&7’ se sigue qué&’ = [V (G1) U V(P) U V(Cs)]. Ademés podemos
suponer qué® = (¢; = ugp, uq, ..., us,a;) cons > 0y de la minimalidad dé® se puede
deducir quey; ¢ V(G1) UV(Cs) paratodal < i <s, {c;,u;} ¢ E(G') paral < j <rs,
i>1y{a;,u;} ¢ E(G') paratodal < j <7, <s.

Primero supongamos qudeg (c;) = 2 paratodg/ > 1y tomemos: := c,. Tomamos
P’ un camino simples minimos e’ que conecta; con un vértice de”,. Entonces,
P’ = (c1 = vy, v1,...,v, = b)Yy Se tienen las siguientes propiedades:

(@) v; = u; paratodo) < i < s,v; € V(Cy) paras < i <t—1yuvy € V(Cy),
v, € V(Cy) parat’ <i<t—1ywv, € V(Cs)

(0) {vi, v;} ¢ E(G")parad <i<i+1<j<t.
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Ahora denotamoél; := [V (C,) UV(P)UV(C3)]y Hy := [V(Co) UV(P)UV(C3)]
y claramente obtenemos qu€d;) = b(H; \ {u}) = 0 parai = 1,2. Sin embargo, si
denotamod? := [V (H,) NV (Hy)| = [V (03) U{vy,...,vu-1}], entoncesV(Cg) C V(H),
degy(c1) = 3, degy(v,—1) = 1y degy(v) = 2 para eI resto de vértices dé. Entonces
b(H)=0yb(H \ {u}) =1, lo que contradice el Lema 4.5.1.

Supongamos quéeg.(c;) > 2 para algury > 1y veamos que = 0, i.e.,{a;,¢1} €
E(G'). En efecto, sk > 1, de la minimalidad d&+’ se sigue qudu,,c;} € E(G') pero
en ese caso existiria un ciclo primitivo impaf tal queu; € V(C") C V(C3) U {u;}, lo
que contradiria la minimalidad d&'. Entoncess = 0, {a;,c1} € E(G") y si{ck, a;} €
E(G’) necesariamenté = 1 puesto que~’ tiene dos bloques. Escogem@$ un ciclo
primitivo impar tal quez; € V(C%) C V(Cs) U {a;} y tomamosu un vértice cualquiera
de V(C%){a:}. DefinimosP’ como uno de los caminos minimos éhque conectam,
con un vértice d€’;. Podemos asumir qu&’ = (a; = v, v1,...,v, = b)Yy Se tienen las
siguientes propiedades:

(@) v; € V(Cy) paratodd) <i <t—1
(0) {vi, v;} ¢ E(G') paratodd) <i<i+1<j <t

Ahora denotamo#f, := [V (C,) UV(CY)]y Hy := [V (Cy) UV (P") U V(CY)]; clara-
menteu tiene grada en [V (H,) U V(H)]| y b(H;) = b(H; \ {u}) = 0 parai = 1,2.
No obstante si denotamas := [V (H,) N V(H,)] = [V( ’) U {vi,...,v_1}], entonces
V(C}) C V(H), degy(ar) = 3, degy(v—1) = 1y degy(v) = 2 para el resto de veértices
deH. Dedonde(H) =0y b(H \ {v}) = 1, que una vez mas contradice el Lema 4.511.

En vista de este resultado, tenemos que un grafo conexeentédn completa tendra a
lo sumo2 ciclos primitivos impares disjuntos por vértices. Nuesiguiente objetivo sera
determinar cdmo se pueden cone&aiclos primitivos impares en un grafo interseccién
completa.

Definicion 4.6.3.Un grafo G es una banda parcial impar si existen dos ciclos primitivos
impares disjuntos por vérticeS; = (ay,...,a,,, a1) yCy = (by,..., b.,, by) tales que
V(G) = V(Cl) UV(C2) yE(G) = E(Cl) UE(CQ) U{{ahv bk1}7 {aj27 bkz} SR {ajs’ bks}}
paraciertoss > 1,1 <j; <---<j, 1 <k <---<kyyj;i =k; (mod 2).

Proposicion 4.6.4.SeaG un grafo conexo tal qué (G) = V(C,) UV (Cy) dondeC; y Cs
son ciclos impares disjuntos por vértices. Enton€eéss interseccion completa=- G es
una banda parcial impar.

Demostracion.(=) Procederemos por induccion soig G)|, el nidmero de vértices de
G. Comenzamos pdi/ (G)| = 6, i.e.,Cy y C, son tridngulos. El nimero de aristas debe
ser< 9ya que2|E(G)| < 18 = 3|V(G)| por el Corolario 4.3.7. St < |E(G)| < 8, es
facil ver queG siempre es una banda parcial impar.|B{G)| = 9, entonces7 es una
banda parcial impar salvo cuandb = (ay, as, as, a;), Co = (b1, be, b3, b)) Yy E(G) =
E(C)UE(Cy) UL fi1, fo, f3} dondef, = {a1, bi}, fo = {as, b3}y
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(@) f3={a1, b2}, 0
(b) f3 = {as, b2}

En (a) se tiene quéeg(as) = 2 y tomandoH; := [{a1, as, a3, b;, b3}| se observa que
b(H;) = b(H; \ {a2}) parai = 1,2. Sin embargo, tomandll := [V (H;) NV (H,)] =
[{ai1, a2, as,bs}], se tiene quéh(H) = 0y b(H \ {az}) = 1; entonces por el Lema
4.5.1, G no es interseccion completa. En (lg), tiene un subgrafdC, ;5 con vertices
{a1,as,b1,bs, b3}, 0 que contradice el Corolario 4.3.9.

Supongamos quig’(G)| > 6. Observamos qué no puede ser una banda de Mobius
par puesto qué&; tiene dos ciclos primitivos impares disjuntos por verticgisleg(v) > 2
paratoda € V(G), entoncesr es una banda impar, que en particular es una banda parcial
impar.

Si todo vértice de grad@ pertenece a un triAngulo, entonces podemos suponer que
deg(v) > 3 para todov € V(Cy), C, tiene al meno$ vértices yCs es un triangulo.
Como|V(C1)| > 5, entonceg |E(G)| = 3 oy g deg(v) > 3[V(C1)[+2[V(Co)| +5 >
3|V (G)|, lo que contradice el Corolario 4.3.7.

Si existe unv € V(G) que tiene grad@ y no pertenece a un triangulo y supongamos
sin pérdida de generalidad quec V(C;). Consideramos el graf&¢, la contraccion
de G enw. Por hipotesis de induccié@ es una banda parcial impar, entonces tene-
mos queV (G5) = {a},...,a,. _5,b1,...,b,}, dondeC] = (al,..., a,. _,, a})y Cy =
(b1, ..., by, by) son ciclos primitivos impares. Ademas, existeiun {2,...,r; — 1} tal
quev = ag, C1 = (ay,...,a.) Y

{ai,bj} EE(G) y 1<k—1, o0
{ai+2, bj} S E(G) y 1 Z k—1.

De aqui se deduce que &i;,b,} € E(G) entonces = j (mod2), y para todo par de
aristas{a;,, b;, }, {a:,, b;,} € E(G) coniy < i, tales queiy,iz) # (i — 1,74 1), entonces

j1 < jo. Por tanto, podemos asegufares una banda parcial impar salvo que existan dos
aristas{a;_1, b;, }, {ait1,b;,} € E(G) conjy > js.

Si hay dos vértices adyacentes@nde grad@, entonces basta con tomar a; uno
cualquiera de esos vértices y no podra pasafque, bj, }, {ai+1,0;,} € E(G) porque el
grado dez; _; o0 el dea;,; es2y, por tanto,G es una banda parcial impar.

Si no estamos en esta situacion, entonces debe haber al inemeosrtices de grado
> 3enC). Seav = a; € V(C4) un vértice de graddy supongamos que existen dos aristas
{ai—1,b;, }, {ait1,b5,} € E(G) conj; > ja, €l resto de la demostracion lo dedicaremos
a probar que en este casono es interseccion completa. Sea= b;,.;, afirmamos que
u tiene grad@. De hechofa; 1,u}, {a;41,u} ¢ E(G) porquej, +1 # jo =i —1 =
i+ 1(mod2), {a;, u} ¢ E(G)sil < i—1porque{a;+1,b;,} € E(G)Yjo<ja+1y
{a;, u} ¢ E(G)sil > i+ 1porque{a;_1,b;,} € E(G)Y joa+ 1 < j1.

Tomemos ahord ¢ {i—1, i+1} de grado> 3, supongamos sin pérdida de generalidad
quet < i—1ytomemos’ := max{j|{ay,b;} € E(G)}. Necesariamenté = j' (mod 2)

y 7' < j5. Ahora tomamos el ciclo par

(b} € B(GS) = {

wy = (bj’a bj’-i-l)' . '7bj1a Aj—1, Qj—2;5 - - 'aa’i’abj’)
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y el camino cerrado par
Wy = (bj/, bj’—l; ey b17 b7"27 ey ij, Ait1y Ajgp2y - oy an; Aty ..., Q, bj/),

que es un ciclo par si’ # j, 0 dos ciclos impares con el vértibg en comun sij’ =

J2. Parai = 1,2 denotamosH; := [V(w;)], claramentedeg, (u) = 2y b(H;) =
b(H; \ {u}). Demostremos qu& H) # b(H \ {u}) dondeH := [V (H;) N V(H,)] =
{air, bjr,b,,, ..., bj, }]. En efecto, sj’ < j, — 1, entonces los vértices,, b; unidos por

una arista forman una componente conexa/dentonce$(H) =2y b(H \ {v}) =3,y
sij =704 =j,—1entonced(H) =1y b(H \ {v}) = 2. En ambos casos podemos
concluir queG no es interseccion completa por el Lema 4.5.1.

(<) Supongamos qué&' es una banda parcial impar, tomams= {a;,, b, } para
1 <0< s, fori = {as, aipr} paral <i <y, forr = {a1, @}y forri = {bi, bis1}
paral <i <13V forritr := {b1, b, }. Entoncesit(ls) = s.

Paratoda € {1,...,s — 1}, denotamos pow; el ciclo primitivo par

Wi = (bki’ gy g4l - o o5 Qjiyiqy bki+17 bki+1_17 R bk’b)
Y wg = (bks, Ajgy Ajo41y - -y Apy, A1, - .,ajl,bkl, .. '7b17b7‘27 el bks>
. o s+ri+r2 s+ri+r
&}egz € {1,...,s}, denotamosB,, = > .} ozjej,donde{ej}j:l1 > esla bage
canonica d&*"1 "2, Entoncesy; = 1y parai < s, ademas si < s, entoncesy;;; = 1 Si
y solo sij;.1 — j; es impar yo;, ;1 = —1 en caso contrario. Pafa= s, entoncesy; = 1 sSi

y solo sir; — j, + j; esimpar ya; = —1 en caso contrario. e

Denotamos poB la matrizs x (s + r; + r9) cuya filai-ésima esB,,, para todoi €
{1,...,s}. Esféacil comprobar quA,(B) = 1y paratodg > s, laj-ésima columna d&
tiene una sola entrada no nula. Por taBgera dominante si y solo 8’ lo es, dondes’
es la submatriz x s que forman las primerascolumnas de3. Como ya hemos visto, si
denotamo$3’ := (b; ;)1<;, j<s, €ntonces; ; # 0siysolosij—i € {0, 1} osii=s,j = 1.
Por tanto, en caso de existir una submatriz cuadrada mezclde B’, necesariamente se
tendria queC = B’ . Veamos pues que’ no es mezclada; en efectq, es impar y, Si
denotamos pok = jo — ji, lo := js — Jo, ..., lec1 = Js — Jem1 Y s == 11— Js + J1s
entonces; = [;+-- -+, yexiste: : 1 < i < stal quel; es impar. Por tanto, las dos Unicas
entradas no nulas de la filesima deB’ son positivas 3’ no seria mezclada. Del Teorema
1.2.11 podemos concluir que; es interseccion completa y esta generado minimalmente
por{By,, ..., Bu.} O

Ahora ya podemos enunciar y demostrar el siguiente teorenestiuctura de grafos
interseccion completa.

Teorema 4.6.5.SeaGG = [C; R] un grafo conexo interseccion completa. Entonces,
e R esun grafo anillado

e (' es 0 bien el grafo nulo, o un ciclo primitivo impar, 0 una banmacial impar, o
dos ciclos impares primitivos sin aristas que los unen.
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Demostracion.Este resultado es consecuencia del hecho de que la progledset in-
terseccion completa es hereditaria en grafos (Teoremd)4y& que siG = [C; R] es
interseccion completa, entonces tai@omoC son interseccion completa. Entonces por
el Teorema 4.2.2 se tiene qéees un grafo anillado y por las Proposiciones 4.6.1y 4.6.4,
se deduce qué€' es o bien el grafo vacio, un ciclo primitivo impar, una bandecial impar

o C' tiene dos componentes conexas y cada una de ellas es unraicitivp impar. O

La otra implicacion de este resultado no es cierta en gerenalo muestra el siguiente
ejemplo:
Ejemplo 4.6.6. SeaG el grafo siguiente:
v1

v3

v4g v
v2
U5 ve
Se tiene quesy = [C; R], dondeC' := [{vy,v2,v3}] €S un ciclo primitivo impar y

R := [{v4, v5,v6,v7}] €S un grafo anillado bipartito. Sin embardg® no es interseccion
completa porque tiene como subgrafo induciddaR) U{vs }|, que esC, 3; ver Corolario
4.3.9

Si afladimos las hipotesis de gitees2-conexo yC' conexo, se obtiene la caracteriza-
cién dada en la Proposicion 4.6.8 que en particular afirmdguen conjunto de a lo sumo
dos vértices erR tal que toda arista que conedtay C' es incidente a uno de los vértices
en este conjunto. Para enunciar la Proposicion 4.6.8 iapess una definicion previa.

Definicion 4.6.7.G es lal-clique-suma de dos grafds, y G si se puede obtener identifi-
cando un vértice; de(z; y un vérticev, deG,. Analogamente se define uxliqgue-suma
de dos grafoss; y G> como el grafo que se obtiene al identificar una aristale G; y una
aristae, de G, (identificando lo2 vértices incidentes a la arista

>

G1 Go

2-clique-suma d&€71 y Go
1-clique-suma d&71 y Go

Proposicion 4.6.8.SeaGG = [C; R] un grafo conexo tal qu& es2-conexo yC' es conexo.
Entonces(= es interseccion completa si y solo/sies un grafo anillado y se da una de las
siguientes situaciones:
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e existeu; € V(R) tal queG es unal-cliqgue-sumade&y [V (C)U{u,}], con[V(C)U
{u;}] interseccién completa, o

e existen dos vértices adyacentgsu, € V(R) tales queG es una-clique-suma de
Ry [V(C)U{ui,us}], con[V(C) U {uy, us}] interseccion completa.

Este resultado se obtiene como consecuencia inmediataedeh 4.6.9 y el Lema
4.6.10.

Lema 4.6.9.SeaGG = [C}; R] un grafo interseccion completa. &i es2-conexo yC' es
conexo, entonces existen dos vértices adyacentes € V' (R) tales que s{u, v} € E(G)
conu € V(R)yv € V(C), entonces = u; 0 u = us.

Demostraciéon.En virtud del Teorema 4.6.57 es necesariamente un grafo anilladd'y
puede ser el grafo nulo, un ciclo primitivo impar o una bara&ial impar. Vamos a probar
que si existen dos aristdsi;, v1} Y {us, vo} tales queuy,us € V(R), vy, vy € V(C)
entonces o bien; = uy 0u; Y uy SON adyacentes. Supongamos que exigten {uy, vy}
Y fo = {us, v} tales queus, us € V(R), v,v € V(C) de forma ques; # us Y N0 son
adyacentes. Seg?, y P, dos caminos simples el que conectam, y u, de forma que
V(P1) NV (Ps) = {u1,uz} y |V(P1) UV (P;)| €s minimo. Entonces, el subgrafo inducido
[V(P;)] es un grafo camino pafia= 1,2. ComoR es bipartito,P; y P, tienen la misma
paridad.

Supongamos primero qu@, y P, son ambos pares. 8{ = v,, entonces tomamos
Ps = (u1,v1,us). Sivy # vq, SieMpre que exista un camino FarenC que conecte; y
v9, podemos definir el camino simpk; := (uy, vy, P4, ve, uz). ENn ambos casos tenemos
queP;, P,y Ps son tres caminos simples que coneatay u, y tales qué/ (P;)NV (P;) =
{uy,us} paral < i < j < 3, pero esto no se puede dar por el Teorema 4.5.8. Ademas es
facil comprobar que siempre podemos encontrar el caminplsiparP; cuandoC' es una
banda parcial impar que consta de dos ciclos primitivos ieg@;, = (a1,...,a,,,a1) Y
Cy = (b1,..., by, by) tales queb(C) = E(C1)UE(Cy)U{{ar,bi}}y {ar, b1} = {v1, va}.
En este caso denotam@s:= [V (C)UV (P;)UV (P)] y comoG’ es interseccion completa
y deg..(a;) > 4, entonces por el Corolario 4.3.8 existe un vértice V' (G’) de grada.
Siv € V(C), supondremos que € V(C;) y tomamosH, := [V (C;) U V(Py) U{bi}],
entonced(H;) = b(H; \ {v}) = 0 puesto quéuy, Py, us, v2, v1, u1) €S UN CAMINO impar
en H; \ {v}; ademaad(C) = b(C \ {v}) = 0. Entonces por el Lema 4.5.1, se sigue
queb(H) = b(H \ {v}) dondeH = [V(C) NV (H;)] = [V(C}) U {b1}]. Sin embargo,
b(H) = 0 porqueV (C,) C V(H)yb(H \ {v}) =1porqueH \ {v} es aciclico, lo que es
una contradiccion. Si € V(Py) U V(P,), podemos asumir quec V(P;) y denotamos
Hy = [V(P)UV(C)U{b1}] y Hy = [V(Py)UV (Py)], entonces(H,) = b(Hy\{v}) = 0
y b(Hy) = b(Hy \ {v}) = 1. Por tanto del Lema 4.5.1 se sigue dU& ) = b(H \ {v})
dondeH = [V(H,)NV(Hy)] = [V(P1)]. No obstante)(H) = 1y b(H \ {v}) = 2 puesto
queH es un grafo camino yleg,, (v) = 2, cosa que no es posible.

Supongamos ahora qig y P, son impares. Si; # vy, entonces podemos encontrar
facilmente un camino imp&aP; en C' que conecte, v,. Por tanto, si denotamdg; :=
(u1, v1, P§, ve, ug), €ntoncesP;, P, y P; son todos caminos impares que conectay
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us; pero esto no es posible de nuevo por el Teorema 4.5.8. Sslesta considerar el caso
en quev; = v,. Comow; € V(C'), entonces, pertenece a un ciclo primitivo impar y
denotamoss’ := [V(C") UV (P;) UV (P,)]. Afirmamos que todo vertice d&’ exceptov;
tiene grad@. En caso contrario existiria un vérticee V(C")y u € V(P) UV (P,) tales
que{u,v'} € E(G'). Siu = uy, aplicando lo anterior cofuy,v'} y {us,v.} llegamos
a queu; Y us son adyacentes y si = u, actuariamos de forma analoga cpn, v}y
{ug,v'}. Asi pues asumiremos quec V(P;) Y u # uq, u # us. COmo ya probamos
anteriormente{u, u; }, {u,us} € E(R)y el camino de longitu@, (u;, u, us) que esta
contenido enk conectau; Y uo; Sin embargo esto no es posible puesto fues bipartito
y P, es un camino impar e que también conecta; y u,. Entonces tomamos un
vértice cualquiera d€” exceptov, y H; := [V(P;) U V(C")] parai = 1,2. Entonces
C; := (uy, P;, ug, v1, uy) €S un ciclo impar com ¢ V(C;) C V(H;), de donde se deduce
queb(H;) = b(H;\ {v}) = 0. Entonces por el Lema 4.5.1, se sigue gue) = b(H \ {v})
dondeH = [V (H,)NV(H,y)] = [V(C")U{uy, us}|. Perob(H) = 0 porqueV (C) C V(H)
yb(H \ {v}) = 1porqueH \ {v} es un arbol, lo que es una contradiccion.

En resumen, lo que hemos probado es que siempréwque, }, {us, v2} € E(G) con
vy, vy € V(C), uy, ug € V(R) Y uy # ug, entoncequy, us} € E(G). Si existiesen tres
vértices distintos:;, us, us € FE(G) tales que{u;, v;} € E(G’) conuy, v, v3 € V(C),
entoncesuy, us, ug forman un triangulo ek, pero esto no se puede dar porghees
bipartito. O

Lema 4.6.10.SeaG unal-cligue-suma o un&-clique-suma de un grafé/ y un grafo
anillado bipartito R. Entonces(= es interseccion completa=- H es interseccion com-
pleta.

Demostracion. (=) Es obvia en vista del Teorema 4.3.3 puesto gues un subgrafo
inducido deGG. («=) Como los grafos anillados bipartitos se construyen meeliantique-
sumas y2-clique-sumas de ciclos pares primitivos y aristas, salergs que probar que
G es interseccidn completa cuando es Iv@ique-suma o una-clique-suma de un grafo
interseccion completd y K, dondek es un ciclo par primitivo @ vértices conectados por
una arista. SK es una aristg = {v;,v,} y G es unal-clique-suma d&7 y K, entonces
deg(v;) = 1 parai = 1 0i = 2y, por el Teorema 4.4.87 es interseccion completa.
Supongamos ahora qu€ es un ciclo primitivo imparC' y G es unal-clique-suma o una
2-cligue-suma déd y un ciclo primitivo C, y veamos qué&- es interseccion completa.
Sea®8 = {By,,..., By, } un sistema minimal de generadoresige conh = ht(/g).
Denotamos pofs’ := B U {Bc}. Si demostramos qu®’ generals, entoncess es
interseccion completa puesto g€ /) = ht(/y) + 1. SeaB a la matrizh x n cuya
i-ésima fila es§;, por el Teorema 1.2.11 se tiene gbiees dominante Y\, (B) = 1. Si
denotamos poB’ la matriz resultante de afiadirleauna nueva filaé;;, veamos que3’
es dominante y qué,,;(B’) = 1. En efecto,C' es un ciclo par que pasa por a lo sumo
una arista dé{, por tantoB’ es también dominante y como ademas el ve_é\@)solo tiene
entradast+1 y —1 en las columnas que se corresponden con aristds(dg, entonces
Api1(B") = Ap(B) = 1. O
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Ahora abordaremos los problemas de caracterizar cuy&hdo) U{u, }| es interseccion
completa con; € V(R)ycuanddV (C)U{uy, us}| es interseccion completa con, u, €
V(R) dos vértices adyacentes. Por el Teorema 4.3[B(&') U {u; }] o [V(C) U {uy, us}]
es interseccion completa, se tiene gutambién lo es y entonces, del Teorema 4.6.8s
0 bien un ciclo primitivo impar o una banda parcial impar. Bnsecuencia estudiaremos
las intersecciones completas en los siguientes grafos:

1. [V(C) UA{u,}], dondeC es un ciclo primitivo imparr,

2. [V(C) U {uy,us}], dondeu,, us son vértices adyacentes(y es un ciclo primitivo
impar,

3. [V(C) U {u,}], dondeC es una banda parcial impar, y

4. [V(C) U {uy,us}], dondeuy, us son veértices adyacentes(y es una banda parcial
impar.

Estudiaremos en detalle cada una de estas cuatro situs@aries siguientes cuatro
lemas. Comenzamos con una definicion.

Definicion 4.6.11.Una rueda parcial impafl” esta formada por un ciclo impar primitivo
C'y al menos una arista que coneatacon un vérticev ajeno aC'. Al vérticev se le
denomina vértice central dé” y a C ciclo principal delV. Una rueda parcial impail’

diremos que es una IC-rueda-parcial-impar si y sol@si= (z1,..., 2., 21) Y Nw(v) =
{71, 259y .-, 25, |, dondek > 1,1 < s9 < --- < s, So = 2 059 €SIMpar, yss, ..., s, SON
impares.

Lema 4.6.12.SealV una rueda parcial imparlV es interseccién completa si y solo/gi
es una IC-rueda-parcial-impar.

Demostracion.Seau el vértice central yC el ciclo principal dell/, denotamos por al
namero de vértices d&.

(=) Procedemos por induccion sobre= |V (C)|. Sir = 3, entoncedV siempre
es una IC-rueda-parcial-impar. 8> 5y deg(u) < 2 entonces evidentemeni& es una
IC-rueda-parcial-impar. Supongamos pues deg, (u) > 3, entonces existe un vertice
v € V(C) de grado2, ya que en caso contrariteg;,(u) = r > 3, lo que contradice
el Corolario 4.3.8. Entonces podemos considerar el gidfo= W¢, que de nuevo es
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una rueda parcial impar interseccion completa y, por hg®tde induccion es una IC-

rueda-parcial-impar. Por tanfd’’ tiene como ciclo principal &’ = (2},...,2. )y
Nwi(u) = {21, 24y, 2, y CONL <ty < -+t <7 —2,k > 1,t3,...,1 Sonimpares y
to = 2 0ty esimpar. EntonceS = (zy,..., 2., 21) y existeun € {2,...,r — 1} tal que

{u,z,} e E(W) e i<l—1, o

{u,zl} € E(W') <= { {u,zip0} EEW) e i>1—1.

Si{u,z1} ¢ E(W) entonces denotamag := z;.» paratodol < i < r — 2, y; =
z-_1 €Yy = 2z, Yy tenemos quélV es una IC-rueda-parcial-impar. Bi£ 3 0 {z, 2z} ¢
E(W), entoncedV también es una IC-rueda-parcial-impar. Asi que solo fadtadsar
el caso en quéu, z1},{u,z} € E(W)yl = 3. Supongamos primero que:, z»} €
E(W). Sidegy (u) = 3, entonces denotamas := z;.; paral < i < rey, == 21 Y
tenemos qué€’ = (yi, ..., v, y1) coNnNy (u) = {y1,vs,y-} Y W es una IC-rueda-parcial-
impar. SiNy (u) = {z1, 29, 24, 2, }, €NtONCES basta con tomar := z,, y; := z;_; para
todo2 < ¢ < rytenemos queVy (u) = {y1, 92,3, ys} Y de nuevo llegamos a qué&
es una IC-rueda-parcial-impar. &gy, (u) > 4y Nw(u) # {2, 22, 24, 2, }, €ntonces
tomamos; = min{i > 4|z € Nw(u)}, y existen dos ciclo€’, = (21,22, u,21) Y
Cy == (2, ..., 24, u, z4) Ue SOn impares pugses impar, pero no hay ninguna arista que
conecte’; y (5, lo que contradice el Lema 4.6.2.

Ahora supongamos que= 3y {u, 25} ¢ E(W). Sidegy, (u) = 3y {u,z;} € E(W)
conj = 5075 = r, entoncedV es una IC-rueda-parcial-impar. En efecto,js& r
denotamog, := z,, y; = 2z, paratod® < i < ry se tiene quéVy (u) = {y1, Yo, Ys};
por tantoll es una IC-rueda-parcial-impar. 5 5 procederiamos de forma analoga.

Sidegy, (u) > 3y no estamos en ninguno de los casos tratados anteriorreetdaces
degn(z2) = 2y existens < j; < j, < rtales quez;,,z;, € Nw(u), (j1,42) # (5,5)

Yy (j1,J2) # (r,r). Comoj; y j» son impares, tenemos los dos ciclos pafgs:=
(215 2iy,u, 21) Y Co i= (Zjyy oo 20y 21, - - - 225 U, 25,) Y denotamodd; = [V(C;)] para

i = 1,2. Entonces, por el Lema 4.56[H;) = b(H; \ {z2}); sin embargo si denotamos
H :=[V(H,)NV(H,)],entonce$(H) =0y b(H \ {22}) = 1, lo que contradice el Lema
4.5.1.

(<) EscribimosC' = (z1,..., 2., 21) cON Ny (u) = {21, 25y, .. ., 25, } dONdek > 1,
s1:=1 < 89 < -+ < 8, 83,...,8, SOn impares y, o bies, = 2 0 s, es impar. Sis,
es impar, tomamo¥/ la rueda parcial impar con ciclo principal = (z1,..., 2., 21),

vertice centrak/ y tal que{«’, 2} € E(W) siy solo si{u, z} € E(W). Claramente

zl1 Y 2., tienen grad® enW y W es la contraccion d& enz.. ,, entonces bastara
con probar quéV es interseccion completa para demostrar Gugéambién lo es. Sea
R := W\ {z_,}, comob(W) = 0y R es bipartito y por tanté(R) = 1, por el Teorema

4.4.8, W es interseccion completa si y solo si lo Bs Como R es un grafo anillado

bipartito, hemos terminado.

Supongamos ahora que = 2, denotamoy; = {u, z,, } paratodol < i < k, fri; =
{zi,zis1} paratodol < i < r — 1Y ex, = {21,2-}. ComoW tiener + 1 vértices y
r + k aristas, se tiene que(lyy) = k — 1. SeanCy = (u, Zs,, Zsy+1, - - - » Zry 21, 22, U),
Co = (U, 21,22, ... 25, w) Y C 1= (U, Zg;5 Zay 415 - - -5 Zs,0, w) Paratodod < i < k — 1,
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entonces
Bcl = Tk Lht-1 Thd-sp4+1 """ Lhdr—1 — L2 Thtsy, ~ " Lhtr,

Be, = 1 Tiq2 - Tpsg—1 — T3 Thg1 ** * Thpsy—2, ¥

BCi =T xk’-ﬁ-sri—l o $k+si+1—1 - x’i-i—l 'Ik-i-si Tt xk+8i+1—2 para 3 S ¢ S k - ]‘7

nuestro objetivo es demostrar glie = (B¢, , . .., Bc,_,). Tenemos que
By, = —ea 4+ e + €pg1 — €hpsy T Chpspt1 — 0+ Chap—1 — Chyy € T,
—_— k
By, =€1—e3— €1+ €ehpa— = Chisy ot Chisy 1 €L,y
B . k+ :
By, =€ — €41 — €hys; T Chpsiq1 — Chtsip1—2 T Chtsip—1 € Z'" para3 <i < k—1

y denotamos poB a la matriz(k — 1) x (k + r) cuya filai-ésima eséw\i. Es evidente
queA;_1(B) = 1yparatodo € {1,2,k+2,...,k+ r} la columnaj-ésima deB tiene
una unica entrada no nula. Por tanibes dominante si y solo si lo €%, la submatriz
cuadrada d&3 de tamafigk — 1) x (k — 1) formada por las columnas 4, ...,k + 1
de B. Es facil comprobar qué&’ es dominante, por tantd” es interseccion completa e
IW:(BC’la"'aBC’k,l)- O

Definicion 4.6.13.Un grafo conexd- se denomina una IC-rueda-doblds{G) = V(C)U
{b1, b2}, dondeC' = (a4, ...,a,,a;) €s un ciclo primitivo impary

E(G) = E(C)U{{b1,ba},{b1,a;,},...,{b1,a;,},{bayar, },-..,{b2sar, }},

cons,t > 1, 1<jp < - <js<hk1<---<ks¥Vj1,...,Js k1,...,k sonimpares.

ap[ @2 a3z A4 05 Qs \q,

by ba

Lema 4.6.14.SeaG un grafo conexo co' (G) = V(C) U {b;, b, } dondeC' es un ciclo
primitivo impar, {b;, b2} € E(G) Yy degq(b1), deg,(b2) > 2. Entonces( es interseccion
completa siy solo gi es una IC-rueda-doble.

Demostracion.(=) Procederemos por induccion sobre= |V (C)|. Sir = 3, por el
Corolario 4.3.7 se tiene que hay7 aristas. Sitodo vértice d€ tiene grado> 3, entonces

G tiene un subgrafdC, 3, lo que contradice el Corolario 4.3.9. Entonces podemos es-
cribir V(G) = V(C) U {bl,bg}, dondeC = (CLl,CLg,ag,CLl), degG(ag) = degG(bg) =2

y deg.(b1) < 3y se obtiene qué&r es una IC-rueda-doble. Supongamos ahora que
r > 5, veamos que existe un vértice de gratlen C. De hecho, sideg,(v) > 3
para todov € V(C'), entonces por el Teorema 4.3.6 tenemosfiue 2 < 2|E(G)| <
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3|V(G)| = 3r + 6, cosa que no es posible. Entoncessea V (C) un vértice de grado

2 y consideramos:’ := G¢, que por hipotesis de induccion es una IC-rueda-doble. En-
toncesV (G') = V(C") U {by,bo}, dondeC’ = (a},...,a._,,a}) es un ciclo primitivo
impar yE(G) = E(C) U {{bl, bg}, {bl, a}l S {bl, CL;—S}, {bg, aﬁﬂ}, ceey {bg, a;t}} con
1<jpi<--<js<ki<---<k<ryj,...Jski..., k sonimpares. Ademas,
existeun € {2,...,r — 1} tal que

Y, ' {bivaj}EE(G) y j<i-1, o
b, @y} € B(G) <= { {bi,aj2f € E(G) Yy j=>1-1
Si{bi,a111} ¢ E(G) 0{bs,a,-1} ¢ E(G) entonces es una IC-rueda-doble, también si
deg(b;) = deg(be) = 2 se tiene qué&s es una IC-rueda-doble. Entonces{sno fuese
una IC-rueda-doble podemos asumir dbe, a;v1}, {b2,a;-1} € E(G) Yy deg(by) > 2.
Entonces/ — 1 = j; = ki, k1,..., k. son impares Y{b,a;, }, {b1, a1}, {b2, i1} €
E(G).

Separamos dos casospstiene grada> 2 entonceg by, a;, } € E(G') Y {2, ar, 12} €
E(G) y existen tres caminos simples pares

7Dl = (al—la ar, al-i—l)a 7)2 = (al—17 Ap—9y ..., aj17 bl) al-i—l) y

Ps = (aj_1, by, Qkyy2, Qs - - - Qig1)

que conectam;_; Y a;+1 Y satisfacen qué&’ (P;) NV (P;) = {ai_1, a1} paral < i <

j < 3, pero esto no es posible por el Teorema 4.5.8, 8ene grad@®, entonces tomamos
Cl = (bl, bg, i1y ey Qpy A1y .oy gy bl), Cg = (bl, bg, A1y e ey A1y Qpyenn,yQped, bl) Yy
los subgrafos inducido; := [V (C})], que satisfacen qué H,) = b(H; \ {b2}). Sin em-
bargo si considerama8 := [V (Cy) N V(Cy)] = [{a1, ..., a5, qi—1, @41, - - ., ar, by, ba }],
si {b1,a;-1} ¢ E(G), entoncesh(H) = 0 puesto quel/(C3) C V(H) siendoC; el
ciclo imparCs := (b1, ai41,...,0,,a1,...,a5,,01) Y b(H \ {b2}) = 1 porquea;_; es
un vértice aislado e/ \ {b,}. Solo queda estudiar la situacion en due,a;_ 1} €
E(G); en este cas6’ es2-conexo, hay dos ciclos imparés = (b, a;_1,b2,b1) y Cy =
(b1, ai41,...,a.,0a1,...,a;,b1) con un vertice en comun y no hay arista que los conecte,
pero esto no es posible por el Lema 4.6.2.

(<) Si denotamos pa&’ el grafo obtenido afiadiendo un nuevo vértigg dos aristas
{b1,b3} y {b2, b3}, entonces’ es una banda parcial impar y por la Proposicion 4.6.4 es
interseccion completa. Ademés= G’ \ {b3} y del Teorema 4.3.3 se deduce gulees
interseccion completa. O

Definicion 4.6.15.Un IC-vértice-banda es un grafo conexovcon V(G) = V(Cy) U
V(Cy) U {c}, dondeC; = (ay,...,ar,a1) Yy Cy = (by,...,bs,by) son ciclos primitivos
impares disjuntos por vértices y

E(G) = E(C1)UE(Cy)U{{a1,bi},{a1,bi,},.. . {a1,b;, },{c, a2}, {c,a,}},

dondek > 1yi,,..., 4, Sonimpares.
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Lema 4.6.16.SeaG un grafo conexo col' (G) = V(C) U {c}, dondeC' es una banda
parcial impar. Entoncess es interseccion completa si y solodsig;(c) = 1 0 G es una
IC-vértice-banda.

Demostracién.(=) Supongamos qué' es interseccion completa®y es una banda par-
cial impar conV (C) = V(C,) U V(Cy), dondeC; y C5 son dos ciclos primitivos im-
pares disjuntos por vértices. Veamos primero que el gradoede< 2. Para ello, pro-
baremos antes que para todoc V(C') de grado2, si v no pertenece a ningun trian-
gulo, entoncesleg;(c) = degg.(c). Supongamos que no fuese asi y que.(c) >
degg.(c); esto significa queNG(v) = {vi,v2} y que{vy, c}, {vs, ¢} € E(G). Consi-
deramosH := [{v,v,v9,c}], entoncesy € V(H)NV(C), b(H) = b(H \ v) = 1,
b(C) = b(C'\ v) = 0. No obstante, si consideramé® := [V (H) NV (C)] = [{v,v1, v2}],
entonced(H’ \ {v}) = b(H') + 1, lo que contradice el Lema 4.5.1.

Supongamos quetiene grado> 3. Siempre que exista un vértices V' (C') de grado
2 que no pertenece a un triangulo, consideratipy repetimos el argumento hasta llegar
a un grafoG’ en que todo vértice de gradgertenece a un triangulo, por lo ya demostrado
anteriormente tenemos qdeg(c) = deg. (c). Notese qué/ (G') = V(C’) U {c} donde
C" es una banda parcial impar con ciclos primitivgisy C,. ComoG’ tiene un numero
impar de vértices, entonces no puedeFeegular y por el Corolario 4.3.8 se sigue que
debe existir un vértice € V(G’) de grad@ , que supondremos sin pérdida de generalidad
que pertenece ®(C]). Por construccio’, es un triangulo, veamos qudé también lo es.
Supongamos qué€’, no es un triangulo, entonces= |V (C})| > 5y deg (u) > 3 para
todou € V(C%), lo que implica quéE(G")| > 2s+3y |V(G")| = s+ 4y por el Corolario
4.3.7 tenemos qués + 6 < 2|E(G")| < 3|V(G')| = 3s + 12; entonces =5y |E(G')| =
13. Esto obliga a queleg.,(z) = 3 paratodoz € V(C%) y {c,u} ¢ E(G') para todo
u € V(C}). Por simetria podemos asumir qUé= (ay, as, as), C4 = (b, b, bs, by, bs, by)
y E(G") = E(C}) U E(CY) U{{a1,b1}} U E, dondeFE es uno de los siguientes:

@) E = {{bs,c},{bs, c},{bs, c}, {bs, c}},
(b) E = {{b, ar},{bs, ¢}, {bs, c}, {05, c}},
(©) E = {{ba, as}, {bs, c}, {bs, c}, {5, c}},
(d) E = {{ba, ¢}, {bs, a1}, {bs, c}, {b5,c}}, 0
(€) E = {{ba, c},{bs, az}, {bs, c}, {b5, c}}.
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Si ocurre (a) denotamas; := [V (C]) U {c, b1, b;—1,b;}] y tenemos qué(H,;) = b(H; \
{as}) = 0 parai = 3,5; sin embargo si tomama¥ := [V (Hs) NV (H;)] = [V(C) U
{¢,b1}], entoncedh(H) = 1y b(H \ {a2}) = 2, que no es posible por el Lema 4.5.1.
Si ocurre (b) o (c), tomamaoB; := (bs, by, bs), Py := (b3, c,bs), en (b) tomamos tam-
bién Py = (bg, bg, ai, bl, b5) y en (C) tomamo$; = (bg, bg, az,as, ay, bl, b5), en ambas
situaciones tenemos tres caminos pares que conecyaby y V (P;) NV (P;) = {bs, b5}
para todol < i < j < 3, cosa que contradice el Teorema 4.5.8. En los ultimos dos ca-
sos tomamo$; = (bz, by, b1), Py := (b3, by, c,bs,b1), en (d) también tomamadB; :=
(bs,a1,b1) y en (e) tomamo$s := (bs,as,as,ar,by), cosa que contradice de nuevo el
Teorema 4.5.8.

Ahora supongamos que tanty comoC’, son triangulos y quéeg,(c¢) > 3, entonces
necesariamentéeg., (¢) = 3y E(C') = E(C]) U E(CY%) U {{a1,b1}}, ya que en caso
contrario2| E(G")| > 3|V(G’)|. Entonces podemos escriliit = (ai, as,as,a1), C) =
(b1, b9, b3,b1) Y Ne/(c) es uno de los siguientes:

o Ner(c) = {b1,b2, b3},
e Nei(c) = {ar, by, ba},
e Ngi(c) ={az, by, by},
e Ngi(c) ={a1,b, b3}, 0
e Ne/(c) ={ag, by, b3}.

Tomamosu := a3, H; := C"Yy, en los primeros tres casés, := G’ \ {bs} y en los
dos ultimosH, := G’ \ {b1}. En todos ellos se tiene queH,) = b(H; \ {u}) = 0,
b(H2) = b(Hy \ {u}) =0, perob(H) # b(H \ {u}) dondeH := [V (H,) NV (H,)], lo que
contradice el Lema 4.5.1. Entoncég(c) < 2.

Sidegg(c) = 2, comob(G) = b(G \ {c}) = 0, en virtud del Teorema 4.4.8 tenemos
quelqs = I - k[x] + (B,), dondew es un camino cerrado par con

V(w) = {c} UNg(c)U{v e V(G)[b(G\ {v}) <b(C\{v})}.

A partir de ahora escribimasS; = (ay,...,a,,a1) y Cy = (by,...,bs,b1) cOn{as, b1} €

E(C). Ademés siv € V(w) y v ¢ Ng(c) U {c}, entonces necesariamentes {a,b;}

porqueb(C \ {v}) > 0y b(C \ {q;}) = b(C \ {b;}) = 0 para todoj > 2. Como por el
Lema 4.2.1w debe pasar por al menos cuatro vértices, podemos suponer gué (w),

a1 ¢ Ng(c); entonced(G\{a1}) =0y b(C\{a1}) = 1. Comob(C\{a,}) = 1 podemos
asumir queE'(C) = E(C)UE(Cy)U{{a1,b1},{a1,bj,}, ..., {a1,b;, }} paraalgark > 1

Y j2, ..., Jx SON impares. Ademas, com@- \ {a,}) = 0 entoncesV¢(c) = {a;, b;} para
algunosl < i <r,1<j <s0Ng(c) ={a;,a;} conl <i < j<r,i%j(mod?2).

Si Ng(c) = {a;,a;}, entonced; ¢ V(w) porqueb(G \ {b1}) = b(C \ {b1}). Ademas si
Neg(c) ={a;, b;} paraalgin < i <r,1 < j < s, entoncess no puede se2-conexo por
el Lema 4.6.2, de donde obtenemos gue 1y {ay, b} es la Gnica arista que conecta

y 5. Teniendo todo esto en cuenta, se tiene que estamos en ustaslsigiaciones:
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(@) V(w) = {c,a1,a;,b,}, dondeNg(c) = {a;, b1} conl < i <ry E(C) = E(C,)U
E(C) U{{a1,b1}}, 0

(b) V(w) ={c,a1,a;,a;}, dondeNg(c) = {a;,a;} conl <i < j <r, i# j(mod 2)
Yy (C) = E(Cl) U E(Cg) U {{CLl, bl}, {CLl, ij}, R {CLl, b]k}} para algt]rk > 1, Yy

Ja, .., Ji SON impares.

En ambos casos por el Lema 4.2:.1 tiene que ser un ciclo de longitud En (a)
tenemos quev = (c,a;,aq,b1), y podemos asumir que = 2. Como probamos en la
Proposicion 4.6.4 qué- = (B,) dondew’ = (a4, ..., a,,a1,b1,...,bs, by, a1); entonces
I = (By, By). Sin embargo esto no es posible porque si denotamog;pprf, las
aristas{ay, by} y {a1, as}, entoncesB,,, B,y) C J := (x1,22) Y2 = ht(Ig) < ht(J) = 2.
Finalmente si ocurre (b) tenemos que= (c, a;, a1, a;), lo que implicaqué =2, j =ry
(G es una IC-vértice-banda.

(<) Sidegq(c) = 1, G es interseccion completa si y solo si lo@y comoC' es una
banda parcial impar, por la Proposicion 4.6.4 hemos temoina

Si G es un IC-vértice-banda cor(G) = V(C) U {c}, dondeC esta formado por

dos ciclos impares disjuntos por vertiaces = (ay,...,a,,a1) y Co = (by,...,bs,b1) Yy
E(G) = E(C1) U E(Cy) U {{a1,b1},{a1,bi,}, ... {a1,b;, }, {c, a2}, {c,ar}}, k> 1y
biy, . .., b;, SON impares, veamos qug = I - kx| + (B,,) dondew = (c, a,, ay, as, c).

Tenemos quét(lz) = k + 1, denotamogf; := {ay, b;, } paral < j < k, fry; =
{aj, aja} paral < j <7, feyr = {ar, ar}, foorrs = {bj, bjap paral < j < sy
Jhares = {bh bs}a Jrartst1 = {Ca CLQ} Y frtriste = {C, ar}-

Paratodg < {1,...,k — 1}, seaw, en ciclo primitivo par

’(Uj = (bij, ay, bij+17 bij+1—17 ey sz)
Y wg = (b,k, al,Cl, ay, bl, bs, RN bzk)

Si denotamosB,,, = x* — x% cona;, §; € N*"*+2 para todoj € {1,...,k}y
denotamos poB la matrizk x (k+r+ s+ 2) cuya filaj-ésima esy; — 3;; como probamos
en la Proposicion 4.6.4, la matriz es dominante W\, (B) = 1.

Denotamos poB’ a la matriz obtenida afadienddda fila fiy 1 — frir — fririset +
fotrispo € ZETr+5T2 Entonces\,, 1 (B’) = 1 porqueA,(B) = 1, si probamos qué’ es
dominante tendremos qug = (B.,,- .., Bu,, Bw) Y pOr tanto es interseccion completa.
Como las columnas +r + s+ 1y k +r + s + 2 tienen solo una entrada no nula, si
denotamos poB3” a la matriz obtenida al quitar esas dos columna®3epor el Lema
4.4.3 B’ es dominante si y solo 98” lo es. Supongamos que” tiene una submatriz
cuadrada mezclada, si la tltima fila deB” esta enD, entonces las columnast-1y k+r
de B” tienen que estar el también puesto que son las dos Unicas entradas no nulas en la
dltima fila deB”. Ademas las columnds+ 1y k + r de B” solo tienen entradas no nulas
en las filast y k£ + 1 y las dos entradas no nulas de la filésima son negativas. Entonces,
si quitamos las ultima fila d® y la columnak 4+ 1 obtenemos una matriz cuadrabade
B” que es mezclada; pef® también seria submatriz d& lo que seria una contradiccion.

0

140



Lema 4.6.17.SeaG un grafo conexo coW (G) = V(C') U {cy, c2} dondeC' es una banda
parcial impar, {c1,c2} € E(G) Yy ¢, ¢, tienen grado> 2. Entonces( es interseccion
completa siy solo giF es una-clique-suma d€”' y de un ciclo de longitud.

Demostracion(=-) Supongamos qué es interseccion completa, entoncés= G\ {¢;}
también lo es para = 1,2. Entonces por el Lema 4.6.16¢g. (c3—;) = 1 0G; es a
IC-vértice-banda para= 1,2. Denotamos’; = (ai,...,a,,a1) Y Co = (b1, ...,bs, by)

de modo qu€as,b,} € E(G). Supongamos primero que tartg comoG, son ambos
IC-vértice-banda. S{c;,q;} € E(G) parai = 1,2, j = 2,r, entoncess tendria un
subgrafa/C, 3 con vértices ¢y, o, a1, as, a, }, COSa que no es posible. Si en cambio se tiene
que{ci,a, }, {c1, a2}, {ca, bs},{c2, b2} € E(G), entonces hay tres caminos simples pares
Conectand@1 Yai, a Sabeﬂ?l = (Cl, as, al), Py = (Cl, Gy, al) Yy Py = (Cl, Ca, bg, bl, al)
tales queV (P;) N V(P;) = {c1,a1} paral < i < j < 3y esto no es posible por el
Teorema 4.5.8. Supongamos pues dug.(c;) = 2y que; es una IC-vértice-banda,
esto esNg(ca) = {c1,a9,a.}; entonceds = Ig, - k[x] + (B,) dondew es un camino
cerrado par colW (w) = {¢; } UNg(c1)U{u € V(G) | b(G\{u}) < b(G\{u,c1})}. Como
c1,co € V(w), entonces necesariamenteo a, € V(w), supondremos que, € V (w).
Perob(G \ {c1,a2}) = 0, por tantoa, € Ng(c1)y V(w) = {c1,co,az,b1} pero no existe
ningun camino cerrado par con esos veértices.

En conclusion, se tiene quleg(c;) = deg,(c2) = 2y existenuy, uy € V(C) tales
que {ci,u1}, {c2,u2} € E(G). Entonces en virtud del Teorema 4.418, = Iq\(c,) -
k[x] + (B,) dondew es un camino cerrado par co(w) = {c} U Ng(cz) U {u €
V(G)|b(G\ {u}) < b(G\ {u,c2})}. Entoncesw = (uy,cy, o, us,v1,...,0;,up) para
algunt > 0y b(G\{v;}) < b(G\{v;, c2}) paratodd < i < t. Ademash(G\{z,c}) > 1
Siy solosiz = u; 0z = a; ydego(a;) =2 paratodd > 20z = by y deg(b;) = 2 para
todo: > 2. Entonces{cy, co, ur,us} C V(w) C {e, 2, ur,us,a1,b01}. Si |[V(w)| = 6,
entonces podemos asumir que= as, us = by y que{ay, by } €s la Unica arista que conecta
C1y C, pero esto no es posible por el Lema 4.6.2.VSiw)| = 5, entonces no es un ciclo
pary por el Lema 4.2.%4; = uy; sin embargo, si; € V(C4), entonced(G \ {b1,c}) =
b(G\{b:1})ybs ¢ V(w), lo que es una contradiccion. Enton¢€$w)| = 4, w es un ciclo
y {ui,us} € E(G), de donde se concluye qaees una2-clique-suma d&€’' y el ciclo de
|0ngitUd4 (Cl, Co, Ug, U1, C1).

(<) Es directo del Lema 4.6.10 y de la Proposicion 4.6.4. O

Ahora podemos proceder a enunciar el siguiente teoremardetedzacion, que nos
lista todos los grafos interseccion compléta= [C; R| tales queR es2-conexo yC' es
conexo.

Teorema 4.6.18.SeaG = [C; R] un grafo conexo. SR es2-conexo yC' es conexo.
Entonces(- es interseccion completa=- GG es uno de los siguientes grafos:

(a) un grafo anillado bipartito,

(b) unal-clique-suma de un grafo anillado bipartito y o bien
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(b.1) una IC-rueda-parcial-impar,
(b.2) unal-cliqgue-suma de una banda parcial impar y una arista, o
(b.3) una IC-vértice-banda,

(c) una2-clique-suma de un grafo anillado bipartito y o bien

(c.1) unalC-rueda-doble, o
(c.2) una banda parcial impar.

Demostracion. (=) ComoC' es conexo, del Teorema 4.6.5 se tiene gues un grafo
anillado bipartito yC' es o bien el grafo vacio, un ciclo primitivo impar o una bandcial
impar. SiC es el grafo vacio, entoncés = R es un grafo anillado bipartito. En caso
contrario, por la Proposicién 4.6.8, o bien

(1) existeb, € V(R) tal que[V (C) U {b; }] es interseccion completa, o

(2) existen dos vértices adyacentgsh, € V(R) tales queV/(C) U {b, b, }] es inter-
seccion completa.

Si se cumple (1), st es ciclo impar primitivo, por el Lema 4.6.12 obtenemos (by19i
C' es una banda parcial impar, del Lema 4.6.16 obtenemos ((23)o Si se satisface (2),
si C' es un ciclo primitivo impar, por el Lema 4.6.14 tenemos (cyl3i C' es una banda
parcial impar, por el Lema 4.6.17 tenemos (c.2).

(<) Es consecuencia directa de los Lemas 4.6.10, 4.6.12, 4466146y 4.6.17. O

Simis, Vasconcelos y Villarreal [92] e independientemétisugi y Hibi en [78, Corol-
lary 2.3] caracterizaron de forma combinatoria la nornaalidek ] de la siguiente forma:

Teorema 4.6.19.Si GG es conexo, entoncé$z] es normal si y solo si por cada dos ciclos
impares disjuntos por veértices hay una arista que los canect

De esta descripcion se deduce directamente que para tddo(gra [C; R], si k|G|
es normal entonceS es conexo. Ademas ${G| es normal, entonces no puede tener un
subgrafo inducido que sea un IC-vértice-banda. En efect@; es un IC-vértice-banda
conV(G") =V (Cy) UV (Cy) U{c}, dondeC; = (aq,...,a,,ar)y Cy son ciclos impares
Y Ne/(c) = {as, a, }, entonces los ciclos imparé§ = (¢, ao, . .., a,, c) y Cy son disjuntos
por vértices y no hay ninguna arista@mque los conecte.

Finalmente y teniendo esto en cuenta, se obtienen los sigsieesultados, que son las
versiones normales del Teorema 4.6.5 y del Teorema 4.6.18:

Corolario 4.6.20. SeaG = [C; R] un grafo conexo tal qué[G] es normal. SiG es
intersecciéon completa, entonces

e R es un grafo anillado bipartito

e (' es el grafo nulo, un ciclo primitivo impar o una banda pardiabpar.
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Corolario 4.6.21. SeaG = [C; R] un grafo conexo tal qué|G] es normal. SiR es2-
conexo, entonces es interseccion completa=- G es uno de los siguientes grafos:

(a) un grafo anillado bipartito,
(b) unal-clique-suma de un grafo anillado bipartito y o bien

(b.1) una IC-rueda-parcial-impar, o
(b.2) unal-cliqgue-suma de una banda parcial impar y una arista,

(c) una2-clique-suma de un grafo anillado bipartito y o bien

(c.1) una IC-rueda-doble, o
(c.2) una banda parcial impar.
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