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Resumen

La mecánica clásica trata la dinámica de part́ıculas, cuerpos ŕıgidos, medios continuos
(fluidos, plasmas, ...) y otros campos (tales como el electromagnetismo, la gravedad, etc.).
A lo largo de la historia esta teoŕıa ha jugado un papel crucial en muchos campos de la f́ısica
y la ingenieŕıa, pero también ha sido fundamental en el desarrollo de las matemáticas,
desde la creación del cálculo infinitesimal estimulada por la mecánica newtoniana hasta el
desarrollo de la geometŕıa diferencial y la teoŕıa cualitativa de los sistemas dinámicos en
un intento de comprender el problema de los n-cuerpos en mecánica celeste. La geometŕıa
simpléctica nace precisamente de estos últimos estudios.

La aproximación geométrica de la mecánica es fundamental para la comprensión de fenóme-
nos f́ısicos y la búsqueda de soluciones. En este trabajo presentamos una interpretación
geométrica de la formulación hamiltoniana de la mecánica. El formalismo hamiltoniano
es, en esencia, una reformulación de las ecuaciones de movimiento de Newton que trata
de simplificar la resolución de sistemas mecánicos con ligaduras en las posiciones. Esta
reformulación nos obliga a introducir las estructuras simplécticas en variedades.

Abordamos el estudio de la mecánica anaĺıtica desde una introducción a la geometŕıa
simpléctica de variedades de dimensión finita. Además, describimos las ecuaciones ha-
miltonianas y estudiamos la evolución del sistema desde el operador corchete de Poisson,
y reinterpretamos el formalismo lagrangiano desde un punto de vista simpléctico. Para
concluir, como ejemplo ilustrador, estudiamos la dinámica del cuerpo ŕıgido, donde el
espacio de configuración es el grupo de rotaciones de orden 3.

Palabras clave: Geometŕıa simpléctica, mecánica anaĺıtica, mecánica hamiltoniana, mecáni-
ca lagrangiana.



Abstract

Classical mechanics deals with particle dynamics, rigid bodies, continuous media (fluids,
plasma, ...) and other fields (such as electromagnetism, gravity, etc.). Throughout history
this theory has played a crucial role in many fields of physics and engineering, but it has
also been fundamental in the development of mathematics, beginning with the creation
of calculus stimulated by Newtonian mechanics and also the development of differential
geometry and the qualitative theory of dynamical systems attempting to understand the
n-body problem in celestial mechanics. Symplectic geometry arises precisely from these
last studies.

The geometric approach in mechanics is fundamental to understand physical phenomena
and to find solutions. In this paper we present a geometric interpretation of the Hamilto-
nian formulation of mechanics. The Hamiltonian formalism is essentially a reformulation
of Newton’s equations of motion trying to simplify the resolution of mechanical systems
with constraints in the positions. This reformulation forces us to introduce symplectic
structures on manifolds.

We give an approach to analytical mechanics beginning with an introduction to symplectic
geometry on finite-dimensional manifolds. Also, we describe Hamiltonian equations and
study the evolution of a system through the so-called Poisson bracket operator, and we
will reinterpret the Lagrangian formalism from the symplectic point of view. To conclude,
as an example illustrating the theory, we will study the dynamics of a rigid body, where
the configuration space is the 3-dimensional group of rotations.

Keywords: Symplectic geometry, analytical mechanics, Hamiltonian mechanics, Lagran-
gian mechanics
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Apéndice: Campos de vectores y formas diferenciables 41

Bibliograf́ıa 48

i





Introducción

Motivación y objetivos

A lo largo de la historia, las matemáticas y la mecánica clásica han ido siempre de
la mano. Muchos modelos matemáticos se han creado por la necesidad de interpretar los
procesos mecánicos y f́ısicos matemáticamente. De hecho, la geometŕıa simpléctica surge,
a principios del siglo XIX, de los trabajos de Lagrange sobre mecánica celeste en el desa-
rrollo de unas ecuaciones que simplificaran las ecuaciones de los movimientos planetarios.
Hamilton, posteriormente, fue quien extendió estos estudios a la dinámica de part́ıcu-
las determinando unas ecuaciones diferenciales de primer orden basadas en estructuras
simplécticas.

A grosso modo, los sistemas hamiltonianos aparecen como una reescritura de las ecua-
ciones del movimiento de Newton. Si consideramos una part́ıcula de masa m ą 0 moviéndo-
se en el espacio eucĺıdeo R3 bajo el influjo de un portencial V pqq, con q “ pq1, q2, q3q P R3,
la segunda ley de Newton establece entonces que m:q “ ´∇V pqq, donde ∇V es el gradiente
de V . Si pi “ m 9qi es el momento de la part́ıcula y Hpq, pq “ m

2 }p}
2 ` V pqq es la enerǵıa

total del sistema, entonces las ecuaciones de Newton se transforman en
#

9qi=BH
Bpi

9pi=´
BH
Bqi

que son las ecuaciones de Hamilton. Desarrollemos este sistema desde el enfoque alge-
braico. Para una función de enerǵıa Hpq, pq cualquiera, el sistema anterior se expresa
matricialmente por 9ξ “ J ¨∇Hpξq, donde ξ “ pq, pq y J es una matriz antisimétrica de la

forma J “
ˆ

0 I
´I 0

˙

(I es la matriz identidad de dimensión 3). Si definimos el campo

de vectores XH : R6 Ñ R6 por XH “ J ¨ ∇H, las soluciones ξptq de las ecuaciones de
Hamilton serán las curvas integrales del campo XH , esto es, 9ξptq “ XHpξptqq. La relación
entre XH y H puede ser reescrita de la siguiente manera: introducimos una aplicación
bilineal antisimétrica ω en R3 ˆ R3 definida por

ωpv1, v2q “ v1Jv2 pv1, v2 P R3 ˆ R3q.

Con esta ω, llamada la forma simpléctica de R3 ˆ R3, dado ξ P R3 y v P R3 ˆ R3, se
satisface la siguiente relación:

ωpXHpξq, vq “ dHpξqv,

1
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donde dH “

´

BH
Bqi
, BH
Bpi

¯T
P R3 ˆ R3.

Hasta ahora hemos considerado que la part́ıcula se mueve en el espacio eucĺıdeo R3. Sin
embargo, a menudo suelen haber limitaciones al movimiento, denominadas ligaduras, de
tal forma que el sistema mecánico se desarrolla en un subconjunto Q del espacio eucĺıdeo
Rn, llamado espacio de configuración. De hecho, para muchos sistemas f́ısicos importantes,
Q es una variedad diferenciable que localmente se comporta como un espacio eucĺıdeo, pero
topológicamente (globalmente) no lo es. Por ejemplo, el espacio de configuración de un
péndulo es la circunferencia S1. Además, la aproximación geométrica, utilizando las formas
simplécticas, nos permite una mejor comprensión de la estructura básica de los sistemas
mecánicos.

El objetivo de este trabajo es ofrecer una introducción a la geometŕıa simpléctica y su
relación con la formulación hamiltoniana de la mecánica. Para ello, desarrollaremos las
propiedades elementales de las variedades simplécticas e ilustraremos los resultados obte-
nidos con ejemplos interesantes. Desde el punto de vista de la mecánica, veremos cómo las
estructuras simplécticas nos permiten obtener las ecuaciones de movimiento del sistema.
Además, veremos que usando el conocido como corchete de Poisson podemos hallar pro-
piedades de la dinámica a partir de la enerǵıa del sistema. Estudiaremos también algunos
aspectos del formalismo lagrangiano y cómo se relaciona con la mecánica hamiltoniana y
la geometŕıa simpléctica. Para concluir, estudiaremos la dinámica del cuerpo ŕıgido en el
espacio determinado por la variedad SOp3q.

Estructura del trabajo

El presente Trabajo de Fin de Grado consta de cuatro partes: este primer texto intro-
ductorio, el desarrollo teórico que da t́ıtulo a este trabajo, un apéndice y las conclusiones.

La segunda parte está dividida en ocho secciones. En la primera sección, definimos
el concepto de forma simpléctica en un espacio vectorial, extendiendo la noción de área
orientada en R2, y obteniendo un modelo que nos permite describir los espacios vectoriales
simplécticos. Generalizando a variedades diferenciables, en la sección 2 y 3 introducimos
las formas simplécticas, definimos la forma simpléctica canónica en el fibrado cotangente
de cualquier variedad que será esencial en la formulación de la mecánica e introducimos el
concepto de morfismo entre variedades simplécticas, los llamados simplectomorfismos. La
cuarta sección la dedicamos al teorema de Darboux cuyo resultado nos permitirá identificar
localmente las variedades simplécticas con R2n con la forma canónica. Al término de estas
secciones, damos algunos ejemplos con aplicaciones a la mecánica.

De la sección 5 en adelante, tratamos de argumentar la aplicación de la geometŕıa
simpléctica a la mecánica clásica. Concretamente, en la quinta sección estudiamos los
sistemas hamiltonianos y la relación de la geometŕıa simpléctica con la dinámica de un
sistema mecánico. Al final de la sección, exponemos dos ejemplos que justifican los re-
sultados: el movimiento de una part́ıcula en presencia de un potencial y la dinámica de
una part́ıcula cargada en un campo magnético. En la sección 6, definimos el corchete de
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Poisson. Además, estudiaremos la conservación de la enerǵıa del sistema y veremos cómo
el corchete permite describir y encontrar cantidades conservadas del sistema. En la sec-
ción 7, hacemos una breve descripción del principio de acción cŕıtica para la obtención
de las ecuaciones de Euler-Lagrange, vemos la relación de la mecánica lagrangiana con
la geometŕıa simpléctica y relacionamos el formalismo hamiltoniano y lagrangiano. Para
finalizar esta parte, en la sección 8 estudiamos el movimiento rotacional del cuerpo ŕıgido
recuperando las ecuaciones de Euler.

Para facilitar la lectura de este trabajo, hemos créıdo conveniente incluir un apéndice
que recoge algunos conceptos básicos de geometŕıa diferencial que el lector debe conocer.
No obstante, śı hemos supuesto que el lector posee conocimientos matemáticos y f́ısicos
básicos. Por último, dedicamos un apartado para el desarrollo de las conclusiones de esta
memoria.



Geometŕıa Simpléctica y Mecánica
Anaĺıtica

1. Álgebra lineal simpléctica

Esta primera sección la dedicaremos a presentar la definición de forma simpléctica en
un espacio vectorial. Aśı mismo, estudiaremos algunas de sus caracterizaciones y varios
ejemplos que nos ayudarán a ilustrar el concepto. Algunas construcciones relacionadas se
pueden encontrar en [3].

Definición 1.1. Sea V un espacio vectorial real de dimensión n. Una forma simpléctica
en V es una aplicación ω : V ˆ V Ñ R tal que

i) ω es R-bilineal:

ωpλu1 ` µu2, vq “ λΩpu1, vq ` µΩpu2, vq,

ωpv, λu1 ` µu2q “ λΩpv, u1q ` µΩpv, u2q,

para todo u1, u2, v P V y λ, µ P R.

ii) ω es antisimétrica:

ωpu, vq “ ´ωpv, uq, para todo u, v P V.

iii) ω es no degenerada:

ωpu, vq “ 0, para todo v P V ùñ u “ 0.

Al par pV, ωq lo denominamos espacio vectorial simpléctico.

Nota 1.2. De la antisimetŕıa de ω se deduce que

ωpu, uq “ 0. (1.1)

4
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Si ω es una forma simpléctica en V y te1, . . . , enu una base de V , para todo u, v P V

ωpu, vq “ ω

˜

n
ÿ

i“1

uiei,
n
ÿ

j“1

vjej

¸

“

n
ÿ

i,j“1

uivj ωpei, ejq

“
`

u1, . . . , un
˘

pωpei, ejqq

¨

˚

˝

v1

...
vn

˛

‹

‚

.

Teniendo en cuenta las consideraciones anteriores, dada una base te1, . . . , enu de V ,
la matriz asociada a ω es pωijq “ pωpei, ejqq. La antisimetŕıa de ω implica que pωijq es
antisimétrica y ω es no degenerada si y sólo si pωijq es invertible.

Veamos un ejemplo de forma simpléctica que ilustra geométricamente el concepto.

Ejemplo 1.3. La forma simpléctica sobre el plano R2 es el ejemplo más representativo. Sea
ω : R2 ˆR2 Ñ R la aplicación en el plano R2 que asocia a un par de vectores ~u “ pu1, u2q

y ~v “ pv1, v2q en R2 el área orientada ωp~u,~vq del paralelogramo en R2, es decir,

ωp~u,~vq “ u1v2 ´ u2v1. (1.2)

La bilinealidad y la antisimetŕıa de ω es fácil de probar aplicando la definición de ω.
Veamos que ω es no degenerada. Dado ~u P R2 con ωp~u,~vq “ 0, para todo ~v P R2. Usando
(1.2), para ~v “ p0, 1q nos queda u1 “ 0 y para ~v “ p1, 0q, ´u2 “ 0. Por tanto, ~u “ ~0.
En consecuencia, ω es no degenerada. Notar que, geométricamente, las únicas áreas nulas
resultan cuando ~u y ~v son proporcionales.

Análogamente, uno puede construir una forma simpléctica ω en R2n. Basta con definir
ω como la 2-forma sobre R2n tal que si pu1, . . . , u2nq, pv1, . . . , v2nq son dos vectores de R2n,

ωppu1, . . . , u2nq, pv1, . . . , v2nqq “

n
ÿ

i“1

puivn`i ´ un`iviq. (1.3)

Interpretando R2n como el producto de los planos R2ˆ nq. . . ˆR2, entonces el área orien-
tada de un paralelogramo sobre R2n es la suma de las áreas orientadas de sus proyecciones
sobre cada uno de estos planos. En este caso, la matriz regular y antisimétrica respecto
de la base canónica es

J “

ˆ

0 In
´In 0

˙

, (1.4)

donde In es la matriz identidad de orden n.
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Ejemplo 1.4. Si V es un espacio vectorial, pV ˆ V ˚, ωq es simpléctico con

ωppu, αq, pv, βqq “ αpvq ´ βpuq.

Claramente ω es antisimétrica y bilineal. Veamos que es no degenerada. Sea pu, αq P V ˆV ˚

tal que ωppu, αq, pv, βqq “ 0, para todo pv, βq P V ˆ V ˚. Luego, para pv, 0q tenemos

ωppu, αq, pv, 0qq “ αpvq “ 0,

para todo v P V , y para p0, βq

ωppu, αq, p0, βqq “ ´βpuq “ 0,

para todo β P V ˚. Por tanto, pu, αq “ p0, 0q.

Dada la base de V ˆ V ˚ tpe1, 0q, . . . , pen, 0q, p0, e
1q, . . . , p0, enqu, la matriz asociada a la

forma simpléctica ω es

ˆ

0 ´In
In 0

˙

.

Definición 1.5. Dada una forma simpléctica ω en V , se define la aplicación lineal
ω̃ : V Ñ V ˚ por

ω̃pv1qpv2q “ ωpv1, v2q,

para todo v1, v2 P V .

Proposición 1.6. Sea ω una aplicación bilineal antisimétrica en V . Entonces, ω es no
degenerada si y sólo si ω̃ es un isomorfismo.

Demostración. Veamos en primer lugar la implicación a la derecha. Como dimV “

dimV ˚, sólo es necesario probar la inyectividad de ω̃.

Sea u P V tal que ω̃puq “ 0, es decir, ω̃puqpvq “ 0 para todo v P V . Como 0 “ ω̃puqpvq “
ωpu, vq para todo v P V , entonces por la no degeneración de ω llegamos a que efectivamente
u “ 0.

Nótese que la implicación a la izquierda se demuestra de forma análoga partiendo de
la hipótesis de que el núcleo de ω̃ es trivial.

A continuación mostraremos que todo espacio vectorial simpléctico es isomorfo a R2n

con la forma simpléctica de Ejemplo 1.3. De hecho, estudiaremos el proceso de construcción
de una base en un espacio vectorial simpléctico de tal manera que su matriz asociada es
la matriz canónica (1.4). Más generalmente, tenemos el siguiente resultado.
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Teorema 1.7. Sea ω : V ˆ V Ñ R una aplicación bilineal y antisimétri-
ca. Entonces, existe una base de V tg1, . . . , gk, e1, . . . , en, f1, . . . , fnu con base dual
tg1, . . . , gk, e1, . . . , en, f1, . . . , fnu tal que

ω “
n
ÿ

i“1

ei ^ f i,

es decir, la matriz asociada a ω con respecto de esa base es

¨

˝

0 0 0
0 0 In
0 ´In 0

˛

‚,

donde In es la matriz identidad de orden n.

Demostración. Probaremos el enunciado aplicando una versión antisimétrica del méto-
do de Gram-Schmidt. Sea U “ tu P V | ωpu, vq “ 0,@v P V u “ ker ω̃.

Si U “ V , tendŕıamos que ω “ 0 y eligiendo cualquier base ya estaŕıa. En otro caso,
tomamos V “ U ‘W , donde W es un subespacio de V complementario a U .

En primer lugar, cogemos e1 P W (e1 ‰ 0). Entonces, existe al menos un elemento
f1 P W tal que ωpe1, f1q ‰ 0 (se puede suponer que ωpe1, f1q “ 1). Llamamos W1 al
espacio generado por te1, f1u y tomamos WK

1 el espacio ortogonal a W1 en W , es decir,

WK
1 “ tw PW | ωpw, vq “ 0, para todo v PW1u.

Veamos que W1 XW
K
1 “ t0u. Supongamos que existe v “ ae1 ` bf1 PW1 XW

K
1 . De la

bilinealidad de ω se tiene

0 “ ωpv, e1q “ ωpae1, e1q ` ωpbf1, e1q “ ´b,
0 “ ωpv, f1q “ ωpae1, f1q ` ωpbf1, f1q “ a.

Por tanto, v “ 0.

Queda probar que W “ W1 ‘WK
1 . Si v P W satisface que ωpv, e1q “ c y ωpv, f1q “ d,

entonces podemos escribir v como suma de un elemento de W1 y otro de WK
1 ,

v “ p´cf1 ` de1q ` pv ` cf1 ´ de1q.

Ahora cogemos e2 P W
K
1 (e2 ‰ 0). De nuevo podemos asegurar que existe al menos

un elemento f2 P W
K
1 tal que ωpe2, f2q ‰ 0. Supongamos ωpe2, f2q “ 1 y llamemos W2 al

espacio generado por e2 y f2. Procediendo de igual manera llegamos a que W “ W1 ‘

W2 ‘W
K
2 .

Repitiendo este proceso llegamos finalmente (dimV ă 8) a que

V “ U ‘W1 ‘W2 ‘ . . .‘Wn (1.5)
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con todos los sumandos Wi generados por ei, fi con ωpei, fiq “ 1 y, por construcción,

ωpei, ejq “ ωpfi, fjq “ ωpei, fjq “ 0 pi ‰ jq.

Si dimU “ k (nótese que dimU “ ker ω̃ es independiente de los vectores elegidos),
entonces de (1.5) dimV “ k`2n. Por tanto, dada la base tg1, . . . , gk, e1, . . . , en, f1, . . . , fnu,
con tg1, . . . , gku base de U , se llega a la matriz asociada a ω

¨

˝

0 0 0
0 0 In
0 ´In 0

˛

‚.

Del teorema anterior deducimos que el rango de la matriz asociada va a ser siempre
par y, en consecuencia, para espacios vectoriales simplécticos pV, ωq, donde ker ω̃ “ t0u, se
tiene que dimV “ 2n. Desde un punto de vista geométrico, esto significa que no se puede
definir un concepto de área orientada sobre un espacio de dimensión impar sin introducir
degeneraciones. El siguiente corolario recoge esta caracterización.

Corolario 1.8. Si ω es una forma simpléctica en V , entonces existe te1, . . . , e2nu base de
V tal que su matriz asociada es

ˆ

0 In
´In 0

˙

y dimV “ 2n. La base te1, . . . , e2nu se dice que es simpléctica o canónica.

Si estamos en R2 con la forma de área es interesante estudiar las aplicaciones que
conservan el área. Más generalmente, consideramos los simplectomorfismos, también lla-
mados transformaciones simplécticas, que son las aplicaciones entre espacios simplécticos
que preservan la forma simpléctica.

Definición 1.9. Un simplectomorfismo f entre espacios vectoriales simplécticos
pU, ωU q y pV, ωV q es una aplicación lineal f : U Ñ V tal que

f˚ωV “ ωU .

En tal caso, se dice que pU, ωU q y pV, ωV q son simplectomorfos.

Nota 1.10. Recordamos que, para todo u1, u2 P U , pf˚ωV qpu1, u2q “ ωV pfpu1q, fpu2qq.
Por tanto, f es un simplectomorfismo si

ωV pfpu1q, fpu2qq “ ωU pu1, u2q.

Proposición 1.11. Sean pU, ωU q y pV, ωV q espacios vectoriales simplécticos y f : U Ñ V
una aplicación lineal. Entonces, f es un simplectomorfismo si y sólo si

f˚ ˝ ω̃V ˝ f “ ω̃U . (1.6)
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Demostración. Sean u1, u2 dos vectores en U . Entonces,

f˚ωV “ ωU ðñ ωV pfpu1q, fpu2qq “ ωU pu1, u2q ,
ðñ rf˚ pω̃V pfpu1qqqs pu2q “ pω̃U pu1qq pu2q ,
ðñ f˚ pω̃V pfpu1qqq “ ω̃U pu1q ,
ðñ f˚ ˝ ω̃V ˝ f “ ω̃U .

Como consecuencia de esta proposición obtenemos el siguiente corolario.

Corolario 1.12. Si f verifica f˚ωV “ ωU , entonces f es una aplicación inyectiva.

Demostración. Sea u P ker f . Veamos que u “ 0. Efectivamente, por (1.6)

ω̃U puq “ pf
˚ ˝ ω̃V ˝ fq puq “ f˚ pω̃V pfpuqqq “ 0.

De la inyectividad de ω̃U llegamos a que u “ 0.

Nota 1.13. De Proposición 1.6 se deduce que todos los espacios vectoriales simplécticos
de la misma dimensión son simplectomorfos,

pU, ωU q – pR2n, ω0q – pV, ωV q.

Es decir, hay sólo un modelo para espacios vectoriales simplécticos de dimensión 2n.

2. Variedades simplécticas

Ahora introduciremos el concepto de variedad simpléctica y atenderemos algunos ejem-
plos de importancia que nos servirán en secciones posteriores, en particular, por su relación
con la mecánica. Desde el punto de vista mecánico, el fibrado tangente de las variedades
simplécticas describirá el espacio de fases de los sistemas. Se pueden encontrar más ejem-
plos y otras propiedades en [3, 6].

Definición 2.1. Se denomina variedad simpléctica al par pM,ωq, donde M es una
variedad y ω P Ω2pMq es una 2-forma en M , satisfaciendo

i) ωpxq es no degenerada, para todo x PM ;

ii) ω es cerrada, es decir, dω “ 0.

Diremos que ω es una forma simpléctica en M .

Nota 2.2. De la definición de forma simpléctica deducimos que toda variedad simpléctica
M tiene necesariamente dimensión par, es decir, dimM “ 2n.

Presentamos a continuación algunos ejemplos interesantes de variedades simplécticas.
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Ejemplo 2.3. En R2n con coordenadas globales px1, . . . , xn, y1, . . . , ynq, consideramos la
2-forma

ω0 “

n
ÿ

i“1

dxi ^ dyi.

Notar que, identificando TpR2n con R2n, ω0ppq es la forma bilineal y antisimétrica del
Ejemplo 1.3, que es no degenerada. Además, usando que d2 “ 0, es trivial ver que ω0 es
cerrada. La base

#

B

Bx1
|p
, . . . ,

B

Bxn |p
,
B

By1 |p

, . . . ,
B

Byn |p

+

es una base simpléctica para ω0.

Ejemplo 2.4. Sea Cn “ C ˆ nq. . . ˆ C con coordenadas pz1, . . . , znq. Se define en Cn la
2-forma simpléctica ω dada por

ω “
i

2

n
ÿ

k“1

dzk ^ dz̄k.

Para ver que es simpléctica, notar que podemos identificar Cn con R2n mediante la
aplicación zk “ xk ` iyk y, usando que z̄k “ xk ´ iyk, esto se reduce al ejemplo anterior.

Ejemplo 2.5. Sea S2 Ď R3 la esfera tpx, y, zq P R3 | x2 ` y2 ` z2 “ 1u. Dado p “
px, y, zq P S2, TpS

2 “ tv “ pv1, v2, v3q P R3 | v ¨ p “ xv1 ` yv2 ` zv3 “ 0u. Definimos la
forma en S2 por

ωppqpu, vq “ p ¨ puˆ vq

para todo u, v P TpS
2, donde ˆ denota el producto vectorial. Probemos que ω es una forma

simpléctica. Primero de todo, de las propiedades del producto vectorial, ω es bilineal y
antisimétrica. Por otra parte, para todo u ‰ 0, existe v con p ¨ pu ˆ vq ‰ 0. De hecho,
si cogemos v “ u ˆ p, como u y p no son paralelos (recordar que TpS

2 son los vectores
ortogonales a p), entonces v ‰ 0 y p ¨ pu ˆ vq ‰ 0. Por consiguiente, ω es no degenerada.
Además, ω es cerrada por ser de grado máximo.

En general, dada una superficie Σ Ď R3, una forma simpléctica en Σ es equivalente a
una forma de área en Σ.

Ejemplo 2.6. Otro ejemplo de especial interés desde el punto de vista de la mecánica es
el del fibrado cotangente de cualquier variedad Q: el fibrado cotangente T ˚Q del espacio
de configuración Q de un sistema mecánico determina el espacio de fases de momentos.

Se define la 1-forma de Liouville λQ como la 1-forma en T ˚Q

λQ : T ˚Q ÝÑ T ˚pT ˚Qq,

tal que para todo αq P T
˚
q Q se tiene

λQpαqq : TαqpT
˚Qq ÝÑ R
v ÞÝÑ αq

`

pTαqτQqpvq
˘ (2.1)
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donde τQ : T ˚Q ÝÑ Q es la proyección en T ˚Q y TαqτQ : TαqpT
˚Qq ÝÑ TqQ es la aplica-

ción inducida.

Sean pq1, . . . , qnq coordenadas locales de Q. Entonces, tdq1
|q, . . . , dq

n
|qu es base de T ˚q Q

y podemos escribir cualquier vector como α “
řn
i“1 pidq

i
|q. De este modo se inducen

coordenadas locales pq1, . . . , qn, p1, . . . , pnq en T ˚Q. Con estas coordenadas

!

dq1
|αq
, . . . , dqn|αq , dp1|αq

, . . . , dpn|αq

)

es una base de T ˚αqpT
˚Qq. Aśı, λQ se puede escribir localmente como

λQ “
n
ÿ

i“1

pidq
i. (2.2)

Por tanto, λQ es diferenciable, pues las coordenadas pi son funciones diferenciables (Nota
A.8 del Apéndice).

La 2-forma canónica en T ˚Q se define como

ωQ “ ´dλQ. (2.3)

Tomando coordenadas,

ωQ “
n
ÿ

i“1

dqi ^ dpi. (2.4)

Es fácil ver que ωQ es simpléctica, ya que (2.4) es no degenerada (ver Ejemplo 2.3) y
cerrada, dωQ “ ´d

2λQ “ 0.

Nótese que, si Q es un espacio vectorial V , entonces T ˚Q – V ˆV ˚ y ωQ P Ω2pV ˆV ˚q
se puede identificar con la 2-forma del Ejemplo 1.4.

Ejemplo 2.7. Sea Q una variedad y B una 2-forma cerrada en Q (dB “ 0). Definimos
en la variedad T ˚Q la 2-forma

ω “ ωQ ` τ
˚
QB,

donde ωQ es la forma simpléctica canónica (2.3) y τ˚Q : Ω2pQq Ñ Ω2pT ˚Qq el pull-back de
la proyeción τQ : T ˚QÑ Q. Probemos que ω es una forma simpléctica. ω es cerrada, pues
dpωQ ` τ

˚
QBq “ τ˚Q pdBq “ 0.Veamos que ω es no degenerada.

Sean pq1, . . . , qnq coordenadas locales en Q. Si

B “
ÿ

iăj

Bijdq
i ^ dqj ,

entonces para las coordenadas pq1, . . . , qn, p1, . . . , pnq

τ˚QB “
ÿ

iăj

pτ˚QBijqdq
i ^ dqj ,
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con τ˚QBijpq
i, pjq “ Bijpq

iq. Aśı, la matriz asociada a ω es

ˆ

Bij ´In
In 0

˙

,

con lo que ω es no degenerada.

En ciertos sistemas mecánicos el espacio de configuración viene dado por un grupo de
Lie G (ver Apéndice). Para grupos de Lie existe el difeomorfismo

F : Gˆ g˚ ÝÑ T ˚G
pg, µq ÞÝÑ pT ˚g lg´1qpµq

donde g˚ “ T ˚e G y lg es la traslación a izquierda. Notar que pτG ˝ F
´1qpg, µq “ g. Sean

θB P Ω1pGˆ g˚q y ωB P Ω2pGˆ g˚q las formas tales que

θB “ F ˚λG, ωB “ F ˚ωB.

En la siguiente proposición describiremos θB y ωB.

Proposición 2.8. Sea pg, µq P Gˆg˚ y pv, ρq, pw, σq P Tpg,µqpGˆg
˚q “ TgGˆg

˚. Entonces,
la 1-forma θB en Gˆ g˚ viene dada por

θBpg,µqpv, ρq “ µppTglg´1qpvqq, (2.5)

y la 2-forma ωB por

ωBpg,µqppv, ρq, pw, σqq “ ´ρppTglg´1qpwqq ` σppTglg´1qpvqq

`µp
“

pTglg´1qpvqq, ppTglg´1qpwqq
‰

q.
(2.6)

Demostración.

θBpg,µqpv, ρq “ pF ˚λGqpg,µqpv, ρq

“ λGppT
˚
g lg´1qpµqqppTpg,µqF qpv, ρqq

“ pT ˚g lg´1qpµqppTτG ˝ Tpg,µqF qpv, ρqq

“ pT ˚g lg´1qpµqpvq

“ µppTglg´1qpvqq.

Para calcular ωB usaremos la fórmula

ωBpX,Y q “ ´dθBpX,Y q “ ´LXpθBpY qq ` LY pθBpXqq ` θBprX,Y sq, (2.7)

con X,Y P XpGˆ g˚q. Si X “ pX1, X2q, Y “ pY 1, Y 2q con

X2 “ ρ, Y 2 “ σ,
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y X1 e Y 1 son campos invariantes a izquierda en G con

X1peq “ pTglg´1qpvq, Y 1peq “ pTglg´1qpwq. (2.8)

Usando que el flujo tφtu de X es igual a φtph, vq “ pφ
1
t phq, φ

2
t pvqq con tφ1

t u flujo de X1

y φ2
t pvq “ v ` tρ flujo de X2 se tiene, por (2.5), (2.8) y la invarianza a izquierda de Y 1

(A.42),

pLXpθBpY qqqpg,µq “
d

dt |t“0
θBpφ

1
t pgq, φ

2
t pµqqpY

1pφ1
t pgqq, Y

2pφ2
t pµqqq

“
d

dt |t“0
φ2
t pµqppTφ1t pgqlpφ1t pgqq´1qpY 1pφ1

t pgqqqq

“ ρpY 1peqq “ ρppTglg´1qpwqq.

Análogamente, LY θBpXq “ σppTglg´1qpvqq.

Finalmente, como rX,Y spg, µq “
`

rX1, Y 1spgq, rX2, Y 2spµq
˘

, de (2.5), (2.8) y (A.43),

pθBprX,Y sqqpg, µq “ θBpg, µq
`

rX1, Y 1spgq, rX2, Y 2spµq
˘

“ µppTglg´1qprX1, Y 1spgqqq

“ µprX1peq, Y 1peqsq

“ µ
`

rpTglg´1qpvq, pTglg´1qpwqs
˘

.

El resultado de la proposición anterior nos será útil para encontrar las ecuaciones ha-
miltonianas del cuerpo ŕıgido en la sección 8. En este caso, el espacio de configuración del
sistema será el grupo de Lie SOp3q de matrices ortogonales de orden 3.

3. Simplectomorfismos

En la primera sección hemos visto la definición de simplectomorfismos entre espacios
vectoriales simplécticos. A nivel de variedades, también tenemos aplicaciones que preservan
la forma simpléctica. En esta sección estudiaremos los simplectomorfismos entre variedades
simplécticas y trabajaremos algunos ejemplos que nos serán útiles más adelante.

Definición 3.1. Sean pM1, ω1q y pM2, ω2q dos variedades simplécticas y ϕ : M1 Ñ M2

una aplicación diferenciable. Diremos que ϕ es un simplectomorfismo si verifica

ϕ˚ω2 “ ω1.

Ejemplo 3.2. Sean M1 y M2 dos variedades arbitrarias. Sabemos que pT ˚Mi, ωMiq es
una variedad simpléctica (ver Ejemplo 2.6) donde ωMi “ ´dλMi y λMi es la 1-forma de
Liouville. Sea ahora f : M1 ÑM2 un difeomorfismo. Definimos

F “ T ˚f : T ˚M2 ÝÑ T ˚M1

αy P T
˚
yM2 ÞÝÑ F pαyq : Tf´1pyqM1 ÝÑ R

v ÞÝÑ αypTf´1pyqfpvqq.
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Notar que τM1 ˝ T
˚f “ f´1 ˝ τM2 . Veamos que F es un simplectomorfismo. Primero

probaremos que F ˚λM1 “ λM2 .

Tomamos αy P T
˚M2 y X P TαypT

˚M2q. Entonces, usando (2.1) y la definición de T ˚f
se tiene

pF ˚λM1qpαyqpXq “ λM1pF pαyqqpTF pXqq

“ F pαyq pT pτM1 ˝ F qpXqq

“ T ˚fpαyq pT pτM1 ˝ T
˚fqpXqq

“ αy
`

TfpTf´1pTτM2pXqqq
˘

“ λM2pαyqpXq.

Por consiguiente, F ˚λM1 “ λM2 . Como d ˝ F ˚ “ F ˚ ˝ d (ver (A.12)) y ωMi “ ´dλMi ,

ωM2 “ F ˚ωM1 .

Ejemplo 3.3. Sea Q una variedad diferenciable y pT ˚Q,ωQq una variedad simpléctica.
Para α P Ω1pQq cerrada se define la aplicación

lα : T ˚Q ÝÑ T ˚Q

γq ÞÝÑ γq ` αpqq

que denominamos traslación de fibras del espacio cotangente. Notar que τQ ˝ lα “ τQ.
En coordenadas pq1, . . . , qn, p1, . . . , pnq de T ˚Q, la traslación de fibras se expresa por

lαpq
i, piq “ pq

i, pi ` αipqqq,

donde α “
řn
i“1 αidq

i. Luego, lα es diferenciable. Veamos que lα es un simplectomorfismo.

pl˚αλQqpγqqpXq “ λQplαpγqqqpT lαpXqq

“ λQpγq ` αpqqqpT lαpXqq

“ pγq ` αpqqqpT pτQ ˝ lαqpXqq

“ pγq ` αpqqqpTτQpXqq

“ pλQ ` τ
˚
QαqpγqqpXq.

Y procediendo de igual modo que en el ejemplo anterior,

l˚αωQ “ ´l˚αdλQ “ ´dpλQ ` τ
˚
Qαq

“ ωQ.

Ejemplo 3.4. En Ejemplo 1.3 vimos que una forma simpléctica en una superficie Σ
(variedad de dimensión 2) es una forma de área. Por tanto, un simplectomorfismo entre
superficies es una aplicación que preserva las áreas.

La versión infinitesimal de simplectomorfismo es la siguiente.
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Definición 3.5. Se dice que un campo de vectores X P XpMq es simpléctico si su flujo
tφtu es un simplectomorfismo para todo t, es decir,

φ˚t ω “ ω.

Proposición 3.6. Sea pM,ωq una variedad simpléctica y X P XpMq. Las siguientes pro-
piedades son equivalentes:

i) X es simpléctico;

ii) LXω “ 0;

iii) iXω es cerrada;

iv) para todo x PM , existe U ĂM abierto y f : U Ñ R diferenciable tal que

iXω “ df en U.

Demostración. iq ðñ iiq es consecuencia del Corolario A.15.
iiq ðñ iiiq se deduce de (A.40) y de ser ω cerrada (dω “ 0).
iiiq ðñ ivq es simplemente el lema de Poincaré (Proposición A.13) aplicado a la forma
cerrada iXω.

4. Teorema de Darboux

Hab́ıamos visto en la primera sección que dos espacios vectoriales simplécticos de la
misma dimensión son simplectomorfos. Ahora bien, la esfera S2 y el plano R2 son dos
variedades simplécticas diferentes (S2 es compacto y R2 no lo es). Sin embargo, localmente
las variedades simplécticas son indistinguibles. Ello se debe al conocido como teorema de
Darboux: Toda variedad simpléctica n-dimensional es localmente la variedad pR2n, ω0q.

Teorema 4.1 (Darboux). Sea pM,ωq una variedad simpléctica 2n-dimensional y x un
punto en M . Entonces, existe una carta local pU,ϕ ” pq1, . . . , qn, p1, . . . , pnqq centrada en
x tal que

ω|U “
n
ÿ

i“1

dqi ^ dpi.

Demostración. Supongamos M “ R2n y x “ p0, . . . , 0q P R2n. Como ωp0q es no dege-
nerada, podemos suponer que existen pq̄1, . . . , q̄n, p̄1, . . . , p̄nq coordenadas en R2n tal que
q̄ip0q “ 0 “ p̄ip0q para todo i, y ωp0q “

řn
i“1 dq̄

i
|0 ^ dp̄i|0 (usando los resultados lineales).

Tomamos w1 “
řn
i“1 dq̄

i ^ dp̄i en R2n y definimos ωt “ ω ` tpω1 ´ ωq, con t P r0, 1s.
Nótese que para t “ 0, ω0 “ ω, para t “ 1, ω1 “ ω1 y ωtp0q “ ωp0q`tpω1p0q´ωp0qq “ ωp0q
es no degenerado para todo t.
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De esta última condición, existe un entorno abierto U de centro el origen (U “ Bp0, rq
con r P R) tal que ωt es no degenerada en dicho entorno para todo t P r0, 1s.

Como en U se verifica dpω1´ωq “ 0, por el lema de Poincaré (Proposición A.13) existe
α P Ω1pUq tal que

ω1 ´ ω “ dα. (4.1)

Sustituyendo α por α´ αp0q podemos suponer αp0q “ 0.

Como ωt es no degenerada en U para todo t, definimos entonces el campo de vectores
Xt P XpUq dependiente del tiempo t P r0, 1s por

iXtωt “ ´α. (4.2)

Como αp0q “ 0, entonces Xtp0q “ 0. Sea tφt,0u el flujo de Xt, para todo t P r0, 1s.
Localmente, tφt,0u es un difeomorfismo satisfaciendo φ0,0 “ I (A.25). Veamos que φ˚t,0ωt “
ω0.

Usando (4.1), (4.2), (A.36) y (A.40),

d

dt

`

φ˚t,0ωt
˘

“
d

dt

`

φ˚t,0pω ` tpω1 ´ ωqq
˘

“
d

dt

`

φ˚t,0ω
˘

`
d

dt

`

tφ˚t,0pω1 ´ ωq
˘

“ φ˚t,0 pLXtωq ` φ˚t,0pω1 ´ ωq ` t
d

dt

`

φ˚t,0pω1 ´ ωq
˘

“ φ˚t,0 pLXtωq ` φ˚t,0pdαq ` tφ˚t,0 pLXtpω1 ´ ωqq

“ φ˚t,0 pLXtωtq ` φ˚t,0pdαq
“ φ˚t,0 pdiXtωtq ` φ

˚
t,0pdαq “ 0

Luego, φ˚t,0ωt es constante para todo t P r0, 1s. Pero,

ω “ φ˚0,0ω0 “ φ˚1,0ω1 “ φ˚1,0

˜

n
ÿ

i“1

dq̄i ^ dp̄i

¸

,

con lo que φt,0 es el cambio de coordenadas buscado.

Nota 4.2. La carta pU,ϕ ” pq1, . . . , qn, p1, . . . , pnqq para la que ω|U “
řn
i“1 dq

i ^ dpi se
denomina carta de Darboux y las coordenadas, coordenadas canónicas.

Ejemplo 4.3. Sea pT ˚Q,ω “ ωQ`τ
˚
QBq una variedad, donde ωQ es la 2-forma canónica y

B es una 2-forma cerrada (ver Ejemplo 2.7). Por el lema de Poincaré (Proposición A.13),
existe α P Ω1pUq tal que B “ dα, con U abierto de Q. Tomando coordenadas pq1, . . . , qnq
en U , si α “

řn
i“1Aidq

i, entonces

Bpqi, piq “ ´
BAi
Bqj

dqi ^ dqj .
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Elegimos coordenadas inducidas pqi, piq en T ˚Q. Aśı, por (2.4),

ωpqi, piq “
n
ÿ

i“1

dqi ^ dpi ´
n
ÿ

i,j“1

BAi
Bqj

dqi ^ dqj .

Tomamos ahora nuevas coordenadas pq̄i, p̄iq en T ˚Q con

q̄i “ qi, p̄i “ pi ´Ai.

Veamos que pq̄i, p̄iq son coordenadas canónicas para ω.

n
ÿ

i“1

dq̄i ^ dp̄i “

n
ÿ

i“1

dqi ^ dppi ´Aiq

“

n
ÿ

i“1

dqi ^

˜

dpi ´
n
ÿ

j“1

BAi
Bqj

dqj

¸

“

n
ÿ

i“1

dqi ^ dpi ´
n
ÿ

i,j“1

BAi
Bqj

dqi ^ dqj .

Notar que pq̄i, p̄iq “ l´αpq
i, piq, donde l´α es la traslación de fibras de Ejemplo 3.3, pero

en este caso α no es cerrada.

5. Sistemas hamiltonianos y mecánica

La mecánica es posible estudiarla desde dos formalismos distintos, el hamiltoniano o el
lagrangiano. El primero se fundamenta en estructuras simplécticas y de Poisson, mientras
que el segundo en principios variacionales. Veamos más precisamente la relación entre
geometŕıa simpléctica y mecánica (para más detalles [1, 4, 6]).

Definición 5.1. Sea pM,ωq una variedad simpléctica y H : M Ñ R una función diferen-
ciable en M . Un campo de vectores XH P XpMq se dice que es hamiltoniano con función
de enerǵıa H si

iXHω “ dH. (5.1)

A la terna pM,ω,XHq se le denomina sistema hamiltoniano.

El flujo del campo hamiltoniano lo van a determinar las curvas integrales del campo.
Probaremos a continuación que dicho flujo es un simplectomorfismo.

Proposición 5.2. Sea pM,ω,XHq un sistema hamiltoniano y tφtu el flujo de XH . En-
tonces, φ˚t ω “ ω para todo t, esto es, XH es un campo simpléctico.

Demostración. De Proposición 3.6, (A.40) y que ω es cerrada se tiene

LXHω “ iXHdω ` diXHω “ d2H “ 0.
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Definición 5.3. Sea X P XpMq un campo de vectores en una variedad simpléctica pM,ωq.
Se dice que X es localmente hamiltoniano si, para todo x P M , existe un entorno
abierto U ĂM de x tal que X|U es hamiltoniano.

Por Proposición 3.6 iv) se tiene que los campos localmente hamiltonianos son aquellos
cuyo flujo está formado por simplectomorfismos.

Proposición 5.4. Un campo de vectores X es localmente hamiltoniano si y sólo si es
simpléctico.

Nótese que todo campo hamiltoniano es localmente hamiltoniano (su flujo preserva
la forma simpléctica), sin embargo, existen campos localmente hamiltonianos que no son
hamiltonianos como se ve en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 5.5. Sea T2 “ S1 ˆ S1. Tomamos Θ P Ω1pS1q tal que, para todo p P S1,
Θppq ‰ 0. Elegimos tXppqu Ď TpS

1 base dual de tΘppqu Ď T ˚p S
1. Por tanto, X es un

campo de vectores de S1 tal que Xppq ‰ 0, para todo p P S1 y ΘpXq “ 1.

Construimos una forma simpléctica ω en T2 “ S1 ˆ S1 con ω “ pr˚1 Θ ^ pr˚2 Θ, donde
pr˚i es el pull-back de la proyección pri : S

1 ˆ S1 Ñ S1. ω es cerrada y, dado que tΘppqu
es una base, ω es no degenerada.

Sea ahora X̄ un campo de vectores en T2, X̄ “ pX, 0q con X P XpS1q, tal que ΘpXq “ 1.
Entonces, por (A.40)

LX̄ω “ iX̄dω ` diX̄ω “ dpipX,0qppr
˚
1 Θ^ pr˚2 Θqq

“ dpΘpTpr1pX, 0qqpr
˚
2 Θ´ΘpTpr2pX, 0qqpr

˚
1 Θq

“ dppr˚2 Θq “ 0.

Por tanto, X̄ es simpléctico.

Sin embargo, X̄ no es hamiltoniano. Supongamos lo contrario. Entonces, existe una
función H P C8pT2q satisfaciendo iX̄ω “ dH. Por la compacidad de T2, existe un punto
p P T2 tal que dHppq “ 0, pero esto implica que Xppq “ 0. Por consiguiente, el campo de
vectores X̄ de T2 no es hamiltoniano.

Mostraremos ahora cuáles son las ecuaciones diferenciales de las curvas integrales de
un campo hamiltoniano.

Sea pM,ω,XHq un sistema hamiltoniano y pq1, . . . , qn, p1, . . . , pnq coordenadas canóni-
cas de ω. Dada la función de enerǵıa H y usando que ω “

řn
i“1 dq

i ^ dpi, el campo
hamiltoniano toma la forma

XH “

m
ÿ

i“1

BH

Bpi

B

Bqi
´
BH

Bqi
B

Bpi
. (5.2)

En efecto,

iXHω “

n
ÿ

i“1

iXH pdq
i ^ dpiq

“

n
ÿ

i“1

XHpq
iqdpi ´XHppiqdq

i.
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Pero, por otra parte,

dH “

n
ÿ

i“1

BH

Bpi
dpi `

BH

Bqi
dqi.

Por la definición de campo hamiltoniano (5.1) tenemos

XHpq
iq “

BH

Bpi
, XHppiq “ ´

BH

Bqi

y llegamos a la correspondiente expresión local del campo XH (5.2). Aśı, σptq “
pqiptq, piptqq es curva integral de XH si y sólo si se cumplen las ecuaciones de Hamilton

#

9qi “ BH
Bpi

9pi “ ´BH
Bqi
.

Dado un sistema hamiltoniano, la enerǵıa H se conserva a lo largo de las trayectorias.

Teorema 5.6 (Conservación de la enerǵıa). Sea pM,ω,XHq un sistema hamiltoniano.
Entonces, la enerǵıa H se mantiene constante a lo largo de las trayectorias

pH ˝ σq “ cte,

donde σ es una curva integral del campo hamiltoniano.

Demostración. De (5.1), (A.22), (A.28) y la antisimetŕıa de ω,

d

dt
pHpσptqqq “ dHpσptqq pXHpσptqqq

“ ωpXHpσptqq, XHpσptqqq “ 0.

Si tenemos un simplectomorfismo entre variedades, los campos hamiltonianos están
relacionados de la siguiente manera.

Proposición 5.7. Sean pM1, ω1q y pM2, ω2q dos variedades simplécticas y H P C8pM2q.
Si el difeomorfismo F : M1 ÑM2 es un simplectomorfismo, entonces

F˚pXH˝F q “ XH . (5.3)

Demostración. Dado x PM1, entonces probar (5.3) es equivalente a probar

pTxF qpXH˝F pxqq “ XHpF pxqq, para todo x PM1.

Por Definición 3.1, (5.1) y (A.28) tenemos que, para todo v P TxM1,

vpH ˝ F qpxq “ ppTxF qpvqqpHq “ dHpF pxqqppTxF qpvqq

“ ω2pXHpF pxqq, pTxF qpvqq.
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Por otro lado, usando que F es un simplectomorfismo,

vpH ˝ F qpxq “ dpH ˝ F qpxqpvq “ ω1pXH˝F pxq, vq “ F ˚ω2pXH˝F pxq, vq

“ ω2ppTxF qpXH˝F pxqq, pTxF qpvqq.

De la bilinealidad de ω2,

0 “ ω2 ppTxF qpXH˝F pxqq ´XHpF pxqq, pTxF qpvqq .

Pero, al ser TxF sobreyectiva y de la no degeneración de ω2, tenemos que
pTxF qpXH˝F pxqq “ XHpF pxqq, para todo x PM1.

Presentamos ahora dos ejemplos de sistemas hamiltonianos. El primero es un ejemplo
sencillo en el que se muestran las ecuaciones de movimiento de las part́ıculas en el espacio
bajo el influjo de un potencial. En el segundo, estudiaremos el movimiento de una part́ıcula
cargada sometida a un campo magnético.

Ejemplo 5.8. Sea pT ˚Rn – R2n, ω,XHq un sistema hamiltoniano y pq1, . . . , qn, p1, . . . , pnq
coordenadas canónicas de ω. Si H “ T ` V es la enerǵıa, esto es, la suma de la enerǵıa
cinética y potencial del sistema,

H “
1

2m

n
ÿ

i“1

ppiq
2 ` V pq1, . . . , qnq,

el campo hamiltoniano viene dado por

XH “

n
ÿ

i“1

pi
m

B

Bqi
`
BV

Bqi
B

Bpi
.

Si σptq “ pqiptq, piptqq es una curva integral del campo, las ecuaciones de Hamilton quedan

"

9qi “
pi
m

9pi “ ´ BV
Bqi
.

Sustituyendo m 9qi “ pi y denotando Fi “ ´
BV
Bqi

, las ecuaciones se reducen a la segunda ley
de Newton

m:qi “ Fi.

Ejemplo 5.9. Sea B “ pBx, By, Bzq un campo magnético en R3 con divergencia cero

BBx
Bq1

`
BBy
Bq2

`
BBz
Bq3

“ 0.

Según la ley de Lorentz de las fuerzas magnéticas, las ecuaciones de movimiento para
una part́ıcula con masa m y carga e son

m:q “
e

c
9q ˆB, (5.4)
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donde c es la constante de la velocidad de la luz. Veamos que estas ecuaciones son hamil-
tonianas, es decir, son las ecuaciones de las curvas integrales de un sistema hamiltoniano.

En el espacio de fases de momentos T ˚R3 – R6, consideramos la 2-forma simpléctica
(ver Ejemplo 2.7)

ω “ ωQ ´
e

c
π˚R3B,

donde ωQ es la forma canónica (ver Ejemplo 2.6) en T ˚R3 y B es la 2-forma en R3

B “ Bxdq
2^ dq3´Bydq

1^ dq3`Bzdq
1^ dq2 con coordenadas globales pq1, q2, q3q en R3.

Notar que B es cerrada puesto que B es de divergencia cero.

Tomamos como función hamiltoniana H la enerǵıa cinética del sistema

H “
1

2m

3
ÿ

i“1

ppiq
2,

con pqi, piq coordenadas globales en R6. Por consiguiente, si XH “ ζi B
Bqi
` ηi

B
Bpi

,

dH “
1

m

3
ÿ

i“1

pidpi,

iXHω “ ζ1dp1 ` ζ
2dp2 ` ζ

3dp3 ´ pη1dq
1 ` η2dq

2 ` η3dq
3q

´
e

c
rBzζ

1dq2 ´Bzζ
2dq1 ´Byζ

1dq3 `Byζ
3dq1 `Bxζ

2dq3 ´Bxζ
3dq2s.

Igualando componentes obtenemos pi
m “ ζi y

η1 “
e

c
rBzζ

2 ´Byζ
3s,

η2 “
e

c
rBxζ

3 ´Bzζ
1s,

η3 “
e

c
rByζ

1 ´Bxζ
2s.

Las ecuaciones de las curvas integrales de XH son

"

9qi “ ζi “
pi
m

9pi “ ηi .

De aqúı, las ecuaciones se reducen a

$

&

%

m:q1 “ e
c rBz 9q2 ´By 9q3s

m:q2 “ e
c rBx 9q3 ´Bz 9q1s

m:q3 “ e
c rBy 9q1 ´Bx 9q2s

que son las ecuaciones de movimiento según la ley de Lorentz (5.4). Por tanto, las ecua-
ciones de movimiento de una part́ıcula en un campo magnético son hamiltonianas.



22 Inés Duranza Rodŕıguez

6. Corchetes de Poisson

Desde el punto de vista de la mecánica, el corchete de Poisson es un operador importante
en los sistemas hamiltonianos que nos proporcionará una reformulación de las ecuaciones
de movimiento.

Definición 6.1. Sea pM,ωq una variedad simpléctica. Se define el operador corchete de
Poisson por

t¨, ¨u : C8pMq ˆ C8pMq ÝÑ C8pMq
pf, gq ÞÝÑ tf, gu “ ωpXf , Xgq.

(6.1)

Nota 6.2. Para f, g P C8pMq, de (5.1) y la antisimetŕıa de ω, se verifica

tf, gu “ Xgpfq. (6.2)

Teorema 6.3. Sea pM,ωq una variedad simpléctica. El operador corchete de Poisson
satisface las siguientes propiedades:

i) t¨, ¨u es R-bilineal
tλf ` µg, hu “ λtf, hu ` µtg, hu;

ii) t¨, ¨u es antisimétrico
tf, gu “ ´tg, fu;

iii) t¨, ¨u satisface la identidad de Jacobi

tf, tg, huu ` tg, th, fuu ` th, tf, guu “ 0;

iv) t¨, ¨u satisface la regla de Leibniz

tf, ghu “ htf, gu ` gtf, hu,

con f, g, h P C8pMq y λ, µ P R.

Demostración. Para probar i) - iv) aplicaremos (6.1) y (6.2). Sean f, g, h P C8pMq y
λ, µ P R, entonces

i)

tλf ` µg, hu “ Xhpλf ` µgq “ λXhpfq ` µXhpgq

“ λtf, hu ` µtg, hu.

ii) De la antisimetŕıa de ω,

tf, gu “ ωpXf , Xgq “ ´ωpXg, Xf q

“ ´tg, fu.
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iii) Como ω es cerrada, dωpXh, Xg, Xf q “ 0. Por tanto, de (A.33), (A.39) (A.40) y
(A.41),

0 “ dωpXh, Xg, Xf q “ XhpωpXg, Xf qq ´XgpωpXh, Xf qq `Xf pωpXh, Xgqq

´ωprXh, Xgs, Xf q ` ωprXh, Xf s, Xgq ´ ωprXg, Xf s, Xhq

“ ttg, fu, hu ´ tth, fu, gu ` tth, gu, fu

´irXh,XgsωpXf q ` irXh,Xf sωpXgq ´ irXg ,Xf sωpXhq

“ tf, tg, huu ` tg, th, fuu ` th, tf, guu

´pLXhiXgωqpXf q ` pLXhiXfωqpXgq ´ pLXg iXfωqpXhq

“ tf, tg, huu ` tg, th, fuu ` th, tf, guu

´pLXhdgqpXf q ` pLXhdfqpXgq ´ pLXgdfqpXhq

“ tf, tg, huu ` tg, th, fuu ` th, tf, guu

´pdtg, huqpXf q ` pdtf, huqpXgq ´ pdtf, guqpXhq

“ 2 ptf, tg, huu ` tg, th, fuu ` th, tf, guuq .

iv) Por (A.39) se tiene

tf, ghu “ ´tgh, fu “ ´Xf pghq

“ ´hXf pgq ´ gXf phq

“ htf, gu ` gtf, hu.

Proposición 6.4. Sean X un campo de vectores en M y f, g P C8pMq. Entonces,

rXf , Xgs “ ´Xtf,gu,

donde r¨, ¨s es el corchete de Lie.

Demostración. Tomando h P C8pMq y de (6.2) y Proposición 6.3 iii),

rXf , Xgsphq “ Xf pXgphqq ´XgpXf phqq

“ tf, tg, huu ` tg, th, fuu

“ ´th, tf, guu

“ ´Xtf,guphq.

Nota 6.5. pC8pMq, t¨, ¨uq es un álgebra de Lie, pues el corchete satisface i) - iii) de
Proposición 6.3.

Proposición 6.6. Si ϕ : pM1, ω1q Ñ pM2, ω2q es un simplectomorfismo, entonces

ϕ˚tf, gu “ tϕ˚f, ϕ˚gu, (6.3)

para todo f, g P C8pM2q.
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Demostración. Sea x PM1. Por Proposición 5.7 y (6.1) se tiene

rϕ˚tf, guspxq “ tf, gupϕpxqq “ pXgpfqqpϕpxqq

“ Xgpϕpxqqpfq “ rpTxϕqpXϕ˚gqpxqspfq

“ pXϕ˚gpxqqpϕ
˚fq

“ tϕ˚f, ϕ˚gupxq.

Desde un punto de vista dinámico, el corchete de Poisson nos permite medir la evolución
de cualquier observable (función). Concretamente nos interesan aquellos observables que
se conservan a lo largo de las soluciones, pues nos ayudarán a resolver las ecuaciones
diferenciales del movimiento.

Proposición 6.7. Sean f P C8pMq y σ una curva integral de XH . Entonces,

d

dt
pf ˝ σq “ tf,Hu ˝ σ. (6.4)

Demostración. Aplicando (5.1), (6.2) y (A.23),

d

dt
pf ˝ σq “ XHpσptqqpfq “ tf,Hu ˝ σptq.

Nota 6.8. d
dtpf ˝ σq “ tf,Hu ˝ σ se suele escribir 9f “ tf,Hu.

Definición 6.9. Se dice que f P C8pMq es cantidad conservada para el sistema ha-
miltoniano pM,ω,Hq si tf,Hu “ 0.

Corolario 6.10. Sea f P C8pMq una cantidad conservada para el sistema hamiltoniano
pM,ω,Hq. Si σ es curva integral de XH , entonces pf ˝ σq es constante.

Nota 6.11. De la antisimetŕıa del corchete, la enerǵıa H es una cantidad conservada. Aśı,
H ˝ σ se mantiene constante a lo largo de las trayectorias σ.

Proposición 6.12. Si f, g son cantidades conservadas, entonces tf, gu es cantidad con-
servada.

Demostración. Aplicando la identidad de Jacobi (Proposición 6.3, iii)),

ttf, gu, Hu “ ´tH, tf, guu “ tf, tg,Huu ` tg, tH, fuu “ 0.

Ejemplo 6.13. En R2n, con coordenadas pq1, . . . , qn, p1, . . . , pnq y forma simpléctica ω “
řn
i“1 dq

i ^ dpi (ver Ejemplo 2.3), el corchete de Poisson viene dado por

tf, gu “
n
ÿ

i“1

Bg

Bpi

Bf

Bqi
´
Bf

Bpi

Bg

Bqi
, (6.5)

para todo f, g P C8pR2nq. Este es el corchete introducido por Poisson en [7].
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Proposición 6.14. Sea pM,ωq una variedad simpléctica conexa y t¨, ¨u el corchete de
Poisson en C8pMq. Entonces,

tf, gu “ 0, para todo g P C8pMq ðñ f es constante.

Demostración. Veamos primero la implicación a la derecha. De (6.2) y (A.39) tenemos

tf, gu “ Xgpfq “ dfpXgq “ 0.

Como ω es simpléctica, ω̃pxq es un isomorfismo, en particular, sobreyectiva. Por tanto,
df “ 0 y de la conexidad de M , f es constante.

La otra implicación es trivial usando la relación anterior.

Ejemplo 6.15. En Ejemplo 5.8, supongamos ahora que
řn
i“1

BV
Bqi
“ 0. Con esta condición,

usando (6.5), tenemos que el momento total del sistema

P pqi, piq “
n
ÿ

i“1

pi

es una cantidad conservada,

tH,P u “ ´
n
ÿ

i“1

BP

Bpi

BH

Bqi
“ ´

n
ÿ

i“1

BV

Bqi
“ 0.

Nótese que esto es la ley de conservación del momento cuando la suma de las fuerzas
actuando sobre el sistema se anula.

7. Sistemas lagrangianos

Hasta ahora hemos dado una aproximación de las ecuaciones de movimiento desde
el punto de vista de la mecánica hamiltoniana. En esta sección pasaremos a estudiar el
formalismo lagrangiano, basado en principios variacionales, y su relación con la geometŕıa
simpléctica. Concluiremos la sección con un ejemplo interesante en el que el lagrangiano
es determinado por una métrica. Más detalles se pueden encontrar en [1].

Definición 7.1. Sea Q una variedad diferenciable y TQ su fibrado tangente. Se denomina
función lagrangiana a la aplicación L : TQÑ R.

Principio de acción cŕıtica

Dada M “ tα : ra, bs Ñ Q, α P C8pra, bsq | αpaq “ p y αpbq “ qu, se llama acción a
la aplicación

A : M ÝÑ R
α ÞÝÑ Apαq “

şb
a Lp 9αptqqdt,

(7.1)

donde 9α es el levantamiento tangente de α.
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Los puntos cŕıticos de A se obtienen mediante

d

ż b

a
Lp 9αptqqdt “ 0 (7.2)

tomando variaciones a lo largo de caminos en Q con puntos frontera fijos.

Sean pq1, . . . , qn, 9q1, . . . , 9qnq coordenadas en TQ. Aplicando la regla de la cadena, la
integración por partes y que d

dt

`

δqi
˘

“ δ 9qi, donde δqi, δ 9qi son variaciones infinitesimales,
se tiene

d

ż b

a
Lpqptq, 9qptqqdt “

ż b

a

˜

n
ÿ

i“1

BL

Bqi
δqi `

BL

B 9qi
δ 9qi

¸

dt

“

n
ÿ

i“1

ż b

a

ˆ

BL

Bqi
δqi

˙

dt´

ż b

a

ˆ

d

dt

ˆ

BL

B 9qi

˙

δqi
˙

dt`

ż b

a

d

dt

ˆ

BL

B 9qi
δqi

˙

dt

“

ż b

a

˜

n
ÿ

i“1

BL

Bqi
´
d

dt

ˆ

BL

B 9qi

˙

¸

δqidt`

„

BL

B 9qi
δqi

b

a

“ 0.

Como
”

BL
B 9qi
δqi

ıb

a
“ 0, debido a que los puntos frontera de la variación son fijos, entonces

(7.2) es equivalente a las ecuaciones

BL

Bqi
´
d

dt

ˆ

BL

B 9qi

˙

“ 0, (7.3)

que se conocen como ecuaciones de Euler-Lagrange.

Notar que M es una variedad de dimensión infinita. Desde el punto de vista del análisis
hemos sido poco precisos. Para más detalles ver, por ejemplo, [5]. Daremos un enfoque
geométrico a las ecuaciones de Euler-Lagrange.

Definición 7.2. Dada una función lagrangiana L, se llama transformada de Legendre
a la aplicación FL : TQÑ T ˚Q tal que

FLpvq : TQ ÝÑ R
w ÞÝÑ FLpvqpwq “ d

dt |t“0
Lpv ` twq,

(7.4)

donde v, w P TqQ.

Si pq1, . . . , qn, 9q1, . . . , 9qnq son coordenadas inducidas en TQ por Q,

FLpqi, 9qiq “

ˆ

qi,
BL

B 9qi

˙

. (7.5)

Nota 7.3. Las funciones pi “
BL
B 9qi

son los momentos generalizados de la mecánica clásica.
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Definición 7.4. La función de enerǵıa EL asociada al lagrangiano L se define por

EL : TQ ÝÑ R
v ÞÝÑ ELpvq “ FLpvqpvq ´ Lpvq. (7.6)

Expresada en coordenadas se tiene

ELpq
i, 9qiq “

n
ÿ

i“1

BL

B 9qi
9qi ´ Lpqi, 9qiq.

Definición 7.5. Dado un lagrangiano L, se definen la 1-forma lagrangiana y la 2-
forma lagrangiana asociadas a L por

ΘL “ FL˚pλQq P Ω1pTQq (7.7)

ΩL “ FL˚pωQq P Ω2pTQq, (7.8)

donde FL es la transformada de Legendre (7.4), λQ la 1-forma de Liouville (2.1) y ωQ la
forma simpléctica canónica en T ˚Q (2.3).

Nótese que ΩL es cerrada, pues de la conmutatividad de la diferencial con el pull-back
y (2.3), ΩL “ ´dΘL. Estudiemos la posible no degeneración de ΩL.

Tomando coordenadas pq1, . . . , qn, p1, . . . , pnq en T ˚Q y usando las ecuaciones (2.2),
(2.4), (7.5),

ΘL “

n
ÿ

i“1

BL

B 9qi
dqi (7.9)

ΩL “

n
ÿ

i,j“1

B2L

B 9qiBqj
dqi ^ dqj `

n
ÿ

i,j“1

B2L

B 9qiB 9qj
dqi ^ d 9qj . (7.10)

En forma matricial, la 2-forma lagrangiana se expresa por

ΩL “

¨

˝

A
´

B2L
B 9qiB 9qj

¯

´

´

B2L
B 9qiB 9qj

¯

0

˛

‚,

donde A es la antisimetrización de
´

B2L
B 9qiBqj

¯

. Luego, es fácil ver que ΩL es no degenerada

si y sólo si la matriz
´

B2L
B 9qiB 9qj

¯

es no degenerada.

Definición 7.6. Se dice que la función lagrangiana L es regular si ΩL es simpléctica
sobre TQ.

Veamos un ejemplo de función lagrangiana no regular.
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Ejemplo 7.7. Sea Q “ R4 con coordenadas pq1, q2, q3, q4q. Tomamos la función lagran-
giana

Lpqi, 9qiq “
m

2
p 9q3 ´ 9q4q ` 9q4q3 ´ 9q3q4 ´

4
ÿ

i“1

pqiq2.

Este lagrangiano aparece en [2] en un modelo mecánico de teoŕıas de campos.

La 2-forma lagrangiana, en forma matricial, se escribe

ΩL “

ˆ

A 0
0 0

˙

,

donde A es la matriz

A “

¨

˚

˚

˝

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1
0 0 ´1 0

˛

‹

‹

‚

.

Pero
´

B2L
B 9qiB 9qj

¯

“ 0, por tanto ΩL es degenerada y, en consecuencia, L es no regular.

Definición 7.8. Dado un lagrangiano L, un campo de vectores XEL en TQ se dice que
es un campo lagrangiano si satisface

ΩLpvqpXELpvq, wq “ dELpvqpwq, (7.11)

para todo v P TqQ y w P TvpTQq.

La siguiente proposición demuestra el principio de la conservación de la enerǵıa en
sistemas lagrangianos, que también es válido cuando el lagrangiano L es no regular.

Proposición 7.9. Sean L un lagrangiano, XEL un campo lagrangiano para L y σ : I Ñ
TQ una curva integral de XEL. Entonces, ELpσptqq es constante en t.

Demostración. Aplicando (7.11), (A.23), (A.28) y la antisimetŕıa de ΩL,

d

dt
ELpσptqq “ dELpσptqqpXELpσptqqq

“ ΩLpσptqqpXELpσptqq, XELpσptqqq “ 0.

Estudiaremos a continuación las curvas integrales del campo lagrangiano XEL y su re-
lación con las ecuaciones de Euler-Lagrange. Para ello definiremos antes un tipo particular
de campos de vectores en TQ y sus curvas integrales asociadas.

Definición 7.10. Un campo de vectores Z P XpTQq se dice que es una ecuación dife-
rencial de segundo orden (SODE) si

TπQ ˝ Z “ I, (7.12)

donde πQ : TQÑ Q es la proyección canónica.
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Proposición 7.11. Si σ es curva integral de una SODE Z, entonces σ “ 9γ, donde
γ “ πQ ˝ σ.

Demostración. Por (7.12), se tiene

σptq “ pTπQ ˝ Zqpσptqq “ TσptqπQ
`

Zσptq
˘

“ TσptqπQ p 9σptqq “ TtpπQ ˝ σq

ˆ

d

dt |t

˙

.

Pero esto es precisamente el levantamiento tangente 9γ de γ “ πQ ˝ σ (ver (A.21)).

Si cogemos coordenadas pq1, . . . , qn, 9q1, . . . , 9qnq, por (7.12) el campo se escribe como

Zpqi, 9qiq “
n
ÿ

i“1

9qi
B

Bqi
`

n
ÿ

i“1

ξipqi, 9qiq
B

B 9qi
.

Por consiguiente, si σptq “ pqiptq, 9qiptqq es una curva integral de Z, entonces satisface las
ecuaciones

#

dqi

dt “ 9qi

d 9qi

dt “ ξi.

Aśı, se tiene que d2qi

dt2
“ ξi. Esto justifica el nombre de ecuación diferencial de segundo

orden.

Teorema 7.12. Sea XEL un campo lagrangiano. Supongamos que XEL es una SODE.
Entonces, tomando coordenadas pq1, . . . , qn, 9q1, . . . , 9qnq en TQ, σptq “ pqiptq, 9qiptqq es una
curva integral de XEL si y sólo si

#

9qi “
dqi

dt
d
dt

´

BL
B 9qi

¯

“ BL
Bqi
,

es decir, se satisfacen las ecuaciones de Euler-Lagrange.

Demostración. Por hipótesis, XEL es una SODE, luego el campo se escribe como

XELpq
i, 9qiq “

n
ÿ

i“1

9qi
B

Bqi
`

n
ÿ

i“1

ξi2
B

B 9qi
.

De (7.6), localmente, podemos escribir

dELpq
i, 9qiq “

n
ÿ

i“1

ˆ

9qk
B2L

BqiB 9qk
´
BL

Bqi

˙

dqi `
n
ÿ

k“1

9qk
B2L

B 9qkB 9qi
d 9qi. (7.13)

Por otra parte,

iXELΩL “

n
ÿ

i,k“1

ˆ

9qk
B2L

B 9qkBqi
´ 9qk

B2L

B 9qiBqk
´ ξk2

B2L

B 9qiB 9qk

˙

dqi `
n
ÿ

i,k“1

9qk
B2L

B 9qkB 9qi
d 9qi.
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Ahora bien, de la definición de campo lagrangiano (7.11), iXELΩL “ dEL. Entonces,

tomando las componentes dqi, nos queda la siguiente igualdad

BL

Bqi
´

n
ÿ

k“1

9qk
B2L

B 9qiBqk
´

n
ÿ

k“1

ξk2
B2L

B 9qiB 9qk
“ 0. (7.14)

Si σptq “ pqiptq, 9qiptqq es curva integral de XEL , entonces 9qiptq “ dqi

dt y d 9qiptq
dt “ ξi2.

Sustituyendo en (7.14) tenemos

0 “
BL

Bqi
´

n
ÿ

k“1

9qk
B2L

B 9qiBqk
´

n
ÿ

k“1

ξk2
B2L

B 9qiB 9qk

“
BL

Bqi
´

n
ÿ

k“1

B2L

B 9qiBqk
dqk

dt
´

n
ÿ

k“1

B2L

B 9qiB 9qk
d 9qk

dt

“
BL

Bqi
´
d

dt

ˆ

BL

B 9qi

˙

que son precisamente las ecuaciones de Euler-Lagrange.

Si L es regular, entonces ΩL es simpléctica y existirá un único campo XEL que será el
campo hamiltoniano de EL respecto de ΩL. En este caso, EL se conserva a lo largo del
flujo de XEL . Además, se prueba lo siguiente.

Proposición 7.13. Si L es un lagrangiano regular, entonces XEL es una SODE y las
curvas integrales satisfacen las ecuaciones de Euler-Lagrange.

Demostración. Dado un campo lagrangiano XEL , podemos expresarlo en coordenadas
pqi, 9qiq como

XELpq
i, 9qiq “

n
ÿ

i“1

ξi1
B

Bqi
`

n
ÿ

i“1

ξi2
B

B 9qi
.

Entonces,

iXELΩL “

n
ÿ

i,k“1

ˆ

ξk1
B2L

B 9qkBqi
´ ξk1

B2L

B 9qiBqk
´ ξk2

B2L

B 9qiB 9qk

˙

dqi `
n
ÿ

i,k“1

ξk1
B2L

B 9qkB 9qi
d 9qi. (7.15)

Ahora, procediendo de forma análoga al Teorema 7.12, de (7.11) y tomando las com-
ponentes d 9qi de (7.13) y (7.15), tenemos la expresión

n
ÿ

k“1

9qk
B2L

B 9qkB 9qi
´

n
ÿ

k“1

ξk1
B2L

B 9qkB 9qi
“ 0.

Por consiguiente, como L es regular (
´

B2L
B 9qiB 9qk

¯

es una matriz no degenerada) 9qi “ ξi1.

Aśı mismo, por el Teorema 7.12, queda probado que las curvas integrales del campo
satisfacen las ecuaciones de Euler-Lagrange.
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Veamos la relación entre la regularidad del lagrangiano y la transformada de Legendre.
Esto nos permitirá estudiar la relación entre el formalismo lagrangiano y hamiltoniano.

Proposición 7.14. El lagrangiano L es regular si y sólo si FL es un difeomorfismo local.

Demostración. Si tomamos coordenadas en TQ, la matriz jacobiana de FL (7.5) es

JFL “

˜

In 0
B2L
BqjB 9qi

B2L
B 9qjB 9qi

¸

.

Por tanto, la regularidad de L es equivalente a la regularidad de JFL y del teorema de la
función inversa se concluye el resultado.

Definición 7.15. Se dice que L es un lagrangiano hiperregular si FL : TQ Ñ T ˚Q es
un difeomorfismo.

Nótese que dado un lagrangiano hiperregular L, definiendo

H “ EL ˝ FL´1 (7.16)

se induce un sistema hamiltoniano en T ˚Q .

Proposición 7.16. Sean L un lagrangiano hiperregular en TQ y H “ EL ˝FL´1. Enton-
ces,

i) FL : pTQ,ΩLq Ñ pT ˚Q,ωQq es un simplectomorfismo;

ii) pFLq˚XH “ XEL;

iii) Si σptq es curva integral de XEL, entonces FL ˝ σ es curva integral de XH y

τQ ˝ σ “ πQ ˝ FL ˝ σ. (7.17)

Demostración.

i) Consecuencia de (7.8).

ii) De Proposición 5.7,

FL˚pXH˝FLq “ XH ,

pero H ˝ FL “ EL por (7.16).

iii) Para probar que pFL ˝ σqptq es curva integral de XH recurrimos a Lema A.6. Final-
mente, puesto que τQ “ πQ ˝ FL, obtenemos directamente la ecuación (7.17).

Se concluye entonces que si σptq es solución de las ecuaciones de Euler-Lagrange, pFL ˝
σqptq es solución de las ecuaciones de Hamilton.



32 Inés Duranza Rodŕıguez

T pTQq
TFL // T pT ˚Qq

TQ

XEL

OO

EL ##

FL // T ˚Q

XH

OO

H
{{

R

A continuación daremos dos ejemplos en los que se aplica el lagrangiano. Primero, la
determinación de las geodésicas en geometŕıa riemanniana, y en la siguiente sección, el
estudio del movimiento rotatorio de un cuerpo ŕıgido.

Geometŕıa riemanniana y lagrangianos cinéticos

Dada una variedad riemanniana pQ, gq con producto escalar gq en TqQ, para todo q P Q.
Consideramos el lagrangiano definido por

L : TQ ÝÑ R
v P TqQ ÞÝÑ 1

2gqpv, vq “
1
2}v}

2.
(7.18)

En este caso, la transformada de Legendre viene dada por

FLpvqpwq “ gqpv, wq, para v, w P TqQ.

Notar que FL es hiperregular, ya que es el difeomorfismo entre TQ y T ˚Q inducido por
la métrica. Además,

EL “ L. (7.19)

En coordenadas pq1, . . . , qn, 9q1, . . . , 9qnq de TQ, las expresiones del lagrangiano y la trans-
formada de Legrendre son

Lpqi, 9qiq “
n
ÿ

i,j“1

gij 9qi 9qj (7.20)

FLpqi, 9qiq “

˜

qi,
n
ÿ

j“1

gij 9qj

¸

. (7.21)

Si tomamos la acción A (7.1)

Apσq “ 1

2

ż b

a
} 9σ}dt,

estaŕıamos buscando curvas que minimizan la longitud. Esto es precisamente la noción de
geodésica. Veamos la relación de las geodésicas con las ecuaciones de Euler-Lagrange.

Proposición 7.17. Sea pM, gq una variedad riemanniana y L el lagrangiano definido por
(7.18). Entonces, una curva σ en Q es una geodésica para la métrica g si y sólo si satisface
las ecuaciones de Euler-Lagrange para el lagrangiano L.
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Demostración. Primero, si calculamos las derivadas parciales del lagrangiano L (7.20)
respecto a las coordenadas pqi, 9qiq, las ecuaciones de Euler-Lagrange son

0 “
d

dt

˜

n
ÿ

i,j“1

gkj 9qj ` gik 9qi

¸

´

n
ÿ

i,j“1

Bgij
Bqk

9qi 9qj

“

n
ÿ

i,j“1

ˆ

Bgkj
Bqi

9qi 9qj `
Bgik
Bqj

9qi 9qj
˙

` 2
n
ÿ

i“1

gik:qi ´
n
ÿ

i,j“1

Bgi,j
Bqk

9qi 9qj .

Ahora, si llamamos

Γkij “
1

2
gkm

ˆ

Bgkj
Bqi

`
Bgik
Bqj

´
Bgij
Bqk

˙

,

donde gkm es la componente pkmq-ésima de la matriz inversa de pgijq, entonces las ecua-
ciones se transforman en

:qm ` Γkij 9qi 9qj “ 0 (7.22)

que son las ecuaciones de las geodésicas.

Nota 7.18. Los Γkij se denominan śımbolos de Christoffel de la métrica gij .

8. El cuerpo ŕıgido

Un cuerpo ŕıgido es un sistema de masas puntuales, no todas alineadas, sujetas a la
restricción de que la distancia entre dos puntos cualesquiera se mantiene constante a lo
largo del tiempo. Asumiremos que el movimiento del cuerpo es continuo, con lo que se
preservará la orientación del cuerpo. Esta hipótesis, junto con que la distancia entre las
masas es constante implican que el cuerpo se mueve solamente por la combinación de
rotaciones y traslaciones. En nuestro caso sólo estudiaremos el movimiento rotacional del
cuerpo ŕıgido alrededor de un punto fijo, el punto pivote [4].

Si fijamos una configuración de referencia y denotamos la posición y la velocidad de una
part́ıcula x del cuerpo en un instante t por xptq y 9xptq respectivamente, ambos considerados
vectores en R3, se tiene

xptq “ RptqX, (8.1)

9xptq “ 9RptqX “ 9RptqR´1ptqxptq, (8.2)

donde X es la posición de la part́ıcula en la configuración de referencia y Rptq es una matriz
ortogonal. Por tanto, el espacio de configuración del movimiento rotacional del cuerpo lo
determina la variedad

SOp3q “ tR | R matriz de orden 3, RT “ R´1,detR “ 1u.
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Como Rptq es una matriz ortogonal, RRT “ I y, derivando, 9RRT `R 9RT “ 0. Aśı, las
matrices R´1 9R y 9RR´1 son antisimétricas. Recordar que, para cualquier 9R P TRpSOp3qq,
la traslación a izquierda y a derecha por R´1 verifica

TRlR´1p 9Rq “ R´1 9R, TRrR´1p 9Rq “ 9RR´1.

Esto demuestra que las matrices antisimétricas R´1 9R y 9RR´1 P TIpSOp3qq – sop3q. De la
identificación de TIpSOp3qq con R3 se tiene que existe ω “ pω1, ω2, ω3q tal que

9RR´1 “ ω̂ “

¨

˝

0 ´ω3 ω2

ω3 0 ´ω1

´ω2 ω1 0

˛

‚.

Dicho ω, conocido como el vector velocidad angular espacial, verifica entonces que
(8.2) se puede reescribir como

9x “ 9RR´1x “ ω̂x “ ω ˆ x, (8.3)

donde ˆ es el producto escalar vectorial de R3. El vector velocidad angular cuerpo Ω
se define como

Ω “ R´1ω. (8.4)

Usando la definición de Ω y (8.3), tenemos que

ΩˆX “ R´1ω ˆR´1x “ R´1pω ˆ xq “ R´1 9RR´1x “ R´1 9RX.

Por tanto, usando de nuevo (8.3), Ω̂ y ω̂ están relacionadas por

Ω̂ “ R´1 9R “ R´1ω̂R. (8.5)

Consideraremos un cuerpo sólido en vez de un número finito de masas puntuales. Defi-
nimos ρpXq como la densidad de masa del cuerpo en la posición X y denotamos por B a
la región ocupada por el cuerpo en su configuración de referencia. Entonces, la masa del
cuerpo la escribimos como

m “

ż

B
ρpXqd3X.

Por analoǵıa a la enerǵıa cinética de un sistema de part́ıculas, la enerǵıa cinética del
cuerpo ŕıgido es

L “
1

2

ż

B
ρpXq} 9x}2d3X “

1

2

ż

B
ρpXq} 9RX}2d3X.

Primero, notar que si 9R P TRpSOp3qq y B P SOp3q, entonces TRlBp 9Rq “ B 9R P

TBRpSOp3qq y de la ortogonalidad de B

LpTRLBp 9Rqq “
1

2

ż

B
ρpXq}B 9RX}2d3X

“
1

2

ż

B
ρpXq} 9RX}2d3X “ Lp 9Rq,
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es decir, L es invariante por traslaciones a izquierda.

Entonces, de (8.2), (8.5) y la ortogonalidad de R,

Lp 9Rq “
1

2

ż

B
ρpXq} 9RX}2d3X “

1

2

ż

B
ρpXq}R´1 9RX}2d3X

“
1

2

ż

B
ρpXq}Ω̂X}2d3X

“
1

2

ż

B
ρpXq}ΩˆX}2d3X

“
1

2

ż

B
ρpXq}X̂Ω}2d3X

“
1

2

ż

B
ρpXqΩT X̂T X̂Ωd3X

“
1

2
ΩT

ˆ
ż

B
ρpXqX̂T X̂d3X

˙

Ω.

donde hemos usado las relaciones

Ω̂X “ΩˆX “ ´X ˆ Ω “ ´X̂Ω,

}u}2 “uT ¨ u, u P R3.

Denotando I “
ş

B ρpXqX̂
T X̂d3X, que es una matriz simétrica conocida como tensor

momento de inercia, la enerǵıa cinética queda

Lp 9Rq “
1

2
pR´1 9RqT IpR´1 9Rq “

1

2
ΩT IΩ. (8.6)

Si definimos el producto escalar xxu, vyy “ uT Iv, L es el lagrangiano asociado a una
métrica invariante a izquierda en SOp3q. Dicha métrica es

gp 9R1, 9R2q “ xxTRLR´1p 9R1q, TRLR´1p 9R2qyy,

con 9R1, 9R2 P TRpSOp3qq e identificando TIpSOp3qq con R3. De Proposición 7.17:

Proposición 8.1. Las trayectorias del movimiento del cuerpo ŕıgido son precisamente las
geodésicas de una métrica invariante a izquierda en el grupo de Lie SOp3q.

Nos interesa ahora pasar al formalismo hamiltoniano. Como el lagrangiano L es hiper-
regular, pues lo define una métrica, usaremos la transformada de Legendre para hacer el
cambio. De (7.4) tenemos que FLpΩq “ IΩ, donde identificamos TIpSOp3qq – sop3q con
R3. Denominamos momento angular cuerpo al vector

Π “ IΩ. (8.7)

Notar que con la identificación anterior, sop3q˚ – R3, de tal manera que, dado Π P R3,
Π̌ P sop3q˚ viene dado por la relación

Π̌pΩ̂q “ Π ¨ Ω, para todo Ω P R3. (8.8)
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Ahora, por (7.16) y (7.19) se tiene

hpΠq “ LpΩq “ LpI´1Πq “
1

2
ΠT I´1Π. (8.9)

De Proposición 2.8, de (8.8) y (A.45) tenemos que la 2-forma simpléctica sobre el fibrado
cotangente T ˚pSOp3qq – SOp3q ˆ R3 es

ωpR,ΠqppRŷ, aq, pRx̂, bqq “ ´a ¨ x` b ¨ y `Π ¨ py ˆ xq, (8.10)

para todo pR,Πq P SOp3q ˆ R3 y pRŷ, aq, pRx̂, bq P TRpSOp3qq ˆ R3.

A continuación veremos cuál es la expresión del campo de vectores en SOp3q ˆ R3, lo
que nos permitirá hallar las ecuaciones de Hamilton para el cuerpo ŕıgido al identificar
sop3q con R3 y sop3q˚ con R3.

Teorema 8.2. Sea h P C8pR3q y H “ pr˚2 phq con pr2 : SOp3q ˆ R3 Ñ R3 la proyección
canónica. Entonces, el campo hamiltoniano XH viene dado por

XHpR,Πq “
´

Rp∇̂Hq,Πˆ∇H
¯

. (8.11)

Demostración. Dado un campo en SOp3q ˆ R3,

XHpR,Πq “ pX
1
HpR,Πq, X

2
HpR,Πqq P TRpSOp3qq ˆ R3

entonces por (5.1),

ωpR,ΠqppX
1
H , X

2
Hq, pRx̂, bqq “ dHpRx̂, bq “ ∇H ¨ b.

Ahora, usando la expresión (8.10) y tomando p0, bq P TRSOp3q ˆ R3,

b̌pR´1X1
Hq “ b̌p∇̂Hq,

de lo que obtenemos que

X1
H “ Rp∇̂Hq. (8.12)

Notar que, de esta expresión, R´1X1
H “ ∇̂H.

Tomando ahora pRx̂, 0q P TRpSOp3qq ˆ R3,

0 “ ´X2
H ¨ x`Π ¨ p∇H ˆ xq

“ ´X2
H ¨ x` x ¨ pΠˆ∇Hq

“ x ¨ p´X2
H `Πˆ∇Hq,

y por tanto,

X2
H “ Πˆ∇H. (8.13)
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Corolario 8.3. Si H “ 1
2ΠT I´1Π P C8pSOp3q ˆ R3q, las ecuaciones de movimiento del

cuerpo ŕıgido vienen dadas por

9Rptq “ RptqΩ̂ptq, con Ωptq “ I´1Πptq, (8.14)

9Πptq “ Πptq ˆ I´1Πptq. (8.15)

Nota 8.4. Las ecuaciones (8.15) son las ecuaciones de Euler del cuerpo ŕıgido y las
ecuaciones (8.14) se conocen como las ecuaciones de reconstrucción.

Si I es una matriz diagonal con autovalores I1, I2, I3, denominados momentos prin-
cipales de inercia,

I “

¨

˝

I1 0 0
0 I2 0
0 0 I3

˛

‚,

entonces la expresión de la enerǵıa queda

hpΠq “
1

2

ˆ

Π2
1

I1
`

Π2
2

I2
`

Π2
3

I3

˙

y las ecuaciones de movimiento (8.15) son

9Π1 “ I2´I3
I2I3

Π2Π3,
9Π2 “ I3´I1

I3I1
Π3Π1,

9Π3 “ I1´I2
I1I2

Π1Π2.
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Conclusiones

La geometŕıa simpléctica nos ha permitido interpretar geométricamente algunas ecua-
ciones que aparecen en la mecánica anaĺıtica, ofreciéndonos una reformulación de las
ecuaciones del movimiento en sistemas configurados por variedades. Empezando por el
desarrollo de las formas simplécticas en espacios vectoriales, hemos podido estudiar su
estructura y extender los conceptos a variedades diferenciables. Destacamos de ello la di-
mensionalidad par de los espacios simplécticos y la isomorf́ıa entre espacios vectoriales
simplécticos con la misma dimensión. En variedades, hemos visto algunos ejemplos, entre
ellos la forma canónica en el espacio cotangente de una variedad que es una herramienta
fundamental para modelizar la dinámica de los sistemas mecánicos. Además, hemos estu-
diado los simplectomorfismos, aplicaciones que preservan las formas simplécticas, las cuales
hemos aplicado para pasar del formalismo lagrangiano al hamiltoniano. Igualmente, los
simplectomorfismos nos han permitido encontrar las coordenadas apropiadas para escribir
toda forma simpléctica en variedades de forma canónica, hecho conocido como teorema de
Darboux. Este resultado lo justificamos a través del ejemplo del campo magnético.

Tras introducir la estructuras simplécticas, hemos aplicado los conceptos al formalismo
hamiltoniano. De la definición de campo hamiltoniano, hemos podido ver que las soluciones
de un sistema mecánico son precisamente las curvas integrales de estos campos. Aśı mismo,
hemos estudiado las cantidades conservadas por medio del corchete de Poisson obteniendo,
en particular, que la enerǵıa permanece constante. También hemos obtenido las ecuacio-
nes del movimiento desde el formalismo lagrangiano, las ecuaciones de Euler-Lagrange. Un
ejemplo claro de estas ecuaciones han sido las geodésicas de una métrica. Hemos estudiado
además la conexión entre la mecánica lagrangiana y la geometŕıa simpléctica, destacando
la importancia de la transformada de Legendre que nos ha permitido relacionar ambos for-
malismos. Finalmente, hemos aplicado los conceptos expuestos anteriormente en el estudio
del movimiento rotacional de un cuerpo ŕıgido en el espacio, cuyo espacio de configuración
es la variedad SOp3q.
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Apéndice: Campos de vectores y
formas diferenciables

Vectores tangentes y fibrado tangente

Una curva en una variedad M es una aplicación diferenciable

σ : I ÑM, t ÞÑ σptq “ px1ptq, . . . , xnptqq,

con I un intervalo abierto en M . Si σp0q “ x0 “ px
1
0, . . . , x

n
0 q, entonces el vector tangente

a la curva σ en t “ 0 (es decir, el vector velocidad en t “ 0) viene dado por

9σp0q “
dσ

dt |t“0
“ pv1, . . . , vnq.

Se dice que dos curvas t ÞÑ σ1ptq y t ÞÑ σ2ptq en una variedad M son equivalentes en
un punto x PM si

σ1p0q “ σ2p0q “ x0 y pϕ ˝ σ1q
1
p0q “ pϕ ˝ σ2q

1
p0q,

para alguna carta pU,ϕq. Es fácil probar que esta definición es independiente de la carta
elegida y que define una relación de equivalencia.

Un vector tangente v a una variedad M en un punto x PM es una clase de equiva-
lencia de curvas en x. El conjunto de vectores tangentes a M en x PM forma un espacio
vectorial TxM denominado espacio tangente a M en x.

El conjunto de vectores tangentes a M en x P M forma un espacio vectorial TxM
denominado espacio tangente a M en x.

Sea pU,ϕq una carta coordenada en M y px1, . . . , xnq coordenadas de los puntos en U .
Si v P TxM y σ es una curva perteneciente a la clase de equivalencia de v, las componentes
de v respecto a la carta elegida son pv1, . . . , vnq , esto es,

vi “
d

dt |t“0
pϕ ˝ σqi, i “ 1, . . . , n.

La derivada direccional de una función f P C8pMq en la dirección de v en x P M ,
respecto a las coordenadas de la carta pU,ϕq se define por

vpfq “
n
ÿ

i“1

vi
Bpf ˝ ϕ´1q

Bxi |ϕpxq
,

41
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donde
 

B
Bx1

, . . . , B
Bxn

(

es la base canónica de TxM .

El fibrado tangente TM de una variedad M es el conjunto formado por la unión
disjunta de los espacios tangentes a M ,

TM “
ğ

xPM

TxM. (A.16)

Si M es una variedad de dimensión n, TM es una variedad de dimensión 2n.

Sustituyendo TxM por su dual T ˚xM se obtiene una 2n-variedad T ˚M denominada
fibrado cotangente. La base dual del espacio tangente TxM se denota por

tdx1, . . . , dxnu. (A.17)

La proyección canónica πM es la aplicación

πM : TM ÑM (A.18)

que lleva un vector tangente v al punto x P M al que v está asociado. La imagen inversa
π´1
M pxq es el espacio tangente TxM . Este espacio se denomina fibra del fibrado tangente

sobre x PM .

Sean M y N variedades de dimensión m y n respectivamente y F : M Ñ N una
aplicación diferenciable. Se llama aplicación inducida por F en x P M a la aplicación
lineal

TxF : TxM ÝÑ TF pxqN. (A.19)

Si σ es una curva en M con σp0q “ x y v es su vector velocidad, entonces pTxF qpvq es el
vector tangente a la curva en N dada por F ˝ σ. Si h P C8pNq y v P TxM ,

ppTxF qpvqqphq “ vph ˝ F q. (A.20)

Proposición A.5. Sean F : M Ñ N y G : N Ñ P aplicaciones diferenciables en varieda-
des M , N y P . Entonces, G ˝ F es diferenciable y

TxpG ˝ F q “ TxG ˝ TxF, para todo x PM.

Sea σ : I Ď R Ñ M una aplicación diferenciable. Se denomina levantamiento tan-
gente a la aplicación diferenciable 9σ : I Ñ TM dada por

9σptq “ pTtσq

ˆ

d

dt |t

˙

. (A.21)

Campos de vectores y flujos

Un campo de vectores X de una variedad M es una aplicación X : M Ñ TM que
asigna un vector Xx P TxM al punto x P M , es decir, πM ˝X “ Id. El espacio vectorial
de campos de vectores en M se denota por XpMq.
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Una curva integral σ de X es una aplicación diferenciable σ : I Ñ M , con I un
intervalo abierto conteniendo el origen, tal que σp0q “ x0 y

9σptq “
dpxi ˝ σq

dt
“ Xpσptqq, para todo t P I. (A.22)

Si f es una función de clase C8pMq,

d

dt
pf ˝ σq “ Xσptqpfq. (A.23)

El flujo de X es una colección de aplicaciones φt : M Ñ M tal que t ÞÑ φtpxq es una
curva integral de X con φtp0q “ x. El teorema de existencia y unicidad para ecuaciones
diferenciales garantiza que φ es de clase C8pMq en x y t si X lo es. De la unicidad se
tiene

φt`s “ φt ˝ φs y φ0 “ Id. (A.24)

Un campo de vectores dependiente del tiempo es una aplicaciónX : MˆRÑ TM
tal que Xpx,tq P TxM , para todo x P M y t P R. Una curva integral de X es una curva
σptq en M tal que σ1ptq “ Xpσptq, tq. En este caso, el flujo es la colección de aplicaciones

φt,s : M ÝÑM (A.25)

tal que t ÞÑ φt,spxq es la curva integral σptq con σpsq “ x en t “ s. El teorema de
existencia y unicidad, y en particular, la unicidad demuestra la siguiente propiedad para
el flujo dependiente del tiempo

φt,s ˝ φs,r “ φt,r. (A.26)

Si F : M Ñ N es un difeomorfismo, X P XpMq e Y P XpNq se dice que X e Y están
F-relacionados si F˚X “ Y .

Lema A.6. Si X e Y están F-relacionados, entonces se verifica que

TxF pXpxqq “ Y pF pxqq, para todo x PM. (A.27)

Además, si σ es curva integral de X, entonces F ˝ σ es curva integral de Y .

Diferenciales y covectores

Si f es una función de clase C8pMq, la derivada de f en un punto x PM se define por
la aplicación

Txf : TxM Ñ TfpxqR.

Se denomina diferencial de f en un punto x en M a la aplicación dfpxq : TxM Ñ R, esto
es, dfpxq P T ˚xM es el espacio dual del espacio vectorial TxM . Si v es un vector en TxM ,

dfpvq “ vpfq, para todo v P TxM. (A.28)
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Con respecto de la base tdxiu,

dfpxq “
Bf

Bxi
dxi, para todo f P C8pMq.

Formas diferenciables

Una k-forma α en una variedad M es una función que asigna a cada punto x PM una
aplicación antisimétrica k-multilineal en el espacio tangente a M en x,

αpxq : TxMˆ
kq. . . ˆTxM Ñ R.

Si α es una k-forma y β es una l-forma en V , el producto exterior es un operador ^
que asigna a pα, βq una pk ` lq-forma α^ β en M definida por

α^ β “
1

k!l!

ÿ

πPSp

sgnpπqαpvπp1q,...,vπpkqqβpvπpk`1q,...,vπpk`lqq, (A.29)

donde Sp es el grupo de todas las permutaciones del conjunto t1, . . . , k` lu y sgnpπq es el
signo de la permutación π.

Proposición A.7. El producto exterior satisface las siguientes propiedades:

i) α^ β es asociativo:

α^ pα^ γq “ pα^ βq ^ γ;

ii) α^ β es bilineal en α, β;

iii) α^ β es anticonmutativo:

α^ β “ p´1qklβ ^ α,

para todo α P ΩkpMq y β P ΩlpMq.

Nota A.8. En términos de la base dual tdxiu, toda k-forma puede escribirse localmente
como

α “
ÿ

αi1...ikdx
i1 ^ dxik ,

donde el sumatorio es para todo ij satisfaciendo i1 ă . . . ă ik. La diferenciabilidad de α
es equivalente a la diferenciablidad de las funciones αi1...ik .

Pull-back de una aplicación

Sea F : M Ñ N una aplicación de clase C8pMq con M y N variedades y α una k-forma
en N . Se define el pull-back F ˚α en un punto x PM como la k-forma en M dada por

pF ˚αqx pv1, . . . , vkq “ αfpxqpTxfpv1q, . . . , Txfpvkqq, (A.30)
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para todo x PM y pv1, . . . , vkq P TxM .

Contracción y diferencial exterior

Sea α una k-forma en una variedad M y X un campo de vectores. El operador con-
tracción por X iX : ΩkpMq Ñ Ωk´1 viene dado por

iXαpX1, . . . , Xk´1q “ αpX,X1, . . . , Xk´1q, para todo Xi P XpMq. (A.31)

Proposición A.9. Sea α una k-forma y β una 1-forma en un variedad M . Entonces,

iXpα^ βq “ piXαq ^ β ` p´1qkα^ piXβq. (A.32)

Proposición A.10. Existe una única aplicación d denominada diferencial exterior
desde las k-formas en M a las pk ` 1q-formas en M verificando:

i) Si α “ f P C8pMq es una 0-forma, entonces df es la diferencial de f ;

ii) dα es lineal en α;

iii) dα satisface la regla del producto:

dpα^ βq “ dα^ β ` p´1qkα^ dβ,

donde α es una k-forma y β una l-forma;

iv) d2 “ 0, es decir, dpdαq “ 0 para toda k-forma α;

v) d es un operador local verificando, dpα|U q “ pdαq|U , con U entorno abierto en M .

Proposición A.11. Dada una k-forma α, la diferencial exterior viene dada por

dαpX0, . . . , Xkq “
řk
i“0p´1qiXipαpX0, . . . , X̂i, . . . , Xkqq

`
ř

iăjp´1qi`jαprXi, Xjs, X0, . . . , X̂i, . . . , X̂j , . . . , Xkq.
(A.33)

Proposición A.12. La diferencial exterior conmuta con el pull-back, es decir,

dpF ˚αq “ F ˚pdαq, (A.34)

donde α es una k-forma en N y F : M Ñ N es una aplicación diferenciable.

Se dice que una k-forma α es cerrada si dα “ 0 y exacta si existe una pk ´ 1q-forma
β tal que α “ dβ.

Proposición A.13 (Lema de Poincaré). Toda forma cerrada es localmente exacta, es
decir, si dα “ 0, existe un entorno de cada punto tal que α “ dβ.
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Derivada de Lie

Sean α una k-forma y X un campo de vectores con flujo tφtu. La derivada de Lie de
α a lo largo de X viene dada por

LXα “ lim
tÑ0

1

t
rpφ˚t αq ´ αs “

d

dt |t“0
φ˚t α. (A.35)

Teorema A.14 (Teorema de la derivada de Lie).

d

dt
φ˚t α “ φ˚tLXα. (A.36)

Además, esta fórmula es válida para un campo de vectores dependiente del tiempo,

d

dt
φ˚t,sα “ φ˚t,sLXα, (A.37)

donde LXα es el campo de vectores X evaluado en t.

De (A.24) y (A.35) se obtiene el siguiente corolario.

Corolario A.15. Sea α una k-forma y X un campo de vectores con flujo tφtu. Entonces,

LXα “ 0 ðñ φ˚t α “ α. (A.38)

Proposición A.16. Si f es una función de clase C8pMq y X es un campo de vectores
en M , la derivada de Lie de f a lo largo de X es la derivada direccional

LXf “ Xpfq “ dfpXq. (A.39)

Teorema A.17 (Fórmula Mágica de Cartan). Sea X un campo de vectores y α una
k-forma en una variedad M . Entonces,

LXα “ diXα` iXdα. (A.40)

Corolario A.18. Si α es una k-forma y X, Y campos de vectores,

irX,Y s “ LXiY α´ iY LXα. (A.41)

Grupos de Lie

Un grupo de Lie G es una variedad diferenciable dotada de una estructura de grupo
pG, ¨q tal que las operaciones multiplicación e inversión son diferenciables.

Sea g P G. Llamamos traslación a izquierda por g al difeomorfismo lg : GÑ G dado
por lgpxq “ gx, con x P G.
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Un campo de vectores X en G se dice que es invariante a izquierda si

pTxlgqXpxq “ Xpxgq, para todo g, x P G. (A.42)

Denotaremos por g al conjunto de todos los campos de vectores invariantes a izquierda de
G. g es un espacio vectorial isomorfo a TeG, donde e es el elemento identidad de G. Esta
identificación viene dada por v P TeG ÞÑ ṽ P g con

ṽpgq “ pTelgqpvq.

Si X,Y son dos campos de vectores invariantes a izquierda, entonces rX,Y s es también
un campo de vectores invariante a izquierda.

De las propiedades del corchete de Lie, se tiene que pTeG, r¨, ¨sq es un álgebra de Lie,
donde

rv, ws “ rṽ, w̃speq, para todo v, w P TeG. (A.43)

Presentamos a continuación algunos grupos de Lie interesantes en el contexto de este
trabajo.

El grupo general lineal GLpn,Rq “ tA P glpn,Rq | detA ‰ 0u es un grupo de Lie
con la multiplicación de matrices. Además, GLpn,Rq es una subvariedad abierta de
glpn,Rq. Por tanto, TIpGLpn,Rqq “ glpn,Rq con el conmutador

rA,Bs “ AB ´BA. (A.44)

El grupo especial ortogonal SOpnq “ tA P glpn,Rq | detA “ 1, ATA “ Iu es
un grupo de Lie con la multiplicación de matrices. Para este grupo, TIpSOp3qq es el
conjunto de matrices antisimétricas de orden 3 y el corchete de Lie es el conmutador
de matrices (A.44). Además, existe una identificación entre TIpSOp3qq y R3 tal que

rΩ̂1, Ω̂2s “ pΩ1 ˆ Ω2q ,̂ Ω1,Ω2 P R3. (A.45)
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