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Resumen

La mecdnica cldsica trata la dindmica de particulas, cuerpos rigidos, medios continuos
(fluidos, plasmas, ...) y otros campos (tales como el electromagnetismo, la gravedad, etc.).
A lo largo de la historia esta teoria ha jugado un papel crucial en muchos campos de la fisica
y la ingenieria, pero también ha sido fundamental en el desarrollo de las matemdticas,
desde la creacion del cdlculo infinitesimal estimulada por la mecdnica newtoniana hasta el
desarrollo de la geometria diferencial y la teoria cualitativa de los sistemas dindmicos en
un intento de comprender el problema de los n-cuerpos en mecdnica celeste. La geometria
stmpléctica nace precisamente de estos ultimos estudios.

La aproximacion geométrica de la mecdnica es fundamental para la comprension de fendme-
nos fisicos y la busqueda de soluciones. En este trabajo presentamos una interpretacion
geométrica de la formulacion hamiltoniana de la mecdnica. El formalismo hamiltoniano
es, en esencia, una reformulacion de las ecuaciones de movimiento de Newton que trata
de simplificar la resolucion de sistemas mecdnicos con ligaduras en las posiciones. Esta
reformulacion nos obliga a introducir las estructuras simplécticas en variedades.

Abordamos el estudio de la mecdnica analitica desde una introduccion a la geometria
simpléctica de variedades de dimension finita. Ademds, describimos las ecuaciones ha-
miltonianas y estudiamos la evolucion del sistema desde el operador corchete de Poisson,
y reinterpretamos el formalismo lagrangiano desde un punto de vista simpléctico. Para
concluir, como ejemplo ilustrador, estudiamos la dindmica del cuerpo rigido, donde el
espacio de configuracion es el grupo de rotaciones de orden 3.

Palabras clave: Geometria simpléctica, mecanica analitica, mecanica hamiltoniana, mecéani-
ca lagrangiana.



Abstract

Classical mechanics deals with particle dynamics, rigid bodies, continuous media (fluids,
plasma, ...) and other fields (such as electromagnetism, gravity, etc.). Throughout history
this theory has played a crucial role in many fields of physics and engineering, but it has
also been fundamental in the development of mathematics, beginning with the creation
of calculus stimulated by Newtonian mechanics and also the development of differential
geometry and the qualitative theory of dynamical systems attempting to understand the
n-body problem in celestial mechanics. Symplectic geometry arises precisely from these
last studies.

The geometric approach in mechanics is fundamental to understand physical phenomena
and to find solutions. In this paper we present a geometric interpretation of the Hamilto-
nian formulation of mechanics. The Hamiltonian formalism is essentially a reformulation
of Newton’s equations of motion trying to simplify the resolution of mechanical systems
with constraints in the positions. This reformulation forces us to introduce symplectic
structures on manifolds.

We give an approach to analytical mechanics beginning with an introduction to symplectic
geometry on finite-dimensional manifolds. Also, we describe Hamiltonian equations and
study the evolution of a system through the so-called Poisson bracket operator, and we
will reinterpret the Lagrangian formalism from the symplectic point of view. To conclude,
as an example illustrating the theory, we will study the dynamics of a rigid body, where
the configuration space is the 3-dimensional group of rotations.

Keywords: Symplectic geometry, analytical mechanics, Hamiltonian mechanics, Lagran-
gian mechanics
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Introduccion

Motivacién y objetivos

A lo largo de la historia, las matematicas y la mecanica clasica han ido siempre de
la mano. Muchos modelos mateméticos se han creado por la necesidad de interpretar los
procesos mecanicos y fisicos matematicamente. De hecho, la geometria simpléctica surge,
a principios del siglo XIX, de los trabajos de Lagrange sobre mecanica celeste en el desa-
rrollo de unas ecuaciones que simplificaran las ecuaciones de los movimientos planetarios.
Hamilton, posteriormente, fue quien extendié estos estudios a la dindmica de particu-
las determinando unas ecuaciones diferenciales de primer orden basadas en estructuras
simplécticas.

A grosso modo, los sistemas hamiltonianos aparecen como una reescritura de las ecua-
ciones del movimiento de Newton. Si consideramos una particula de masa m > 0 moviéndo-
se en el espacio euclideo R? bajo el influjo de un portencial V(q), con ¢ = (¢!, ¢?,¢*) € R3,
la segunda ley de Newton establece entonces que m§ = —VV (q), donde VV es el gradiente
de V. Si p; = mg" es el momento de la particula y H(q,p) = 2[p|? + V(q) es la energfa
total del sistema, entonces las ecuaciones de Newton se transforman en

i OH
4 =op,
. o0H

pi:—aTIi

que son las ecuaciones de Hamilton. Desarrollemos este sistema desde el enfoque alge-
braico. Para una funcién de energia H(g,p) cualquiera, el sistema anterior se expresa
matricialmente por £ = J - VH(¢), donde € = (¢, p) y J es una matriz antisimétrica de la

0 I
forma J = < 70
de vectores Xg: R® — RS por Xy = J- VH, las soluciones £(t) de las ecuaciones de
Hamilton serén las curvas integrales del campo Xp, esto es, £(t) = Xg(£(t)). La relacién
entre Xy y H puede ser reescrita de la siguiente manera: introducimos una aplicacién
bilineal antisimétrica w en R3 x R? definida por

> (I es la matriz identidad de dimensién 3). Si definimos el campo

w(vy,v2) = viJva  (vi,v9 € R3 x R3).

Con esta w, llamada la forma simpléctica de R3 x R3, dado £ € R3 y v € R? x R3, se
satisface la siguiente relacién:

w(Xu(§),v) = dH(&)v,
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T
donde dH = (g;{,g—g) e R3 x R3.

Hasta ahora hemos considerado que la particula se mueve en el espacio euclideo R3. Sin
embargo, a menudo suelen haber limitaciones al movimiento, denominadas ligaduras, de
tal forma que el sistema mecénico se desarrolla en un subconjunto () del espacio euclideo
R™, llamado espacio de configuracién. De hecho, para muchos sistemas fisicos importantes,
() es una variedad diferenciable que localmente se comporta como un espacio euclideo, pero
topoldgicamente (globalmente) no lo es. Por ejemplo, el espacio de configuracién de un
péndulo es la circunferencia S'. Ademds, la aproximacién geométrica, utilizando las formas
simplécticas, nos permite una mejor comprension de la estructura basica de los sistemas
mecanicos.

El objetivo de este trabajo es ofrecer una introduccién a la geometria simpléctica y su
relacion con la formulacién hamiltoniana de la mecénica. Para ello, desarrollaremos las
propiedades elementales de las variedades simplécticas e ilustraremos los resultados obte-
nidos con ejemplos interesantes. Desde el punto de vista de la mecanica, veremos como las
estructuras simplécticas nos permiten obtener las ecuaciones de movimiento del sistema.
Ademas, veremos que usando el conocido como corchete de Poisson podemos hallar pro-
piedades de la dindmica a partir de la energia del sistema. Estudiaremos también algunos
aspectos del formalismo lagrangiano y cémo se relaciona con la mecanica hamiltoniana y
la geometria simpléctica. Para concluir, estudiaremos la dindmica del cuerpo rigido en el
espacio determinado por la variedad SO(3).

Estructura del trabajo

El presente Trabajo de Fin de Grado consta de cuatro partes: este primer texto intro-
ductorio, el desarrollo teérico que da titulo a este trabajo, un apéndice y las conclusiones.

La segunda parte estd dividida en ocho secciones. En la primera seccién, definimos
el concepto de forma simpléctica en un espacio vectorial, extendiendo la nocién de area
orientada en R?, y obteniendo un modelo que nos permite describir los espacios vectoriales
simplécticos. Generalizando a variedades diferenciables, en la secciéon 2 y 3 introducimos
las formas simplécticas, definimos la forma simpléctica candnica en el fibrado cotangente
de cualquier variedad que serd esencial en la formulacién de la mecdnica e introducimos el
concepto de morfismo entre variedades simplécticas, los llamados simplectomorfismos. La
cuarta seccién la dedicamos al teorema de Darboux cuyo resultado nos permitira identificar
localmente las variedades simplécticas con R?" con la forma canénica. Al término de estas
secciones, damos algunos ejemplos con aplicaciones a la mecanica.

De la seccién 5 en adelante, tratamos de argumentar la aplicacién de la geometria
simpléctica a la mecénica clasica. Concretamente, en la quinta seccién estudiamos los
sistemas hamiltonianos y la relacién de la geometria simpléctica con la dindmica de un
sistema mecanico. Al final de la seccién, exponemos dos ejemplos que justifican los re-
sultados: el movimiento de una particula en presencia de un potencial y la dinamica de
una particula cargada en un campo magnético. En la seccién 6, definimos el corchete de
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Poisson. Ademads, estudiaremos la conservacion de la energia del sistema y veremos cémo
el corchete permite describir y encontrar cantidades conservadas del sistema. En la sec-
cién 7, hacemos una breve descripcion del principio de accién critica para la obtencién
de las ecuaciones de Euler-Lagrange, vemos la relacién de la mecanica lagrangiana con
la geometria simpléctica y relacionamos el formalismo hamiltoniano y lagrangiano. Para
finalizar esta parte, en la seccién 8 estudiamos el movimiento rotacional del cuerpo rigido
recuperando las ecuaciones de Euler.

Para facilitar la lectura de este trabajo, hemos creido conveniente incluir un apéndice
que recoge algunos conceptos bésicos de geometria diferencial que el lector debe conocer.
No obstante, si hemos supuesto que el lector posee conocimientos matematicos y fisicos
bésicos. Por tultimo, dedicamos un apartado para el desarrollo de las conclusiones de esta
memoria.



Geometria Simpléctica y Mecanica
Analitica

1. Algebra lineal simpléctica

Esta primera seccién la dedicaremos a presentar la definicién de forma simpléctica en
un espacio vectorial. Asi mismo, estudiaremos algunas de sus caracterizaciones y varios
ejemplos que nos ayudaran a ilustrar el concepto. Algunas construcciones relacionadas se
pueden encontrar en [3].

Definicion 1.1. Sea V' un espacio vectorial real de dimension n. Una forma simpléctica
en V es una aplicacion w: V x V. — R tal que

i) w es R-bilineal:

w(Auy + pug,v) = AXQ(u1,v) + p(uz,v),
w(v, Aug + puz) = AQ(v,u1) + pQ(v, ug),

para todo ui,us,v €V y A ueR.
i1) w es antisimétrica:

w(u,v) = —w(v,u), para todo u,v e V.

i11) w es no degenerada:

w(u,v) =0, para todoveV — u=0.

Al par (V,w) lo denominamos espacio vectorial simpléctico.

Nota 1.2. De la antisimetria de w se deduce que

w(u,u) = 0. (1.1)
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Si w es una forma simpléctica en V' y {eq,...,e,} una base de V, para todo u,v e V
n n n
w(u,v) = w Z u'e;, Z vej | = Z u'v? w(e;, e;)
i=1 j=1 ij=1
ol
1 n .
= (u ) y U ) (w(eivej)) .
Un
Teniendo en cuenta las consideraciones anteriores, dada una base {e1,...,e,} de V,

la matriz asociada a w es (w;j) = (w(ej, e;)). La antisimetria de w implica que (w;;) es
antisimétrica y w es no degenerada si y sélo si (wj;) es invertible.

Veamos un ejemplo de forma simpléctica que ilustra geométricamente el concepto.

Ejemplo 1.3. La forma simpléctica sobre el plano R? es el ejemplo més representativo. Sea

w : R? x R? — R la aplicacién en el plano R? que asocia a un par de vectores i = (u', u?)
y ¥ = (v, v?) en R? el drea orientada w(i, ¥) del paralelogramo en R?, es decir,

w(i, ) = ulv? — u?ol. (1.2)

<

U

La bilinealidad y la antisimetria de w es facil de probar aplicando la definicién de w.
Veamos que w es no degenerada. Dado @ € R? con w(i,¥) = 0, para todo @ € R2. Usando
, para ¥ = (0,1) nos queda u! = 0 y para ¥ = (1,0), —u? = 0. Por tanto, @ = 0.
En consecuencia, w es no degenerada. Notar que, geométricamente, las tinicas areas nulas
resultan cuando @ y ¥ son proporcionales.

Anélogamente, uno puede construir una forma simpléctica w en R?”. Basta con definir

w como la 2-forma sobre R?" tal que si (u!,...,u*"), (v!,...,v?") son dos vectores de R?",
n . . . .
w((ul, ... u®™), (b .. 0) = Z:(UZU”Jrz —u""). (1.3)
i=1

Interpretando R2" como el producto de los planos R?x .

tada de un paralelogramo sobre R?" es la suma de las 4reas orientadas de sus proyecciones
sobre cada uno de estos planos. En este caso, la matriz regular y antisimétrica respecto

de la base canédnica es
B 0 I,
J = ( I, 0 ) , (1.4)

donde I,, es la matriz identidad de orden n.

xIR?, entonces el drea orien-
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Ejemplo 1.4. Si V es un espacio vectorial, (V x V* w) es simpléctico con
w((u, a), (v, B)) = a(v) = B(u).

Claramente w es antisimétrica y bilineal. Veamos que es no degenerada. Sea (u,a) € V x V*
tal que w((u, «), (v, 8)) = 0, para todo (v, 3) € V x V*. Luego, para (v,0) tenemos

w((u, ), (v,0)) = a(v) = 0,

para todo v € V, y para (0, )

para todo 8 € V*. Por tanto, (u,a) = (0,0).
Dada la base de V x V* {(e1,0), ..., (en,0),(0,e'),...,(0,e™)}, la matriz asociada a la

forma simpléctica w es
0o —-I,
I, O '

Definicion 1.5. Dada una forma simpléctica w en V', se define la aplicacion lineal
w: V — V* por
©(v1)(v2) = w(v1,v2),

para todo vi,ve € V.

Proposicién 1.6. Sea w una aplicacion bilineal antisimétrica en V. Entonces, w es no
degenerada si y sdlo si @ es un isomorfismo.

DEMOSTRACION. Veamos en primer lugar la implicacién a la derecha. Como dimV =
dim V*, sé6lo es necesario probar la inyectividad de @.

Sea u € V tal que w(u) = 0, es decir, @(u)(v) = 0 para todo v € V. Como 0 = @(u)(v) =
w(u,v) para todo v € V, entonces por la no degeneracién de w llegamos a que efectivamente
u = 0.

Notese que la implicacién a la izquierda se demuestra de forma andloga partiendo de
la hipétesis de que el nicleo de @ es trivial.
O

A continuacién mostraremos que todo espacio vectorial simpléctico es isomorfo a R?”
con la forma simpléctica de Ejemplo[I.3] De hecho, estudiaremos el proceso de construccion
de una base en un espacio vectorial simpléctico de tal manera que su matriz asociada es
la matriz candnica . Maés generalmente, tenemos el siguiente resultado.
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Teorema 1.7. Sea w: V x V. — R wuna aplicacion bilineal vy antisimétri-
ca. Entonces, existe una base de V {g1,...,gk,€1,...,€n, f1,..., fn} con base dual

{g', ..., gF el . e fL oo, f7) tal que
n . .
sze’/\f’,

=1

es decir, la matriz asociada a w con respecto de esa base es

0 0 0
o 0 I, |,
0 -1, O

donde I,, es la matriz identidad de orden n.

DEMOSTRACION. Probaremos el enunciado aplicando una versién antisimétrica del méto-
do de Gram-Schmidt. Sea U = {u eV | w(u,v) =0,Yv e V} = kerw.

Si U =V, tendriamos que w = 0 y eligiendo cualquier base ya estaria. En otro caso,
tomamos V = U @ W, donde W es un subespacio de V' complementario a U.

En primer lugar, cogemos e; € W (e; # 0). Entonces, existe al menos un elemento
f1 € W tal que w(ey, f1) # 0 (se puede suponer que w(ey, fi) = 1). Llamamos Wj al
espacio generado por {ej, f1} y tomamos T/Vll el espacio ortogonal a W7 en W, es decir,

Wi ={weW | w(w,v) =0, para todo v e W1}.

Veamos que Wi N I/VlL = {0}. Supongamos que existe v = ae; + bf; € W1 n I/VlL De la
bilinealidad de w se tiene

0 = w(v,er) = w(ae,er)+w(bfi,er) = —b,
0 = w(, fi) = w(aer, fi)+w(bfi, f1) a.

Por tanto, v = 0.
Queda probar que W = Wy @ Wit. Si v e W satisface que w(v,e1) = ¢y w(v, f1) = d,
entonces podemos escribir v como suma de un elemento de W y otro de Wf,

v = (—cfi +de1) + (v+ cfi — dey).

Ahora cogemos es € I/Vll (e # 0). De nuevo podemos asegurar que existe al menos
un elemento f5 € I/VlL tal que w(eq, f2) # 0. Supongamos w(ez, f2) = 1 y llamemos W5 al
espacio generado por ey y fa. Procediendo de igual manera llegamos a que W = W; @
Wo ® Wi

Repitiendo este proceso llegamos finalmente (dim V' < «0) a que

V=UW 1 eWe®d...&W, (1.5)
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con todos los sumandos W; generados por e;, f; con w(e;, f;) = 1y, por construccién,
w(ei ej) = w(fi, [;) = wlei, f3) =0 (i #j).

Si dimU = k (ndtese que dimU = ker@ es independiente de los vectores elegidos),
entonces de ([1.5) dim V' = k+2n. Por tanto, dada la base {g1, ..., gk, €1, €n, f1,--+, fn},

con {g1,..., gk} base de U, se llega a la matriz asociada a w
0 0 0
o 0 I,
0 —-I, O

O]

Del teorema anterior deducimos que el rango de la matriz asociada va a ser siempre
par y, en consecuencia, para espacios vectoriales simplécticos (V,w), donde ker @ = {0}, se
tiene que dim V' = 2n. Desde un punto de vista geométrico, esto significa que no se puede
definir un concepto de area orientada sobre un espacio de dimensién impar sin introducir
degeneraciones. El siguiente corolario recoge esta caracterizacién.

Corolario 1.8. Siw es una forma simpléctica en V', entonces existe {e1,...,ea,} base de
V' tal que su matriz asociada es
0 I,
(% %)

y dimV = 2n. La base {e1,..., e} se dice que es simpléctica o candnica.

Si estamos en R? con la forma de area es interesante estudiar las aplicaciones que
conservan el area. Mas generalmente, consideramos los simplectomorfismos, también lla-
mados transformaciones simplécticas, que son las aplicaciones entre espacios simplécticos
que preservan la forma simpléctica.

Definicion 1.9. Un simplectomorfismo [ entre espacios vectoriales simplécticos
(U,wy) y (V,wy) es una aplicacion lineal f: U — V tal que

frfoy = wy.
En tal caso, se dice que (U,wy) y (V,wy) son simplectomorfos.

Nota 1.10. Recordamos que, para todo ui,us € U, (f*wy)(u1,u2) = wy(f(u1), f(u2)).
Por tanto, f es un simplectomorfismo si

wy (f(u1), f(uz)) = wy(ui, uz).

Proposicién 1.11. Sean (U,wy) y (V,wy) espacios vectoriales simplécticos y f : U — V
una aplicacion lineal. Entonces, f es un simplectomorfismo si y solo si

ffodyof=ay. (1.6)
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DEMOSTRACION. Sean uj, us dos vectores en U. Entonces,

ffov =wr = wy (f(w), f(u2)) = wu (u1,u2),
= [f* (v (f(u1)))] (u2) = (Wu (u1)) (u2),
1)) = @u (u1),

—  [*(@v (f(u)))
> f*owyof=ay
O
Como consecuencia de esta proposicion obtenemos el siguiente corolario.
Corolario 1.12. Si f verifica f*wy = wy, entonces f es una aplicacion inyectiva.
DEMOSTRACION. Sea u € ker f. Veamos que u = 0. Efectivamente, por (|1.6])
wu(u) = (fFoay o f)(u) = f*(@v (f(u))) = 0.
De la inyectividad de Wy llegamos a que v = 0.
O

Nota 1.13. De Proposicién se deduce que todos los espacios vectoriales simplécticos
de la misma dimensién son simplectomorfos,

(U,wr) = (R*™,wp) = (V,wy).

Es decir, hay sélo un modelo para espacios vectoriales simplécticos de dimensién 2n.

2. Variedades simplécticas

Ahora introduciremos el concepto de variedad simpléctica y atenderemos algunos ejem-
plos de importancia que nos serviran en secciones posteriores, en particular, por su relacién
con la mecdnica. Desde el punto de vista mecéanico, el fibrado tangente de las variedades
simplécticas describira el espacio de fases de los sistemas. Se pueden encontrar més ejem-
plos y otras propiedades en [3.|6].

Definicién 2.1. Se denomina variedad simpléctica al par (M,w), donde M es una
variedad y w € Q*(M) es una 2-forma en M, satisfaciendo

i) w(zx) es no degenerada, para todo x € M;
it) w es cerrada, es decir, dw = 0.
Diremos que w es una forma simpléctica en M.

Nota 2.2. De la definicién de forma simpléctica deducimos que toda variedad simpléctica
M tiene necesariamente dimensién par, es decir, dim M = 2n.

Presentamos a continuacién algunos ejemplos interesantes de variedades simplécticas.
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Ejemplo 2.3. En R?” con coordenadas globales (z',...,2™ 41,...,¥s), consideramos la
2-forma

n
wo = Z dzt A dy;.
i=1
Notar que, identificando T, pR2n con R?™, wy(p) es la forma bilineal y antisimétrica del
Ejemplo que es no degenerada. Ademds, usando que d? = 0, es trivial ver que wy es

cerrada. La base
o 9 9 o
oxtyp” " 0xm ) dyry, T Oy

es una base simpléctica para wy.

Ejemplo 2.4. Sea C" = C x /. x C con coordenadas (z',...,2"). Se define en C" la
2-forma simpléctica w dada por

. n
w = ;;ldzk A dz*.

Para ver que es simpléctica, notar que podemos identificar C" con R?" mediante la
aplicacién z* = 2% + iy* y, usando que z* = z¥ — iy*, esto se reduce al ejemplo anterior.

Ejemplo 2.5. Sea S%? < R? la esfera {(x,y,2) € R® | 22 + y?> + 22 = 1}. Dado p =
(z,y,2) € S%, T,8% = {v = (v},v%,03) e R3 | v-p = zv! + yv? + 203 = 0}. Definimos la
forma en S? por
w(p)(u,v) =p- (uxv)

para todo u,v € T,,S 2 donde x denota el producto vectorial. Probemos que w es una forma
simpléctica. Primero de todo, de las propiedades del producto vectorial, w es bilineal y
antisimétrica. Por otra parte, para todo u # 0, existe v con p - (u x v) # 0. De hecho,
si cogemos v = u X p, como u y p no son paralelos (recordar que Tp52 son los vectores
ortogonales a p), entonces v # 0y p- (u x v) # 0. Por consiguiente, w es no degenerada.
Ademsds, w es cerrada por ser de grado maximo.

En general, dada una superficie ¥ < R3, una forma simpléctica en ¥ es equivalente a
una forma de area en X.

Ejemplo 2.6. Otro ejemplo de especial interés desde el punto de vista de la mecanica es
el del fibrado cotangente de cualquier variedad @: el fibrado cotangente T*(Q del espacio
de configuracién () de un sistema mecanico determina el espacio de fases de momentos.

Se define la 1-forma de Liouville Ag como la 1-forma en 7@
Ag: T*Q — TH(T7Q),
tal que para todo o, € T;/Q) se tiene

AQ(ag): To, (T*Q) — R

v — o (Tay70)(v)) 21)
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donde 7 : T*Q — @ es la proyeccion en T*Q y To,7q: To, (T*Q) — T4Q es la aplica-
cién inducida.

Sean (¢',...,q") coordenadas locales de Q). Entonces, {dqllq, .. ,dqg} es base de T,Q
y podemos escribir cualquier vector como a = Z?zlpidqliq. De este modo se inducen

coordenadas locales (q',...,¢", p1,...,pn) en T*Q. Con estas coordenadas

{dqﬁaqv see 7dqr&q7 dp1|aq7 v 7dpn|aq}

es una base de T (T*Q). Asi, A se puede escribir localmente como

Ag = Zpidqi. (2.2)

i=1
Por tanto, Ag es diferenciable, pues las coordenadas p; son funciones diferenciables (Nota
del Apéndice).

La 2-forma candnica en T#() se define como
wg = —dAg. (2.3)

Tomando coordenadas,
n
wQ = Z dq' A dp;. (2.4)
i=1
Es facil ver que wg es simpléctica, ya que (2.4) es no degenerada (ver Ejemplo [2.3) y
cerrada, dwg = —d2)\Q =0.

Noétese que, si @) es un espacio vectorial V', entonces T*Q = V x V* y wg € O2(V x V*)
se puede identificar con la 2-forma del Ejemplo

Ejemplo 2.7. Sea @) una variedad y B una 2-forma cerrada en @ (dB = 0). Definimos
en la variedad T*(Q la 2-forma
w=wq + 1B,

donde wq es la forma simpléctica canénica YT 02(Q) — Q%(T*Q) el pull-back de
la proyecién 7g: T*@Q — Q. Probemos que w es una forma simpléctica. w es cerrada, pues
d(wq + 75B) = 75 (dB) = 0.Veamos que w es no degenerada.

Sean (q',...,q") coordenadas locales en Q. Si

B = Z Bijdqi AN dqj,

1<j
entonces para las coordenadas (¢',...,¢"% p1,...,Pn)

o8B = Z(TC’SBij)dqi A dg’,

1<j
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con 74 Bi; (¢%,pj) = Bi;j(¢"). Asi, la matriz asociada a w es

Bij —I,
L, 0 )

con lo que w es no degenerada.

En ciertos sistemas mecénicos el espacio de configuracién viene dado por un grupo de
Lie G (ver Apéndice). Para grupos de Lie existe el difeomorfismo

F:Gxg* — T*G
(g, 1) — (Tyly—)(n)

donde g* = T*G y l, es la traslacién a izquierda. Notar que (7¢ o F~1)(g,u) = g. Sean
Op € QNG x g*) y wp € N2(G x g*) las formas tales que

Op ZF*Ag, wpRB ZF*OJB.
En la siguiente proposicién describiremos g y wp.

Proposicién 2.8. Sea (g, 1) € Gxg* y (v,p), (w,0) € Ty, (G xg*) = T,Gxg*. Entonces,
la 1-forma 0 en G x g* viene dada por

HB(g,u) ('U,p) = /L((Tglgfl)(v)% (2'5)
y la 2-forma wp por
wp(gu) (v, p), (w,0)) = =p((Tylg—1)(w)) + o((Tgly-1)(v)) (2.6)
+u([(Tglg—1)(v)), (Tyly-1)(w))]). '

DEMOSTRACION.

OB (Vsp) = (F*AG) (g (v, p)
= Ac((Ty 1) (1) (Tig,u) F) (v p))
= (T1,) () (Trg © Ty F) (0, )
= (Tylg1)(p)(v)
= pu((Tyly-1)(v)).

Para calcular wg usaremos la férmula

I
7

wp(X,Y) = —dip(X,Y) = —Lx(05(Y)) + Ly (05(X)) + 05([X,Y]), (2.7)
con X,Y e X(G xg*).SiX=(X,X%),Y=X'Y?con

X2 = p, Y? =g,
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y X' e Y son campos invariantes a izquierda en G con

X'(e) = (Tyly-1)(v),  Y(e) = (Tyly—1)(w). (2.8)

Usando que el flujo {¢;} de X es igual a ¢¢(h,v) = (¢} (h), 7 (v)) con {¢}} flujo de X*
y ¢?(v) = v + tp flujo de X? se tiene, por (2.5), (2.8) y la invarianza a izquierda de Y'!

D).

Cx 050y = g5, 9000, GO (01 0). Y2 (03 )
L ATyl @)

= p(Y'(e)) = p((Tylg—)(w)).
Anélogamente, Ly 0p(X) = o((Tyly-1)(v)).
Finalmente, como [X,Y](g, ) = ([X*,Y](9), [X2,y2]( ), de (2.5), y (A.43),

OB([X, YD) (g. 1) = 0p(g, ) ([X' 9), [X*,Y?] (1))
= p((Tyl, —1)([ ](9)))
= u([X'(e),Y ( )])
= p([(Tyly-1)(v), (Tyly—1)(w)]) -

O

El resultado de la proposicién anterior nos sera util para encontrar las ecuaciones ha-
miltonianas del cuerpo rigido en la seccion 8. En este caso, el espacio de configuracién del
sistema serd el grupo de Lie SO(3) de matrices ortogonales de orden 3.

3. Simplectomorfismos

En la primera seccién hemos visto la definiciéon de simplectomorfismos entre espacios
vectoriales simplécticos. A nivel de variedades, también tenemos aplicaciones que preservan
la forma simpléctica. En esta seccién estudiaremos los simplectomorfismos entre variedades
simplécticas y trabajaremos algunos ejemplos que nos seran ttiles mas adelante.

Definicién 3.1. Sean (Mi,wi) y (Ma,ws) dos variedades simplécticas y p: My — My
una aplicacion diferenciable. Diremos que ¢ es un stmplectomorfismo si verifica

*
Y W2 = Wwiq.

Ejemplo 3.2. Sean M; y M> dos variedades arbitrarias. Sabemos que (T*M;,wyy,) es
una variedad simpléctica (ver Ejemplo donde wyr, = —dAn, y Am; es la 1-forma de

Liouville. Sea ahora f: M; — Ms un difeomorfismo. Definimos
F=T*f: T*My; — T*M,;
Oy € T;Mg — F(Ody)t Tffl( )M1 — R

v o Oéy(Tffl(y)f(’U)).

Yy
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Notar que 7y o T*f = f~1 o 7p,. Veamos que F es un simplectomorfismo. Primero
probaremos que F*A\pr, = Apg,-

Tomamos ay € T*My y X € Ty, (T Ms). Entonces, usando ({2.1)) y la definicién de T* f
se tiene
(F* M) () (X) = Aany (F(e))(TF(X))
= Flay) (T(ra © F)(X))
T* f(ory) (T(ag, © T f) (X))
= oy (TATf (T (X))
= A () (X).
Por consiguiente, F*X\y;, = Apr,. Como do F* = F* od (ver (A.12)) y wy, = —dA;,

*
WM, = F Wy -

Ejemplo 3.3. Sea @ una variedad diferenciable y (T*Q,wqg) una variedad simpléctica.
Para a € Q'(Q) cerrada se define la aplicacién

lo: T*Q — T*Q
Yo — g+ alq)

que denominamos traslacién de fibras del espacio cotangente. Notar que 7g o [, = 7¢.
En coordenadas (¢, ...,¢",p1,...,pn) de T*Q, la traslacién de fibras se expresa por

la(qi>pi) = (qlapl + az(Q)),
donde o = Y | a;dg'. Luego, 1, es diferenciable. Veamos que [, es un simplectomorfismo.
(152Q) (1) (X) = A@la(7g))(T1a(X))
= A@(vg + (@) (Tla(X))
= (g + (@) (T(7q © la)(X))
= (g + a(q)(T7q(X))
= (Aq + 10a) (7¢) (X).

Y procediendo de igual modo que en el ejemplo anterior,
Lwg = —ladhg =—d(\g + 1H)
= wQ.

Ejemplo 3.4. En Ejemplo vimos que una forma simpléctica en una superficie &
(variedad de dimensién 2) es una forma de drea. Por tanto, un simplectomorfismo entre
superficies es una aplicaciéon que preserva las areas.

La versién infinitesimal de simplectomorfismo es la siguiente.
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Definicién 3.5. Se dice que un campo de vectores X € X(M) es simpléctico si su flujo
{od¢} es un simplectomorfismo para todo t, es decir,

Pfw = w.

Proposicién 3.6. Sea (M,w) una variedad simpléctica y X € X(M). Las siguientes pro-
piedades son equivalentes:

i) X es simpléctico;
it) Lxw =0;
i) ixw es cerrada;
i) para todo x € M, existe U = M abierto y f: U — R diferenciable tal que

ixw=df en U.

DEMOSTRACION. i) <= 1ii) es consecuencia del Corolario
1) <= 1iii) se deduce de (A.40)) y de ser w cerrada (dw = 0).
ii1) <= 1iv) es simplemente el lema de Poincaré (Proposicién [A.13)) aplicado a la forma

cerrada ixw.
O

4. Teorema de Darboux

Habiamos visto en la primera seccidon que dos espacios vectoriales simplécticos de la
misma dimensién son simplectomorfos. Ahora bien, la esfera S? y el plano R? son dos
variedades simplécticas diferentes (S? es compacto y R? no lo es). Sin embargo, localmente
las variedades simplécticas son indistinguibles. Ello se debe al conocido como teorema de
Darboux: Toda variedad simpléctica n-dimensional es localmente la variedad (R?",wp).

Teorema 4.1 (Darboux). Sea (M,w) una variedad simpléctica 2n-dimensional y x un
punto en M. Entonces, existe una carta local (U, = (¢',...,¢",p1,...,pn)) centrada en
x tal que
n .
Wy, = Z dg* A dp;.
i=1
DEMOSTRACION. Supongamos M = R?" y x = (0,...,0) € R?". Como w(0) es no dege-

nerada, podemos suponer que existen (¢',...,q", p1,...,Pn) coordenadas en R?" tal que
7'(0) = 0 = p;(0) para todo i, y w(0) = D", dcj‘io A dp;jo (usando los resultados lineales).

Tomamos wy = >, dq" A dp; en R*™ y definimos w; = w + t(w; — w), con t € [0,1].
Noétese que parat = 0, wy = w, parat = 1, w; = w1 y w(0) = w(0) +#(w1(0) —w(0)) = w(0)
es no degenerado para todo t.
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De esta ultima condicién, existe un entorno abierto U de centro el origen (U = B(0,r)
con r € R) tal que w; es no degenerada en dicho entorno para todo ¢ € [0, 1].

Como en U se verifica d(w; —w) = 0, por el lema de Poincaré (Proposicién [A.13)) existe
ae QYU) tal que
w1 —w = da. (4.1)

Sustituyendo o por @ — «(0) podemos suponer «(0) = 0.
Como w; es no degenerada en U para todo t, definimos entonces el campo de vectores
X; € X(U) dependiente del tiempo t € [0, 1] por

ix,wt = —a. (4.2)

Como «(0) = 0, entonces X;(0) = 0. Sea {¢¢o} el flujo de X;, para todo ¢ € [0, 1].
Localmente, {¢¢0} es un difeomorfismo satisfaciendo ¢go = I ({A.25)). Veamos que ¢f qwi =

wo

Usando (1), (E2), (A:36) y (A-40),

d d
S (Gtow) = o (ol + ter — )

d d
= (¢Fow) + P (tofo(wr — w))

d
bro (Lx,w) + dro(wr — w) + t& (¢fo(wr — w))
= B0 (Lx,w) + ¢fo(da) +tdy, (Lx, (w1 — w))

= ¢§0 (Lx,wt) + ¢;0(d0‘)
b0 (dix,wi) + ¢y o(da) =0

Luego, ¢} yw; es constante para todo ¢ € [0, 1]. Pero,

n
W = @powo = T gw1 = PT (2 dq" A dpi) 7

i=1

con lo que ¢ es el cambio de coordenadas buscado. O

Nota 4.2. La carta (U, = (¢',...,¢",p1,.-.,pn)) para la que Wy = et dq* A dp; se
denomina carta de Darboux y las coordenadas, coordenadas candnicas.

Ejemplo 4.3. Sea (T*Q,w = wq +7’5.B) una variedad, donde wq es la 2-forma candnica y
B es una 2-forma cerrada (ver Ejemplo . Por el lema de Poincaré (Proposicién ,
existe a € Q(U) tal que B = da, con U abierto de Q. Tomando coordenadas (¢!, ..., ¢")
en U, si a =" | A;dg', entonces

i 0A; ;5 j
B(d'pi) = =5 544" ~ da’.
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Elegimos coordenadas inducidas (¢%, p;) en T*Q. Asi, por (2.4),

i 04, ‘
w(q', pi) = qu A dp; — Z ajdq A dg’.
=1 3,7=1

Tomamos ahora nuevas coordenadas (¢*, ;) en T*Q con
7=d, pi = pi — A

Veamos que (¢*, p;) son coordenadas candénicas para w.

>dg A dp; = quiAd(pi—Ao

i=1 -
= z"} dq’ A (dpZ ; )

i=1 j=1

n

= ldq’ Adpi - Z

i=1 j=1

Notar que (¢, p;) = l_a(q", p;), donde I_, es la traslacién de fibras de Ejemplo pero
en este caso a no es cerrada.

5. Sistemas hamiltonianos y mecanica

La mecénica es posible estudiarla desde dos formalismos distintos, el hamiltoniano o el
lagrangiano. El primero se fundamenta en estructuras simplécticas y de Poisson, mientras
que el segundo en principios variacionales. Veamos mas precisamente la relacién entre
geometria simpléctica y mecanica (para mds detalles [1},4,6]).

Definicién 5.1. Sea (M,w) una variedad simpléctica y H: M — R una funcion diferen-
ciable en M. Un campo de vectores X € X(M) se dice que es hamiltoniano con funcion
de energia H si

ixyw = dH. (5.1)

A la terna (M,w, Xgr) se le denomina sistema hamiltoniano.

El flujo del campo hamiltoniano lo van a determinar las curvas integrales del campo.
Probaremos a continuacion que dicho flujo es un simplectomorfismo.

Proposicién 5.2. Sea (M,w, Xp) un sistema hamiltoniano y {¢+} el flujo de Xg. En-
tonces, ¢pjw = w para todo t, esto es, Xg es un campo simpléctico.

DEMOSTRACION. De Proposicién m m ) v que w es cerrada se tiene

Lxyw = ixydw+dix,w=d°H =0.
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Definicién 5.3. Sea X € X(M) un campo de vectores en una variedad simpléctica (M,w).
Se dice que X es localmente hamiltoniano si, para todo x € M, existe un entorno
abierto U ¢ M de x tal que X|; es hamiltoniano.

Por Proposicion iv) se tiene que los campos localmente hamiltonianos son aquellos
cuyo flujo estd formado por simplectomorfismos.

Proposicion 5.4. Un campo de vectores X es localmente hamiltoniano si y sélo st es
stmpléctico.

Nétese que todo campo hamiltoniano es localmente hamiltoniano (su flujo preserva
la forma simpléctica), sin embargo, existen campos localmente hamiltonianos que no son
hamiltonianos como se ve en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 5.5. Sea T? = S! x S'. Tomamos © € Q!(S') tal que, para todo p € S!,
O(p) # 0. Elegimos {X(p)} < T,S! base dual de {O(p)} = T;Sl. Por tanto, X es un
campo de vectores de S tal que X (p) # 0, para todo pe S* y O(X) = 1.

Construimos una forma simpléctica w en T? = S x St con w = pri© A pr;©, donde
pr¥ es el pull-back de la proyeccién pr;: St x St — S'. w es cerrada y, dado que {O(p)}
es una base, w es no degenerada.

Sea ahora X un campo de vectores en T2, X = (X, 0) con X € X(S1), tal que ©(X) = 1.
Entonces, por (A.40))

Lyxw=igdw+digw = d(ixo (pri® A prio))
d(©(Tpri(X,0))pr;© — O(Tpro(X, 0))pri©)
= d(pr;0) =
Por tanto, X es simpléctico.

Sin embargo, X no es hamiltoniano. Supongamos lo contrario. Entonces, existe una

funcién H € C*(T?) satisfaciendo i yw = dH. Por la compacidad de T?, existe un punto

p e T? tal que dH (p) = 0, pero esto implica que X (p) = 0. Por consiguiente, el campo de
vectores X de T? no es hamiltoniano.

Mostraremos ahora cudles son las ecuaciones diferenciales de las curvas integrales de
un campo hamiltoniano.

Sea (M,w, Xp) un sistema hamiltoniano y (¢*,...,q" p1,...,pn) coordenadas canéni-
cas de w. Dada la funcién de energia H y usando que w = > | dq® A dp;, el campo
hamiltoniano toma la forma

i o0H 0
2
Z 8q 6q 8p (5:2)

En efecto,

xu (dg" A dp;)

IxpWw =

-
I
—

Xu(q")dpi — Xp(pi)dq'.

I

-
I
—_
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Pero, por otra parte,

n
dH = aﬂdpi + aH
= opi aq

dq'.

Por la definicién de campo hamiltoniano ([5.1)) tenemos

0H 0H
= Xu(ps) = — =

Xu(q')

y llegamos a la correspondiente expresién local del campo Xpy (5.2)). Asi, o(t) =
(q(t),pi(t)) es curva integral de X si y sélo si se cumplen las ecuaciones de Hamilton

i oH

q  Op;

- _  _0H
pi = ot

Dado un sistema hamiltoniano, la energia H se conserva a lo largo de las trayectorias.

Teorema 5.6 (Conservacién de la energia). Sea (M,w,Xpy) un sistema hamiltoniano.
Entonces, la energia H se mantiene constante a lo largo de las trayectorias

(H oo0) = cte,
donde o es una curva integral del campo hamiltoniano.

DEMOSTRACION. De (5.1)), (A.22)), (A.28) y la antisimetria de w,

%(H(g(t))) = dH(o(t)) (Xu(a(t)))

= w(Xu(o)), Xu(o(t))) = 0.
O

Si tenemos un simplectomorfismo entre variedades, los campos hamiltonianos estan
relacionados de la siguiente manera.

Proposicién 5.7. Sean (My,w1) y (Ma,w2) dos variedades simplécticas y H € C*(My).
Si el difeomorfismo F: My — My es un simplectomorfismo, entonces

Fo(Xpor) = Xu. (5.3)
DEMOSTRACION. Dado x € M7, entonces probar es equivalente a probar
(T, F)(Xpgor(z)) = Xg(F(z)), paratodo xz € M.
Por Definicién y tenemos que, para todo v € T, My,

v(HoF)(x) = (T.F)(v)(H)=dH(F(x))(T:F)(v))
= wo(Xu(F(2)), (TaF)(v)).
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Por otro lado, usando que F' es un simplectomorfismo,
v(HoF)(z) = d(HoF)(z)() =wi(Xgor(x),v) = F*ws(Xgor(x),v)
= w((TF)(Xgor(x)), (T F)(v)).

De la bilinealidad de ws,
0 = ws (TaF)(XHor(2)) — Xu(F(2)), (T F)(v)) -

Pero, al ser T,F sobreyectiva y de la no degeneraciéon de wo, tenemos que
(T2 F)(XHor(z)) = Xu(F()), para todo x € M.
O

Presentamos ahora dos ejemplos de sistemas hamiltonianos. El primero es un ejemplo
sencillo en el que se muestran las ecuaciones de movimiento de las particulas en el espacio
bajo el influjo de un potencial. En el segundo, estudiaremos el movimiento de una particula
cargada sometida a un campo magnético.

Ejemplo 5.8. Sea (T*R" =~ R?", w, Xp) un sistema hamiltoniano y (¢*,...,¢",p1,...,pn)
coordenadas candnicas de w. Si H = T + V es la energia, esto es, la suma de la energia
cinética y potencial del sistema,

1 n
H=—"— )2 Lo g
2mi:21(p) + V(Y. g,

el campo hamiltoniano viene dado por

" p; 0 oV o
H ~ m 0q* + oq* Op;

Si o(t) = (¢*(t), pi(t)) es una curva integral del campo, las ecuaciones de Hamilton quedan

i Di
T = g

{ s _ 0V
pi oq

v
Er)

Sustituyendo mq’ = p; y denotando F; = — las ecuaciones se reducen a la segunda ley
de Newton

Ejemplo 5.9. Sea B = (B,, By, B,) un campo magnético en R* con divergencia cero

0B, 0B, 0B,

= 0.
oq! + 0q? + oq3

Segun la ley de Lorentz de las fuerzas magnéticas, las ecuaciones de movimiento para
una particula con masa m y carga e son

mi =S4 x B, (5.4)
C
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donde c es la constante de la velocidad de la luz. Veamos que estas ecuaciones son hamil-
tonianas, es decir, son las ecuaciones de las curvas integrales de un sistema hamiltoniano.

En el espacio de fases de momentos T*R? ~ RS, consideramos la 2-forma simpléctica

(ver Ejemplo

e
w=wq — EﬂﬁigB,

donde wg es la forma candnica (ver Ejemplo en T*R3 y B es la 2-forma en R3
B = Bydg® A dg® — Byalq1 A dg® + B.dq' A dg? con coordenadas globales (¢!, ¢2, ¢%) en R3,
Notar que B es cerrada puesto que B es de divergencia cero.

Tomamos como funciéon hamiltoniana H la energia cinética del sistema

1 3
H=—> (p)

con (¢, p;) coordenadas globales en RS. Por consiguiente, si Xz = ¢ azi + ma%i,

3
1
dH = lepidpiv
1=

ixgw = C'dpy+ Pdpy + Pdps — (mdg' + nodg® + n3dg?)
—“[B.('dg* ~ B.(*dg" — B,¢'dg® + B,¢*dq' + Bo¢*dg* — BiCPdg?’)

Igualando componentes obtenemos = = Cy

mo= - [B?= By’
o= - [Bug® - B
ns = g [Bycl_B:cQQ]-

Las ecuaciones de las curvas integrales de Xz son

i i Pi
{ qz — gz = &
bi = 1ni -

De aqui, las ecuaciones se reducen a

mg' ¢ [B:¢° - Byd’]
qu = % [qu3 - qul]
m§® = ¢ [Byg" — Bug’]

que son las ecuaciones de movimiento segin la ley de Lorentz ([5.4). Por tanto, las ecua-
ciones de movimiento de una particula en un campo magnético son hamiltonianas.
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6. Corchetes de Poisson

Desde el punto de vista de la mecéanica, el corchete de Poisson es un operador importante
en los sistemas hamiltonianos que nos proporcionara una reformulacion de las ecuaciones
de movimiento.

Definicién 6.1. Sea (M,w) una variedad simpléctica. Se define el operador corchete de
Poisson por

{,:}: Co(M) x C*(M) — C®(M)
(fr9) — {f.g} =w(Xy, Xy).

Nota 6.2. Para f,g € C®(M), de (5.1)) y la antisimetria de w, se verifica

{f,9} = X4(f)- (6.2)

Teorema 6.3. Sea (M,w) una variedad simpléctica. El operador corchete de Poisson
satisface las siguientes propiedades:

(6.1)

i) {-,} es R-bilineal
(A + pg by = M, by + pdg, h;

it) {-,-} es antisimétrico

{f’g} = _{gvf}a

iii) {-,-} satisface la identidad de Jacobi
{f: g, h}} +{g. {h, f}} + {h, {f, 9}} = O;
iv) {-,-} satisface la regla de Leibniz
{f,gh} = h{f, g} + g{f. h},

con f,g,he CP(M) y \,ueR.

DEMOSTRACION. Para probar i) - iv) aplicaremos (6.1]) y (6.2). Sean f,g,h € C*(M) y
A, 1w € R, entonces

i)

M +ng,hy = Xp(Mf +pg) = AXn(f) + nXn(g)
Mfoh} + pdg, b}

ii) De la antisimetria de w,

{f.9} = w(Xy,Xy)=—w(Xy Xy)
_{gaf}'
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iii) Como w es cerrada, dw(Xj, Xy, X¢) = 0. Por tanto, de (A.33), (A.39) (A.40) y
(A.41),

0 = dw(Xp, Xg, Xy) = Xp(w(Xg,Xy)) = Xg(w(Xn, Xp)) + Xp(w(Xn, Xg))
—w([Xn, Xgl, Xy) + w([Xn, X7, Xg) — w([Xg, Xr], Xn)
= {{o, /10 = {h [ g}t + {{h. g}, f}
—i[x,, X, )W(X ) + i, xw(Xg) — ix,,x 1w (Xn)
= {fAg.n}} +{g,{h, [}} +{n,{f, g}}
—(Lx,ix,w)(Xy) + (Lx,ix,w)(Xg) — (Lx,ix,w)(Xp)
= {f g, h}} +{g, {h, f}} + {h,{f. g}}
—(Lx,dg)(X¢) + (Lx,df)(Xg) — (Lx,df )(Xn)
= {f{g, 3} + {9, {h. f}} + {h, {[. 9}}
—(d{g, h})(Xy) + (@{f. h})(Xy) — (d{f, g})(Xn)
= 2({f{g. h}} +{g: {h. f}} + {N, {f. 9}})

iv) Por (A.39)) se tiene

{f,ght = —{gh,f} =—-X;(gh)
= —hX;(g) — gXs(h)
= h{f7g}+g{f7h}

Proposicién 6.4. Sean X un campo de vectores en M y f,g € C*(M). Entonces,
[ X5 Xgl = = X193,
donde [-,] es el corchete de Lie.
DEMOSTRACION. Tomando h € C*(M) y de (6.2)) y Proposicién [6.3]iii),
(X7, Xgl(h) = Xy(Xg(h)) — Xg(X(h))
= {f A9, bt} +{g.{h, /}}
O

Nota 6.5. (C*(M),{-,-}) es un algebra de Lie, pues el corchete satisface i) - iii) de
Proposicion

Proposicién 6.6. Si p: (My,w1) — (Ma,ws) es un simplectomorfismo, entonces

e*{f, 9} ={¢"f, %9}, (6.3)
para todo f,g e C*(My).
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DEMOSTRACION. Sea x € M. Por Proposicién y (6.1]) se tiene

[*{f.g}](z) = {f g}(e(x)) = (Xg(f))(p(x))

= Xg(e(@)(f) = [(Top) (Xpxg)(2)](f)
(ti*g(‘r))(@*f)
{e*f.¢%g} ().

I

O

Desde un punto de vista dindmico, el corchete de Poisson nos permite medir la evolucién
de cualquier observable (funcién). Concretamente nos interesan aquellos observables que
se conservan a lo largo de las soluciones, pues nos ayudaran a resolver las ecuaciones
diferenciales del movimiento.

Proposicién 6.7. Sean f € C*(M) y o una curva integral de Xp. Entonces,
d
$(foa)={f,H}oa. (6.4)
DEMOSTRACION. Aplicando (5.1)), (6.2) y (A.23),
d
A 00) = Xu(o®)(f) = (£, H} o o(t).

Nota 6.8. %(f oo) = {f, H} o o se sucle escribir f = {f, H}.

Definicién 6.9. Se dice que f € C*(M) es cantidad conservada para el sistema ha-
miltoniano (M,w,H) si {f,H} = 0.

Corolario 6.10. Sea f € C*(M) una cantidad conservada para el sistema hamiltoniano
(M,w, H). Si o es curva integral de X, entonces (f o o) es constante.

Nota 6.11. De la antisimetria del corchete, la energia H es una cantidad conservada. Asi,
H o o se mantiene constante a lo largo de las trayectorias o.

Proposicién 6.12. Si f,g son cantidades conservadas, entonces {f, g} es cantidad con-
servada.

DEMOSTRACION. Aplicando la identidad de Jacobi (Proposicién iii)),

O
Ejemplo 6.13. En R?", con coordenadas (q!,...,¢",p1,...,pn) y forma simpléctica w =
Z?:l dq* A dp; (ver Ejemplo , el corchete de Poisson viene dado por
n
dg of  Of dg
{(figd =) === — == (6.5)

4 0pi 0q'  Op; 0q""

1=

para todo f,g e C®(R?"). Este es el corchete introducido por Poisson en [7].
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Proposicién 6.14. Sea (M,w) una variedad simpléctica conexa y {-,-} el corchete de
Poisson en C*(M). Entonces,

{f,9} =0, para todo ge C*(M) <= f es constante.
DEMOSTRACION. Veamos primero la implicacién a la derecha. De (6.2) y (A.39)) tenemos

{f,9} = Xo(f) = df(Xy) = 0.
Como w es simpléctica, w(x) es un isomorfismo, en particular, sobreyectiva. Por tanto,
df =0y de la conexidad de M, f es constante.
La otra implicacién es trivial usando la relacién anterior. ]

n 0V
i=1 oq°

Ejemplo 6.15. En Ejemplo supongamos ahora que = 0. Con esta condicion,

usando (/6.5)), tenemos que el momento total del sistema

n

P(¢',pi) = Y\ pi

i=1
es una cantidad conservada,
n

0P 0H ov
HPl=—) ——=—-> —=0.
{ } Z;@piﬁqz Z,;ﬁqz

1=

Nétese que esto es la ley de conservacion del momento cuando la suma de las fuerzas
actuando sobre el sistema se anula.

7. Sistemas lagrangianos

Hasta ahora hemos dado una aproximacién de las ecuaciones de movimiento desde
el punto de vista de la mecdnica hamiltoniana. En esta seccidon pasaremos a estudiar el
formalismo lagrangiano, basado en principios variacionales, y su relacién con la geometria
simpléctica. Concluiremos la seccién con un ejemplo interesante en el que el lagrangiano
es determinado por una métrica. Mas detalles se pueden encontrar en [1].

Definicion 7.1. Sea QQ una variedad diferenciable y TQ su fibrado tangente. Se denomina
funcion lagrangiana a la aplicacion L: TQ — R.

Principio de accién critica

Dada M = {a: [a,b] - Q, € C*([a,b]) | a(a) =p y a(b) = ¢}, se llama accién a
la aplicacion
A-M — R
a — Ala) = " L(a(t))dt,

donde « es el levantamiento tangente de «.

(7.1)
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Los puntos criticos de A se obtienen mediante

deL(d(t))dt 0 (7.2)

tomando variaciones a lo largo de caminos en () con puntos frontera fijos.

Sean (q¢',...,q" ¢',...,4") coordenadas en T'Q. Aplicando la regla de la cadena, la
integracion por partes y que % (5qi) = 4%, donde d¢*, §¢* son variaciones infinitesimales,

se tiene
dfuq(tm(t))dt _ f’( aL 6q>dt
iL(a ) [ G (G o) e [ (G )

b oL ; oL 1"
f < at))éth—k[aqiéqL:O.

Il

b
Como [g(j;i 6q’] = 0, debido a que los puntos frontera de la variacién son fijos, entonces
a
(7.2) es equivalente a las ecuaciones

oL d (oL

que se conocen como ecuaciones de Euler-Lagrange.

Notar que M es una variedad de dimensién infinita. Desde el punto de vista del andlisis
hemos sido poco precisos. Para mas detalles ver, por ejemplo, [5]. Daremos un enfoque
geométrico a las ecuaciones de Euler-Lagrange.

Definicion 7.2. Dada una funcion lagrangiana L, se llama transformada de Legendre
a la aplicacion FL: TQ — T*Q tal que

FL(v): TQ — R

7.4
w > FL)(w) = &, L(v + tw), (7.4)
donde v,w € T;Q).
Si (¢%,...,q" ¢, ...,4") son coordenadas inducidas en T'Q por Q,
. L oL
FL(¢", q¢") = — . 7.5
(¢',4") (q’aq> (7.5)

Nota 7.3. Las funciones p; = ng
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Definicion 7.4. La funcion de energia Ej asociada al lagrangiano L se define por

E:TQ — R

v — Eu() = FL(v)(v) = L(v). (7.6)

Expresada en coordenadas se tiene

i i\ OL i i
Ep(q'q") = 3, 24" = L(d', ).
i—1 9%

Definicion 7.5. Dado un lagrangiano L, se definen la 1-forma lagrangiana y la 2-
forma lagrangiana asociadas a L por

0r = FL*(\g) e QYTQ) (7.7)

Qr = FL*(wg) € Q*(TQ), (7.8)

donde FL es la transformada de Legendre , Ag la 1-forma de Liouville ywq la
forma simpléctica candnica en T*(Q) .

Notese que €2, es cerrada, pues de la conmutatividad de la diferencial con el pull-back
y (2.3), Qr = —dOr. Estudiemos la posible no degeneracion de Q7.

Tomando coordenadas (¢',...,q"% p1,...,pn) en T*Q y usando las ecuaciones ([2.2)),

29, @3,

VoL .
L ;g; o0 (7.9)
no 02 . . " 27 . .
Q; = ——dq" A dg’ ——dq" A d. 7.10
L Z,Jz_ll 0t 0y ¢ g +i;1 0t 0 T N aq ( )

En forma matricial, la 2-forma lagrangiana se expresa por
%L
oo A ()
L= o 0L 0
aqoq

%L
0q*0q7

donde A es la antisimetrizacién de ( ) Luego, es facil ver que €27, es no degenerada

. / . . 2L
si y sélo si la matriz (7641' aqi> es no degenerada.

Definicion 7.6. Se dice que la funcion lagrangiana L es regular si Q0 es simpléctica
sobre T'Q).

Veamos un ejemplo de funcién lagrangiana no regular.
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Ejemplo 7.7. Sea Q = R* con coordenadas (q', ¢, ¢, ¢*). Tomamos la funcién lagran-
giana

4 .
(@ — ") +4d'¢® — ¢*¢" = D, (¢

i=1

. m
L z’ A

(ad") =
Este lagrangiano aparece en 2] en un modelo mecdnico de teorias de campos.

La 2-forma lagrangiana, en forma matricial, se escribe

A0
QL_(O 0>’

donde A es la matriz

o O O O
o O O O

o O O
O = O O

—1

2 .
Pero (%) = (, por tanto {2, es degenerada y, en consecuencia, L es no regular.

Definicién 7.8. Dado un lagrangiano L, un campo de vectores Xg, en T'Q) se dice que
es un campo lagrangiano si satisface

Q1 (0)(Xp, (0), w) = dEp (0)(w), (7.11)
para todo v € T,Q y w € T,(TQ).

La siguiente proposicién demuestra el principio de la conservacién de la energia en
sistemas lagrangianos, que también es valido cuando el lagrangiano L es no regular.

Proposicién 7.9. Sean L un lagrangiano, Xg, un campo lagrangiano para L y o: I —
TQ una curva integral de Xg, . Entonces, Er(o(t)) es constante en t.

DEMOSTRACION. Aplicando (7.11)), (A.23), (A.28) y la antisimetria de Qp,

LB o) = dEL(e(t)(Xn, (1))

dt
Qo (t)(Xp, (0(t), Xg, (o(1))) = 0.

O]

Estudiaremos a continuacién las curvas integrales del campo lagrangiano Xg, y su re-
lacién con las ecuaciones de Euler-Lagrange. Para ello definiremos antes un tipo particular
de campos de vectores en T'Q) y sus curvas integrales asociadas.

Definicién 7.10. Un campo de vectores Z € X(T'Q) se dice que es una ecuacién dife-
rencial de segundo orden (SODE) si

TrgoZ =1, (7.12)

donde mg: TQ — Q es la proyeccion candnica.
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Proposicion 7.11. Si o es curva integral de una SODE Z, entonces o = -+, donde
y=mgoo.
DEMOSTRACION. Por ([7.12)), se tiene

o(t) = (T'mqg o 2)(0(t) = Towymq (Zow) = Toymq (6(t) = Ty(mq o 0) <jt|t> .

Pero esto es precisamente el levantamiento tangente 4 de v = mg o o (ver (A.21)).
O

Si cogemos coordenadas (q!,...,¢", ¢, ...,¢"), por (7.12) el campo se escribe como
n n
0 0
Z 07 ;ﬁl(qz q)
=1 1=

Por consiguiente, si o(t) = (¢'(t),*(t)) es una curva integral de Z, entonces satisface las

ecuaciones _
dg* i
@ g
a = &
7 . 2 7‘ y . . .7 . .
Asi, se tiene que ddT% = &', Esto justifica el nombre de ecuacién diferencial de segundo
orden.

Teorema 7.12. Sea Xg, un campo lagmngzano Supongamos que Xg, es una SODE.
Entonces, tomando coordenadas (¢*,...,q", ¢*,...,q") en TQ, o(t) = (¢'(t),¢'(t)) es una
curva integral de Xp, si y solo si

dq’

¢ =g

d (oL _ oL
dt \ o4 dqt>
es decir, se satisfacen las ecuaciones de Euler-Lagrange.

DEMOSTRACION. Por hipétesis, X, es una SODE, luego el campo se escribe como

Xy dd) = Xt 3+ N

De (|7.6]), localmente, podemos escribir

= 2L 0L\ ,,; ~a . OPL .
dEL(d',q') = ), ( i = > dg' + ) ¢~ dd (7.13)
k=1

~\" og'ogh  og' ogkogt

Por otra parte,

= *L *L *L
Q, — -k i k
e ,§1< ooq 4 agod ~ 2 agag ) ,kzlq oq kaq
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Ahora bien, de la definicién de campo lagrangiano 1 » IXp, Q = dEr. Entonces,
tomando las componentes dg’, nos queda la siguiente igualdad

oL & . °L Sk O°L
—— =0. 14
oqt X d4idq* 2152 gk " (7.14)

Si o(t) = (¢*(t),¢'(t)) es curva integral de Xp,, entonces ¢'(t) = ‘% y dq;t(t) = ¢

Sustituyendo en ([7.14]) tenemos

oL & - 0L
0 — _
oqt Z 5q16q kZ 52 0qtogk
- GL_i 0L dq 0L d7qk
oq' 6q16qk a = 0qtogk dt

_ aL_i oL
- o¢ ot

que son precisamente las ecuaciones de Euler-Lagrange.

O

Si L es regular, entonces €17, es simpléctica y existird un tnico campo Xg, que serd el
campo hamiltoniano de Ep, respecto de ;. En este caso, E, se conserva a lo largo del
flujo de XE,. Ademads, se prueba lo siguiente.

Proposiciéon 7.13. Si L es un lagrangiano reqular, entonces Xg, es una SODE y las
curvas integrales satisfacen las ecuaciones de Euler-Lagrange.

DEMOSTRACION. Dado un campo lagrangiano Xpg, , podemos expresarlo en coordenadas

(¢,4") como
Xp,( q, C] 251 ngqz
i=1

Entonces,

« 0*L 0L 0L - ’L ..
_ k k k k dat
ixp, = ;1( L o¢koq —4 d¢iogk 520 104 k> Z 51@ ikt dq’. (7.15)

Ahora, procedlendo de forma analoga al Teorema -, de ) v tomando las com-

ponentes dq* de y , tenemos la expresién

L 0%L L 0%L
&

Z 7 5% Z & aiam %

o 0dtod =T ad o

.o 2 . y .
Por consiguiente, como L es regular ( <aqaiTqu) es una matriz no degenerada) ¢" = ;.

Asi mismo, por el Teorema queda probado que las curvas integrales del campo

satisfacen las ecuaciones de Euler-Lagrange.
O
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Veamos la relacion entre la regularidad del lagrangiano y la transformada de Legendre.
Esto nos permitird estudiar la relacion entre el formalismo lagrangiano y hamiltoniano.

Proposicion 7.14. El lagrangiano L es regqular si y solo si FL es un difeomorfismo local.

DEMOSTRACION. Si tomamos coordenadas en T'Q), la matriz jacobiana de FL ((7.5) es

1, 0
JrL = oL 2L :
3058  OPoF

Por tanto, la regularidad de L es equivalente a la regularidad de Jyy, y del teorema de la
funcién inversa se concluye el resultado.

O

Definicién 7.15. Se dice que L es un lagrangiano hiperregular si FL: TQ — T*Q es
un difeomorfismo.

Notese que dado un lagrangiano hiperregular L, definiendo
H=FEpoFL™! (7.16)
se induce un sistema hamiltoniano en T%(Q) .

Proposicién 7.16. Sean L un lagrangiano hiperreqular en TQ y H = Er, oFL~'. Enton-
ces,

i) FL: (TQ,Q) — (T*Q,wq) es un simplectomorfismo;
ii) (FL)«Xu = Xp, ;
i11) Si o(t) es curva integral de Xg, , entonces FL o o es curva integral de X y

TQoo =mgoFLoo. (7.17)
DEMOSTRACION.

i) Consecuencia de ([7.8]).
ii) De Proposicién ,
FL«(XgorL) = XH,
pero H o FL = Eyp, por (7.16).

iii) Para probar que (FLo0)(t) es curva integral de Xy recurrimos a Lema Final-
mente, puesto que 7g = mg o FL, obtenemos directamente la ecuacién ([7.17)).

Se concluye entonces que si o(t) es solucién de las ecuaciones de Euler-Lagrange, (FLo
o)(t) es solucion de las ecuaciones de Hamilton. O
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T(TQ) — = T(T*Q)

a |

TQ T——T"Q

A continuacién daremos dos ejemplos en los que se aplica el lagrangiano. Primero, la
determinacién de las geodésicas en geometria riemanniana, y en la siguiente seccién, el
estudio del movimiento rotatorio de un cuerpo rigido.

Geometria riemanniana y lagrangianos cinéticos

Dada una variedad riemanniana (@, g) con producto escalar g, en T,(), para todo ¢ € Q.
Consideramos el lagrangiano definido por

L:TQQ — R
7.18
VET,Q ~ dgv.0) = ol (715)
En este caso, la transformada de Legendre viene dada por
FL(v)(w) = g¢(v,w), parav,we T4Q.

Notar que FL es hiperregular, ya que es el difeomorfismo entre TQ) y T*(Q) inducido por
la métrica. Ademas,

Ep,=L. (7.19)
En coordenadas (q',...,¢"%, ¢',...,¢") de TQ, las expresiones del lagrangiano y la trans-
formada de Legrendre son
n
L(¢',d") = D) gijd'd (7.20)
ij=1

n
j=1
Si tomamos la accién A ([7.1))
1 b
Atw) =5 [ 1ol
a

estariamos buscando curvas que minimizan la longitud. Esto es precisamente la nocién de
geodésica. Veamos la relacion de las geodésicas con las ecuaciones de Euler-Lagrange.

Proposicién 7.17. Sea (M, g) una variedad riemanniana y L el lagrangiano definido por
. Entonces, una curva o en QQ es una geodésica para la métrica g si y solo si satisface
las ecuaciones de Euler-Lagrange para el lagrangiano L.
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DEMOSTRACION. Primero, si calculamos las derivadas parciales del lagrangiano L (7.20))
respecto a las coordenadas (¢*, ¢'), las ecuaciones de Euler-Lagrange son

d [ < j y dgi
0 = dt(z gqu]+giqu> Z Li'q

i,j=1 4,j= 1

n n
agky i-j agzk 7 =) gl,] z ]
= Z(aqqura]qq +2) gikd’ — Z

i,j=1 i=1 7,j=1

Ahora, si llamamos

k= L gm Ogkj _ Ogir  0gij
2 dt  o¢f ¢

donde g*™ es la componente (km)-ésima de la matriz inversa de (g;;), entonces las ecua-
ciones se transforman en

i+ Th'd =0 (7.22)

que son las ecuaciones de las geodésicas. O

Nota 7.18. Los I‘fj se denominan simbolos de Christoffel de la métrica g;;.

8. El cuerpo rigido

Un cuerpo rigido es un sistema de masas puntuales, no todas alineadas, sujetas a la
restriccién de que la distancia entre dos puntos cualesquiera se mantiene constante a lo
largo del tiempo. Asumiremos que el movimiento del cuerpo es continuo, con lo que se
preservara la orientacion del cuerpo. Esta hipdtesis, junto con que la distancia entre las
masas es constante implican que el cuerpo se mueve solamente por la combinacién de
rotaciones y traslaciones. En nuestro caso sélo estudiaremos el movimiento rotacional del
cuerpo rigido alrededor de un punto fijo, el punto pivote [4].

Si fijamos una configuracion de referencia y denotamos la posicién y la velocidad de una
particula z del cuerpo en un instante ¢ por x(t) y #(t) respectivamente, ambos considerados
vectores en R?’, se tiene

2(t) = R()X, (8.1)

i(t) = R()X = R(R™L(t)x(t), (8.2)

donde X es la posicion de la particula en la configuracién de referencia y R(t) es una matriz
ortogonal. Por tanto, el espacio de configuraciéon del movimiento rotacional del cuerpo lo
determina la variedad

SO(3) = {R | R matriz de orden 3, RY = R7!,det R = 1}.
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Como R(t) es una matriz ortogonal, RRT = Iy, derivando, RRT + RR_T = 0. Asi, las
matrices R"!R y RR™! son antisimétricas. Recordar que, para cualquier R € Tr(SO(3)),
la traslacién a izquierda y a derecha por R™! verifica

Trlp-1(R) = R™'R,  Tgrrp-1(R) = RR™'.

Esto demuestra que las matrices antisimétricas R™1Ry RR™ € T;(SO(3)) = s0(3). De la
identificacién de T;(SO(3)) con R? se tiene que existe w = (w1, ws,w3) tal que

. 0 —Ww3  wWo
RR'=0=[ w3 0 —w
—Ww9 w1 0

Dicho w, conocido como el vector velocidad angular espacial, verifica entonces que
(8.2) se puede reescribir como

i=RR 'z =dr=wxuz, (8.3)

donde x es el producto escalar vectorial de R3. El vector velocidad angular cuerpo €

se define como
Q=R'w. (8.4)

Usando la definicién de Q0 y , tenemos que
OxX=R'wxR's=R Ywxz)=R'RR 'z = R'RX.
Por tanto, usando de nuevo , Q y @ estan relacionadas por
Q=R 'R=R'%R. (8.5)

Consideraremos un cuerpo solido en vez de un nimero finito de masas puntuales. Defi-
nimos p(X) como la densidad de masa del cuerpo en la posicién X y denotamos por B a
la regién ocupada por el cuerpo en su configuracién de referencia. Entonces, la masa del
cuerpo la escribimos como

m = L p(X)d3X.

Por analogia a la energia cinética de un sistema de particulas, la energia cinética del

cuerpo rigido es
1 . 1 .
L= | p0NaPax = 5 | pCOlRXPaX,
B B
Primero, notar que si R € Tr(SO(3)) y B € SO(3), entonces Trip(R) = BR €
Tpr(SO(3)) y de la ortogonalidad de B

L(TrLp(R))

=

j p(X)| BRX|2d*X
(X)

J

p(X)|RX|2d*X = L(R),

N — N -

oy
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es decir, L es invariante por traslaciones a izquierda.

Entonces, de (8.2), (8.5) y la ortogonalidad de R,

. 1 . 1 1
LE) = 5 | pXIRXPEX = 3| p(0)|R RX P X
1 .
_ ! f p(X)[OX|2a X
2 )i
1
= 5 | pole < xpex
2 )i
1 N
= 5 | poIxarex
2 )i
1 o
= 3 J p(X)QTXTXQd3X
B
1

= §QT U p(X)XT Xd3X) Q.
B

donde hemos usado las relaciones

OX =0x X =-XxQ=-X0Q,
|u|? =uT - u, wuwelR3
Denotando 1T = SB p(X )XTX' d3X, que es una matriz simétrica conocida como tensor
momento de inercia, la energia cinética queda
. 1 . 3 1
L(R) = §(R‘1R)TH(R_1R) = §QT]IQ. (8.6)

Si definimos el producto escalar {(u,v)) = ullv, L es el lagrangiano asociado a una
métrica invariante a izquierda en SO(3). Dicha métrica es

g(Ra, Ry) = ((TrLp-1(R1), TRLp1 (R2))),
con Ry, Ry € Tr(SO(3)) e identificando T7(SO(3)) con R3. De Proposicién

Proposicion 8.1. Las trayectorias del movimiento del cuerpo rigido son precisamente las
geodésicas de una métrica invariante a izquierda en el grupo de Lie SO(3).

Nos interesa ahora pasar al formalismo hamiltoniano. Como el lagrangiano L es hiper-

regular, pues lo define una métrica, usaremos la transformada de Legendre para hacer el
cambio. De ([7.4) tenemos que FL(2) = I, donde identificamos T7(SO(3)) = so(3) con

R3. Denominamos momento angular cuerpo al vector
II = I, (8.7)

Notar que con la identificacién anterior, s0(3)* =~ R3, de tal manera que, dado II € R3,
IT € s0(3)* viene dado por la relacién

I(Q) =11-Q, para todo Q € R, (8.8)
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Ahora, por (7.16) y (7.19) se tiene
h(IT) = L(Q) = L(I'I) = %HT]I_ll'[. (8.9)

De Proposicién de (8.8) y (|A.45) tenemos que la 2-forma simpléctica sobre el fibrado
cotangente T*(SO(3)) = SO(3) x R? es

wrm((Ry,a), (R#,b)) = —a-z+b-y+11- (y x x), (8.10)

para todo (R,II) € SO(3) x R y (Rg,a), (R#,b) € TR(SO(3)) x R3.

A continuacién veremos cudl es la expresién del campo de vectores en SO(3) x R3, lo
que nos permitird hallar las ecuaciones de Hamilton para el cuerpo rigido al identificar
50(3) con R? y 50(3)* con R3.

Teorema 8.2. Sea h € C*(R3) y H = pri(h) con pra: SO(3) x R® — R? la proyeccion
canonica. Entonces, el campo hamiltoniano Xy viene dado por

Xp(R,1I) = (R(ﬁ),n x VH) . (8.11)
DEMOSTRACION. Dado un campo en SO(3) x R3,
Xu(R,1I) = (X5 (R, 1), X (R, 1)) € TR(SO(3)) x R?
entonces por ,
wrm (X, X7r), (R#,b)) = dH(R#,b) = VH - b.
Ahora, usando la expresion y tomando (0,b) € TRSO(3) x R3,
b(R™'X}y) = b(VH),

de lo que obtenemos que
X} = R(VH). (8.12)
Notar que, de esta expresion, R*IX}{ = VH.
Tomando ahora (R#,0) € Tr(SO(3)) x R3,
0 = —X%-2+1-(VH x x)

= —X} -z+x-(Il x VH)
= - (X% +1I x VH),

y por tanto,
X% =11 x VH. (8.13)
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Corolario 8.3. Si H = 11171 'l € C*(SO(3) x R3), las ecuaciones de movimiento del
cuerpo rigido vienen dadas por
R(t) = RHQL),  con Qt) = T7'I(2), (8.14)
TI(t) = TI(t) x T7'II(¢). (8.15)

Nota 8.4. Las ecuaciones (8.15)) son las ecuaciones de Euler del cuerpo rigido y las
ecuaciones ({8.14) se conocen como las ecuaciones de reconstruccion.

Si I es una matriz diagonal con autovalores Iy, Is, I3, denominados momentos prin-
cipales de inercia,

L 0 0
1= o0 b o],
0 0 Iy

entonces la expresion de la energia queda

1 /112 12 112
RO = = [ =L 4 =2 4 =58
(I 2(11+12+13>

y las ecuaciones de movimiento (8.15]) son

- — LIz

Hl = 112[% H2H37
— 3—11

HQ = IISI} H3H17

I35 = L2174 I15.

111>
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Conclusiones

La geometria simpléctica nos ha permitido interpretar geométricamente algunas ecua-
ciones que aparecen en la mecdnica analitica, ofreciéndonos una reformulacién de las
ecuaciones del movimiento en sistemas configurados por variedades. Empezando por el
desarrollo de las formas simplécticas en espacios vectoriales, hemos podido estudiar su
estructura y extender los conceptos a variedades diferenciables. Destacamos de ello la di-
mensionalidad par de los espacios simplécticos y la isomorfia entre espacios vectoriales
simplécticos con la misma dimensién. En variedades, hemos visto algunos ejemplos, entre
ellos la forma candnica en el espacio cotangente de una variedad que es una herramienta
fundamental para modelizar la dinamica de los sistemas mecanicos. Ademads, hemos estu-
diado los simplectomorfismos, aplicaciones que preservan las formas simplécticas, las cuales
hemos aplicado para pasar del formalismo lagrangiano al hamiltoniano. Igualmente, los
simplectomorfismos nos han permitido encontrar las coordenadas apropiadas para escribir
toda forma simpléctica en variedades de forma canodnica, hecho conocido como teorema de
Darboux. Este resultado lo justificamos a través del ejemplo del campo magnético.

Tras introducir la estructuras simplécticas, hemos aplicado los conceptos al formalismo
hamiltoniano. De la definicién de campo hamiltoniano, hemos podido ver que las soluciones
de un sistema mecédnico son precisamente las curvas integrales de estos campos. Asi mismo,
hemos estudiado las cantidades conservadas por medio del corchete de Poisson obteniendo,
en particular, que la energia permanece constante. También hemos obtenido las ecuacio-
nes del movimiento desde el formalismo lagrangiano, las ecuaciones de Euler-Lagrange. Un
ejemplo claro de estas ecuaciones han sido las geodésicas de una métrica. Hemos estudiado
ademas la conexién entre la mecdnica lagrangiana y la geometria simpléctica, destacando
la importancia de la transformada de Legendre que nos ha permitido relacionar ambos for-
malismos. Finalmente, hemos aplicado los conceptos expuestos anteriormente en el estudio
del movimiento rotacional de un cuerpo rigido en el espacio, cuyo espacio de configuracién
es la variedad SO(3).
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Apéndice: Campos de vectores y
formas diferenciables

Vectores tangentes y fibrado tangente

Una curva en una variedad M es una aplicacion diferenciable

o: I — M, teo(t)=(z'(t),..., ")),

con I un intervalo abierto en M. Si 0(0) = 9 = (2§, ..., x}), entonces el vector tangente
a la curva o en t = 0 (es decir, el vector velocidad en t = 0) viene dado por
do 1
o(0) = — = (v',...,0v").
0 =y = ™)

Se dice que dos curvas t — o1 (t) y t — o2(t) en una variedad M son equivalentes en
un punto x € M si

01(0) = 02(0) =x0 y (poa1)(0) = (poo02)(0),

para alguna carta (U, ). Es facil probar que esta definicién es independiente de la carta
elegida y que define una relacién de equivalencia.

Un vector tangente v a una variedad M en un punto x € M es una clase de equiva-
lencia de curvas en x. El conjunto de vectores tangentes a M en x € M forma un espacio
vectorial T, M denominado espacio tangente a M en z.

El conjunto de vectores tangentes a M en x € M forma un espacio vectorial T, M
denominado espacio tangente a M en .

Sea (U, ¢) una carta coordenada en M y (z!,...,z") coordenadas de los puntos en U.
SiveT,M y o es una curva perteneciente a la clase de equivalencia de v, las componentes
de v respecto a la carta elegida son (vl,... v") , esto es,

d

i

V= — ocri, 1=1,...,n.
dt\t:O(SO )

La derivada direccional de una funcién f € C*(M) en la direccién de v en x € M,
respecto a las coordenadas de la carta (U, ) se define por

o o(f o]
U(f) _ Z v (falf ) 7
1=1

()
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donde {a%, ey [}a:i"} es la base canonica de T, M.

El fibrado tangente T'M de una variedad M es el conjunto formado por la unién
disjunta de los espacios tangentes a M,

T™ = | | M. (A.16)
zeM

Si M es una variedad de dimensién n, TM es una variedad de dimension 2n.

Sustituyendo T, M por su dual T, M se obtiene una 2n-variedad 7%M denominada
fibrado cotangente. La base dual del espacio tangente T, M se denota por

{dz',... dz"}. (A.17)
La proyecciéon candnica 7 es la aplicacién
v TM — M (A.18)

que lleva un vector tangente v al punto x € M al que v estd asociado. La imagen inversa
7T]T41 (z) es el espacio tangente T, M. Este espacio se denomina fibra del fibrado tangente
sobre z € M.

Sean M y N variedades de dimensiéon m y n respectivamente y F': M — N una
aplicacién diferenciable. Se llama aplicaciéon inducida por F en z € M a la aplicacién
lineal

T,F: TuM —> TpgN. (A.19)

Si o es una curva en M con o(0) = x y v es su vector velocidad, entonces (T, F)(v) es el
vector tangente a la curva en N dada por Foo.Si he C®(N)ywveT,M,

(TzF)(v))(h) = v(ho F). (A.20)

Proposicion A.5. Sean F': M — N y G: N — P aplicaciones diferenciables en varieda-
des M, N y P. Entonces, Go F es diferenciable y

T.(Go F)=T,GoTyF, para todo x € M.

Sea 0: I € R — M una aplicacién diferenciable. Se denomina levantamiento tan-
gente a la aplicacion diferenciable ¢: I — T'M dada por

5(t) = (Tyo) (i) . (A.21)

Campos de vectores y flujos

Un campo de vectores X de una variedad M es una aplicaciéon X: M — T M que
asigna un vector X, € T, M al punto x € M, es decir, mp; o X = Id. El espacio vectorial
de campos de vectores en M se denota por X(M).



Geometria Simpléctica y Mecanica Analitica 43

Una curva integral ¢ de X es una aplicacién diferenciable o: I — M, con I un
intervalo abierto conteniendo el origen, tal que o(0) = xo y

o(t) = d(x;toa) = X(o(t)), paratodotel. (A.22)

Si f es una funcién de clase C*(M),

L(Fo0) = Xon (D). (A-23)

El flujo de X es una coleccién de aplicaciones ¢y : M — M tal que t — ¢;(z) es una
curva integral de X con ¢;(0) = z. El teorema de existencia y unicidad para ecuaciones
diferenciales garantiza que ¢ es de clase C*(M) en x y t si X lo es. De la unicidad se
tiene

Ptvs = Progs y ¢o=1Id (A.24)

Un campo de vectores dependiente del tiempo es una aplicacién X : M xR — T'M
tal que X, ;) € T, M, para todo x € M y t € R. Una curva integral de X es una curva
o(t) en M tal que o'(t) = X (o(t),t). En este caso, el flujo es la coleccién de aplicaciones

Grs: M —> M (A.25)

tal que t — ¢;s(x) es la curva integral o(t) con o(s) = = en t = s. El teorema de
existencia y unicidad, y en particular, la unicidad demuestra la siguiente propiedad para
el flujo dependiente del tiempo

¢t,s o ¢S,7” = ¢t,r- (A26)

Si F: M — N es un difeomorfismo, X € X(M) e Y € X(IV) se dice que X e Y estan
F-relacionados si F. X =Y.

Lema A.6. 57 X eY estin F-relacionados, entonces se verifica que
T.F(X(z)) =Y (F(z)), para todo x € M. (A.27)

Ademds, si o es curva integral de X, entonces F o o es curva integral de Y .

Diferenciales y covectores

Si f es una funcién de clase C* (M), la derivada de f en un punto x € M se define por
la aplicacion
T, f: ToM — Ty R.

Se denomina diferencial de f en un punto x en M a la aplicacién df (x): T, M — R, esto
es, df (x) € T M es el espacio dual del espacio vectorial T, M. Si v es un vector en T, M,

df (v) =v(f), paratodove T, M. (A.28)
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Con respecto de la base {dz’},

of
oxt

df (x) = ==dz', para todo f € C®(M).

Formas diferenciables

Una k-forma a en una variedad M es una funcién que asigna a cada punto x € M una
aplicacién antisimétrica k-multilineal en el espacio tangente a M en x,

afz): TyMx B xT,M - R.

Si « es una k-forma y 5 es una [-forma en V', el producto exterior es un operador A
que asigna a (o, 8) una (k + [)-forma a A f en M definida por

1
a AN B = W Z Sgn(ﬂ-)a(vﬂ(l),...,vﬂ(k))ﬁ(vw(k+1),...,vﬂ(k+l))> (A29)
weSp
donde S, es el grupo de todas las permutaciones del conjunto {1,...,k+1} y sgn(n) es el

signo de la permutacién .
Proposicion A.7. El producto exterior satisface las siguientes propiedades:

i) a A B es asociativo:
an(an) =(anp)ny

i1) a A B es bilineal en «, B;

i) a A B es anticonmutativo:
a N ﬁ = (_]‘)le AN O,

para todo o€ QF(M) y B e QY(M).

Nota A.8. En términos de la base dual {dz'}, toda k-forma puede escribirse localmente
como

o = Zailmikd‘r“ A dﬂ?lk,

donde el sumatorio es para todo i; satisfaciendo i1 < ... < 7. La diferenciabilidad de «
es equivalente a la diferenciablidad de las funciones o, ., .

Pull-back de una aplicacién

Sea F': M — N una aplicacién de clase C* (M) con M y N variedades y « una k-forma
en N. Se define el pull-back F*« en un punto x € M como la k-forma en M dada por

(F*Oz)x (’Ul, NN ,’Uk) = af(x) (Txf(vl), . ,Txf(vk)), (A30)
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para todo x € M y (v1,...,vx) € T, M.

Contraccion y diferencial exterior

Sea a una k-forma en una variedad M y X un campo de vectores. El operador con-
traccién por X ix: QF(M) — QF1 viene dado por

z'on(Xb . ’Xk—l) = Oz(X, Xl, ey Xk—l)a para todo X; e :{(M) (A31)
Proposicion A.9. Sea o una k-forma y B una 1-forma en un variedad M. Entonces,
ix(anB)=(ixa) A B+ (=1)*a A (ixB). (A.32)

Proposiciéon A.10. Existe una tunica aplicacion d denominada diferencial exterior
desde las k-formas en M a las (k + 1)-formas en M verificando:

i) Sia= feC®(M) es una 0-forma, entonces df es la diferencial de f;
it) da es lineal en o;
i11) da satisface la regla del producto:
dlan B) =da A B+ (—DFa A dp,
donde a es una k-forma y B una l-forma;
iv) d?> =0, es decir, d(da) = 0 para toda k-forma «;
v) d es un operador local verificando, d(cayr) = (da)yr, con U entorno abierto en M.

Proposicién A.11. Dada una k-forma «, la diferencial exterior viene dada por

A~

da(Xo, ..., X) = Sio(-1)'Xi(a(Xo, ..., Xy ..., X)) ) (4.33)
+Zi<j(*1)z+]a([Xi,Xj],Xo, e Xy ,Xj, o ,Xk).

Proposicion A.12. La diferencial exterior conmuta con el pull-back, es decir,
d(F*a) = F*(da), (A.34)
donde a es una k-forma en N y F': M — N es una aplicacion diferenciable.

Se dice que una k-forma « es cerrada si da = 0 y exacta si existe una (k — 1)-forma
B tal que o = df.

Proposicién A.13 (Lema de Poincaré). Toda forma cerrada es localmente exacta, es
decir, si da = 0, existe un entorno de cada punto tal que o = dfs.
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Derivada de Lie

Sean « una k-forma y X un campo de vectores con flujo {¢;}. La derivada de Lie de
a a lo largo de X viene dada por

Lxa = lims [(6e) —al = 5 dia. (A.35)
Teorema A.14 (Teorema de la derivada de Lie).
d * *

Ademds, esta formula es vdlida para un campo de vectores dependiente del tiempo,
d * *
£¢t,sa = ¢t,s£X047 (A.37)

donde Lxa es el campo de vectores X evaluado en t.

De (A.24) y (A.35]) se obtiene el siguiente corolario.

Corolario A.15. Sea o una k-forma y X un campo de vectores con flujo {¢+}. Entonces,

Lxa=0 < ¢ja=aqa. (A.38)

Proposicién A.16. Si f es una funcion de clase C*(M) y X es un campo de vectores
en M, la derivada de Lie de f a lo largo de X es la derivada direccional

Lxf=X(f)=df(X). (A.39)

Teorema A.17 (Férmula Migica de Cartan). Sea X un campo de vectores y a una
k-forma en una variedad M. Entonces,

Lxa=dixa+ixdo. (A.40)
Corolario A.18. Si a es una k-forma y X, Y campos de vectores,

i[X,y] = Lxiva —iyLxa. (A.41)

Grupos de Lie

Un grupo de Lie G es una variedad diferenciable dotada de una estructura de grupo
(G, ) tal que las operaciones multiplicacién e inversién son diferenciables.

Sea g € GG. Llamamos traslacién a izquierda por g al difeomorfismo l,: G — G dado
por ly(z) = gz, con z € G.
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Un campo de vectores X en G se dice que es invariante a izquierda si
(Tplg) X (x) = X(xg), paratodo g,z € G. (A.42)

Denotaremos por g al conjunto de todos los campos de vectores invariantes a izquierda de
(. g es un espacio vectorial isomorfo a T.G, donde e es el elemento identidad de G. Esta
identificaciéon viene dada por v e T,G — ¥ € g con

0(g) = (Telg)(v).

Si X,Y son dos campos de vectores invariantes a izquierda, entonces [ X, Y] es también
un campo de vectores invariante a izquierda.

De las propiedades del corchete de Lie, se tiene que (T.G, [-,]) es un algebra de Lie,
donde
[v,w] = [0,w](e), para todo v,w e T.G. (A.43)

Presentamos a continuacién algunos grupos de Lie interesantes en el contexto de este
trabajo.

» El grupo general lineal GL(n,R) = {A € gl(n,R) | det A # 0} es un grupo de Lie
con la multiplicacién de matrices. Ademas, GL(n,R) es una subvariedad abierta de
gl(n,R). Por tanto, T7(GL(n,R)) = gl(n,R) con el conmutador

[A,B] = AB — BA. (A.44)

» El grupo especial ortogonal SO(n) = {A € gl(n,R) | detA =1, ATA = I} es
un grupo de Lie con la multiplicacién de matrices. Para este grupo, T7(SO(3)) es el
conjunto de matrices antisimétricas de orden 3 y el corchete de Lie es el conmutador
de matrices . Ademss, existe una identificacién entre T7(SO(3)) y R3 tal que

[Ql,QQ] = (Ql X Qg): 91,92 € Rg. (A45)
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