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Resumen - Abstract

Resumen

En este trabajo se estudian las versiones globales del teorema de
Cauchy, las familias normales de funciones analiticas, el teorema de
la aplicacion conforme de Riemann y el teorema de aproximacion de
Runge para subconjuntos compactos. Estos temas, que se encuadran
en un curso ampliado de variable compleja, son necesarios para dar
una maultiple caracterizacion de los dominios simplemente conexos.

Palabras clave: Teoremas de Cauchy globales, familias normales

de funciones analiticas, teorema de la aplicacion conforme de Rie-
mann, caracterizacion de dominios simplemente conexos.

Abstract

In this project we study global versions of Cauchy theorem, normal
families of analytic functions, Riemann mapping theorem and the
approximation Runge theorem for compact subsets. These matters let
us to give a multiple characterization of simply connected domains.

Keywords: Global Cauchy theorems, normal families of analytic
functions, Riemann mapping theorem, simply connected domains.
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Introduccién

En la mayoria de planes de estudios del Grado en Matematicas vigentes
en las distintas universidades del pais, el Anélisis Complejo se distribuye en dos
asignaturas, una troncal en el tercer ano y otra, generalmente optativa, en el
siguiente. Este no es el caso de La Laguna, que sélo dedica seis créditos, en
Anélisis Matemaético VI, a las propiedades bésicas de la variable compleja.

En este Trabajo de Fin de Grado nos ocupamos de algunos temas que son
de estudio obligado por poco que queramos ampliar los contenidos fundamen-
tales de un buen curso de variable compleja. Teniendo presente las limitaciones
que la normativa establece para la extensién de los TFG, hemos optado por
ocuparnos del teorema de Cauchy en sus versiones globales, vemos los resulta-
dos fundamentales de familias normales de funciones analiticas, detallamos el
teorema fundamental de la representaciéon conforme de Riemann, incluimos una
version del teorema de Runge para compactos, todo ello necesario para concluir
exponiendo las multiples caracterizaciones de los dominios simplemente conexos
del plano, lo que representa el objetivo principal de esta memoria de grado.

El capitulo primero se ocupa del teorema de Cauchy en sus versiones ho-
moldgicas y homotdpicas. Partiendo del caso local (para abiertos y convexos) nos
preguntamos como debe ser un camino cerrado para que la integral de linea sobre
el mismo de cualquier funcién holomorfa sea nula; o bien qué caracteristica debe
guardar un dominio para que la integral de linea de cualquier funcién analitica
sobre cualquier curva cerrada sea cero. La respuesta a la primera cuestion viene
dada por la versién homoldgica del teorema de Cauchy. Después de demostrar
que un camino cerrado homotdpico a cero es automaticamente homélogo a ce-
ro respecto del dominio, alcanzamos de inmediato una respuesta a la segunda
cuestién a través de la versién homotoépica del teorema de Cauchy. Tras ello,
quedamos en condiciones de establecer las primeras propiedades equivalentes de
dominios simplemente conexos.
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En el estudio del espacio de las funciones holomorfas en un dominio es
estandar dotar a dicho espacio con la topologia de convergencia uniforme en
subconjuntos compactos. De esto nos ocupamos en el capitulo II. Lo hacemos de
una forma mas general introduciéndola en el espacio de las funciones continuas
y viendo luego que el espacio H({2) de las funciones holomorfas es un subespacio
cerrado del de las continuas. La caracterizacién de familias normales de funciones
continuas viene dada por el teorema de Arzela-Ascoli que analizamos en detalle.
Por su parte, el teorema de Montel proporciona la caracterizacién de las familias
normales de funciones holomorfas en términos de la equiacotacién local.

Uno de los resultados mas importantes de la teoria de funciones holomorfas
es el que se conoce como teorema de la aplicacién de Riemann o teorema fun-
damental de la representacién conforme que establece que todo dominio simple-
mente conexo propio es conformemente equivalente con el disco unidad abierto.
De esto nos ocupamos en el capitulo III el cual se completa viendo el teorema
de Osgood-Taylor-Carathéodory que viene a decirnos que para dominios sim-
plemente conexos acotados los isomorfismos conformes con el disco unidad se
pueden extender hasta las clausuras siempre que todos los puntos frontera sean
accesibles.

La primera parte del capitulo IV se ocupa del teorema de aproximacién
de Runge para compactos. Para su prueba, precisamos ver previamente un teo-
rema basico de representacion integral de caracter general prosiguiendo luego
con la técnica del desplazamiento de polos. Una consecuencia de esto es que
si K es un compacto y C\ K es conexo entonces cualquier funcién holomorfa
en un entorno de K se puede aproximar uniformemente en K por polinomios.
Tal resultado comparece en la dltima seccién del capitulo donde se recogen las
multiples caracterizaciones de los dominios simplemente conexos.
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El teorema de Cauchy global

Ya se ha probado el teorema de Cauchy para un cierto tipo de dominios,
los abiertos y convexos. Por otra parte, sabemos que el teorema no es vélido
para cualquier tipo de regiones. (Si 2 = C\ {0}, f(z) = % y y(t) =rett, r >0,
0 <t <27, entonces fv f(2)dz = 2mi # 0). Esto es debido a que la funcién deja
de ser holomorfa en un punto frontera aislado del dominio 2.

En este capitulo nos preocupamos de ver cémo suprimir la hipotesis de
convexidad. En concreto, podriamos formular la siguiente cuestiéon: Dado un
dominio {2 y una funcién f holomorfa en {2, ; qué condiciones habria que imponer
a un camino cerrado 7y en {2 para que fv f(2)dz = 07 Veremos que la respuesta
se puede dar a través del concepto de homologia, que se basa en la nocién de
indice de un camino cerrado.

1.1. El teorema de Cauchy homoldgico

Empezaremos generalizando la integracién de funciones complejas de un
modo natural.

1.1.1. Cadenas y ciclos
Supongamos que 1,72, . ..,7Y, son caminos en el plano y pongamos

K={m}tu{rtu-U{m}.

Notese que K es un compacto en C. Cada ; induce un funcional sobre
C(K), el espacio de las funciones continuas complejas en K, definiendo:
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%(f):/f(z)dz7 1=1,2,...,n, feC(K).
i
Ahora hacemos
Y=+t 4T (1.1)

lo que significa que

:/f(z)dzzz f()dz,  feC(K). (1.2)
r i=177

Los objetos definidos en (1.1) se llaman cadenas. Si cada 7; es un camino cerrado
en {2 se dird que I" es un ciclo. Cuando esté claro el contexto, en lugar de utilizar
la expresién en (1.1), se escribird, sencillamente,

IF'=vy1+v+ -+

Una cadena puede representarse como “suma de caminos” de muchas for-
mas:

Esto solo significa que

Z R er/f

para cualquier funcién f que sea continua sobre la unién de todas las trazas.
SiI'esuncicloy a ¢ {I'} = K, definimos el indice de I" respecto de o

como la integral:
1 d
Indr(a) = —/ S
2 Jr 2z —«

Esto no quiere decir més que

Indr(a Z Ind., («

Con lo dicho hasta ahora, los propiedades aritméticas que siguen se entenderan
en su forma natural:

» SiI"esuncicloy a¢{I'}, entonces Ind_p(a) = —Indr(a) .
s Si [ esun cicloy n € Z, entonces

r+r+ Mar n>0,

(-I) 4+ (=D)+ " +(=I), n<0.

nl =



1.1 El teorema de Cauchy homolégico 3

s SilyyIssonciclosy I' =174 I, entonces
[tz = [ s [ s,
r I I

para cualquier f continua en I

1.1.2. Homologia

Se dice que dos ciclos I} y I contenidos en un abierto {2 son homdlogos
respecto de §2 (y escribiremos I'1 ~ Iy en §2) si Indp (z) = Indp,(z) para
cualquier z € C\ £2.

Cuando esté claro en el contexto el abierto al cual nos referimos, elimina-
remos la expresion “respecto de” y hablaremos simplemente de ciclos homodlogos.

En particular, si un ciclo es homélogo a un ciclo que se reduce a un punto,
diremos que el ciclo es homdlogo a cero respecto de §2. Ello equivale a decir que
Indp(z) =0 para todo z ¢ (2.

Observacion 1.1. Si todos los caminos que componen un ciclo son homdlogos a
cero, entonces el ciclo también lo es. Sin embargo, el reciproco no es cierto. Si
{2 es una corona circular y v es una circunferencia en la corona con su mismo
centro y recorrida en sentido positivo, entonces v no es homdélogo a cero respecto
{2 pues el indice con respecto al centro es 1. Ahora bien, el ciclo I' = v + (—7)
es homologo a cero respecto de (2.

Si v es un camino cerrado en un abierto y convexo {2, entonces 7 ~ 0
respecto de 2. (Cualquier z ¢ (2 estd en la componente conexa no acotada de
C\ {7}, con lo que Ind,(z) = 0). En base a esto, el teorema de Cauchy para
un abierto y convexo podria enunciarse asi: “Si {2 es un abierto y convexo, para
toda f € H(§2) y para cualquier camino y cerrado que esté contenido en {2 se
tiene que f,y f(z)dz=0".

Este resultado se puede generalizar para cualquier abierto y para ciertos
ciclos contenidos en él.

Teorema 1.2 (Teorema de Cauchy homoldgico). Sea v un ciclo en un
abierto (2. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) Para cualquier f € H((2) se tiene que f,y f(z)dz =0.

(ii) v es homdlogo a cero respecto de (2.

Demostracion.
(i) = (i1) :  Supongamos que v es un ciclo en {2. Queremos ver que es homélogo
a cero respecto de 2, esto es, Ind., (o) = 0 para cualquier punto o que no esté en

2. Para ello, consideramos la funcién f(z) = ——, a & {2, que es holomorfa en
zZ—«

d
2. Usando la hipdtesis llegamos a que / f(z)dz = / ﬁ = 2milnd,(a) = 0.
¥ v
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Para probar la otra implicacién necesitamos tres lemas.

Lema 1.3. Si vy es una curva en un abierto {2 con intervalo del pdrametro [a,b],
existen una particion de [a,b], a = tog < t; < ta < ...t, = b y n discos
Dy, Ds ... D, contenidos en §2 tales que

7([ti,1,ti]) CDZ', 1=1,2,...,n.

Demostracion.  Pongamos € = dist({v},C\ 2) > 0. Como v es uniformemente
continua en [a, b], para tal € > 0 existird un 6 > 0 de modo que si t',t" € [a, ]
y |t —t"| < § entonces

(") =" <e.

Tomemos una particién de [a, b] de norma menor que d, es decir, sean

a=ty <ty <tyg<...<tp=bconl|t; —t;_1] <d,71=1,2,... ,n. Consideremos
los discos D; := D(~(t;),¢), i =1,2,...,n. Nétese que si ¢ es un punto en [a, ]
y |t —ti| <, entonces |y(t;) — ()] < € con lo que ¥(t) € D;. En particular,
Y([ti—1,t;]) C D; para todo i =1,2,...,n.

Por ultimo queda por ver que D; C {2, para todoi = 1,2,...,n. Para ello,
si z € D;, entonces |z — y(t;)] < € = dist({v},C\ §2). Por tanto, z ¢ C\ (2.
Luego z € (2. (|

La construccién hecha en el Lema 1.3 asegura que y(t;—1) y (t;) estédn
en el disco D;. Sigue que la poligonal de lados paralelos a los ejes con origen en
~v(t;—1) y extremo en (¢;) estd en el disco D;. La poligonal construida de esta
manera, con origen en y(a) y extremo en 7(b), la denotamos por 7.

Si f € H(£2), dicha funcién tiene una primitiva g; en D; (abierto y conve-
x0). Asf:

v(t1)
[ @ = a60) - (@)
v(a)
Anélogamente,
y(t2)
[ e = r(t2) = s )
v(t1)
donde se ha escogido go de tal forma que g2(y(t1)) = ¢1(y(¢1)). Las demds

primitivas se van ajustando de forma similar. Resulta de este modo que

n

/ f(2)dz = / F)dz = 3 (g:1(1)) — i (1t 1)) = gu(1(5)) — g1(x(a)).

i=1

Fijémonos que si v es cerrado, entonces la poligonal n también lo sera.
Y si uno es homélogo a cero respecto de (2, el otro también lo serd. Con esta
argumentacién queda probado el resultado que se recoge en el siguiente:
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Lema 1.4. Sea v un ciclo en un abierto (2. FExiste un ciclo n en {2 formado por
poligonales de lados paralelos a los ejes tal que:

(i) Para cualquier f € H({2) se tiene que f7 f(2)dz = fn f(2)dz, y
(i) v y n son homdlogos respecto de (2.

Lema 1.5. Sea n un ciclo en un abierto {2 que estd constituido por poligonales
de lados paralelos a los ejes. Supongamos que 1 es homdlogo a cero respecto de
2. Entonces existen N € N, my,ma,...,mny € Z y Ry, Rs, ..., Ry rectangulos
contenidos en {2 tales que

/ f(2)dz = / f(2)dz Vf e HQ),
n SN mOR;

donde OR; representa la frontera del rectdngulo R; recorrida en sentido positivo.

Demostracion.  Efectuaremos la prueba siguiendo la que se hace en Ash [1,
Lemma 2.3.2, pdg. 60]. A partir del ciclo 1, constituido por poligonales cuyos
lados son paralelos a los ejes coordenados, formamos la malla que consiste de
todas las rectas paralelas a los ejes que pasan por los vértices de 7 (véase Figura
1.1). Esto determina una coleccién de regiones rectangulares abiertas R;, i =
1,2,..., N, regiones no acotadas R; que tienen tres lados, asi como regiones no

" . re . .
acotadas R, que tienen sélo dos lados. Para cada ¢ =1,2,..., N, seleccionemos

un punto z; en cada R;, hagamos m; = Ind,(z;) y consideremos el ciclo 1y =
N
E m;OR;, donde OR; representa la frontera de R; recorrida una sola vez en
i=1
sentido positivo.

Con tal construccién observamos que

N
Indy,(z) = Y milndag, (z) = Indy(21), (1.3)

i=1

para k =1,2,...,N. Si 2} € R se tiene que

N
Ind,, (2}) = Zmifndam (z1) = 0= Ind,(2]), (1.4)

=1

puesto que 2’ estd en la componente conexa no acotada de C\ {n}.

Ahora supongamos que o;; es un lado entre R; y R;. Asumamos que en
el ciclo n — 1o, 0;; es recorrido ¢ veces (siendo ¢ un nimero entero posiblemente
negativo). Sea el ciclo o = — 1y — cOR;. Entonces

Ind,(z;) = Ind,(z;) — Ind,, (z;) — cIndgr, (zi) = —c (1.5)
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R, | Ry

o

Figura 1.1. Poligonal de lados paralelos a los ejes

debido a (1.3). También por esta misma identidad
Indy(z;) = Ind,(2;) — Indy, (z;) — cIndyr,(z;) = 0. (1.6)

Ahora bien, notamos que o;; esencialmente no aparece en o, esto es, o es homdlo-
go a un ciclo 7 en el cual o;; no aparece. Por tanto, Ind,(z) = Ind,(z;) para
todo k.

Dado que z; y z; pertenecen a la misma componente de C\ {7}, Ind.(z;) =
Ind;(zj). Por (1.5) y (1.6), ¢ = 0, lo que entrana que o;; no contribuye en nada
en el ciclo n — 19. El mismo razonamiento, con z§ en lugar de z;, muestra que si
o}; es un segmento comtn entre R; y la regién no acotada R, entonces o}; no
aporta nada al ciclo n —17y. Como todos los lados de nn —ng son de la forma o;; o
O'gj se concluye que 1 — 1y es homdlogo a cero respecto de 2. Todo lo que queda
es aplicar el Lema 1.4 para concluir la prueba.

O

Demostracion de que (ii) = (i) en el Teorema 1.2:  Sea -y un ciclo homdlogo
a cero respecto de (2. Por el Lema 1.3 y el Lema 1.4 sabemos que existe un ciclo
1 formado por poligonales de lados paralelos a los ejes que es homdlogo a cero
respecto de §2. Ademas, si f es una funcién holomorfa en {2 se tiene que

[yf(z)dz = /nf(z)dz, feH().

Teniendo en cuenta ahora la identidad en el Lema 1.5, y que los rectangulos
R; los podemos suponer que se encuentran dentro de subconjuntos abiertos y
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convexos en los que vale el teorema de Cauchy, concluimos que fv fz)dz=0

para cualquier f € H(£2).
U

Corolario 1.6. Siy; y 2 son dos ciclos en un abierto §2, entonces y1 y 2 son
homdlogos respecto de §2 si, y sélo si, se verifica que

(2)dz= [ f(2)dz
71 72
para cualquier f € H(12).

Demostracion.  Si~y; y 72 son homologos respecto de 2, entonces el ciclo 7y :=
v1 — 72 es homdlogo a cero respecto de 2. Por el Teorema 1.2, si f € H(S2),

entonces [ f(z)dz = [ f(z)dz— [ f(z)dz=0.

Reciprocamente, si a ¢ 2, la funcién f(z) =

es holomorfa en (2,

con lo que

Ind,, (o) ! /f(z)dz— ! /f(z)dzz]ndw(a).

"~ 2mi T 2mi

Esto prueba que 1 y 72 son homdlogos respecto de f2. (I

Corolario 1.7 (Férmula integral de Cauchy: versién homolédgica). Sea
~v un ciclo homdlogo a cero respecto de un abierto 2 y f € H(§2). Para todo
z € 2\ {7} se tiene que

(a)

Indy(2)f(z) = L/ J(w) dw

21 w—z

(b) Para cualquier n = 1,2, ..., se verifica que

Ind,(2)f™(z) = n—'/ (in(ZU))anw.

211

Demostracion.  Sea D un disco centrado en z tal que D C §2\ {7}, pongamos
Yo = 0D, supongamos que esta circunferencia estd recorrida una sola vez en
sentido positivo y consideremos la curva I" = Ind,(z)7o.

Veamos ahora que I' y v son homdlogos respecto de 2y = 2\ {z}. En
efecto, Indr(z) = Ind(z)Ind,,(z) = Ind(z). Por otra parte, si a ¢ 2 (o # 2),
se tendrd que Indr(a) = Ind,(z)Ind,,(a) = 0 porque 7y es homdlogo a cero
respecto de (2. Pero también Ind, (o) = 0 porque -y es homdlogo a cero respecto
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de (2. Ahora, la funcién F(w) = % es holomorfa en (2, y como los

ciclos I' y v son homdlogos respecto de {2y, podemos aplicar el Corolario 1.6

teniéndose que
/F(w)dw:/F(w)dw.
r vy
Pero

[ Fwdo= [ X0 g [ 2

= Ind, (=) L @) g 4 Inds (2) L dw

w—z w—z
= Ind,(2)2mif(z) — f(2)Ind,(z)2mi

=0.

Por consiguiente, fy F(w)dw = 0. De aqui se deduce que
d
/ de - f(z)/ w_
LW =2 LW =2

Indy(2)f(z) = ! /de

En particular

211 w—z

Esto prueba la parte (a). La parte (b) sigue por induccién como en el caso local,
aplicando los resultados en [7, Proposicién 4.39 y Teorema 4.40]. (]

1.2. El teorema de Cauchy homotdépico

Queremos dar otra generalizacion del teorema integral de Cauchy respon-
diendo a otro problema: ;qué tipo de abiertos {2 son aquellos que satisfacen
f7 f(z)dz = 0 para toda f € H({2) y para cualquier camino cerrado en 27 Se
verd que tales abiertos son, precisamente, los dominios simplemente conexos. In-
troduciendo este concepto a través de la nocién de homotopia, podemos obtener
algunas primeras caracterizaciones de este tipo de conjuntos.
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1.2.1. Homotopia

Definicién 1.8. Sean vy y v1 dos arcos cerrados en un abierto {2 que tienen el
mismo intervalo del pardmetro I = [0,1]. Se dird que o y 71 son homotdpicos
en {2 si existe una aplicacién continua H : I x I — {2, llamada homotopia, que
cumple:

(i) H(s,0) = vo(s) para cualquier s € I,
(i) H(s,1) = v1(s) para cualquier s € I, y
(i1i) H(0,t) = H(1,t) para cualquiert € I.

Poniendo v;(s) = H(s,t), se obtiene una familia uniparamétrica de curvas
cerradas y; en £2, que “deforman con continuidad” g en ;. Si 7y es homotdpico a
una curva que se reduce a un punto, se dird que vy es homotopico a cero respecto
de (2.

Definicién 1.9. Un dominio {2 se dice que es simplemente conexo si cualquier
curva cerrada en {2 es homotdpica a cero en (2.

Ejemplo 1.10. Todo abierto y convexo {2 es un dominio simplemente conexo.
En efecto, tomemos una curva v cerrada en {2 y fijemos un punto z; € §2. La
aplicaciéon H(s,t) = (1 —¢)v(s)+tz1, 0 < s,t < 1 es una homotopia que deforma
continuamente -y sobre 2.

1.2.2. El teorema de Cauchy homotépico

Queremos ver ahora que homotopia implica homologia. Para ello necesi-
tamos un lema técnico que se usara en la demostracién del Teorema 1.12.

Lema 1.11. Sean o y v1 dos caminos cerrados con intervalo del pardmetro
I =10,1] y supongamos que v es un complejo que verifica que

71(s) =70 (s)] <l =70(s)[,  0<s<1L (L.7)
Entonces Ind., (o) = Ind,, (a).

Demostracion.  Obsérvese ante todo que la hipé6tesis implica que o ¢ {y9} U
{71}. Definamos el camino cerrado

v :[0,1] = C
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y notemos que, por la hipdtesis (1.7), se tiene que |1 — v(¢)] < 1 para todo
t € [0,1]. De ahi que {y} C D(1,1), de lo que se desprende que Ind,(0) = 0.
Como ademas,

(¢ 1(t o(t
YO m®  n® Le 01,
1) ) —a ) —a
una simple integracién da que Ind,, (o) = Ind,,(a). O

Teorema 1.12. Sean Iy y I dos caminos cerrados en un dominio §2. Si Iy y

Iy son homotdpicos respecto de §2, entonces I'y y 1 son homdlogos respecto de
0.

Demostracion.  Sean I =[0,1]y H : I x I — {2 una homotopia que transforma
continuamente Iy en I, es decir, H es una aplicacién continua en I x I tal que,
para s,t, € I, se tiene que:

Como I x I es compacto, asi lo es también su conjunto imagen H (I x I). Por
tanto, si « ¢ (2, se tendrd que o ¢ H(I X I) y que existe un ¢ > 0 tal que
D(a,4e)NH(I x I) = 0, esto es,

o — H(s,t)| > 4e, Vs, tel. (1.8)

Por otra parte, como en particular H es uniformemente continua en I x I,
podemos escribir que para tal € > 0, existe un n € N de modo que

1
|H(s,t)—H(s',t")| < ¢, s, s’ t,t' €T, ls—s'|+]t—t'| < =. (1.9)
n
Definamos ahora las poligonales cerradas g ,71 , - - .7, de la siguiente forma:
ik i—1 k
=H|(—, - 1—1 H — (e — 1.10
) =t () st 1- i (SR o), a0
i—1 i , .
donde k =0,1,2,...,n, — <s< —ei=1,2,... ,n. Nétese que la poligonal
n

vk tiene por vértices los puntos

H(Ok) H(1k> H(”) H(lk) ,
n n n n n n
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y resulta de escribir el segmento que une los puntos H (%, %) v H (%, %) con

], e (1.10) sigue que

intervalo de parametro [%, %] Ahora, para s € [i:Ll7 .

*yk(s)—H<s,fL) :H(ii) (ns—i)—&-H(i;l,fL) (i — ns)

Tomando mdédulos y usando la estimacién en (1.9) llegamos a que

fyk(s)H<s,7]z)‘ <e((i—mns)+1) < (1+1)e=2¢, (1.11)

siendo esta desigualdad vélida para todo k& = 0,1,2,...,n y para todo s, 0 <
s < 1. En particular, para k = 0 es

[70(s) — To(s)| < 2¢, 0<s<1.
Anélogamente, para k = n se tiene que
[vn(s) — I1(s)| < 2¢, 0<s<I1.
Por otra parte, de (1.8) y (1.11) resulta que
loe — i ()| > 2e, k=0,1,...,n, 0<s<l1.

Ademsds, sigue de la definicién de las poligonales v que

() — 71 (s)] < 2e, k=01,...n, 0<s<I.

La conclusién se obtiene sin més que aplicar el Lema 1.11 un nimero finito
de veces para ir pasando de una curva a la siguiente, concluyéndose que

Indr, (o) = Indy, (o) = Ind, (a) = - - - = Ind,, (o) = Indr, (a) .

O

Corolario 1.13 (Teorema de Cauchy homotépico). Sea 2 un dominio sim-
plemente conexo. Para todo ciclo v en 2 y para cualquier f € H({2) se tiene

que
/ f(z)dz = 0.
gl
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Demostracion. Si v es un ciclo en el dominio simplemente conexo (2, 7 es
homotépico a cero y, por el Teorema 1.12; serd homdlogo a cero en 2. Todo
lo que hay que hacer es aplicar la version homoldgica del teorema de Cauchy
(Teorema 1.2). O

Utilizando el mismo argumento, pero usando ahora el Corolario 1.7, se
llega a la férmula integral de las derivadas de orden superior que se recoge en el
resultado que sigue:

Corolario 1.14 (Férmula integral de Cauchy para la funcién y sus de-
rivadas). Sea {2 un dominio simplemente conexo. Para todo ciclo vy en §2, para
cualquier f € H({2), para todo z € 2\ {v} y para cualquier n = 0,1,2,... se
tiene que

2

Ind,(2)f™(2) = n—'/ WJ:(QZU)L_Hdw.

1.3. Primeras propiedades de los dominios simplemente
conexos.

De lo visto en la seccién anterior, podemos colegir simplificadamente que
homotopia implica homologia. Por tanto, teniendo en cuenta la Definicién 1.9,
en un dominio simplemente conexo cualquier ciclo es homdlogo a cero respecto
del dominio. Veremos en esta seccién (Teorema 1.17) que esta ultima propiedad
equivale a otras de diferente naturaleza. Empezaremos deteniéndonos en algunas
proposiciones de caricter independiente que utilizaremos en la demostracién.

Proposicion 1.15. Supongamos que {2 es un abierto de C y sea f una funcion
holomorfa y sin ceros en (2. Entonces, [ tiene logaritmo analitico en {2 si, y sélo
!
si, 7 tiene primitiva en §2.
Demostracion.  Supongamos que g es un logaritmo analitico de f en (2. Es
decir, e? = f, donde g € H(S?2). Derivando esta identidad se tiene que
get=f,

4
lo que prueba que g es una primitiva de =.

Reciprocamente, partamos ahora de que existe una funcién g holomorfa
!
en {2 tal que ¢ = =. Consideremos la funcién F := fe~9 holomorfa en 2 y

cuya derivada se anula idénticamente en (2. Esto se traduce en que si A es una
componente conexa de {2, entonces existe un complejo k4 tal que F' = k4 en
A. Nétese que, como f carece de ceros y la exponencial no se anula, k4 # 0, y
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se puede poner k4 = €4, c4 constante. Sigue que e“4TY = kqed = Fed = f.
Poniendo ahora G(z) = g(2) + ca, z € A, y razonando de igual modo con cada
componente conexa de {2 se concluye que G es un logaritmo analitico de f en
0.

O

Proposicion 1.16. Sean A y B dos conjuntos disjuntos de Co, con A compacto
no vacio de C, B cerrado y la distancia cordal x(A, B) = § > 0 . Entonces existe
un ciclo vy tal que:

(a){y} N (AUB) =10,
(b) Indy(2) =1 para todo z € A, y
(¢) Ind,(z) = 0 para todo z € B.

Demostracion.  Remitimos al lector a la obra de R. Ash [1, Lemma 2.3.6, pag.
64].
|

Estamos en condiciones de dar algunas propiedades equivalentes de los
dominios simplemente conexos. Este resultado serd ampliado en el capitulo IV.

Teorema 1.17. Sea 2 un dominio en C. Las afirmaciones siguientes son equi-
valentes:

(a) Coo \ 2 es conexo.

(b) Todo ciclo en §2 es homdlogo a cero respecto de §2.

(¢) Para cualquier ciclo v en §2 y para cualquier funcion f holomorfa en {2 se
tiene que [, f(z)dz = 0.

(d) Toda funcién holomorfa en §2 tiene primitiva en (2.

(e) Toda funcidon holomorfa en 2 que carezca de ceros en §2 tiene un logaritmo
analitico en (2.

(f) Si f es una funcién holomorfa en 2 y f(z) # 0 para cualquier z € (2,
/

entonces — tiene primitiva en 2.

(9) Si f es una funcidn holomorfa en 2 y f(z) # 0 para cualquier z € 2,
entonces f tiene una raiz cuadrada analitica, esto es, existe una g € H({2)
tal que g*> = f.

Demostracion.  (a) = (b): Supongamos que C \ {2 es conexo y sea y un
ciclo en 2. Como {7} C 2 resulta que Co \ 2 C Coo \ {7}. Ya que oo ¢ 2, serd
00 € Coo \ £2, y como C \ {2 es conexo, se tendra que Co, \ 2 estd contenido en
la componente conexa no acotada de C \ {7}. En particular, Ind,(z) = 0 para

cualquier z € C\ £2, lo que se traduce en que «y es homdlogo a cero respecto de
0.
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(b) = (a): Supongamos que Cy \ 2 no sea conexo. Entonces Co, \ 2 = AUB,
donde A y B son dos subconjuntos cerrados en Co, \ £2, no vacios y disjuntos.
Ahora bien, como {2 es abierto en C, también lo serd en Co,, con lo que Cy \ £2
es cerrado en C,, y por consiguiente, A y B son cerrados en Co,

Por otra parte, como oo € 2, co € AU B. Supongamos que co € B. Por
tanto, B\ {oo} = BN C es cerrado en C.

Veamos ahora que A es compacto en C. Como A es cerradoen C, y oo € A
se tiene que A es cerrado en C. Ademads, como oo ¢ A, existird un compacto K
de C tal que AN (Coo \ K) = 0. Luego A C K, y A es compacto.

Estamos en condiciones de aplicar la Proposicién 1.16 a los conjuntos A y
B\ {oo}. En consecuencia, existird un ciclo v tal que
{v}INn(AUu(B\{cx})) ={7}N(C\ N2) =0. Luego {v} C 2y {7} es un ciclo en
2. Ademés, como Ind.,(z) = 1 para todo z € A, se llega a que 7y no es homdlogo
a cero respecto de f2.
(b) & (¢):  Esto sigue del teorema de Cauchy homoldgico (Teorema 1.2).
(¢) & (d): Esto no es otra cosa que el teorema de la primitiva (ver [7, Teorema
4.20)).

(d) = (e): Supongamos que f € H({2) y sin ceros. Entonces e H(£2) y, por

!
el teorema de la primitiva, — tiene primitiva en {2, y por la Proposicion 1.15, f

tiene logaritmo analitico en f2.
(e) & (f): Esto es precisamente el contenido de la Proposicién 1.15.
(e) = (g): Supongamos que f € 7-[( ) sin ceros y que h € H(£2) tal que
= f. Es claro que la funcién g := e % es una raiz cuadrada analitica de f.
(g) = (f): Sean f holomorfa en {2 con f(z) # 0 para cualquier z € 2 y
g € H(R2) tal que g?> = f. Derivando sigue que 2gg’ = f’. De aqui se desprende
que f'/f tiene primitiva en (2.
Finalmente, cerraremos la cadena de equivalencias probando que
(e) = (b): Fijemos un punto zy € §2 y consideremos la funcién f(z) := z — 2.
Es claro que tal funcién es holomorfa y sin ceros en (2. Por hipétesis, f tendra un

logaritmo analitico en {2, lo cual es equivalente (por la Proposicién 1.15) a que
/

la funcion 7 tenga primitiva. Esto entrana que si v es un ciclo en 2, entonces

f/
/ 7 = 0. De este modo

f’(z)dzzi/ ©  Indy(z) =0,
v

2mi 5 f(2) 27t ),z — 20

lo que prueba que v es homdlogo a cero respecto de 2. O
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Convergencia y compacidad en el espacio de las
funciones holomorfas

Queremos dotar al espacio de las funciones holomorfas en un abierto de
una topologia que es estandar en teoria de funciones analiticas. Para mayor gene-
ralidad, vamos a introducirla en la clase mas amplia de las funciones continuas.

2.1. El espacio de las funciones continuas C(42)

Definicién 2.1.1 Para un abierto {2 de C denotaremos por C(§2) al conjunto
de todas las funciones continuas de {2 que toman valores complejos.

En la siguiente proposiciéon veremos que un abierto de C es o-compacto,
es decir, lo podemos escribir como unién numerable de subconjuntos compactos
que, ademas, podemos tomarlos encajados en orden creciente.

Proposicion 2.1.1 Todo conjunto abierto §2 de C se puede escribir como union
numerable de conjuntos compactos {K,} tales que

donde los conjuntos K, satisfacen las siguientes propiedades:

(a) Ky, C Int(Kp41), n=1,2,....
(b) Para cualquier compacto K C {2 existe un n € N tal que K C K.

(¢) Cada componente conexa de Cy \ K,, contiene una componente conera de
Coo \ £2.
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Demostracion.  Consideremos la funcién distancia d : 2 — R™T, donde d(z) =
dist(z,C\ £2). Para cada entero positivo n, definimos:

1
Kn:{z:|z|<n}ﬂ{z€(2 :d(z)>}.
n
Como la funcién distancia es continua es claro que K, es cerrado y obvia-
mente también acotado, luego es compacto.
Ademds, ya que

1
K, : 1 : 0 —_— =1,2,...
nCl{z:|z|<n+ }ﬂ{z d(z,C\ )>n+1}’ n J2, .,

y el conjunto del segundo miembro es abierto, es claro que K,, C Int(K,11), lo
que prueba la parte (a). Obsérvese que si z € 2y |z] < k para algiin k € Ny
d(z) > % para un cierto j € N, si n = max{k, j}, es claro que |z| < nyd(z) > *

n'
Esto implica que z € K,,. Por tanto, podemos poner que
(oo} oo
0= U K, = U Int(K,).
n=1 n=1

Para probar (b), dado un compacto cualquiera K C 2, es claro que K C
oo
U Int(K,). Por consiguiente, K se puede recubrir por un ndmero finito de
n=1

ellos, y como son encajados en orden creciente, podemos decir que existe un
N

n € N tal que K C U Int(K,) C K.

n=1

Para ver (c), reparemos ante todo que Co \ 2 C C \ K, y que ambos
contienen al punto del infinito. Si U es la componente no acotada C \ {2,
oo € U, U es conjunto conexo de Cy \ 2 que deberd estar contenido en la
componente conexa no acotada de Co, \ K,,. Nétese que esta componente no
acotada contiene al conjunto {z : |z| > n}. Por esto, si D es una componente
conexa acotada de Cs \ K, debe contener un punto z € D tal que d(z) < &.
Por definicién, esto supone que existe un w € C\ 2 tal que |w — z| < % Pero
entonces z € D(w, %) C Cx \ Kp; va que los discos son conexos y z estd en la
componente D de Cy, \ K, resulta que D(w, %) C D. Finalmente, si D; es la
componente conexa de C\ {2 que contiene a w sigue que Dy C D. (]

Nuestro siguiente objetivo es dotar al espacio C({2) de una métrica. Si
K C {2 es compacto, definimos la funcién

pi : C(2) x C(2) = RF



2.1 El espacio de las funciones continuas C({2) 17

de la siguiente manera:

(f,9) = px(f.9) = Sg}g{lf(Z) — 9} = —glx-

pK es una cuasi-métrica sobre C(£2) porque px(f,g) > 0, px(f,9) = pr(g, f)
v pr(fy9) < px(f,h)+ pk(h,g), cualesquiera que sean f, g, h € C({2). Para los
compactos introducidos en la Proposicién 2.1.1, escribiremos

pu(fr9) = sup {|f(2) —g(2)I} = [If —gllx. n=12...,
zeK,,

y definimos

=Y (5) ks pgcce). e

n=1

Como la serie (2.1) siempre estd mayorada por una geométrica de razén
menor que uno, la aplicacién p estd bien definida y establece una métrica en
C(2). Nos limitaremos a probar solamente la desigualdad triangular. A tal fin,
utilizaremos que la aplicacién t — i, t > 0, es creciente. Por ello, ya que

1+¢°
pn(fs9) < pu(fih) + pn(hs g), n €N,
sigue que
pn(fi9) pn(fsh) pn(h, g)

L+pn(f,9) = 14+ pu(fih) + pu(h.g) 14 pu(f.h) + pu(h,g)

pulfih) pn(h, g)
S 1+ pa(f,h) 1+ pulh,g)

Sumando en n se llega a que

p(f,9) < p(fih) + p(h, g)

para f, g, h € C(02).
La siguiente proposicién es fundamental para entender mejor como es la
convergencia en C((2).

Proposicién 2.1.2 Sea p la métrica definida en (2.1) para el espacio C(£2).
Entonces:

(a) Dado € > 0, ezisten un § > 0 y un compacto K C §2 tal que si f, g € C(£2)

) ||f - gHK < 67 entonces p(fa g) <Ee.
(b) Dados un nimero § > 0 y un compacto K C {2, existe un € > 0 tal que si

fr9€C(2) yp(f,g) <e, entonces || f — gllx < 9.
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Demostracion.  Para ver (a), dado un € > 0 existe un p € N tal que
2 2"
n=p+1

Tomemos K = K, compacto. Usando que la funci(')n %H es continua en 0,

tomemos un § > 0 tal que si 0 < ¢ < 4, entonces 17+t < 5. 5i f y g son continuas
en 2 tales que ||f — g||x < J, entonces

pn(frg) <36, n=12,...p
Ahora,
"olfe) N~ (1\"e . o (W',
z;() L+ pu(f, )<,§<2) 2+n_zp+1<2) St T

Para probar (b), dado un compacto K C {2, sea p € N tal que K C K.
Observemos que

|f=9llx <pp(f.9).

Por otra parte, dado § > 0 , como la funcién - es continua en s = 0, existe
if g
son continuas en 2y p(f,g) < €, se sigue que
pp(f; g) < 2We ,
1+ pp(f,9)
pudiéndose concluir que || f — gl|x < pp(f,9)- O

Proposicién 2.1.3 Provisto de la métrica p, C(§2) es un espacio métrico com-
pleto.

Demostracidn.  Supongamos que {f,} es una sucesién de Cauchy en el espacio
métrico (C(2),p). Por la Proposicién 2.1.2, para cualquier compacto K C {2,
las restricciones de las funciones f, a K constituyen una sucesion de Cauchy en
C(K), el espacio de las funciones continuas en K. Esto significa que para cada
0 > 0 existe un N = N(K) € N tal que si n, m € N con n, m > N se tiene que
|frn(2) — fm(2)| < 0, para cualquier z € K.

En particular, podemos decir que {f,(z)} es una sucesién de Cauchy en
C para todo z € f2. De esta forma queda definida una funciéon f : 2 — C
por f(z) = nl;ngo fn(z). Queremos ver ahora que f es continua en {2 y que

o(fn, f) = 0 cuando n — oo.
Para K compacto, como las restricciones a K de las funciones de la sucesion
{fn} constituyen una sucesién de Cauchy en C(K), que es un espacio métrico
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completo, la sucesién {f,} converge a f uniformemente en K. Pero el limite
uniforme de funciones continuas nos da una funcién continua. Esto prueba que
feC().

Finalmente, apliquemos la Proposicién 2.1.2. Dado ¢ > 0, existe un com-
pacto K C 2 y un § > 0 tales que si f y g son funciones continuas en (2 con
IIf —gllx < J, entonces p(f,g) < e. Para tal compacto K y para tal 4 > 0, como
fn — [ uniformemente en K, existird un N € N tal que si n > N se tiene que
Il fr — fllx < 0. Pero esto entrafia que p(f,, f) < € paran > N. O

Proposicién 2.1.4 (a) Un conjunto U C C(£2) es abierto si, y sélo si, para
cada f € U, existen un compacto K C 2 y un § > 0 tales que

{g€C(2) : px(f,g) <6} CU. (2.2)

(b) Una sucesion {f,} en C(£2) converge a f si, y sdlo si, {fn} converge a f
uniformemente en cada subconjunto compacto de (2.

Demostracion.
(a): Supongamos que U es abierto y que f € U. Entonces, existe £ > 0 de modo
que

B,(f,e) CU. (2.3)

Por la parte (a) de la Proposicién 2.1.2, existe un K C {2 compacto y un é > 0
tales que si pg(h,g) < & para h,g € C(S2), entonces p(h,g) < e. En particular,
para g € C(£2) con pk(f,g) < 0 sigue que p(f,g) < € y la inclusién en (2.3) se
deduce.

Reciprocamente, sea f € U y asumamos que existe un compacto K y un
0 > 0 tales que se verifica la inclusién en (2.2). Queremos ver que f es un punto
interior de U. Por la parte (b) de la Proposicién 2.1.2, existe un & > 0 tal que
cualesquiera que sean h, g € C(§2) tales que p(h, g) < ¢, se tiene que px (h, g) < 0.
En particular, si g € C(£2) tal que g € B,(f,¢), sigue que pr(f,g) < d, y por
(2.2), resulta que B,(f,e) C U. Esto prueba que f es un punto interior de U.

(b): Supongamos que p(fn, f) — 0 cuando n — oo, y sean K un subconjunto
compacto de 2 y 6 > 0. De acuerdo con la parte (b) de la Proposicién 2.1.2,
existe un € > 0 tal que para cualesquiera que sean f,g € C({2) con p(f,g) < € se
tiene que pk (f, g) < ¢. En particular, para tal € > 0, existe un Ny € N de modo
que p(fn, f) < € para n > Ny. Por consiguiente, px (fn, f) < § para n > Ny, lo
que prueba que {f,} converge a f uniformemente en K.

En la otra direccién, supongamos que {f,} converge a f uniformemente
en cualquier subconjunto compacto de 2 y tomemos un ¢ > 0. Por la parte (a)
de la Proposicién 2.1.2, existe un K C {2 compacto y un ¢ > 0 tal que si
pr(f,g) < 0, entonces p(f,g) < e. Para tal compacto K existird un N; € N tal
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que si n > Ny, entonces pi(fn, f) < 0 . Combinando, resulta que p(f,, f) < &
para cualquier n > Nj lo que prueba que { f,,} converge a f en el espacio métrico

(C($2), p)- U

Definicién 2.1.2 Un conjunto F C C({2) es normal si cada sucesién en F tiene
una subsucesién que converge a una funcién f de C(§2).

Esto podria recordar la definicién de conjunto secuencialmente compacto,
pero debe advertirse que no se requiere que el limite de la subsucesion esté en
el conjunto F. Con argumentos netamente topoldgicos la normalidad también
viene caracterizada por la Proposicién 2.1.5.

Proposicién 2.1.5 Un conjunto F C C(£2) es normal si, y sdlo si, su clausura
es compacta.

Proposicién 2.1.6 Un conjunto F C C(£2) es normal si, y sélo si, para cada
conjunto compacto K C §2 y 6 > 0, existen funciones fi, fo,..., fn en F tales
que para f en F, existe al menos un k,1 < k < n, con

sup{|f(z) — fr(z)|: 2 € K} < 4.

Demostracion. ~ Supongamos que F es normal, y sean K C {2 compacto y
4 > 0. Podemos aplicar la parte (b) de la Proposicién 2.1.2. Como F es compacto,
F es totalmente acotado [4, Thm. 4.9]. Por tanto, existen f1, fa,..., fn € F tales
que

FclJif olf fr) <e}
k=1

Pero por la eleccién de €, esto da que

Fc | JLF If = fellxe < 63,
k=1

esto es, F satisface la condicién de la proposicion.

Para ver el reciproco, supongamos que F satisface la condicién establecida.
Es inmediato que lo mismo le ocurre a su clausura F. Por tanto, sin pérdida de
generalidad podemos asumir que F es cerrado. Mas, como C({2) es completo,
F debe ser completo, y usando una vez mas la Proposicién 2.1.2; se llega a que
F es totalmente acotado. Sélo queda por aplicar el resultado en [4, Theorem II,
4.9] para concluir que F es compacto y, por tanto, normal. (]
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2.1.1. El teorema de Arzela-Ascoli

En este apartado veremos el teorema de Arzela-Ascoli, un resultado poten-
te que se ha mostrado muy util en diferentes dreas del andlisis. Para su estudio,
necesitamos ver previamente algunos resultados de caracter general.

o0
Sean (X,,,d,), n > 1, espacios métricos y X = []| X, su producto carte-

n=1

siano. Esto significa que X = {£ = {z,} : 2z, € X,,, n=1,2,...}. Para cada
E={z,} yn=A{yn} en X, se define

= 1 " d’ﬂ mn7 n
d(&,n) =" <2> Hén(xi;n). (2.4)

n=1

oo
Proposicién 2.1.7 ( 1T Xn, d) , siendo d como en (2.4), es un espacio métrico.

n=1

oo

Si &k = {ak}22 | estd en X = [ Xy, entonces ¥ — ¢ = {x,} si, y solo si,
n=1

xk — z,, para cada n. Ademds, si cada (X,,d,) es compacto, X es compacto.

Demostracion.  Ver [4, Proposicién 11.1.18]. O

En el teorema de Arzela-Ascoli comparece el concepto de equicontinuidad
que introduciremos ahora.

Definicién 2.1.3 Un conjunto F C C({2) es equicontinuo en un punto zy de 2
si para cada € > 0, existe un 0 > 0 tal que para |z — 29| < 0,

|f(z) = f(z0)] <€, Vf e F.

F es equicontinuo sobre un conjunto E C {2 si para cada € > 0, existe un § > 0
tal que para z y 2’ de E, y |z — 2/| < 4,

1f(z) = f(N)l <e

para toda funcién f en F.

Proposicién 2.1.8 Si F C C(£2) es equicontinuo en cada punto de {2, entonces
F es equicontinuo en cada subconjunto compacto de (2.

Demostracion.  Sea K un compacto de {2 y fijemos un € > 0. Entonces, para
cada w € K, existe un d,, > 0 tal que

[f(w') = f(w)] <

5
27

para todo f € F siempre que |w — w'| < §,. Ahora, los discos abiertos
{D(w, ) }wek constituyen un recubrimiento abierto de K. Por el lema del
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recubrimiento de Lebesgue (ver [4, Lemma 11.4.8]), existe un ¢ > 0 tal que para
cada z € K, el disco D(z,d) estd contenido en alguno de los del recubrimiento.
De esta forma, si z y 2’ estdn en K y |z — 2/| < 0, existe un w € K tal que
2" € D(z,0) C D(w,d,). Es decir, |z —w| < 6y v |2 — 2| < . Esto da que
F(2) = fw)| < § ¥ [F(z') = f(w)| < %. Por tanto, |f(z) = f(')] < &, lo que
prueba que F es equicontinuo en K. O

Estamos en condiciones de abordar el teorema de Arzela-Ascoli:

Teorema 2.1.1 (Teorema de Arzela-Ascoli) Un conjunto F C C(£2) es
normal si, y solo si, se satisfacen las siguientes condiciones:

(a) Para cada z en 2, {f(z) : f € F} tiene clausura compacta en C.
(b) F es equicontinuo en cada punto de §2.

Demostracion. =>: Sea JF normal. Sabemos que para cada z en {2, la apli-
cacién evaluacién en z definida en C(£2) a C, f ~ f(z), es continua. Como
también se tiene que F es compacto (ya que la clausura de un conjunto normal
es compacta), su imagen en C es un compacto. De aqui se deduce ya el apartado
(a).

Veamos (b). Fijamos un punto zg en {2, y sea ¢ > 0. Elijamos un R > 0 tal
que K = B(zp,R) C 2. Entonces, tenemos que K es compacto. Utilizando la
Proposicién 2.1.6, tenemos que existen funciones f1,..., f, en F tales que para
cada f en F, existe al menos un fi que verifica

sup{|f(2) = fu())] 2 € K} < 2. (2:5)

Pero ya que cada f es continua, existe un 6, 0 < § < R, tal que |z—zg| < d.
Esto implica que
€

|fr(2) — fr(20)] < 3

para 1 < k <n (por definicién de continuidad). Por tanto, si |z — 2| < 6, f € F,
y tomando un k para que se satisfaga (2.5), entonces, utilizando la desigualdad
triangular, se llega a que:

1f(2) = f(20)] <1f(2) = frl2) + [fr(2) = fu(20)| + | fr(20) = f(20)]

<t4sti=e
3 3 3 7

Esto prueba que la familia F es equicontinua en zq.

<=: Supongamos que se satisfacen las condiciones (a) y (b). Tenemos que
demostrar que F es normal. Tomamos la sucesién {z, } de todos los puntos de {2
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cuyas partes reales e imaginarias son racionales. Por densidad, si z € 2y § > 0,
existe un z, tal que |z — z,| < §. Para cada n > 1, sea

X,={f(zn): feF}CC.

Por la hipétesis en (a), para cada n > 1, si d,, es la restriccién de la

métrica usual en C a X,,, (X,,d,) es un espacio métrico compacto y por la
oo

Proposicién 2.1.7, X = ] X,, es un espacio métrico compacto. Ahora, para f
n=1

en F, definimos f en X como:

F={f(z) f(z2),... }.

Sea {fr} una sucesién en F; por tanto, {fi} es también una sucesién
en el espacio métrico compacto X. Por consiguiente, existen un { en X y una
subsucesién de {fr} que converge a . Para facilitar la notacién, asumimos que
& =lim ﬁ De nuevo, por la Proposicion 2.1.7 se tiene que

k—o0

donde & = {w,}.

Vamos a probar que {f} converge a una funcién f en C(£2). Por (2.6),
esta funcién tendrd que satisfacer que f(2,) = wy,. La importancia de (2.6) es
que impone un control del comportamiento de {fx} sobre un subconjunto denso
de £2. Usaremos el hecho de que {f;} es equicontinua para extender este control
al resto de f2.

Para demostrar que {f } converge a la funcién f es suficiente ver que { fx}
es una sucesién de Cauchy. Para ello, sean K conjunto compacto en 2,y € > 0;
por la parte (b) de la Proposicién 2.1.4 es suficiente encontrar un entero J tal
que para k, j > J,

sup{|fr(z) — fj(2)| :z € K} <e. (2.7)

Como K es compacto en 2, R = d(K,012) > 0, donde 912 denota la
frontera del conjunto £2. Sea K1 = {z : d(z,K) < iR}. Es claro que K; es
cerrado y acotado, por tanto compacto, y satisface que K C Int(K;) C K1 C £2.
Ya que F es equicontinuo en cada punto de {2, por la Proposicién 2.1.8 se tiene
que F es equicontinuo en K. Por tanto, elegimos un 4, 0 < § < %R7 tal que

€

£ - 1) < 5.

para toda funcién f en F, cualesquiera que sean z y z’ que estén en K, con
|z — 2’| < §. Ahora sea B la coleccién de puntos en {z,} que también estdn en
K esto es,
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B={z,:2z, € K1}.

Si z € K, entonces existe un z, con |z — z,| < §; pero como § < %R,
tenemos que d(z,, K) < 3R, o que z, € K;. Por consiguiente, {D(w;d) : w € B}
es un recubrimiento abierto de K con lo cual existe un numero finito de puntos
w1, ..., W, € B de modo que

K C CJ D(w;; 9).

i=1
Ya que para 1 < ¢ < n existe ka fr(w;), también existird un entero J tal
— 00

que para j, k> J

| fr(ws) = f(wi)| < g, (2.8)

para i = 1,...,n por (2.6).
Sea z un punto arbitrario de K y tomemos w; tal que |w; —z| < ¢. Entonces,
si k y j son mayores que J, de (2.6) y (2.8) se sigue que

[fk(2) = F5(2)] < |fk(2) = fr(wi)| + | fr(wi) = f5(wi)| + [£5(wi) = f5(2)]

Finalmente, la arbitrariedad de z establece (2.7).

2.2. El espacio de las funciones analiticas #(£2)

Denotaremos por H(£2) a la clase de todas las funciones analiticas en (2.
Veamos que H({2) es un subespacio cerrado de C(12).

Teorema 2.2.1 Si {f,,} es una sucesion en H(12) y f € C(£2) tal que f, — f,
entonces f es analitica y fr(Lk) — %) para cada entero k > 1.

Demostracion.  Sea A un triangulo contenido en {2 y consideremos su frontera
0A que es claramente compacta. Como f, — f uniformemente en JA sigue

que faA f= lim / fn=0. Como f es continua en (2, el teorema de Morera
n—oo

asegura que f es analitica en (2.

Ahora debemos probar que fflk) — f®) Sea D = D(a;r) C £2; entonces,
existe un nimero R > r tal que D(a; R) C f2. Si 7y es la circunferencia |z —a| = R,
entonces, por la férmula integral de Cauchy:
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196 - 10 = g [ 2,

" - 2mi (w— z)k+1 ’
para z € D. Utilizando la estimaciéon de Cauchy:

k! M, kK'M,R
(k) _ p(k) <= gep MY
|fn (Z) f (Z)‘—%(R_T)k+1 (R_T)k+17
para |z —a| < r, donde M,, = sup{|fn(w) — f(w)| : |w—a| = R}. Como sabemos
que f, — f, tenemos que lim M,, = 0. Asi, se sigue que fék) — f) uniforme-
mente en D(a; ). Ahora, si tomamos un K conjunto compacto arbitrario de {2, y

n

0 <r < d(K,012), entonces existen aq,...,a, en K tales que K C U D(aj;;r).
j=1

Finalmente, como fflk) — f*) uniformemente en cada D(a;;7), la convergencia

también es uniforme en K.
O

Con la topologia de convergencia uniforme sobre subconjuntos compactos
heredada de C({2), podemos anotar los corolarios siguientes:

Corolario 2.2.1 H(2) es un espacio métrico completo.

o0
Corolario 2.2.2 Si f,, : 2 — C es analitica y > fn(2) converge uniforme-
n=1

mente en conjuntos compactos a f(z), entonces:

PG =30 1),

Teorema 2.2.2 (Teorema de Hurwitz) Sea 2 una regidn, y supongamos una
sucesion {f.} de H(82) que converge a f. Si f £ 0, D(a;R) C 82, y f(2) # 0
para |z — a| = R, entonces existe un entero positivo N tal que paran > N, f y
fn tienen el mismo numero de ceros en D(a; R).

Demostracion.  Ya que f(z) # 0 para |z — a| = R por hipétesis, tomamos:
§ =if{|f(z)]: |z —a| =R} >0.
Como f, — f uniformemente en {z : |z — a| = R}, luego, por definicién,

existird un entero N tal que sin > N y |z — a| = R, entonces f,(z) # 0 para
|z—al=Ry

£ (2) = fu(2)] < %5 <|fE < [f)+ | fnl2)].
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Ya que sabemos que f y f, son analiticas, y acabamos de ver que
|7 (2) = fu(2)] < |f(2)], utilizando el teorema de Rouché, concluimos que f y f,
tienen el mismo ndmero de ceros en D(a; R).

d
Corolario 2.2.3 Si 2 es una region y {fn} C H(2) converge a f en H(£2) y
ningun fn se anula en {2, entonces f =0 ¢ f nunca se anula.

Definicién 2.2.1 Una familia F C H({2) es localmente acotada si para cada
punto a en {2, existen constantes M y r > 0 tales que para toda f en F:

lf(2)] < M,

para |z —a| <r.
Alternativamente, F es localmente acotado si existe un r > 0 tal que

sup{|f(2)| : |z —a| < r, f € F} < 0.

Esto es, F es localmente acotado si alrededor de cada punto a en (2, existe un
disco en el cual F es uniformemente acotado.

Este concepto se extiende enseguida para requerir que F sea uniforme-
mente acotado en subconjuntos compactos.

Lema 2.2.1 Una familia F en H(§2) es localmente acotada si, y sdlo si, para
cada conjunto compacto K C (2, existe una constante M tal que

lf(2)] < M,

para toda f en F y para cualquier z en K.
Para finalizar esta seccion, estableceremos el teorema de Montel.

Teorema 2.2.3 (Teorema de Montel) Una familia F en H({2) es normal s,
y solo si, F es localmente acotado.

Demostracion.  Supongamos que F es normal pero no localmente acotado;
entonces existe un compacto K C §2 tal que sup{|f(z)|: z € K, f € F} = 0.
Esto es, existe una sucesién {f,,} en F tal que sup{|fn(2)|: z € K} > n. Como
sabemos que F es normal, existird una funcién f en H({2) y una subsucesién
{fn.} tal que f,, — f. Pero esto nos da que sup{|f,,(z) — f(2)|: 2 € K} =0
cuando k — co. Si |f(2)] < M, para z € K:

ne < sup{|fu, (2) = F(2)] : 2 € K} + M.
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Tomando limites cuando & — oo, vemos que la parte de la derecha converge a
M mientras que el primer miembro se puede hacer tan grande como se quiera.
Esto da una contradiccion.

Ahora supongamos que F es localmente acotado. Aplicaremos el teorema
de Arzela-Ascoli (Teorema 2.1.1) para probar que F es normal. Como se satisface
la condicién (a) del teorema, nos bastard con demostrar que F es equicontinuo
en cada punto de §2. Tomemos un punto a de {2 arbitrario y un € > 0; por
hipétesis, existe un 7 > 0y un M > 0 tal que D(a;r) C 2y |f(z)] < M para
todo z en D(a;r) y para todo f en F. Sea |z —a| < iry f € F; entonces, usando
la férmula de Cauchy con v(t) = a + rett, 0 < t < 2,

/de <%\a—z|
¥ ( T .

w—a)(w— z)

[f(a) = f(2)] <

1
2

Tomando § < min{%n Thr€} se sigue que |a — z| < 0, lo que implica que
|f(a) — f(2)] < € para toda f en F. Queda probado que F es equicontinuo en a

y el resultado queda probado.
O

Corolario 2.2.4 Una familia F C H({2) es compacta si, y sdlo si, es cerrada y
localmente acotada.
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El teorema de la aplicaciéon conforme de
Riemann

3.1. Introduccion

Nos proponemos en este capitulo establecer una relaciéon de equivalencia
entre dominios del plano. Hecho esto se vera que todos los dominios simplemente
conexos propios de C son equivalentes al disco unidad abierto D.

Definicién 3.1.1 Sean {2; y {25 dos dominios en C. Se dice que f : 7 — (2
es un isomorfismo conforme de {21 sobre {25 si f es holomorfa y biyectiva. Los
dominios {27 y {25 se dird que son isomorfos o conformemente equivalentes si
existe un isomorfismo conforme de §2; sobre (25.

Si (21 y {25 son dos dominios isomorfos y f es un isomorfismo conforme de
{21 sobre (29, la aplicacién g — g o f es una biyeccién de H({22) sobre H({2).
Es mas, esta aplicacién es un isomorfismo en sentido algebraico del algebra de
funciones H({25) sobre el dlgebra de funciones H({21). Esto significa que, desde
el punto de vista de la teoria de funciones analiticas, dos dominios isomorfos son
indistinguibles. Esto hard que la solucién de un determinado problema en un
dominio se pueda trasladar a otro isomorfo a él.

Es claro que C no puede ser conformemente equivalente a ningtin dominio
acotado en virtud del teorema de Liouville. Es también facil de deducir de la
definicién que si 21 es un dominio simplemente conexo que es isomorfo a (2o,
entonces {25 también es dominio simplemente conexo.

3.2. El teorema de la aplicacién conforme de Riemann

En esta seccion se demostrard el Teorema 3.1 que es uno de los resultados
mas importantes de la teoria de funciones de variable compleja.
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Teorema 3.1 (Teorema de la aplicacién conforme de Riemann). Todo
dominio simplemente conexo propio del plano es conformemente equivalente al
disco unidad abierto.

La prueba del Teorema 3.1 se deduce de inmediato a partir del Teorema
3.2, el cual no es otra cosa que la versiéon de Koebe del teorema fundamental
de la representacién conforme. Convendra recordar que la aplicaciones analiticas
y biyectivas del disco unidad sobre si mismo son, salvo rotaciones, de la forma

a(z) = =, a € D.

Teorema 3.2 (Koebe). Sean 2 un dominio simplemente conexo propio del
plano y a € (2. Existe una unica funcion analitica f : 2 — D que tiene las
siguientes propiedades:

(a) f(a) =0y f'(a) >0
(b) f es inyectiva en 2, y

(c) [(£2) =
Demostracion.  Tenemos que probar la unicidad y la existencia.

Unicidad:

Supongamos que exista otra funcién g que verifique las condiciones del
teorema. Entonces h = fog™! : D — D es analitica y biyectiva, con lo cual
serd de la forma h = cyp,, para algin a € D, donde ¢ es una constante con
lc| = 1. Como h(0) = 0 se deduce que a = 0, asi que f(g~'(z)) = cz para todo
z € D. Como consecuencia, f(z) = cg(z), para todo z € D. Derivando resulta
que f'(a) = ¢g’(a), y teniendo en cuenta que f’'(a) y g’(a) son ambos positivos,
¢ = 1. Por tanto, f = g.

Ezistencia:

Encontraremos la funcién como solucién a un problema extremal. No obs-
tante, para un ulterior desarrollo conviene apuntar que la inica propiedad que
se precisa de los dominios simplemente conexos es la que se dice que una fun-
cién holomorfa y sin ceros en el dominio tiene una raiz cuadrada analitica. De
hecho, se ha visto ya que esta propiedad caracteriza a los dominios simplemente
COnexos.

Lema 3.2.1 Sea {2 un dominio propio del plano que tiene la propiedad de que
cualquier funcion holomorfa y sin ceros en {2 tiene una raiz cuadrada analitica.
Si a € (2, existe una funcién analitica en {2 tal que

1. f(a) =0y f'(a) > 0;
2. f es myectwa en §2;
3. f

(2) =
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Demostracion del Lema 3.2.1. Consideremos la familia
F={feHt2): f(a) =0, f'(a) >0, f es inyectiva y f(£2) C D},

y procedamos de acuerdo con las siguientes etapas:

(i) Veremos en primer lugar que F es una familia no vacia.
(ii) Luego, que existe una funcién en F con derivada en a maximal.
(iii) Finalmente, verificaremos que tal funcién f cumple las propiedades exigidas
en el teorema.

(i) F#£0:

Sea b € C\ £2. La funcién z — b no tiene ceros en (2 y, por hipétesis, tendra
una raiz cuadrada analitica, esto es, existird una funcién g holomorfa en {2 tal
que

(9(z))* =2 -0, z €.

Si 21 y 29 son dos puntos de 2y g(21) = +g(22), entonces z; = z3. En particular,
g es inyectiva. Por el teorema de la aplicacion abierta, existe un r > 0 tal que

D(g(a),r) C g(£2).
Por otra parte, afirmamos que
9(2)ND(=g(a),r) =0. (3.1)

En efecto, para verificar (3.1), procedamos por reduccién al absurdo. Sea z € 2
tal que ¢g(z) € D(—g(a),r). Esto significa que

l9(2) + g(a)l = | = g(z) — g(a)| <.

Por tanto, existe un w € {2 tal que g(w) = —g(z). Esto entrafia que w = z con
lo que g(z) = 0 y en consecuencia, z = b, lo que es una contradiccién.
Sigue de (3.1) que

9(82) € Coo \ D(=g(a), 7). (3.2)

Sea T una transformacién de Mobius tal que T(Co \ D(—g(a),r)) =D, y con-
sideremos la funcién g1 = T o g. g1 es holomorfa en (2, inyectiva y ¢1(£2) C D.
Si a = g1(a) € D, la funcién go = ¢, © g1 serd holomorfa e inyectiva en 2, satis-
faciendo que g2(2) C Dy go(a) = 0. Ya que g4(a) # 0, haciendo una rotacién
si fuese necesario, podemos afirmar que existe una constante ¢ de médulo uno
tal que la funcién gs3(z) = cga(z); ademés de todo lo que verifica g2, g3 también
satisface que g5(a) > 0. Esto prueba que g3 € F y, por tanto, F # 0.
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(i)  Un problema extremal.
Puesto que sup{|f(2)| : f € F} <1, es claro que F es una familia normal.
zE€N2

Lo mismo le ocurrird a la familia 7 U {0}. Probemos ahora que
F c Fu{o}. (3.3)

Para ver tal inclusién, sea f € F y {f,} una sucesién en F tal que f, — f en
la topologia de H({2). Es claro que f(a) = 0. Ademds, como [} (a) — f'(a), se
tendra que

fl(a) >0.

Sean z1 y zo dos puntos de {2, con z; # z3, consideremos el disco D(za,7), y
supongamos que z1 € D(z2,7). Pongamos ¢ = f(z1) y ¢ = fu(21), n € N. Esto
supone que f,(z) — ¢, no se anula en D(z3,7), ya que f, es inyectiva. Como
se tiene también que f,(2) — ¢ — f(2) — ¢, n — oo, uniformemente sobre
K = D(z9,7), €l Corolario 2.2.3 del teorema de Hurwitz asegura que f(z) # ¢
para cualquier z € K, o bien, f(z) = ¢ para todo z € K. En este dltimo caso,
por el principio de la prolongacién analitica, f(z) = ¢ para todo z € (2. Pero
como f(a) = 0, se tendrd que f = 0. En caso contrario, f(z2) # f(z1). Esto
prueba que f serd inyectiva, asi que deberd tenerse que f’(a) > 0. Finalmente,
probemos que
f(2)cDh.

Para tal fin, procedamos por reduccién al absurdo. Supongamos que para algin
2o € §2 se tiene que f(z9) = A con |A| > 1. Es claro que f,, — A — f — A, cuando
n — 00, en la topologia de H({2). Como las funciones f,, — A no se anulan
en {2, por el teorema de Hurwitz se tendrd que f(z) = X para todo z € 2, 6
f(2) # X para cualquier z € (2. La primera situacién no se puede presentar
porque f(a) = 0 asi que tendrd que verificarse la segunda. Pero ello estd en
contradiccién con el hecho de que f(z9) = A. Habrd de ser, en consecuencia,
que f(£2) C D. En este caso queda probado que f € F y la inclusién en (3.3)
queda establecida. Podemos decir que F es un subconjunto compacto del espacio
métrico H({2). Comoquiera que el funcional f — f'(a) de H(2) en C es continuo,
también sera secuencialmente continuo. Podemos afirmar que existe una funcién
f € F con derivada en a maximal, esto es, f'(a) > ¢’(a) para toda g € F. Mas,
como F es no vacio, tendra que ser f'(a) > 0, con lo que tal funcién f deberd
estar en F.

(iii)  FEsta funcion f llena todo el disco unidad.

Para ello vamos a proceder por reduccién al absurdo. Sea w € D, y su-
f(z)—w
-/ (2)
no se anula en este conjunto. Como {2 es simplemente conexo, admitird una raiz
cuadrada analitica h, teniéndose que

pongamos que w ¢ f({2). Entonces, la funcién es analitica en 2 y
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() = LE

Procediendo como se hizo en la primera etapa, se puede comprobar que si h(z1) =
+h(z2), entonces, puesto que f es inyectiva, se llega a que z; = z5. Por tanto, h
es uno a uno, lo que significa, en particular, que h’(z) # 0 para todo z. Por otra
parte, como (h(2))? = (v o f)(2), se tiene que h(£2) C D.

Definamos ahora la funcién

z €. (3.4)

e (3.5)
_ ()| h(z) ~ ha)
9(z) = W(a) 1— h(a)h(z)

Sigue que g(2) C D, g(a) =0y g es inyectiva. Adem4s:

/ |1 (a)| B (a)(1 — |h(a)[?) |1/ (a)]
g'(a) = = >0.
h(a) (1= [h(a)]?)? 1 —[n(a)[?
Esto prueba que g € F. Notando que |h(a)|? = |w| = | — w|, diferenciando en
(3.4), y ya que f(a) =0, resulta que
2h(a)h’(a) = f'(a)(1 — |w]?),
por lo que
/ 2
/ fla)d —wf) 1 / 1+ |w| /
a) = = a > a),
g0 = S = @ ) > @
lo que contraviene el cardcter maximal de f’(a). Por tanto, f({2) = D.
O
Demostracion del Teorema 3.1. A tenor de lo visto en el Teorema 1.17, un

dominio simplemente conexo propio goza de las equivalencias que figuran en el
mismo. Teniendo en cuenta este hecho, la prueba del Teorema 3.1 sigue sin mas
que aplicar el Lema 3.2.1. O

Corolario 3.2.1 Entre los dominios simplemente conexos del plano sélo hay dos
clases de equivalencia: una constituida soélo por C, y otra que contiene a todos
los dominios simplemente coneros propios.

3.3. El teorema de Osgood-Taylor-Carathéodory

El teorema fundamental de la representacién conforme (Teorema 3.1) ase-
gura que todo dominio simplemente conexo propio es conformemente equivalente
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al disco D. En 1901, Osgood conjeturd que una transformaciéon conforme de un
dominio de Jordan sobre D se puede extender a un isomorfismo entre sus clau-
suras. Esta conjetura fue confirmada mas o menos simultdneamente por Osgood
y Taylor (1913) y Carathéodory (1913). Para que tal extensién sea factible, la
frontera del dominio juega un papel decisivo. En este sentido, motivemos nuestro
problema con el siguiente ejemplo:

Supongamos que {2 es el interior del rectangulo de altura h que tiene un
vértice en el origen y dos de sus lados estan sobre los ejes coordenados, del cual
se han suprimido segmentos verticales de altura h/2, que tienen su punto base
en los puntos %, n = 2,3,.... Puede verse que la aplicacién de Riemann de {2
sobre D no se puede extender con continuidad al origen, el cual, en cierto sentido
es "inaccesible”.

Definicién 3.3.1 Sean (2 un abierto y a € 9f2. Se dird que a es un punto
frontera accesible si dada cualquier sucesién de puntos {z,} C {2 tales que
zn, — a cuando n — oo existe una curva v : [a,b] — C tal que v(b) = a,
~(t) € 2 para cualquier t € [a,b), y existe una sucesién {t,} C [a,b) de modo
que Y(tp) = zp, n=1,2,....

Teorema 3.3.1 Sean {2 un dominio simplemente conexo acotado y f una trans-
formacion conforme de §2 sobre D. Si « es un punto frontera accesible, entonces
existe

lim  f(2).

z—a,z€82
La prueba precisa de algunos lemas.

Lema 3.3.1 En las hipotesis del Teorema 3.3.1, y si v es una curva como la
referida en la Definicion 3.3.1 que pasa por todos los puntos de una sucesion
{zn} C 2 que converge a o, entonces

lim | £(4(£))] = 1. (3.6)

t—b

Demostracion.  Sea e € (0,1), y hagamos ¢/ = 1 —¢. Pongamos g = f~1: D —

2. Entonces ¢g(D(0,¢’)) = K. es compacto en {2 que satisface d(a, K./) > 0.
Tomemos § tal que 0 < ¢ < d(a, Kr). Como h'rgl ~v(t) = o, para tal § > 0
t—b-

existird un t* > a de modo que |y(t) — a| < §, para cualquier ¢ € (t*,b). Esto
significa que y((t*,b)) C D(a, d). De aqui se deduce que v(t) ¢ K./, con lo cual
|[f(v(t)] > 1 —e. Como f(£2) CD, |f(y(¢))] < 1. Esto prueba (3.6). O

Lema 3.3.2 (Lema de Koebe) Supongamos que h es una funcién holomorfa
y acotada en el disco D, que w' y w” son dos puntos de la circunferencia unidad
T a los que convergen sendas sucesiones {w),} y {w/'} de D, respectivamente.
Sean también dos sucesiones de reales positivos {en} y {rn} que convergen a
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cero. Para cada n € N, 1, es una curva en D que conecta w, con w! que estd
contenida en la corona An(0,1 —e,,1). Asumamos también que

|h(w)|<rn, we{wn}a TL:1,2,....
Entonces h = 0.

Demostracion.  Sin pérdida de generalidad podemos asumir que h(0) # 0, pues
en caso contrario se dividiria h por z", donde n es el orden del eventual cero en
el origen. Efectuando una rotacién si fuera necesario podemos suponer que w’
y w” son simétricos respecto al eje real, es decir, w’ = w”. Sea M el minimo
entero tal que la recta que pasa por el origen con pendiente w/M separa a w’
del semieje real positivo en dos semiplanos distintos.

Denotemos por L’ al rayo que parte del origen y que forma un dngulo 7/M
con el eje x y sea L su simétrico respecto al eje x. Supongamos que el intervalo

del pardmetro de v, es [an, by], y pongamos
cn = méx{t € [an,by] : Yn(t) € L'},

dp, = min{t € [an,by] 1 t > ¢, S(Pn(t)) =0} .

De esta forma, el grifico de la restriccién ., 4,) cae entre el eje x y
el L' y conecta 9(c,) con 9(d,). Reflejamos esta curva con respecto al eje x
y obtenemos una curva, que denotaremos por ¥, y que une ¥ (d,) con ¥(c,).
Escribamos o, = 1, +,, con lo cual los puntos iniciales y finales de o,, estén
a la misma distancia del origen.

Denotemos por T una rotacion centrada en el origen de dngulo QM’T, apli-
camos M giros sucesivos a g, centrados en el origen y obtenemos

2 M—1
on,Ton, T 0p,..., T On,

que conforma una curva cerrada o la cual esta toda ella contenida en la corona
An(0,1 —g,,1). Ahora, la funcién

es holomorfa en D y, por tanto, también lo es la funcién
G(w) == h*(w)h*(Tw) - - - h*(TM1w) , w e D.

Supongamos ahora que B es una cota de h en D. Por tanto, cada factor en la
definicién de G estd mayorado por B2. Notamos que después de alguna rotacién
si fuera necesario, para cualquier w € {o} se tiene que T*w caerd sobre la curva
On,y asi

|h*(T*w)| < rpB,
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lo que implica que
|G(w)| < r,B*M~1, w e {o}. (3.7)

Ahora, para cada rayo L que salga del origen, denotemos por wy, aquel
punto que sea interseccién de L con o y que esté mas proximo al origen, y
denotemos por [0,wy,) al segmento. Pongamos W = U[O,wL). De esta forma,

L
hemos formado un abierto W cuya frontera consiste, precisamente, de la curva

construida.
Por el principio del maximo:

|G(0)] < méx |G(w)].
wef{o}

Haciendo tender n — oo y usando la estimacién en (3.7), resulta que G(0) = 0
y, por tanto, h(0) = 0, lo que estd en contradiccién con lo supuesto. O

Demostracion del Teorema 3.3.1: Supongamos que el teorema no sea cierto.
Entonces existird una sucesion {z,} en 2 que tiende a a, pero no existe el limite
de sucesién de imdgenes {f(z,)}. Pero como tal sucesién estd en el compacto
D, existirdn dos subsucesiones {z/,} y {z} tales que sus imdgenes convergen a
puntos distintos w’ y w”, es decir, f(z],) — w' y f(2/) — w”. De acuerdo con el
Lema 3.3.1 se tendrd que |w'| = |w”| = 1.

Sea 7 una curva en {2 que pasa por todos los puntos de la sucesién de
acuerdo con la definiciéon de punto frontera accesible. Denotemos por ~, a la
restriccién de v que conecta z/, con z,/, con lo que v, se aproxima a « cuando
n — oo. Poniendo

form=tn, n=1,23...

tenemos que 1, conecta w) con w . Otra vez por el Lema 3.3.1, v, tiende
uniformemente a la circunferencia unidad. Tracemos rayos que partan del origen
y estén proximos a w’ y a w”. Para n suficientemente grande, todas las curvas
estdn dentro del sector (pasando a una subsucesion si fuera necesario).
Hagamos otra vez ¢ = f~1 : D — 2 y pongamos h = g — o, de modo que
h(w) = g(w) — a para todo w € D. Puesto que h o v,, — 0 para n — oo, por el
Lema de Koebe (Lema 3.3.2), sigue que g = «, lo que contraviene el hecho de
que g es inyectiva. O

Teorema 3.3.2 Sean {2 un dominio simplemente conexo acotado y f una trans-
formacion conforme de 2 sobre D. Si o1 y g son dos puntos frontera distin-
tos accesibles a los que [ se puede extender por continuidad, entonces f(aq) #

flaz).
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Demostracion.  Supongamos por el contrario que

flar) = flaz). (3.8)

En virtud del Lema 3.3.1, multiplicando por una constante convenientemente
elegida, podemos suponer que

f(Oél) = f(Oég) =—1. (39)

Sea otra vez g = f~1 : D — £2, y supongamos que y; y Y2 son dos curvas en {2
que tienen el mismo intervalo del pardmetro [a, b] de modo que lirl? vi(t) = au,
t—b—

i=1,2. Para0 <r< @, se tendrd que
" € (a,b) :Vt e (t",0) = |(t) — as| < r. (3.10)
De aqui se desprende que

| — az|

t*,b
9 ) e(a>7

|y — | < [y1(t) —y2(t)] +

con lo que
o] —« .
21 =020 ) — ()], te (D). (3.11)
Por otra parte, podemos escoger un 6 > 0 tal que f(v;(t*,0)) C DN
D(-1,6) = A(). Los puntos del conjunto A(J) en coordenadas polares satisfacen
que 0 <7 <35y —p(r) <8 < p(r), donde p(r) = sup{n > 0 : —1 +re?¥ €
D, [0] <n < 5}. Ahora bien,

90(1")
Area (g // 2)|?dzdy = / / —1 4 7re))?rdrdd < oo,
A(é)

(3.12)
porque g es inyectiva y {2 es acotado. Para cada 0 < r < ¢ la circunferencia

C(—1,r) cortaa foy; ya foryy en dos puntos wy = f(y1(t1)) y wa = f(72(t2)),
respectivamente, donde 1 ,to € (t*,b). Denotemos por [ al arco de esta circun-
ferencia que los une. Esto permite escribir que

g(wr) — glws) = /l J, (3.13)

y por (3.11):
1 — as|

2
De (3.13) y (3.14) resulta que

<lg(w1) — g(w2)|. (3.14)
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_ @(r) )
lon —asf _ / g/ (=1 + rei®)|rdo. (3.15)
2 —o(r)

Elevando al cuadrado y usando la desigualdad de Schwarz queda:

_ 2 w(r) )
7‘0‘14 azl” _ r/ g (=1 +re’®)|?db
mr —(r)

e integrando ambos miembros respecto de r entre 0 y 4 se obtiene que el segundo
miembro es finito por 3.12, mientras que la integral del primer miembro diverge.
Para que no haya contradiccion, debe ser a; = . O

Teorema 3.3.3 (Teorema de Osgood-Taylor-Carathéodory) Sea {2 un do-
minio simplemente conexo acotado de C tal que todo punto frontera es accesible.

Entonces, cualquier transformacion conforme de §2 sobre D se puede extender a

un isomorfismo de §2 sobre .

Demostracion.  Por el Teorema 3.3.1, para cada z € {2 cabe escribir

fz)= lm f(w), (3.16)
w—zZ, w2

con lo que f queda extendida por continuidad a 2. Ademds, dicha extensién

es inyectiva por el Teorema 3.3.2. Queda por ver que tal extensién es continua

en (2, lo cual haremos viendo que es continua por sucesiones. Asf, si {2,} C (2,

2n — 2 € £2, hemos de ver que f(z,) — f(z) cuando n — oo.

En (3.16), reemplazando z, por z, podemos decir que, dado £ > 0, existe
un § > 0 tal que para cualquiera que sea w € D(z,,d) N {2 se tiene que |f(z,) —
f(w)| < £. No se pierde generalidad tomando § < +.

Para cada n € N elijamos un o, € £2 N D(z,, +) tal que

€

If(an) — flzn)]| < 2 n=12,... (3.17)

Es claro que la sucesién {a,} estd contenida en {2 y converge a z. Por (3.16),

podemos afirmar que lim f(a,) = f(z2), esto es, existe un ng € N tal que
n—oo

|f(an) = f(2)| < §, para n > ng. Aplicando ahora (3.17) con n > ng llegamos a

que |f(zn) — f(2)| <&, lo que prueba que f(z,) = f(2).
Queda por ver que

f(2)=D. (3.18)
Para ello, notemos que D = f(2) C f(£2) € D. Como f es continua y {2 es
compacto se tiene que f(£2) es compacto y, por tanto, cerrado, de donde sigue
la identidad en (3.18).
Finalmente, como la inversa de una aplicacién continua e inyectiva en un
compacto es continua concluimos que la inversa también es continua.

O
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Caracterizacion de dominios simplemente
conexos

En este capitulo probaremos que los dominios simplemente conexos del
plano se pueden caracterizar de multiples formas, con matices topoldgicos, alge-
braicos, geométricos y, por supuesto, netamente analiticos. Ademds de resultados
vistos en capitulos previos, necesitaremos el teorema de Runge para compactos
que se estudia en la primera seccién.

4.1. Teorema de Runge

Un resultado fundamental sobre el problema de aproximar funciones ho-
lomorfas por otras més simples, como las racionales o polinomios, es el teorema
de Runge, que establece que es posible aproximar funciones holomorfas en un
abierto por funciones racionales con polos localizados en puntos prefijados fuera
del abierto. Para nuestros objetivos solo nos interesan abiertos que sean entornos
de un compacto.

Teorema 4.1.1 (Teorema bdésico de representacion integral) Sean v un
camino en C y F la funcion holomorfa en C\ {7} definida por la integral de

Cauchy
Fo) = [ A%aw, ag g,

donde f es una funcién continua en {v}. Sea K un compacto de C disjunto con
{7} ye > 0. Entonces existe una funcion racional R con polos simples sobre {~}
tal que

|F(z) — R(2)| < e, z € K.

Que F' es holomorfa se deduce de la Proposicién 4.39 en [7].
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Demostracion.  Sean [a,b] el intervalo del pardmetro de v y M = sup |y'(¢)].

t€la,b]
f(y(®)
V() — 2

particién a =tg < t; < --- < t, = b de [a,b] (independiente de K) tal que

Como la funcién es uniformemente continua en [a,b] x K, existe una

2me
M(®b—a)’

f(y®)  fyt)
Y(t) -z () -2

Consideremos ahora la funcién racional

t; <t <tiy1, z€K.

n

* F((ty))

R(z) ) - 2

_ % } (V(tj1) — 7(t5)) -

I
<

Entonces se tiene que

1 f(w)
QWL/YIU — Zdw — R(z)

n—1

RERS / (fw(t)) . f(v(tz-))%/(t)dt

omi 2, -2 k) -2

1 2me
< M—TE _(h_q)=e.
e VI A
O

La siguiente proposicion explica el denominado método de desplazamiento
de polos que permite cambiar la localizacién de polos de funciones racionales
que se aproximan a una funcién dada.

Proposicién 4.1.1 (Desplazamiento de polos) Para un compacto K de C
se tiene:

(i) St V es una componente de C\ K y a,b € V, la funcion

se puede

aproximar uniformemente en K por polinomios en esto es, funciones

—_p
racionales holomorfas en el punto del infinito y con un dnico polo en el punto

b.
(ii) Si Vo es la componente no acotada de C\ K y a € Vi, la funcion

puede aproximar uniformemente en K por polinomios.

(i41) Reciprocamente, si a ¢ K y

se puede aprorimar uniformemente por
z—a
polinomios en K, entonces a € V.

Demostracion.  Para probar (i) consideremos, para b € V el conjunto
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1 1
A= {a eV es limite uniforme en K de polinomios en b} .
z—a z—
Es claro que A es no vacio pues b € V. Veremos que A es cerrado y abierto en
V. Para ver que A es cerrado en V' tomemos una sucesién {a,} en A que tiende
a a € V, entonces d(a,, K) > m > 0, para algin m. Entonces

1 1 — —
— = @ = an| < Ja an|’ Vz € K.
z—a z—ay |z — al|z — an| m2
Esto indica que converge a uniformemente en K. Por tran-

n

sitividad, también es limite uniforme en K por polinomios en . Por
z—a —

consiguiente, a € A, lo que prueba que A es cerrado en V. El conjunto A es abier-

toen V. En efecto, si a € D(a,r) C V, demostraremos que todo w € D(a,r)

estd en A. Consideremos el desarrollo

1 1 .
— = 5 EK,
z—w z—a—(w—a) (zfa)(l Z - ”*1 ‘

—CL n—O

w—a
z—a

< =~ < 1, D(a,r) C

siendo la convergencia uniforme en K, ya que
’ [z—al

V y z ¢ V. Esto entrana que ﬁ se puede aproximar uniformemente en K

, Zia se puede aproximar uniformemente en K
por polinomios en ﬁ y, por tanto, lo mismo le ocurre a sus potencias. Por
transitividad, se llega a que w € A. Por tanto, A es no vacio y abierto y cerrado

en V. Por consiguiente, A = V.

por polinomios en ——; ahora
z—a

Para probar (ii), sea M = méx{|z| : 2€ K} ybe Ccon |b| > M + 1. Es
claro que b € V., y el desarrollo

zib:b(zl—l) :‘;(i)n

< 1 para z € K. Esto implica

converge uniformente en K porque |b| < M =

se pueden aproximar uniformemente

1
’ z—a

que

1
Z_b, y por tanto, polinomios en oy

en K por polinomios. Si a € Voo, por la parte (4) se puede aproximar uni-

formemente por polinomios en —= b, y, por transitividad es limite uniforme

en K de polinomios.

7za

Con el fin de probar (iii) demostramos que si a ¢ K y a estd en una com-
1
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en K por polinomios. Es claro que 9V C K luego, si p, — ﬁ uniformemente
en K, donde los p, son polinomios, en particular, tendriamos que la sucesién
{Pn}nen es uniformemente convergente en OV. Entonces, para € > 0, se tendria

que |pn(z) — Zia‘ < ¢ para n suficientemente grande y z € 9V. De aqui resulta

que

1
|(z—a)pn(z)—1|<€\z—a|<§, z € dV,
. 1 o (.
si e < ————. Por el principio del méaximo,
2diam(V)
1
|(Z_a’)pn(z)_1|<§a 26‘/’
y esta desigualdad es imposible si z =a € V. (]

En la prueba del Teorema de Runge se requiere de un lema que da una
representacién integral usando el ntcleo de Cauchy.

Lema 4.1.1 Sean 2 un dominio del plano, K C {2 compacto y f € H({2). Existe
un ndmero finito de segmentos v1,7v2,...,yn contenidos en 2\ K tales que si
Y=+ -+ +N, se tiene que

1 f(w)
f(z)_Qm'/vw—zdw’ z € K.

Demostracion.  Sea e = dist(K,C\{2). Formemos una malla en el plano consti-
tuida por cuadrados cuya diagonal es menor que € y consideremos los cuadrados
Q1,Q2,...,Q, de esta malla que interceptan a K. Si 9Q; es la frontera de Q);,
positivamente orientada, consideremos el ciclo v = Z 0Q;. Después de hacer

1
todas las cancelaciones posibles, esto da que

N
v=
J=1

donde cada ~; es un lado de un cierto cuadrado Q; y v; C 2\ K.
Por tanto, para cada funcién ¢ continua en U@Qj se tiene que
J

m

XE/ @(w)deZ/

0Q; i=1 77

plw)dw = / o(w)duw.

Supongamos que z es un punto de K que no estd en ninguna frontera 9Q;. Esto
significa que z estd en un dnico cuadrado @Q;, del conjunto @,Q2,...,@m.
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Usando el teorema de Cauchy para un abierto y convexo con la funcién w +—
f(w)

L[ fw)
2mi w—zdw_sz/aQ] —z

N
B 1 f( m B
T 2mi o Z /,;QJ — z = /()

BQ ’LU—Z

resulta que

Esto prueba el lema para los z que no estén en ninguna frontera 9Q);, y para

los puntos que estén en U@Qi vemos que, por continuidad, la identidad en el
i

enunciado también vale. O

Teorema 4.1.2 (Teorema de Runge para compactos) (I) Si K es un sub-
conjunto compacto de C y C\ K es conexo, entonces toda funcidn holomorfa
en un entorno de K se puede aproximar uniformemente en K por polinomios.
Reciprocamente, si esta aproximacion es posible para cualquier funcion holomor-
fa en un entorno de K, entonces C\ K es conezo.

(II) Si C\ K no es conexo y A es un conjunto de C que tiene puntos
en cada componente conexa de C\ K, entonces toda funcidn holomorfa en un
entorno de K se puede aproximar uniformemente en K por funciones racionales
que tiene sus polos en puntos de A.

Demostracion.  Sea f holomorfa en un entorno 2 de K y fijemos un € > 0.
Por el Lema 4.1.1, existe una cadena v en 2\ K tal que

1 f(w)
)_%i/vw—zdw’ z € K.

Por el Teorema 4.1.1, existe una funcién racional R con polos sobre {y} C C\ K
tal que

If(z) = R(2)| < g e K.

La funcién R(z) es una combinacién lineal de las funciones Zfa_, con a; ¢ K.
J

Si C\ K es conexo, por el apartado (i) de la Proposicién 4.1.1, cada una de
estas funciones se puede aproximar uniformemente en K por polinomios. Por
consiguiente, existe un polinomio P tal que |P(z) — R(z)| < § si z € K. De esta
forma, |f(z) — P(z)| < € para cualquier z € K. En otras palabras, los polos que
estan en la componente no acotada del complementario de K se pueden trasladar
al punto del infinito, con lo que uno obtiene polinomios. Esto prueba la primera
parte de (I).
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Supongamos ahora que C\ K no es conexo y que A intercepta cada com-
ponente acotada de C\ K; escribamos R = Ry + Ra, donde R; tiene polos en la
componente no acotada de C\ K y Rs tiene todos sus polos en las componentes
conexas acotadas. Como se demostré en el caso anterior, existe un polinomio P
tal que |R1(2) — P(z)| < § si z € K. Para concluir basta ver que todos los polos
en las componentes acotadas se pueden trasladar a A para obtener una funcién
racional R3 con polos en A tal que |Ry(2) — R3(z)| < § si z € K. La funcién R

es combinacién lineal de funciones Zfla, a ¢ K,a¢ Vy,y por tanto, es suficiente

demostrar que ﬁ, a ¢ K, a¢ Vy, se puede aproximar uniformemente en K

por funciones racionales cuyos polos estén en A. Si V' es la componente acotada
de C\ K que contiene a a, por hipétesis, existe un b € ANV, y todo lo que
tenemos que hacer es aplicar el punto (¢) de la Proposicién 4.1.1 para finalizar
la prueba de (I1).
El reciproco del punto (I) es una consecuencia del apartado (iii) de la
Proposicién 4.1.1. En efecto, si C\ K no es conexo, tiene una componente conexa
1

acotada V', y sia € V, la funcién _—, que es holomorfa en un entorno de K, no

se puede aproximar uniformemente en K por polinomios. (I

4.2. Caracterizacion de dominios simplemente conexos

Teorema 4.2.1 Sea 2 un dominio de C. Las afirmaciones siguientes son equi-
valentes:

(a) £2 es dominio simplemente conero.

(b) Todo ciclo en §2 es homdlogo a cero respecto de §2.

(c) Coo \ 2 es conexo.

(d) Cualquier f € H(2) es limite en H(S2) de una sucesidn de polinomios.

(e) Para cualquier ciclo v en §2 y para cualquier funcion f holomorfa en 2 se
tiene que fw f(2)dz = 0.

(f) Toda funcidn holomorfa en §2 tiene primitiva en (2.

(9) Toda funcion holomorfa en {2 que carezca de ceros en {2 tiene un logaritmo
analitico en 2.

(h) Si f es una funcién holomorfa en 2 y f(z) # 0 para cualquier z € (2,

!/

entonces = tiene primitiva en 2.

(i) Si f es una funcién holomorfa en 2 y f(2) # 0 para cualquier z € (2,
entonces f tiene una raiz cuadrada analitica, esto es, existe una g € H(L2)
tal que g% = f.

(j) 2 es analiticamente isomorfo al disco unidad abierto D.

(k) Siu: 22— R es armdnica en §2 existe una funcion v : 2 — R armdnica tal
que f =u+ iv.
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Demostracion.  En el Teorema 1.17 fueron probadas las equivalencias que se
indican:

() & (¢) & (e) & (f) « (9) & (h) « (i) -

(a) = (b): Decir que {2 es simplemente conexo significa, por definicién, que
todo camino cerrado en {2 es homotdpico a cero respecto de {2. Por el Teorema
1.12, todo ciclo en {2 es homologo a cero respecto de 2.

(¢) = (d): Es consecuencia del Teorema de Runge (Teorema 4.1.2).

(d) = (e): Sean 7 un camino cerrado en {2, f una funcién holomorfa en 2 y
{pn} una sucesién de polinomios que converge a f uniformemente en subconjun-
tos compactos de 2. Como v es homdlogo a cero respecto de C, por el teorema
de Cauchy homoldgico (Teorema 1.2), f,y pn = 0 para cada n. Como p, — f

uniformemente en vy sigue que fv f=0.

(i) = (j): Si 22 = C, la aplicacién f(z) = 7777 establece un homeomorfis-
mo analitico de C sobre D. Si 2 es un dominio simplemente conexo propio, la
implicacion sigue del Lema 3.2.1.

(j) = (k): C se puede ver como un disco de radio infinito y es conocido
que toda armonica real en un disco admite una arménica conjugada. Si {2 es un
dominio simplemente conexo propio, por el teorema de la aplicacién de Riemann
(Teorema 3.1), sabemos que existe una aplicacién analitica h : 2 — D que
es biholomorfa. Si u : 2 — R, entonces u; = w o h™!' es arménica en D, y
por [7, Proposicién 3.26], existe una armdnica conjugada v; : D — R tal que
fi1 = uy + vy es analitica. Hagamos f = f; o h. Entonces f es analitica en (2,
u=Rfyv=Sf=wv0h eslaarmodnica conjugada de u, y f = u + iv.

() = (a):  Sean h un isomorfismo analitico de {2 sobre D y « una curva cerrada
en {2, con lo que o(s) = h(~y(s)) es una curva cerrada en ID. Razonando como en el
Ejemplo 1.10, podemos afirmar que existe una aplicacién continua A : I xI — D
tal que A(s,0) = 0(s), 0 < s <1, A(s,1) = 0,0 < s <1,y A(0,t) = A(1,1),
0 <t < 1. En otros términos, A define una homotopia en D que degenera la curva
o(s) continuamente en cero. Sigue que H = h™! o A establece una homotopia
en §2 que degenera continuamente la curva 7 en la curva constante h=1(0). Esto
prueba que toda curva cerrada en {2 es homotdpica a cero, o lo que es lo mismo,
que {2 es un dominio simplemente conexo del plano.

(k) = (9): Sean f: {2 — C una funcién holomorfa y sin ceros en 2, u = Rf
y v = S f. Definamos

U(z,y) = log |f(x + iy)| = log (u3(z,y) + v3(z,1))* , (z,y) € 2.

Por simple computacién se comprueba que U es arménica en (2. Por la hipétesis
(k),sea V : £2 — R arménica conjugada de U, con lo que la funcién g = U+iV es
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holomorfa en (2. Hagamos h(z) = exp(g(z)), z € £2. h es una funcién holomorfa y
sin ceros en {2, y ademds, verifica que I{LEZ§| = 1 para todo z € 2. Por el teorema
z

de la aplicacién abierta, f/h es constante. Sigue que existe una constante ¢ tal
que f(z) = ch(z) = cexp(g(z)) = exp(g(z) + 1), z € 2. Esto prueba que
9(2) + ¢1 es una rama de log f(z).

O
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In this project we study global versions of
Cauchy theorem, normal families of ana-
Iytic functions, Riemann mapping theorem
and the approximation Runge theorem for
compact subsets. These matters let us to
give a multiple characterization of simply
connected domains.

1. Introduction

The development of the project is based
on some complex variable problems. The
first chapter deals with Cauchy theorem
(its homological and homotopic versions),
starting from the local case (for open and
convex sets). In the second chapter, we
study the space of holomorphic functions
in a domain that we endow with the uni-
form convergence topology in compact
subsets. In the third chapter, we see one
of the most important results in the the-
ory of holomorphic functions called Rie-
mann mapping theorem, which states that
all non-empty simply connected domain in
the complex number plane C, which is not
all ¢, is conformally equivalent to the open
unit disk D. Finally, multiple characteriza-
tions of simply connected domains are es-
tablished using the previous chapters and
several results which are studied in the
first part of the last chapter.

2. Global Cauchy theorem

In this chapter, we ask ourselves how a
closed path must be so that the line in-
tegral over that path of any holomorphic
function is zero; or what characteristic a
domain must have so that the line integral
of any analytic function over any closed
curve is zero. Before answering these
questions, we define some concepts. We
start saying what a cycle is (sums of
closed paths which are written in a formal
sense: I'=y,+y,+ -:-+7,) and then we
define the concept of "index of one cycle
T in respect of one point a ¢ {T'}" as:

1 dz
Indp(a) = —f .
2riJrz—a

Now, we are able to answer the previous
questions. The answer to the first ques-
tion is given by the homological version
of Cauchy theorem. After proving that a
closed path is homotopic to zero (if it is ho-
motopic to another path which is reduced
to a point for continuity) is automatically
homologous to zero (if it is homologous to
another path which is reduced to a point)
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with respect to the domain, we immedi-
ately get an answer to the second ques-
tion with the homotopic version of Cauchy
theorem. After that, we are able to estab-
lish the first equivalent properties of sim-
ply connected domains.

3. Convergence and compactness in the
space of holomorphic functions

We want to endow to the space of holo-
morphic functions with a topology in an
open set which is standard in analytical
function theory. For greater generality, we
are going to introduce it into the space of
continuous functions. We denote by C(Q)
to the set of all continuous functions with
values in C. It is a complete metric space
with the metric:
() eS8

p(f.g).—Z( ) 1+pa(f,8)

n=1

being p.(f,8) = sul?(lf(z) -g@ = If-
e

gllx,, K, compact subset, n=1,2,... We
also state Arzela-Ascoli theorem, which
relate an important type of family of func-
tions (normal families). After that, we de-
note by H(Q) to the set of all analytic func-
tions in C(Q). As H(Q) is a closed subset
in C(Q), we prove that it is a complete met-
ric space with the topology inherited from
C(Q). Finally, Montel theorem is explained
to characterize normal families:

A family & in H(G) is normal iff # is lo-
cally bounded (i.e., & is locally bounded
if around each point a € Q, 3 a disk where
Z is uniformly bounded).

4. Riemann mapping theorem

Our aim is to define an equivalence rela-
tion among domains in C. There will be
two equivalence classes: a class which
contains C and another class which con-
tains all non-empty simply connected do-
mains which are not C. For proving this,
we use Riemann mapping theorem:

All non-empty simply connected domain Q
in the complex number plane C which is
not all C is conformally equivalent to the
open unit disk D, being f: Q — D a confor-
mal isomorphism from Q to D if f is holo-
morphic and bijective (Q and D are confor-
mally equivalent).

After that, some mathematicians thought
that this result could be extended to the
sets’ closures. Therefore, Osgood-Taylor-
Carathéodory theorem was stated:

Let Q be a bounded simply connected do-
main in C such that every boundary point
is accessible (i.e., if it is possible to access

3 f,8eC),
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to the boundary through sequences defin-
ing a curve y). Then, any conformal trans-
formation from Q to D can be extended to
an isomorphism from Q to D.

5. Characterization of simply connected
domains

In this chapter, we prove that simply con-
nected domains in C can be characterized
in multiple ways, with topological, alge-
braic, geometric and, of course, analyti-
cal details. In addition to the results which
have been studied in the previous chap-
ters, we need Runge theorem for com-
pacts which is stated in the first section.
A consequence of this theorem is: if K
is a compact and C\ K is connected then
any holomorphic function around K can
be uniformly approximated by polynomials
in K. This result appears in the last sec-
tion of this chapter where multiple charac-
terizations of simply connected domains
are established.
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