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Resumen - Abstract

Resumen

Introducimos las nociones de medida y dimension de Hausdorff para
cualquier subconjunto de R™. Ademds, mostramos diferentes técni-
cas para calcular la dimension de Hausdorff de un conjunto y las
aplicamos a diferentes ejemplos, especialmente al conjunto de Can-
tor.

También consideramos la definicion de fractal y damos algunos ejem-
plos como el Tridngulo y la Alfombra de Sierpinski, la esponja de
Menger y la curva de Koch.

Palabras clave: medida de Hausdorff — dimension de Hausdorff —
conjunto de Cantor — fractal

Abstract

We introduce the concepts of Hausdorff measure and dimension for
every subset of R™. Moreover, we show different techniques to com-
pute the Hausdorff dimension of a set and we apply them to different
examples, specially to the Cantor set.

We also consider the definition of a fractal and we provide some
examples like the Sierpinski Triangle and Carpet, the Menger spon-
ge and the Koch curve.

Keywords: Hausdorff measure — Hausdorff dimension — Cantor
set — fractal
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Introduccién

Con el objetivo de precisar la definiciéon de dimensién, Falconer sugirié que
tal concepto deberia satisfacer las siguientes propiedades:

1. Variedades diferenciables. Si F' es una n-variedad diferenciable, dim(F') =
n.

2. Conjuntos abiertos. Para cualquier conjunto abierto F' C R", dim(F) =
n.

3. Conjuntos contables. Si F' es finito o contable, dim(F) = 0.

4. Monotonia. Si E C F = dim(FE) < dim(F).

5. Estabilidad. dim(F U F) = maz{dim(E), dim(F)}.

6. Estabilidad contable. dim(|J;2, F;) = sup;dim(F;).

7. Funciones Lipschitz. Si f : E — R” es Lipschitz, entonces dim|[f(FE)] <
dim(E).

8. Funciones bi-Lipschitz. Si f : F — R™ es bi-Lipschitz, entonces dim[f (E)] =
dim(E).

9. Invarianza geométrica. Si f es una semejanza o transformaciéon afin, en-
tonces dim[f(F)] = dim(F).

Recuérdese que f : E — R™ es Lipschitz si y sélo si Je tal que

Vo,y € B, [f(z) = f(y)| < clz —yl,
vy que f es bi-Lipschitz si y sélo si deq, co tal que

Vo,y € B, cilz —y| < |f(z) = f(y)| < calz =y,

y que f es una semejanza si'y sélo si

Yo,y € E, [f(x) = f(y)l = clz —yl.

Por tanto (9) es un caso especial de (8), que a su vez es un caso especial de (7).



VIII Introduccién

Dado F' C R", la medida s-dimensional de Hausdorff de F' es el niimero
H(F) = lims_o Hi(F),
donde
H3(F) = inf{3272 |Uil*},

siendo {U;}$2, una coleccién numerable de subconjuntos de R™ con didmetro
menor o igual que § que recubren F. Entonces H*® es una medida exterior que,
restringida a los conjuntos de Borel, es una medida.

Existe un valor critico s en el cual la funcién H*(F') salta de co a 0. Este
valor critico recibe el nombre de dimensién Hausdorff de F' y satisface las pro-
piedades sugeridas por Falconer.

Una primera pregunta que surge de forma natural es si existen conjuntos
con dimensién no entera. Se puede comprobar que la dimensién de Hausdorff del
conjunto de Cantor es In2/In3.

Calcular o estimar la dimensién de Hausdorff no es una tarea sencilla.
Se han desarrollado diferentes técnicas entre las que se encuentran la dimen-
sién caja, que a pesar de llamarse dimensién no satisface todas las propiedades
sugeridas por Falconer, en particular no satisface la estabilidad contable; o la
dimensién de conjuntos producto, que como veremos no cumple en general que
dim(E x F) = dim(E) + dim(F), aunque s{ cuando la dimensién Hausdorff y
caja de alguno de ellos coincide; o el uso de similaridades. Haciendo uso de esta
ultima técnica uno puede obtener de forma sencilla la dimensién Hausdorff del
conjunto de Cantor, el tridngulo y la alfombra de Sierpinski, la esponja de Men-
ger o la curva de Koch, entre otros.

Se define la dimensién topoldgica de manera inductiva asumiendo que un
conjunto tiene dimensién topoldgica cero si todo punto posee entornos arbi-
trariamente pequenos cuyas fronteras no intersectan al conjunto. Entonces, un
conjunto tiene dimensién topoldgica k si cada punto de éste tiene entornos arbi-
trariamente pequenos cuyas fronteras intersectan al conjunto en un conjunto de
dimension k-1.

Por otro lado, se dice que un conjunto es autosimilar si sus partes tie-
nen la misma forma o estructura que el todo. Haciendo uso de los conceptos
anteriormente introducidos, se define fractal como un conjunto autosimilar con
dimension Hausdorff mayor que su dimensién topoldgica, por ejemplo, los con-
juntos anteriormente mencionados.



Introduccién IX

Parecerfa razonable pensar que la imagen continua f : [0,1] — R"™ tuvie-
se dimension topolégica 1. Sin embargo, no es verdad, existen curvas continuas
de [0,1] en R™ cuya imagen es una regién sélida en R", las llamadas curvas de
Peano. Hilbert fue el primero en proponer un principio de generaciéon geométrica
para la construccién de las mismas.

Si f es una funcién definida en [a, b] y tiene derivada continua, no es dificil
ver que su grafo tiene dimensién Hausdorff 1, porque su longitud es finita. Sin
embargo, es probable que una funcién continua sea lo suficientemente irregular
para que su grafo tenga dimensiéon Hausdorff estrictamente mayor que 1. Dado
que demostrar ésto es un problema bastante complejo, nosotros nos limitamos a
demostrarlo para la dimensién caja.
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Medida y dimension de Hausdorff

En este capitulo introduciremos las definiciones de medida y dimensién de
Hausdorff para cualquier subconjunto de R™ y, como ejemplo, consideraremos el
conjunto de Cantor, uno de los conjuntos més estudiados desde la perspectiva
de esta teoria.

1.1. Medidas exteriores

Definicién 1.1. Una familia N de subconjuntos de un conjunto X se dice que
es una o-dlgebra si y solo si:

1. ¢, X € M,
2. dado A € M, entonces A° € M,

o0
3. dada {A,}22, una sucesion de conjuntos en M, |J A, € M.

n=1

Un par ordenado (X,9M) formado por un conjunto y una o-dlgebra sobre
€l se denomina espacio medible.

Definicién 1.2. Sea (X,9M) un espacio medible. Una medida en (X,0M) es una
funcion p : M — [0, 00] tal que:
1. u(¢) =0,
2. dada {A,}52 1 una sucesion de conjuntos disjuntos, p( |J An) = Y. p(A4y).
=1

n

Una 3-tupla ordenada (X,9M, u) formado por un conjunto, una o-dlgebra
sobre €l y una medida se denomina espacio de medida.
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Si (X, 9, 1) es un espacio de medida, un congunto E € M tal que p(E) =0
se denomina conjunto nulo.

Siuw(E) =0y F CE, entonces, si F € M, u(F) = 0. En general, no es
cierto que F' € M. Una medida cuyo dominio incluya todos los subconjuntos de
todos los conjuntos nulos se dice completa.

Definicién 1.3. Una medida exterior sobre un conjunto X no vacio es una fun-
cion p* : P(X) — [0, 00] tal que:

1. p*(¢) =0,
2. u*(A) < pu*(B) si AC B,
3 (U An) < w*(Ay) (subaditividad contable).

Proposicién 1.4. Sea § C P(X) yp: € — [0,00] tal que ¢ € &, existe {A;} C &
un recubrimiento de X, y p(¢) = 0. Para todo A C X definimos:

w(A) =inf( plEy): ey Ac U E).
J= J=

Entonces p* es una medida exterior.

Demostracién

Para todo A C X, existe {£;}52, C & tal que A C Uj’;l E; (basta tomar
el recubrimiento de X por conjuntos de £ que se tiene por hipétesis), asi que
p* estd bien definido. Claramente p*(¢) = 0 (témese E; = ¢ Vj), y si A C B,
p*(A) < p*(B), por cémo esta definido p*, ya que, si {E;}52, es un recubri-
miento de B, también lo es de A, y por tanto p*(A) < p*(B).

Para probar la subaditividad contable, suponemos que {A4,}7° C P(X) y
€ > 0. Para cada j, existen {Ef}p, cEtalque A; C U2, Ef y Y02, p(E)) <
p*(A;) + €277, Pero entonces si A = J;2, Aj, se tiene que A C 75—, Ef ¥

Soker PLEF) < 3072 1 (Aj) + € y por tanto, p*(A) < 3277, p*(4;) + €. La
arbitrariedad de € concluye la prueba. O

Definicién 1.5. Si pu* es una medida exterior en X, un conjunto A C X se dice
w*-medible si: VE C X, p*(E) = p*(ENA) + p*(E N A°).
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Claramente, la desigualdad p*(E) < p*(ENA)+p*(ENA°), VE C X se cumple
para cualquier A y E. Por lo que, para comprobar si A es p*-medible, basta
probar la desigualdad inversa (que es trivial para p*(E) = oc). Por tanto, A es
w*-medible si y sélo si:

pw(E)>p (ENA)+u (ENA®), VE C X tal que p*(F) < oo.

Teorema 1.6. Si u* es una medida exterior en X, la coleccion M de conjuntos
w*-medibles es una o-dlgebra, y la restriccion de pu* a M es una medida completa.

Demostracién

Primero observamos que ¢ y X son p*-medibles, y por tanto estdn en 9.
Segundo, para todo conjunto A de 9, A€ estd también en M, ya que la definicién
de p*-medibilidad es simétrica respecto a A y A¢. Sean ahora A, B € My E C X,

p(E) =p (ENA)+p (ENA°) =
=" (ENANB)+pu (ENANB®)+ p (ENA°NB) 4+ p*(ENA°N B°).

(aplicando de nuevo la definicién de p*-medibilidad en cada sumando)
Pero (AUB) = (AN B)U (AN B®) U (A°N B), asi que, por subaditividad,

W (ENANB)+p (ENANBS)+u*(ENA°NB) > p*(EN(AUB)).
Y por tanto,

1 () = p* (BN (AU B)) + u*(EN (AU B)°).
Concluimos que AU B € 9. Asimismo, si A, Be My AN B = ¢,
p(AUB) = p*((AUB)NA) + p*((AUB) N A) = p*(A) + p*(B).

Por tanto p* es aditiva finitamente en 91. Basta probar que 91 es cerrada
bajo unién contable de conjuntos disjuntos. Si {A;}{° es una sucesién de con-
juntos disjuntos en M, sea B,, = |J] A; y B = ;" A;. Entonces, para cualquier
FCX,

p*(ENBy) = (ENB,NA,)+u*(ENB,NAS) = p*(ENA,)+p*(ENB,_1).
Por induccién es facil probar que p*(E N B,,) = Y. p*(E N A;). Por tanto,

P (E) = p*(ENBy) + p* (BN By) = 377 ' (ENAj) + p* (BN B°).
Y cuando n — co obtenemos

Wt (E) = Y50 ut (B0 Ag) + (B0 B9) > (U (E 1 Ay)) + (BN BE) =
p(ENB) 4 p*(ENB%) > p*(E).
Entonces todas las desigualdades anteriores son igualdades. Concluimos
que B € My, tomando E = B, que pu*(B) = Y |° p*(A;). Para terminar, si
uw*(A) =0, VE C X, se tiene que
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p(E) < p (ENA)+p(ENA) = p*(EN A% < p(E).
Entonces A € M. Por tanto, '“Tml es una medida completa.

O

Definicién 1.7. Sea (X, d) un espacio métrico, una medida p* sobre X se de-
nomina medida exterior métrica si p*(AU B) = p*(A) + p*(B) siempre que
d(A, B) > 0.

Proposicion 1.8. Si u* es una medida exterior métrica sobre X, todo conjunto
de Borel de X es p*-medible.

Demostracién

Ya que los conjuntos cerrados generan la o-algebra de Borel, basta probar que
todo conjunto cerrado F' C X es pu*-medible. Asi, dado A C X con p*(A) < oo,
queremos probar que:

pr(A) = p (ANFE) + p* (AN Fe).

Sea B, = {x € ANF° : d(z,F) > n~'}. B, es una sucesién creciente de
conjuntos cuya unién es AN F¢y d(B,, F) > n~!. Por tanto,

p(A) > p (ANF)UBy,) = (AN F) + p* (By).

Serd suficiente probar que p*(A N F°) = lim, o0 #*(By). Sea Cp, = By11 \ By.
Siz e Cpyryd(z,y) <[n(n+1)]71, entonces,

d(y, F) < d(z,y) +d(z,F) < =1

1 1
At Tl T o
de modo que d(Cy 41, By) > [n(n + 1)]71. Por induccién obtenemos que

W (Baks1) > p*(Cox U Bag—1) = " (Ca) + p* (Bak—1) > ... = 33 p*(Chy).

Y de manera similar p*(Bag) > Zlf 1 (Co5-1). Ya que pu*(B,) < p*(4) <
00, se sigue que las series Y 1° p*(Caj) y Y1 p*(Caj—1) son convergentes. Por
subaditividad obtenemos,

pH(ANFe) < p*(Bn) + 35070, 15(C)).
Cuando n — oo el dltimo sumando se va a a cero y obtenemos
p* (AN F°) < lminf p*(B,) < limsup p*(B,) < p* (AN F°).
Y por tanto lim, . u*(By) = p* (AN F°), como querfamos probar. O
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1.2. Medida de Hausdorff

Definicién 1.9. Sea U un subconjunto de R™ no vacio. El didmetro de U, es el
ndmero
|U| :=sup{|z —y| : 2,y € U}.

Por ejemplo, si U = [a, b] X [c, d] entonces |U| corresponde a la longitud de
la diagonal del rectangulo U.

Definicién 1.10. Sea F' C R™. Una coleccion numerable de subconjuntos de R™,
{Ui}i>1, es un §-recubrimiento de F, si para todo i > 1 se tiene que 0 < |U;| < 6
y ademds

FclJu.

i>1

Definicién 1.11. Sea F C R™ no vacio y s > 0. Para cualquier § > 0 definimos
H3(F) := inf { Z |Ui|° : U; es un & — recubrimiento de F }.
i=1

Observemos que a medida que § se hace mas pequeiio, la clase de cubri-
mientos permitidos de F' decrece, por lo tanto, la expresién Hj crece y tiende a
un limite cuando § — 0.

Nétese que los conjuntos U; de la definicién de Hj son subconjuntos arbi-
trarios de R™. Sin embargo, se obtendrian los mismos resultados si impusiéramos
que los subconjuntos U; fuesen cerrados (porque |U;| = |U;|) o abiertos (por-
que podemos remplazar el subconjunto U; por el abierto A; = {z : d(z,U;) <
€277}, cuyo didmetro es como mucho |U;| + €2779).

Ademas, la restriccién a conjuntos de didmetro pequeno es necesaria pa-
ra proporcionar una medida precisa de conjuntos de forma irregular; de otra
manera se podria recubrir un conjunto por si mismo y la medida serfa como
mucho la potencia p-ésima de su didmetro. Considérese, por ejemplo, la curva
Ay = {(z,senmz) : |z| < 1} en R%. Claramente |4,,| < 23/2 para todo m,
pero la longitud de A,, tiende a oo cuando m tiende a co. Se necesita tomar
§ << m™! para que H}(A,,) sea una estimacion fiel de la medida de A,,.

Definicién 1.12. Sea F' C R”, la medida s-dimensional de Hausdorff de F es
el nimero

H(F) = lim H3(F).

El limite anterior existe para cualquier F' C R™.
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Proposicion 1.13. La medida de Hausdorff es invariante por traslaciones,
H(E+ h) =H*(E),Vh € R",
y por rotaciones,

He(rE) = H*(E), donde r es una rotacidn en R.

Demostracién Se deduce del hecho de que el didmetro es invariante por tras-
laciones y rotaciones.

Teorema 1.14. H® es una medida exterior métrica.
Demostraciéon

Por la proposicién 1.4, sabemos que toda funcién p* tal que p* =
inf{}.7"p(E;) : E; € Ey A C U] E;} define una medida exterior. H*, por
tanto, es una medida exterior, donde &€ = {U e R" : |U| < §} y p: € — [0, 0],
p(A) = [A]".

Para ver que H® es una medida exterior métrica tomamos A, B C R"
tales que d(A4,B) > 0y {C;}$° un recubrimiento de A U B tal que Vj,|C;| <
0 < d(A, B). Nétese que entonces ningin C; intersecta a ambos conjuntos A y
B. Separando el sumatorio >} |C}|* en dos partes conforme asi C; NA=¢ 6
C;NB = ¢ obtenemos que Y ;" |C;|* > H5(A)+H3(B) y por tanto Hj(AUB) >
H3(A) + H3(B). Como esta desigualdad es vélida siempre que § < d(A, B), la
igualdad se obtiene haciendo 6 — 0. Concluimos que H® es una medida exterior
métrica. (]

Ahora, como consecuencia de la proposiciéon 1.8, tenemos que:

Corolario 1.15. La restriccion de H® a los conjuntos de Borel es una medida.

Proposicién 1.16. Se satisfacen las siguientes relaciones entre medidas de
Hausdorff y otras medidas:

a) Si E CR"™ es un conjunto de Borel, H° cuenta el niimero de puntos en E.
b) Si E C R es un conjunto de Borel, H* = m(E) (m la medida de Lebesgue).
¢) Si E CR"™ es un conjunto de Borel, entonces Jc,, tal que

M (E) < mn(E) < 27, H"(E),
donde m,, denota la medida de Lebesgue en R™.

Demostracién

a) Sea xz € R", obsérvese que para todo § > 0, H({z}) = 1, por lo que
HO({z}) = 1. Como HY es una medida (con aditividad numerable) se dedu-
ce que cuenta el nimero de puntos.
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b) Sea ahora E C R. Si consideramos la construccién de la medida de Lebes-
gue a partir de intervalos cerrados, el enunciado es consecuencia del hecho
de que cualquier d-recubrimiento por intervalos cerrados es en particular un
d-recubrimiento y que cualquier subconjunto de didmetro § estd contenido
en un intervalo de longitud 4.

¢) Se puede poner la medida de Lebesgue de E como:

my(F mf{z my,(B;) : Bj es un § — recubrimiento por bolas},

asf que para cada €, > 0, existe un §-recubrimiento {B; } tal que } , m,(B;) <
my(F) + €. Entonces,

1
<Z (diamB;) fzmn S*( n(E) +e€).
Haciendo tender § y € a cero, obtenemos H"(E) < Lm,(E).

— Cn

Para la otra desigualdad, consideremos para cada € un d-recubrimiento {F}}
tal que > (diamF};)" < H,(E) + €. Podemos encontrar una coleccién de
bolas {B;} tales que B; D F; y con diamB,; = 2diamF};. Entonces,

) < Zmn ch (diamB;) Cn, Z(diaij)" < 2%¢, (H™(E)+e).

J
Haciendo ¢ — 0 se obtiene el resultado.

|

En la proposicion 1.16 hemos comparado la medida de Hausdorff y la me-

dida de Lebesgue sobre conjuntos de Borel. En realidad, esta medida generaliza
las nociones de longitud, area y volumen.

Por ejemplo, si F' C R™ es un conjunto de Borel, entonces
H™(F) = c;;'mn(F).
Donde ¢, es el volumen de una bola unitaria n-dimensional.
Proposicién 1.17. Sea FF CR™ y A > 0. Entonces, para cada s > 0
HY(AF) = NH?(F).

Demostracién



8 1 Medida y dimensién de Hausdorff

Si{U;}i>1 es un d-recubrimiento de F', entonces {\U; };>1 es un Ad-recubrimiento
de \F.
Luego

H3s(AF) <> AU = M) U

i>1 i>1

Por tanto,

His(AF) < A° inf{z |U;|° : U; es un § — recubrimiento de F } < AH3(F).
i>1

Asi, cuando § — 0, tenemos que
HY(AF) < NH(F).

Reemplazando A por 1/A y F por AF obtenemos la desigualdad inversa.
O
Un argumento similar da una estimacién basica para una clase més general
de transformaciones.

Definicién 1.18. Sea F' C R"™. Una aplicacion f : F' — R"™ se dice lipschitziana
de orden o > 0 en F' si existe ¢ > 0 tal que para todo x,y € F,

[f (@) = f()| < clz —y[*.

La siguiente proposicién permite relacionar las medidas de Hausdorff de
los conjuntos F'y f(F'), cuando la funcién es Lipschitziana de orden az > 0 en
F.

Proposicion 1.19. Sea F CR" y f : FF — R™ una aplicacion Lipschitziana de
orden «. Entonces, para cada s > 0

HO(f(F)) = e/ “HE(F).
Demostracién Si {U;};>1 es un d-recubrimiento de F', entonces
[f(FENU)| <cFNU|" < c|Us]«.

De donde se deduce que {f(FNU;)}i>1 es un e-recubrimiento de f(F), conside-
rando € = ¢d®. De este modo, sumando sobre los elementos del recubrimiento,

tendremos
STIFFENU < el (U,

i>1 i>1

Por lo tanto, tomando el infimo sobre todos los §-recubrimientos de F, se tiene

H(f(F)) < /" HE(F).
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Asi, haciendo § — 0, obtenemos
HY/(f(F)) < ¢/ *H(F).

O
Observemos que si t > sy {U;};>1 es un d-recubrimiento de F', entonces

Z |U1‘t < Z |Ul_‘tfs|Ui|s < 5t—s Z |UZ|S
i>1 i>1 i>1

La tultima desigualdad se obtiene ya que |U;| < ¢ para todo ¢ > 1. Tomando
infimos obtenemos

HE(F) < 8" HI(F).

Si H*(F) < oo, haciendo tender § — 0, obtenemos que H!(F) = 0 para t > s.
Anélogamente, si H'(F') > 0, entonces H*(F) = oc.

1.3. Dimension de Hausdorff

La tltima observacién nos muestra que existe un valor critico s en el cual la
funcién H*(F') salta de co a 0. Este valor critico recibe el nombre de Dimensién
de Hausdorff de F.

Definicién 1.20. Sea F C R™. La dimension de Hausdorff de F, es el numero
dimg (F) =nf{s > 0: H*(F) =0} = sup{s > 0: H*(F) = oo}.
De la definicién anterior, y adoptando la convencién, supf) = 0, tenemos:

s _ Joo si0<s<dimy(F)
7-[(F)_{O si s > dimg(F)

Si s = dimpg (F), entonces H?(F') puede ser igual a 0,00, 0 0 < H*(F) < oo.

A continuacién veremos que la dimensién de Hausdorff cumple las propie-
dades requeridas por Falconer para poder ser una dimension.

Proposicion 1.21. La dimension de Hausdorff satisface las siguientes propie-
dades:

1. 81 E C F entonces dimpg(E) < dimg(F) (Monotonia).
2. 8i {F;}i>1 es una sucesion de subconjuntos de R™. Entonces

oo

dimH(U F;) = sup {dimg(F;)} (Estabilidad numerable).

i—1 1<i<oo
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. Si ' CR™ es numerable, entonces dimp(F) = 0 (Dimension de conjuntos

numerables).

.Si F C R™ es abierto, entonces dimy(F) = n (Dimension de conjuntos

abierto).
Demostraciéon
Por propiedades de medida, si £ C F', entonces
HE(E) < H*(F), para todo s en RT.
Por lo tanto, si H*(F) = 0 tendremos que H*(E) = 0. Concluyendo que
dimy(E) < dimg (F).

. De la propiedad de monotonia, para cada j € N tenemos

dimp (Fy) < dimp(| ) Fy).
i=1

Por otra parte, si s > dimg (F;) para todo i € N, entonces H*(F;) = 0. Asi,
por propiedades de medida,

HS(G F) < iw(m) —0.
i=1 1=0

Llegando a que ’HS(U F;) =0, de donde se concluye

i=1

s> dimH(U E),

=1

y en consecuencia,

sup {dimg(F;)} = dimH(U F;).

1<i<oo e}

o0

. Sea F = U F;, donde cada F; contiene un tinico punto. Entonces ’HO(Fi) =

i=1
1. Por lo tanto, dimg(F;) = 0 para cada i € N. Luego, de la estabilidad
numerable se termina concluyendo que

dimp (F) = 0.
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4. Primero observemos que una bola en R™ de radio r > 0 tiene dimensién
igual a n. Luego, por estabilidad numerable es suficiente considerar conjuntos
F C R™, abiertos y acotados. Sin embargo, todo conjunto ¥ C R™ abierto y
acotado es la unién numerable de bolas B;, con i > 1, en R", es decir,

F=|]JB.
i=1
Nuevamente, por la propiedad de estabilidad numerable
dimp (F) = supi<i<co{Bi} = n.
O

Proposicion 1.22. Sea FF C R" y sea f : F — R™ una funcion Lipschitziana
de orden a.. Entonces

1
d’Lme(F) S —dimHF.
(67

Demostracién Si s > dimy (F') entonces de la proposicién 1.19 y de la defini-
cion de dimension de Hausdorff, tenemos que

HU(F(F)) < e/ OH (F) = 0.

Esto implica que para todo s > dimg (F)

dimg (f(F)) <

Qlw

De donde se concluye que
1

O

En general la dimensién dice poco acerca de propiedades topoldgicas, pero

cuando la dimensiéon de Hausdorff es menor que 1, dos puntos no pueden estar
en la misma componente conexa.

Proposicién 1.23. Un conjunto F C R™ con dimgF < 1 es totalmente disco-
nexo.

Demostraciéon Sean x e y dos puntos diferentes de F. Definamos f : R” —
[0,00) por f(z) = |z—x|. Como |f(2)— f(w)| < |z—w]|, tenemos que dim g f(F) <
dimpgF < 1. Por tanto f(F) es un subconjunto de R de medida cero y por tanto
complementario denso. Eligiendo 7 con r ¢ f(F)y 0 <r < f(y) se sigue que

F={zeF:|z—z|<r}U{zeF:|lz—x|>r}

Por tanto F esta contenido en dos conjuntos abiertos disjuntos con x en uno e
y en el otro. Asi que x e y yacen en componentes conexas distintas.
O
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1.4. Dimension del conjunto de Cantor

El conjunto de Cantor se genera a partir de un proceso iterativo. Comen-
zamos con el intervalo Cy = [0, 1].

En el primer paso, eliminamos el intervalo abierto (%, %) y obtenemos el
conjunto Cy = [0, 3] U [2,1].

En el segundo paso, de cada intervalo que compone C; retiramos los in-
tervalos abiertos centrales de longitud %, obteniendo el conjunto Cy = [0, %] U
(3. 51U[3, 51U IG, 1.

En general, en el paso n-ésimo, retiramos intervalos centrales abiertos de
longitud :% Haciendo este proceso indefinidamente, obtenemos el conjunto de
Cantor C, definido por:

C= ﬁ Ci.
k=1

Figura 1.1. La construccidn iterativa del conjunto de Cantor.

Este conjunto es compacto, perfecto y nunca denso. Ademads es no nume-
rable y tiene medida de Lebesgue cero.
A continuacién, calcularemos la dimensién Hausdorff del conjunto de Can-

tor.
n2 1

Teorema 1.24. dimy (C) = —— y = < H"2/m3(0) < 1.
n3 7 2

Demostracién

Consideremos los intervalos de la k-ésima etapa de la construccion del conjunto
de Cantor como un 3~ *-recubrimiento de este. Entonces,

54(0) <2F37Fs =1,
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con s = In2/In3. Haciendo k — oo se tiene que 3™ — 0 y en consecuencia
HE(C) < 1.
Por otro lado, usando la compacidad de C, es suficiente verificar que

s 73_1

i>1

para cualquier coleccién finita {U; };>1 de intervalos cerrados de [0, 1] que cubren
a C. Para cada U, sea k el entero tal que

3~kD < U;| < 37,

Entonces U; intersecta a lo sumo un intervalo del k-nivel, ya que la separacion
de los intervalos de este nivel es al menos de 37%. Si j > k, entonces U; intersecta
a lo sumo ' . ‘
2i=k — 9ig=sk < 2i3%|U;|°,
intervalos del j-nivel C;. Ya que
293~ (k+1)s — 9ig=sk3=s < oJ|[j;°.

Si elegimos j lo suficientemente grande tal que 3~U+1 < |U;| para todo U; (esto
es posible ya que la coleccién es finita) y sumamos todos los intervalos de la
k-ésima etapa, tenemos que

y < S

i>1

va que {U;};>1, intersecta a todos los 27 intervalos bésicos de largo 377. Con lo

que tenemos que,
_ 1
Z|U¢\523 =
i>1
Tomando infimos y haciendo tender el didmetro de los cubrimientos a cero,
obtenemos H*(C) > 3.

Dado que H!"?/I"3(C) es finita, obtenemos que dimy (C) = —

Otra manera diferente de probar que dim(C) > In2/in3 es haciendo uso
de la funcién de Cantor. A continuacién vamos a definir una funcién continua
F : [0,1] — [0,1] cuya construccién estd basada en el conjunto de Cantor.

Recordemos que el conjunto de Cantor C' C [0,1] y C' = m C}, donde cada C, =
k=0
2k 1

a; a; +1 S .
U [3—;, Jgk ] con ap = 0 y por tanto una unién disjunta de 2* intervalos de

§=0
longitud 3%
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Sean f, = (%)"ch y Fo(x) = fol fa(t)dt. Por tanto fo =1, Fy(x) =z, la
funcién Fj(z) una funcién continua creciente en [0, 1] que viene dada por

%m siO§x<%
Fi(x) = ? siégxgg
3+3Br—-2)siz<z<1

: _ /

Figura 1.2. Primera etapa.

De la misma manera, F5(z) es continua y creciente y viene dada por

I sio<a<i
i sileS%
i—i—i(SJc—Q)SiESDESE
Fy(w) = ; Sigfxfg
7+ 3 sig<xz<g
g Si%SJ}S%
§+i(3x—2)si§§$§1
B fZ - | F. //
Y

T/g

Figura 1.3. Segunda etapa.
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Observemos que
aj +1 a vj;l aj —+1

37 3 3 n 1 37 3 n
[ detdi= [ Qe 0it = oo = [ G)re, @t

3T 37T B

Por tanto obtenemos que {F,,}°2 ; es una sucesién de funciones continuas
y crecientes donde su término general verifica

0 sizx=0
F,_1(z)size[0,1]\ Cp_1
F — ! ) i
"M@= 6 g <o < U paraj=0,... 201
1 siz=1

y los escalones de la funcién los unimos de forma lineal.

Proposicién 1.25. Sean F,(x) las funciones que acabamos de definir. Enton-
ces:

1. |Foy1(z) = Fu(2)| < 51,2 € [0,1].

2. {F(2)}5%, es una sucesion de Cauchy uniforme en [0,1].

Demostracion.
1. Siz €0,1]\ Cy, entonces Fy,11(z) = F,(x).
Por otro lado, si x € C),, tenemos que x € [%7 agi_l} vy
a;+1 a;+1
m 3 _— 37 3 N 1
|Frta(z) = Fp(2)] < o) (5) XCyp (H)dE+ o) (5) xc, (t)dt = on 1
37T 37T

2. Sea € > 0, tenemos que ver si existe ng € N tal que para m,n > ng, se tiene
que |F, () — F(z)] < € para todo z € [0,1]. Fijemos € > 0, y tomemos ng

o0
de forma que Z by < €. Sean m,n > ng, y supongamos que m > n,

k=7’L0
entonces, aplicando el apartado anterior,

|F () — Fp(z)] = |[F () = Fpo1 (@) + Frpe1(2) — Freg + -+ + Frqa () — ()]
S |En(2) = Fooe1 (@) + [Fn—1(2) — Fin—a| 4+ -+ + [Foga(2) — Fo(2)]

1 1 1 =1
—Qm—1+27m+'”+2n—1—ZQk—1<€'
]{3:77,0

Hemos demostrado por tanto que {F,(x)}52; es una sucesién de Cauchy
uniforme.

O

El espacio de las funciones continuas en [0, 1] con la norma uniforme es

completo, luego, toda sucesién de Cauchy es convergente, es decir, F,,(z) — F(x)
cuando n — co. A esta funcidn la llamaremos Funcién de Cantor.
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s

Figura 1.4. Funcién de Cantor.

Teorema 1.26. La funcion de Cantor es continua y creciente.

Demostracién. Como {F,(x)}; es una sucesién de funciones crecientes, te-
nemos que, para cualquier n y todo z,y € [0,1], con = < y, F,(x) < F,(y).
Tomando limites cuando n — oo a ambos lados, llegamos a que F(x) < F(y).
Por tanto, F es creciente. Ademds, como {F,(z)}>2; es una sucesién uniforme-
mente de Cauchy y {F,(x)}32; son funciones continuas, tenemos que F(x) es

una funcién continua. O
Ademas, por construccién de la funcién de Cantor, es facil observar que:

» F(0)=0.

» F(1)=L1.

s F es constante en cada intervalo del complementario del conjunto de Cantor.
Por tanto, F/ = 0 en c.t.p.

Teorema 1.27. La funcién de Cantor en [0,1] es Lipschitziana de orden o =
In2/In3.

Demostracion. Primero nétese que
xX 3 n
|Fo(z) — Fu()l =1 [ (5)"Xc,mdt -
0o 2 0
3

< (§)n|$ =yl

Yy Yy

5 3.
(3 xeuwdtl = ("1 [ xe, 0l <

x

Asi, se sigue que:
|F(2)=F(y)| < |Fn(2)=Fn(y)|+|F(2)=Fp (@) |+ F(y) = Fu(y)] < (3)"|z—yl+50.
Fijados x e y, elegimos n tal que 1 < 3"|z — y| < 3. Entonces se tiene:

|F(z) = F(y)| < 32 = @iy < 9]z — gl

puesto que 3* =2y = < |z —yl.

Como consecuencia obtenemos que:
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Corolario 1.28. dimyg(C) > In2/In3.

Demostracién. La funcién de Cantor cumple que F(C) = [0, 1] y es lipschitzia-
na de orden a = In2/In3. Entonces:

1 = dim([0,1)) = dim(F(C)) < L - dimy(C).

1
(0%
como consecuencia de la proposicién 1.22. Por tanto, dimgy(C) > In2/In3.
O
Por otro lado, como consecuencia del Teorema 1.24.

Corolario 1.29. La funcién de Cantor no es lipschitziana de orden oo > In2/In3.

A continuacién, introduciremos otro conjunto conocido como el conjunto Smith-
Volterra-Cantor (SVC). Este conjunto no va a contener intervalos y sin embargo
tendrd medida positiva. Andlogamente al conjunto de Cantor, comenzamos eli-
minando un intervalo abierto de longitud i del centro de [0, 1], denotando el
conjunto resultante como S;. A continuacién, eliminamos un intervalo abierto
de longitud 1—16 del centro de los dos intervalos que conforman S;. Obtenemos asi
lo que denominaremos So. En general, en el paso n-ésimo eliminaremos intervalos
de longitud 4% del centro de los intervalos que conforman S,,_;. Continuamos
este proceso, obteniendo una sucesién infinita de conjuntos {S,}52 .

El conjunto SVC, que denotaremos por S, viene definido como:

S =Nnzo Sn-

Sp —

2241 1 2241 2241 1 2241
T oz T T T T A== il B X 25 B
Sy —

Figura 1.5. Construccién iterativa del conjunto SVC.

Este conjunto es cerrado, nunca denso y totalmente disconexo.

Teorema 1.30. La dimension de Hausdorff del conjunto de Smith-Volterra-
Cantor es 1.

Demostracién Lo demostraremos a partir de su medida de Hausdorff.
Para calcular la medida del conjunto, medimos lo que eliminamos del intervalo
[0,1] a lo largo del proceso. Sabemos que en el primer paso elimindbamos un
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intervalo de longitud %, en el segundo, 2 intervalos de longitud % y, en general,
en el paso n-ésimo, 2" intervalos de longitud 4%. Asi, podemos observar que la
medida del conjunto [0,1] \ S es

n—1 1
m([()?l]\s):id‘_%ﬁ_"&_'_zzzil 24" = 1,4% = %

Y por tanto m(S) =1— 3 = 1.

Sabemos que la medida 1-dimensional de Hausdorff coincide con la medida
de Lebesgue, luego al ser positiva y no nula el salto de infinito a 0 ha de producirse
en 1, y por tanto la dimension del conjunto SVC es 1.

O
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Técnicas para calcular la dimension de Hausdorff

En este capitulo mostraremos diferentes técnicas que ayudan a estimar o
calcular la dimensién de Hausdorff de algunos conjuntos.

2.1. Dimensién caja

Definicién 2.1. Sea F' C R™ acotado no vacio. Sea Ns(F), el menor nimero
de conjuntos de diametro a lo sumo 0 que cubren a F. La dimension caja de F,
inferior y superior se definen respectivamente por

. e oINS (F))
dimg(F) = }1_1}1}) inf 5
— o In(Ns(F))
dsz(F)fgl_Igsup g

Si ambos limites son iguales llamaremos dimension caja de F' al valor comin

. o In(Ns(F))
dimp(F) = lim —— 5
La dimensién caja, puede definirse equivalentemente reemplazando Ns(F')
por:

El menor nimero de bolas cerradas de radio 6 que cubren F'.

El menor ndmero de cubos de lado § que cubren F'.

El menor nimero de cubos mallados de lado § que cubren F'.

El menor nimero de conjuntos de didmetro é que cubren a F.

El mayor nimero de bolas disjuntas de radio J, centradas en puntos de F'.

CUh 00 o =

Proposicion 2.2. Sea F C R™. Entonces

dimp(F) < dims(F) < dimp(F).
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Demostracién
Supongamos que F' puede ser recubierto por Ns(F) conjuntos de didmetro 4,
entonces por definiciéon

H3(F) < N3(F)5*.
Sil1<H(F)= girr(l) H;(F). Entonces In Ns(F') 4+ sInd > 0, si § es lo suficiente-
—

In(Ns(F
mente pequeno. De este modo s < lim inf M.
6—0 —Iné

Puesto que esta desigualdad es valida para todo s menor que la dimensién
de Hausdorff, obtenemos que

dimg (F) < dimy(F) < dimg(F).

In2
Teorema 2.3. La dimension caja de C es ln—?)
n

Demostracién

Si recubrimos con 2* intervalos de largo 37% el k-nivel C) de C, tenemos que
Ns(C)<2F si37 k<< 3~ =1) Por lo tanto

- In(Ns(C)) In 2% In2
= 1im sup 22 oy qup —2 = B2
dimp(C) = lim sup —— === < lim sup § o=y = 53

Por otro lado, cualquier intervalo de largo ¢, con 3~ (*+1) < § < 37* intersecta a
lo sumo a un intervalo de largo 37% en C},. Como C}, tiene 2F de estos intervalos,
se concluye que se requieren a lo menos 2* intervalos de largo § para cubrir C.
Por lo tanto, Ns(F) > 2¥, de este modo,

In(Ns(C)) 3 In 2% In 2

; — lim fof > _he e
dimp(C) = lim inf === > I inf oo = 7

O
Por lo tanto, al menos para el conjunto de Cantor,
In2
di C)=di C)=—.
impg (C) imp(C) 3

La dimension caja de un punto es 0, cabria esperar que la dimensién caja
de un conjunto numerable de puntos fuese también 0. Sin embargo,

Proposicion 2.4. Ezxisten conjuntos numerables con dimension caja positiva.

Demostraciéon



2.2 Distribucién de masas 21

Sea F ={0,1, %, é,. .}, F es compacto con dimpF = % Veamoslo:
Si|Ul =46 < % y k es un entero tal que m >0 > m, enton-
ces U puede cubrir a lo sumo uno de los puntos {0, 1, ;, é,. . %} Entonces se
necesitarian al menos k& conjuntos de didmetro § para recubrir F', asi:
logNs(F) logk
—logé = log(k(k+1))"

Haciendo § — O obtenemos dimBF > L Por otro lado, si £ > 6§ > 0,

2 2
tomamos k tal que k( >4 > Entonces (k+1) intervalos de longitud

(k+1)
4 recubren [0, 1/k], dejando (k-1) puntos de F' que pueden ser recubiertos por
otros (k-1) intervalos. Por tanto:

logN;s (F') < log2k
—logd — log(k(k—1))"

Obteniendo que dimpgF < % Por tanto, dimpF = %

2.2. Distribucion de masas

En esta seccién describiremos algunos métodos para encontrar cotas, tanto
para la dimensién como para la medida de Hausdorff de algiin conjunto F' C R".
En primer lugar, recurriremos a recubrimientos de F' por conjuntos pequenos
para encontrar cotas superiores. Después, introduciremos el principio de distri-
bucién de masa para encontrar cotas inferiores, las cuales poseen una dificultad
mucho mayor en su estimacion.

Proposicion 2.5. Sea F tal que puede ser recubierto por ny conjuntos de didme-
tro a lo sumo dy, con 0 — 0 cuando k — oco. Entonces

In ng

dimpg(F) < dimg(F) < kl_iglool'nf Y

Ademds, st nid; permanece acotado cuando k — oo, entonces H*(F) < co. Si
0 — 0 pero 641 > ¢y, para algin 0 < ¢ < 1, entonces

In ng

dimp(F) < i .
fims(F) < Jlim s 236,

Demostracién Como Hj(F) < Ns(F')6*® se concluye que dimp (F) < dimg(F).
Ademés, si n0; es acotado,

H; (F) = H¥(F) < oo,

cuando k — oc. O
Ahora, pasaremos a ver unos resultados sobre la distribucién de masa.
Para ello primero recordemos:
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Definicién 2.6. Sea p una medida, el soporte de p, denotado como sop(u), es
el conjunto cerrado mds pequeno X que satisface

1R\ X) = 0.

Ademds, decimos que p es una medida en un conjunto A, si A contiene al soporte

de p.

Definicién 2.7. Una distribucion de masa es una medida p en un subconjunto
A acotado de R™ tal que
0 < p(A) < oc.

Diremos que p(A) es la masa del conjunto A.

Proposicién 2.8. Sea p una distribucion de masa en F C R™ y supongamos
que para algun s existe ¢ > 0 y e > 0 tal que,

u(U) < U,

para todo U con |U| < e. Entonces, H*(F) > ”( )y s < dimp/(F).

Demostracién
Si {U;} es cualquier recubrimiento de F' entonces
o< ur) < WU < You0) < X
i>1 i>1 i>1

Tomando infimo, se tiene que H3(F) > ”(CF) si § es bastante pequeno, por lo

tanto H*(F') > @ Ya que p(F) > 0 obtenemos que dimg(F) > s. O

Teorema 2.9. El principio de distribucion de masa, da como cota inferior para
la dimension de Hausdorff del conjunto de Cantor, a inS

Demostracién

Sea 1 la distribuciéon de masa natural de C, es decir, a cada uno de los 2*
intervalos de largo 37% en la etapa k-ésima de la construccién de C se le asigna
una masa de 27% (imaginemos que se comienza con una masa de una unidad en
la etapa Cy y repetidamente dividimos la masa en cada intervalo de C}, entre
los dos nuevos subintervalos que se producen a partir de este en la etapa Cl41).
Sea U un conjunto tal que exista un entero k verificando que |U| < 37*.
Entonces U puede intersectar a lo sumo a uno de los intervalos de C}, asi

In2 1n In2

p(U) < 27F = (308)7F = (370 F < (3|U|) B3,

Por lo tanto, ’H%(F) > 313 = %, por el principio de distribucién de masa.
Luego
In2
di F)>—.
ima (F) 2 13
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2.3. Dimensién de conjuntos producto

Ya que dimy (E x F) < dimygE + dimpF (CapVII, Falconer[4]), tenemos
que, si dimgF = dimpF, entonces

Puesto que la dimension de Hausdorff y la dimensién caja del conjunto de
Cantor coinciden, tenemos que:

Proposicion 2.10. Sea E un subconjunto de R y C el conjunto de Cantor. En-
tonces dimp (C x E) = dimpyC + dimpE.

El producto de dos conjuntos de Cantor se denomina Polvo de Cantor.

Figura 2.1. Polvo de Cantor.

Como consecuencia de la proposicién 2.10, obtenemos:
Corolario 2.11. El Polvo de Cantor tiene dimensidn 2log2/log3.
Corolario 2.12. Si E es un subconjunto de R y F es un segmento rectilineo,

La Diana de Cantor es el conjunto dado en coordenadas polares D =
{(r,8) : 7€ C,0<6<2r}, donde C es el conjunto de Cantor.
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Figura 2.2. Diana de Cantor.

Proposicién 2.13. La dimension de la Diana de Cantor es 1+ log2/log3.
Demostracién

Sea f : R? — R? tal que f(x,y) = (wcosy, xseny), es facil ver que f es
localmente Lipschitziana y que D = f(C x [0, 27]). Por tanto,

dimuD = dimu f(C x [0,27]) < dimu(C x [0,27]) =
dimpg (C) + dimg|0,27] = (log2/log3) + 1.

Por otra parte, si restringimos f a [2/3,1] x [0, 7], entonces f es bi-Lipschitz
en este dominio, ya que f es inyectiva y el jacobiano es distinto de cero. Como
dimpg f((CN[2/3,1]) x [0,7]) C D, tenemos que,

dimygD > dimg f((CN[2/3,1]) x [0,7]) = dimg((CN[2/3,1]) x [0,7]) =
dimg (C' N [2/3,1]) + dimg[0, 7] = (log2/log3) + 1.

Por tanto, dimpyD = (log2/log3) + 1.
(]

La siguiente proposicién muestra que la dimensién de Hausdorff de E x F
puede ser muy diferente de la suma de las dimensiones de ambos conjuntos.

Proposicién 2.14. Ezxisten conjuntos E, F C R con dimgFE = dimgF =0y
dim(E x F) > 1.

Demostracion

Sea 0 = mg < m1 < mg < ... una secuencia de enteros rapidamente creciente.
Sea E el conjunto de los nimeros en [0, 1] con un 0 en el lugar r-ésimo siempre
que my + 1 <r < my1, con k par; y sea F el conjunto de los nimeros en [0, 1]



2.4 Sistemas iterados de funciones 25

con un 0 en el lugar r-ésimo siempre que my + 1 < r < mg41, con k impar.
Observando los my1 primeros digitos para un k par, existe un recubrimiento de
E por 107* intervalos de longitud 10"+ donde ji = (mg—m1)+ (m4—m3)+
. + (my, — my_2). Entonces logl07% / — logl0~™ +1 = ji /my1, que tiende a 0
cuando k — oo, dado que los my crecen muy réapidamente. Entonces dimpgE <
dimpFE = 0. Analogamente dimgF = 0.

Si w € [0,1] podemos escribir w = z +y con © € F e y € F. La aplicacién
f:R? — R dada por f(x,y) =z +y es Lipschitz, por tanto

dimpy(E x F) > dimy f(E x F) > dimg/([0,1]) = 1.

2.4. Sistemas iterados de funciones

Los sistemas iterados de funciones a menudo conducen a una manera mas
simple para encontrar dimensiones.

Definicién 2.15. Sea D C R". Una familia finita {¢;}¥_, de funciones ¢; :
D — D es un sistema iterado de funciones si existen constantes r; < 1, para
todo i con 1 < i <k tal que

|pi(z) — ¢i(y)| < rilz — yl.

Si ocurre que
|pi(x) — di(y)| = rilz — yl,

donde r; < 1, para todo i con 1 < i < k entonces se llaman similaridades.

Definicién 2.16. Un sistema iterado de funciones {¢;}¥_, satisface la condicion
del conjunto abierto si existe un conjunto no vacio, abierto y acotado V' tal que

k
Uéf)z’(v) cV.

A continuacién enunciaremos sin su demostracién el siguiente teorema
que es muy Uutil para encontrar la dimensién Hausdorff de algunos conjuntos, [4,
Teorema 9.3].

Teorema 2.17. Sea {¢;}¥_, una coleccion de similaridades tal que E C R"
es invariante respecto a {¢;}5_,. Si {¢;}5_, satisface la condicion del conjun-

to abierto y r; es el radio de la i-ésima similaridad ¢;, entonces la dimension
k

Hausdorff de E es igual al inico nimero positivo s tal que er =1.
i=1
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In2
Teorema 2.18. La dimension Hausdorff de C es ln—g
n
Demostracién Dado ¢; y ¢o definidas como:
1
h1(x) = 3%
1 2
¢2 (55) = gff + g

2
Noétese que, C' = U #i(C). También, {¢;}?_, satisface la condicién del
i=1
conjunto abierto para V' = (0, 1). Entonces, aplicando el anterior teorema con
2

P =1, es decir 2(3)* =1

ry = % y T = %, necesitamos encontrar s tal que g T

i=1

si, y sélo si, s = % Por tanto, podemos concluir que
In2
dimpg(C) = —.
#(C) In3

O

Un conjunto similar al conjunto de Cantor es el que se conoce como con-
junto de Cantor a-medio. Para generarlo elegimos un nidmero « € (0,1). Sea
Iy = [0,1] e I; la unién de dos intervalos cerrados que resultan de eliminar el
intervalo abierto de longitud « del centro de Iy. Cada uno de los intervalos ce-
rrados que formar I; tiene longitud 8 = 1_?0‘ Observamos que 3 € (0, %) Ahora
repetimos el proceso con I, al resultado lo llamaremos I5. Esto nos deja 4 inter-
valos, cada uno de longitud 2. Procediendo indefinidamente, en cada paso I,,
serd la unién de los 2" intervalos cerrados de longitud 5™ que quedan después

de repetir el proceso con los intervalos de I,,_1.

Ip—
1-a _lfﬂtg‘
—B=-5 - o —p="5
Ih—
—F - —af—- —pB- —FR > —af— —B—
I — —

Figura 2.3. Conjunto de Cantor a-medio.

Entonces el conjunto de Cantor a-medio es:

Co =g In-
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Los conjunto de Cantor a-medios son conjuntos no numerables de medida
de Lebesgue cero pero dimensién Hausdorff diferente.

Teorema 2.19. La dimension Hausdorff del conjunto de Cantor a-medio es
In2

n(2/(1-a))’

Demostracién Reproduciendo los mismos pasos que en la anterior de-
mostracion, pero ahora con ¢, y ¢o definidas como:

_z(l—a)
br() = T
R

Llegamos a que, el conjunto de Cantor a-medio tiene dimensién s, donde
s satisface la ecuacién 2(15%)* = 1. Por lo tanto,

In2
dimyg(Cy) = ———.
H( a) ln(%)
O
Observemos, que si a = % entonces dimpy (Cy) = E—g, yva que C% =C.

Otra generalizaciéon diferente del conjunto de Cantor son los conjuntos
de Cantor n-arios que también tienen medida cero pero dimension Hausdorff
distinta.

Partimos de un nimero impar n = 2m + 1. Comenzamos con el interva-
lo Ky = [0,1] y lo dividimos en n subintervalos iguales. Eliminamos ahora los
intervalos abiertos (1,2),(2,4) .. (2=2 12=1) ta] que K; = [0,1] U [2,3]U

.U [”T_Q, "T_l] A continuacién subdividimos cada uno de estos m + 1 intervalos
restantes en n subintervalos iguales, como hicimos con Ky en el paso anterior.
Procediendo indefinidamente de esta manera, obtendremos una sucesién {K},

donde cada K estd formado por (m+ 1)* intervalos disjuntos de longitud (1)®.

Luego el conjunto de cantor n-ario se define como:
K(n) =Ny Ks-
Teorema 2.20. La dimension de Hausdorff del conjunto de Cantor n-ario,

B In(m + 1)
{K(n)}} donde n = 2m + 1 es m

Demostracion Procederemos de forma andloga a las anteriores demostraciones.
Sean {¢;}7+! definidas como:
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k=1
a I
|l|-|. —— P p—
0 . 4 g 2 :
b=l = = = = = = = = =

o1(x) = %x
pa2(x) = %»TJF 2
1 n—1

Smr1(x) = o + o

m—+1
Nétese que, K(n) = U ¢i(K(n)). También, {¢;}7* satisface la condi-
=1

ci6n del conjunto abierto para V = (0,1). Entonces, aplicando el teorema 2.17

m+1
con r; = %, ro = %, Tl = % necesitamos encontrar s tal que Z r; = 1.
i=1
Es decir s, verificando que (m + 1)(ﬁ)S = 1. Por tanto, s = 11:((2’"7111)) conclu-
yendo que
In(m + 1)
di K = —.
im (K (n)) In(2m + 1)

d

Corolario 2.21. Sea {K(2m+1)}5°_; la sucesidn de Conguntos de Cantor 2m—+
1 — arios. Entonces la sucesion de sus dimensiones es creciente y tiende a 1
cuando m — oco.

A continuacién vamos a construir la Alfombra de Sierpinski. Tomamos Sy
un cuadrado sélido. Para obtener Sp, dividimos Sy en nueve cuadrados iguales y
retiramos el cuadrado central, queddandonos con ocho cuadrados. Para obtener S,
hacemos el mismo procedimiento en cada uno de los ocho cuadrados resultantes
de S;. Repitiendo indefinidamente este proceso iterativo, obtenemos la alfombra
de Sierpinski.
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Figura 2.5. Alfombra de Sierpinski

En cada paso se elimina 1/9 del drea, por lo que el drea en el paso n-ésimo
sera (g)” del area total, que tiende a 0 cuando n — oo.

Teorema 2.22. La dimension de Hausdorff de la Alfombra de Sierpinski es
In8/In3.

Demostracién Consideramos las ocho similaridades definidas como:
T gy (x,y) = (54, 450), 0 < i,j < 2, (4,5) # (1,1).

Podemos decir entonces que S,, = |J7{;,;)(Sn). Tenemos entonces que 7; ; = é
y ademas

Y puesto que las similaridades T{; ;) satisfacen la condicién de abierto para el
interior del cuadrado,

In8

d'LmHS = n3"
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La versién ”tridimensional” de la Alfombra de Sierpinski se llama la Es-
ponja de Menger. Comenzamos con un cubo de volumen 1 al que llamaremos
FEy. Para obtener F7, subdividimos FEj en veintisiete cubos y eliminamos el cu-
bo central y los del centro de cada cara, quedandonos con veinte cubos. En el
siguiente paso repetimos el proceso para cada cubo resultante, y seguimos asi
indefinidamente.

En cada paso se elimina 2—77 del volumen inicial, por lo que el volumen en

el paso n-ésimo serd (%)" del volumen inicial, que tiende a 0 cuando n — oo.

Figura 2.6. Construccién de la Esponja de Menger.

Por tanto, el volumen de la esponja de Menguer es cero.
Teorema 2.23. La dimensién de la Esponja de Menger es In20/In3.

La primera fase de la construccion de la esponja remplaza el cubo inicial
por 20 cubos més pequetios a 1/3 de la escala inicial, podemos modelizarlo con
un sistema de funciones {Tp, T1...Tao}, tal que T;(x,y, z) = %(w, Y, 2) +v;, donde
v; es la esquina del subcubo correspondiente mas cercana al origen.

La condicién de abierto se satisface en el interior del cubo y cada simila-
ridad contrae el cubo 1/3, por tanto: 1 = 20(%)T, 3" = 20 y la dimensién de la
Esponja de Menger es In20/In3 ~ 2,727.

O

Otro conjunto conocido es el Triangulo de Sierpinski. Sea Ty un tridngulo

cualquiera. Entonces obtenemos 77 eliminando el tridngulo central de Tj, ob-

teniendo tres tridngulos similares a Ty. Para los siguientes pasos, repetimos el
proceso con cada uno de los tridngulos resultantes.

El triangulo de Sierpinski es la interseccion T = ﬂ;ozo T,.
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Figura 2.7. Primeras iteraciones de la construcciéon del Tridngulo de Sierpinski.

Nétese que con cada iteracién obtenemos % del area anterior, por tanto,
el area del Tridangulo de Sierpinski es cero. Sin embargo, su longitud es infinita.
Suponiendo que el perimetro inicial es 1 (la 16gica se aplica para cualquier
perimetro inicial), en la primera iteracién eliminamos el tridngulo central, au-
mentando el perimetro con 1/2 del perimetro inicial, en la siguiente iteracidn,
retiramos 3 tridngulos que aumentan el perfmetro con 1/4 del perfmetro ini-
cial, es decir, el perfmetro aumenta 3/4. En general, en la iteracién n-ésima, al
perimetro inicial se le afiade 3" /2" 1. Por ende:

3, 3 32 1 3
Teorema 2.24. La dimension de Hausdorff del Tridngulo de Sierpinski esIn3/In2.

Demostracién También podemos considerar las siguientes similaridades para
obtener el conjunto:

Tl(xay =

3
—
&
<
S~—"
Il
w‘;_l S~—
—
&
<
S~—"
+
—
=
o
S~—

Ty(z,y) = L(z.y) + (3, L2

En cuyo caso, r; = 1/2, y como las {T}}?_, satisfacen la condicién de
abierto en el interior del tridngulo,

In3

1= (3 + () 4+ ()
Concluimos que

dimpgT = In3/In2.
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O

Otro ejemplo es la Curva de Koch: sea Ky un segmento de longitud 1.

Obtenemos K; eliminando el intervalo central de longitud 1/3 y reemplazéndolo

con los dos lados del triangulo equildtero cuya base es el segmento eliminado.

Obtenemos asi 4 segmentos de longitud 1/3. Aplicando indefinidamente el pro-
ceso anterior a los segmentos resultantes, obtenemos la curva de Koch.

f ) ,‘_." S
/ -‘_ i
\ A ] A
¥, ) N, Fi FAY
/ \ Y i A !
! S — R | — | S | S
AN T,
L M
i - e LT L,
Y 5 o
/ T Y
- i
. y — N } :f-w
i = B Uy Uy
A AL A AL WL Lty wond ot
W? ?a..n.j

s

Figura 2.8. Curva de Koch.

Nétese que la longitud total de la curva en el paso n-ésimo es (4/3)", y
que por tanto, cuando n — oo, la longitud también tiende a oo.

Se puede demostrar que la curva de Koch es continua, es decir, que existe
una funcién continua f : [0,1] — R? cuya imagen en R? es la curva de Koch:
Comenzamos definiendo f,, : [0,1] — R? como la funcién continua, derivable a
trozos que dibuja los 4" segmentos de la etapa n-ésima de la curva de Koch.
Noétese que entonces |fn11(t) — fn(t)] < 37™, ya que f,41 v fn coinciden en
todos los puntos que no cambian tras el paso (n+1)-ésimo; por tanto fr41y fn
sélo difieren en los nuevos segmentos que aparecen en el paso (n+1)-ésimo, y la
mayor distancia entre estos dos puntos es 37". Definimos ahora f = lim,_—co fn-
La secuencia converge uniformemente a f por lo visto anteriormente. Como el
limite uniforme de una sucesién de funciones continuas en un intervalo cerrado
y acotado es una funcién continua, concluimos que f es continua.

También es posible ver que la curva de Koch no es C'! en ningiin intervalo,
dado que la longitud del arco es infinita en cualquier intervalo arbitrariamente
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pequeno.

Teorema 2.25. La dimension Hausdorff de la Curva de Koch es ind/In3.

Demostracién

Consideramos ahora las cuatro similaridades definidas como:

To(l',y) = (§7 g)

Cada una contrae la curva 1/3, por tanto r; =1/3 y

L= (5)15 + (5) 55 + ()1 + ()15,

33

Como las similaridades {7;}?_, satisfacen la condicién de abierto en la

curva, dimg K = %.

O
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Fractales

3.1. Dimensién Topolégica

La dimensién topolégica de un conjunto de R™ se define de manera induc-
tiva.

Definicién 3.1. Un subconjunto S de R™ tiene dimension topoldgica cero si
todo punto de S posee entornos arbitrariamente pequenos cuyas fronteras no
intersectan a S.

Todo conjunto finito de puntos tiene dimensién topoldgica cero: si la dis-
tancia minima entre dos puntos del conjunto es d, las bolas centradas en cada
punto de radio arbitrariamente pequenio no contienen a ningiin otro punto.

Més generalmente, todo conjunto numerable (como Q), tiene dimensién
topoldgica cero. La idea es observar que para cada punto existen incontables
bolas centradas en ese punto cuya frontera no contiene a otro punto.

Ejemplo 3.2. El conjunto de Cantor tiene dimensién topoldgica cero.

Si z es un punto del conjunto de Cantor, x € C, entonces existen a < x
y b > x no pertenecientes al conjunto, arbitrariamente cerca de z. Entonces el
intervalo [a, b] es un entorno de z cuya frontera no intersecta a C.

Ejemplo 3.3. Un segmento no tiene dimension topolédgica cero.

Claramente, todo entorno arbitrariamente pequeno de un punto del seg-
mento intersectara al conjunto al menos en otro punto.

Ejemplo 3.4. Una curva continua, f : [0,1] — R™, no tiene dimensién topoldgica
cero.



36 3 Fractales

El razonamiento es analogo al de un segmento.

En particular, la curva de Koch y el Tridngulo de Sierpinski no tienen
dimension topoldgica cero, dado que son curvas continuas.

Ahora podemos introducir la dimensién topoldgica de un conjunto induc-
tivamente.

Definicién 3.5. Un subconjunto no vacio S de R™ tiene dimension topoldgica
k si cada punto de éste tiene entornos arbitrariamente pequernios cuyas fronteras
intersectan S en un conjunto de dimension k — 1, siendo k el menor entero no
negativo con esta propiedad.

Noétese que segun esta definicién, todo conjunto tiene dimensién entera no
negativa.
Para ver que un conjunto tiene dimensién topoldgica k, basta:

(i) probar la condicién de las fronteras de los entornos intersectando el conjunto
en conjuntos de dimension k — 1.

(ii) probar que esa condicién no se satisfarfa si el conjunto tuviera dimensién
k—1.

Ejemplo 3.6. Un segmento tiene dimensién topoldgica 1.

Se satisfacen las condiciones para k < 1, ya que toda bola de radio suficiente-
mente pequeno intersectara el segmento en 1 6 2 puntos, que es un conjunto de
dimensioén topoldgica 0.

Ejemplo 3.7. El Tridngulo de Sierpinski tiene dimensién topoldgica 1.

Como vimos anteriormente, el Tridngulo de Sierpinski no tiene dimensién to-
polégica 0. Para cualquier punto x del tridngulo, podemos trazar un circulo
cuyo interior contenga a x que pasa por los vértices de uno de los tridngulos
pequenos que aparecen en la construccién iterativa.

Este circulo intersectard al Tridngulo de Sierpinski en tres puntos, como
el conjunto es autosimilar, podemos encontrar circulos como éste de radio arbi-
trariamente pequeno.

Ejemplo 3.8. La Curva de Koch tiene dimensién topoldgica 1.

Usando un argumento similar al del Tridngulo de Sierpinski, si trazamos un
circulo alrededor de un punto de tal manera que vaya a través del tridngulo
equilatero formado por tres «puntos esquina» de algin paso del proceso de cons-
truccién de la curva, la frontera del circulo intersectard sélo en tres puntos (un
conjunto de dimensién topoldgica 0) a la curva de Koch.

Como la curva de Koch no tiene dimensién topolégica 0, deberd tener
dimension topoldgica 1.
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AU WM

Figura 3.2. Entornos en la Curva de Koch.

Ejemplo 3.9. El conjunto de puntos de un cuadrado [0, 1] x [0, 1] tiene dimensién
topoldgica 2.

Cualquier rectangulo trazado alrededor de todo punto del cuadrado inter-
sectard al cuadrado en una unién de segmentos rectilineos, que tiene dimensién
topolégica 1. En general, cualquier entorno de cualquier punto intersectara al
cuadrado en una curva, que tiene dimensién topolédgica 1.

Una de las propiedades maés ttiles de la dimensién topoldgica es que es in-
variante bajo homomorfismos, es decir, es un invariante topolégico: si f : U — V
es un homeomorfismo, la dimensién topolégica de U es igual a la de V.

Por tanto, todo conjunto homeomorfo al intervalo [0,1] tiene dimensién
topoldgica 1. Esta es otra manera de probar que la dimension topoldgica de la
curva de Koch es 1, ya que la aplicacién definida de [0,1] en la curva es, en
realidad, un homeomorfismo.

3.2. Curvas de Peano

Pareceria razonable, por tanto, que la imagen de una aplicaciéon continua
f:[0,1] = R™ tuviese dimensién topoldgica 1. Sin embargo, no es verdad; exis-
ten funciones continuas de [0, 1] en R™ cuya imagen es una regién sélida en el
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espacio.

Tales curvas se denominan space-filling curves. Un ejemplo famoso es la
curva de Peano, construida iterativamente «retorciendo» una curva, llenando
progresivamente un cuadrado [0, 1] x [0, 1].

=
— 5
= S
[ =8 5
— 28 2
= 5

Figura 3.3. Iteraciones para la construccién de la Curva de Peano.

Como la curva de Koch, las funciones de Peano f,, : [0,1] — R2, que re-
presentan las curvas en la n-ésima iteracién, tienden a una funcion f limite, que
es continua de [0, 1] al cuadrado [0,1] x [0, 1]. Ademds, esta funcién f es sobre-
yectiva, es decir, pasa por todo punto del cuadrado.

La curva de Peano es un ejemplo de funcién continua cuya imagen tiene
dimensién topoldgica 2.

Ademas, f no puede ser Lipschitz de orden o > 1/2, puesto que si lo fuera,
por la proposicién 1.22 se tendria que:

2 = dimy f([0,1]) < Ldimp([0,1]) <2

La funcién de Peano no es inyectiva, de hecho, existe un teorema que dice
que cualquier biyeccién continua de un espacio métrico compacto en otro es nece-
sariamente un homeomorfismo, pero el intervalo [0, 1] y el cuadrado [0, 1] x [0, 1]
no lo son.

Existen versiones de mayor dimensién de la curva de Peano que cubren
una caja n-dimensional en R™.

Hilbert fue el primero en proponer un principio de generacién geométrica
para la construccién de una curva space-filling (o SFC), el cual se puede resumir
en:

» Asumimos que se puede obtener una aplicacién de I = [0, 1] en el cuadrado
unidad [0,1]? que sea continua. Si dividimos I en cuatro subintervalos igua-
les, deberfa ser posible particionar [0, 1]? en cuatro subcuadrados iguales, tal
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que la imagen de cada subintervalo sea continua y esté en uno de los sub-
cuadrados. Podemos repetir este razonamiento dividiendo cada subintervalo
en cuatro y haciendo lo mismo con los subcuadrados.

= Repitiendo este proceso ad infinitum debemos cerciorarnos de que los sub-
cuadrados estan colocados de manera que subcuadrados adyacentes corres-
pondan a subintervalos adyacentes, para preservar la continuidad de la apli-
cacion en su totalidad.

= Si un intervalo corresponde a un determinado cuadrado, sus subintervalos
deberan corresponder a subcuadrados de ese cuadrado.

Podemos considerar entonces una sucesion de subintervalos cerrados {I;}, C
I a la cual le corresponden una sucesién de cuadrados en [0, 1)%; secuencia que
se acerca mas y mas a un punto determinado de [0,1]?: fx(t). Llamando fy a
la aplicacién que lleva cada punto de I en su correspondiente en [0, 1]%, fr (1)
se denomina la curva space-filling de Hilbert (o Hilbert SFC).
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Figura 3.4. Generacién geométrica iterativa de la Hilbert SFC.

Cada punto de I? pertenece a una secuencia de cuadrados cerrados ad-
yacentes, que se corresponden con intervalos cerrados adyacentes, por tanto la
aplicacién es sobreyectiva. Si un punto de I? estd en la esquina de un cuadra-
do, podria pertenecer a dos cuadrados no adyacentes, no correspondientes a
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dos intervalos adyacentes. Por tanto, el punto perteneceria a dos sucesiones de
cuadrados, por tanto la aplicacién no puede ser inyectiva.

La iteracién n-ésima ha dividido el I en 4™ subintervalos, cada cual de
longitud 1/4™. Los subcuadrados tienen lado 1/4™. Si tomamos t; y to de I, tal
que |ty — ta] < 1/4™, en el peor de los casos t1 y to estarfan en subintervalos
distintos adyacentes, por tanto, sus imagenes estan, en el peor de los casos, en
dos subcuadrados adyacentes. Dado que la diagonal del rectangulo formado por
los dos cuadrados es v/5, deducimos que entonces ||fz(t1) — fu(t2)|| < v/5/2™.
Haciendo n — oo , la distancia tiende a 0, y por tanto fg : I — I? es continua.

Peano definié una aplicacién fp : I — I? aplicando el principio de genera-
ciéon geométrica de Hilbert, descrito anteriormente, pero en este caso, particio-
nando I en 9" subintervalos.

; 3| 4] |9 ‘ Eﬂjﬂ JUUEIHBI: EFTB’]L{I
2| |5] |8 | \_r‘ H Nl I-L \I‘ 1|
1 6] |7 | ‘ F[ LDL }qul:] [l LDL_H

Primera iteracién Segunda iteracion Tercera iteracion

Figura 3.5. Generacién geométrica iterativa de la Peano SFC.

Podemos aplicar el proceso de generacién geométrica a cualquier region
cerrada bidimensional que pueda ser particionada en partes iguales. Podemos
considerar entonces T un tridngulo isésceles de esquinas en (0,0), (1,1) y (2,0),
y una aplicacién f, : I — T definida de la siguiente manera: Dividimos I en 2"
subintervalos cerrados y T en tantos subtridangulos tal que la imagen de inter-
valos adyacentes esté en tridngulos adyacentes que compartan un lado. Cuando
repetimos esto infinitamente, a cada subintervalo cerrado de I le correspondera
una sucesion de tridngulos que convergen a un punto Fs(t) en T'; f<(I) es lo que
se denomina la curva space-filling de Sierpinski (o SFC).

0'0"0"0"0._
PXIXX

Figura 3.6. Generacién geométrica iterativa de la SFC.
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Asimismo, Lebesgue definié una aplicacién desde el conjunto de Cantor
en [0, 1]?, extendida luego de [0,1] en [0, 1]? mediante interpolacién lineal entre
las imégenes de los puntos que se eliminaron en la construccién del conjunto de
Cantor, asi, conseguimos una aplicaciéon f; que se denomina curva space-filling
de Lebesgue (o Lebesgue SFC).

SEIENEIRE Y P
Lo a0 SRRWANRN
elrhece] SNARRNAR
NTe ] NRRENERY
Primera iteracién Segunda iteracion Tercera iteraceion

Figura 3.7. Generacién geométrica iterativa de la Lebesgue SFC.

3.3. Fractales

Un conjunto se dice autosimilar si sus partes tienen la misma forma o
estructura que el todo.

Definicién 3.10. Un fractal es un conjunto autosimilar con dimension de Haus-
dorff mayor que su dimensién topoldgica.

Ejemplos de fractales:

1. El conjunto de Cantor.

El conjunto de Cantor a-medio.
El conjunto de Cantor n-ario.
El Triangulo de Sierpinski.

La Alfombra de Sierpinski.

La Esponja de Menger.

La curva de Koch.

N ote N

Para un fractal se puede introducir la siguiente nocion:
Definicién 3.11. La dimension fractal es el cociente
_In(N)
B ln(é) )

donde N es el numero de veces que se reproduce el objeto inicial en la prime-
ra generacion y € es la escala a la que se encuentran las dimensiones de las
reproducciones.
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In2
Teorema 3.12. La dimension fractal de C' es ln—g
n

Demostracién La demostracién es inmediata, pues tenemos que en el
caso del conjunto de Cantor N =2y e = %
O

In2
Teorema 3.13. La dimension fractal de C, es ZLQ

e’

Demostracion Observemos que en el caso del conjunto de Cantor a-

medioN:ngzl’To‘.
O
l 1
Teorema 3.14. La dimension fractal de K(n) es m
In(2m+1)
Demostracion
Para el conjunto de Cantor n-ario N =m+ 1y e = leﬁ
O

In3
Teorema 3.15. La dimension fractal del Tridangulo de Sierpinski es ln—Q
n

Demostracién

En la primera etapa, se obtienen N = 3 copias del tridngulo original, cada una
con una base 1/2 de la original, por lo que el escalado es de ¢ = 1/2. Concluimos
que la dimensién fractal del tridngulo es In3/In2.

O

In8
Teorema 3.16. La dimension fractal de la Alfombra de Sierpinski es ln—?)
n

Demostracion

En este caso, en la etapa inicial, se obtienen N = 8 cuadrados con una base a
e = 1/3 de la original. Concluimos que la dimensién fractal de la alfombra es
In8/In3.

O

n20

Teorema 3.17. La dimension fractal de la Esponja de Menger es 3
n

Demostracién

En la esponja, se obtienen N = 20 cubos con una base a ¢ = 1/3 de la original.
Concluimos que la dimensién fractal de la esponja es [n20/In3.
O
Observamos que sobre los conjuntos anteriores la dimensién fractal coin-
cide con la dimensién Hausdorff.
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Dimensién caja de grafos

Consideramos funciones f : [a,b] — R. Bajo ciertas circunstancias el grafo:

G(f) ={@ f(t) : t € [a, 0]}

puede ser un fractal. Si f tiene derivada continua, no es dificil ver que su grafo
tiene dimensién 1, lo mismo ocurre si Z:-i_ol |f(t:;) — f(ti—1)| estd acotado para
todas las particiones a = tg < t; < ... < t,,, = b. Sin embargo, es posible que
una funcién sea lo suficientemente irregular para que su grafo tenga dimensién
estrictamente mayor que 1. Quizé el mejor ejemplo conocido sea:

F(1) = 32525, AU~ PEsin(A4),

donde 1 < s < 2y A > 1. Esta funciéon es el ejemplo que da Weierstrass de
una funcién continua no derivable en ningin punto. Tiene dimensién caja s y
durante mucho tiempo ha sido una conjetura que tiene dimensién de Hausdorff s
(esta conjetura ha sido recientemente probada por Shen, Weixiao; Hausdorff di-
mension of the graphs of the classical Weierstrass functions. Math.Z 289 (2018),
no. 1-2, 223-266).

Primero obtenemos una estimacién simple, pero muy ttil de la dimensién
caja de un grafo. Dada una funcién f y un intervalo [t1,¢2], definimos su rango
maximo:

Ryltr, ta] = sup{|f(t) — f(u)| - tr <t,u <ta}.

Proposicién 4.1. Sea f : [0,1] — R continua. Suponemos que 0 < § < 1, y
m = [§] (menor entero mayor o igual que 1/6). Entonces, si Ny es el nimero de
cuadrados de la §-malla que intersectan el grafo de f,

SN R0, (i 4 1)0] < Ns < 2m+ 6~ 270 Ry [id, (i + 1)4).
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Demostracion El nimero de cuadrados de la malla de lado ¢ en la columna so-
bre el intervalo [, (i+1)d] que intersectan f es al menos R¢[id, (i+1)d]/6 y como
mucho 2 + R¢[id, (¢ + 1)d]/6, ya que f es continua. Sumando la correspondiente
cantidad de todos los intervalos obtenemos el resultado anterior.

(|

P R

' TN

[

=

==

Figura 4.1. Malla de §-cuadrados sobre la funcién de Weierstrass.

Corolario 4.2. Sea f : [0,1] = R una funcién continua.
(a) Supongamos que
[f() = f)] <clt —uP™, 0<tu <,

conc >0yl < s < 2. Entonces H*(F) < oo y dimggraphf <
dimpgraphf < s. Esto es cierto si por hipdtesis |t — u| < § para algin
0 >0.

(b) Supongamos que existen ¢ > 0, 5 > 0y 1 < s < 2 con la siguiente propiedad:
para cada t € [0,1] y 0 < 0 < dg, existe u tal que [t —u| < 3§ y

|f(t) = f(u)| > 5.
Entonces s < dimggraph(f)
Demostracién

(a) Se sigue inmediatamente que Ry[t1, 1] < c|t; — t2]?~* para 0 < ti, to < 1.
Usando la notacién de la proposicién 4.1, m < (1 + 6~ 1), entonces

Ny < (1 +5_1)(2+C5_162_S) <c107%,

donde ¢; es independiente de §. El resultado se sigue de la proposicién 2.5.
(b) De la misma manera, Ry[tq,t2] > c|t; —t2]*>7%. Como 6! < m, tenemos que:



4 Dimensién caja de grafos 45

Ns > 616715275 = ¢65.

Y por la definicién 2.1 tenemos que s < dimpggraphf.

Desafortunadamente, las cotas inferiores para la dimensién de Hausdorff de
grafos son generalmente mas dificiles de encontrar que las dimensiones caja.

A continuacion calcularemos la dimensién caja del grafo de la funcién de
Weierstrass.

Teorema 4.3. Supongamos que A > 1 y 1 < s < 2. Definimos f : [0,1] = R
como:

F(t) = 5, AC—Dhsin(x).
Suponiendo que \ sea suficientemente grande, se tiene que dimpgraphf = s.

Demostracion Dado 0 < h < 1, sea N un ndimero natural que satisface
A~ N+ < b < A~V Entonces,

N
Pt + 1) = £ < SACE|sin(XM (¢ + h)) — sin(XF(8)|+
k=1

+ i AE=DR sin(AR (t 4 h)) — sin(\F (1))

k=N+1
N 00
<Y OACTENAL 4 Y a2k
k=1 k=N-+1

Usando el teorema del valor medio en los primeros N términos del primer su-
matorio y una estimacién evidente del resto obtenemos que,

AN(s—DN I\ (s—2)(N+1)
t+h)—ft) < < ch*™*
F+R) — FO < s+ P S b,
donde ¢ es independiente de h, usando el corolario 4.2(a), obtenemos que
dimpggraphf < s.

De igual manera, pero dividiendo la suma en tres partes, los primeros N —1
términos, el término N-ésimo y el resto, se sigue que,
5=2)N—s+1 9y (s—2)(N+1)

o . . (
|f(t+h)—f(t)—)\(‘ Dklsin(\F(t+h)) —sin(AE(1))]] < 2 o e
si A~WVHD < p < AN,

Supéngase que A > 2 es suficientemente grande para que %
(s—2)( ,
2)\1;\751\7;1) sea menor que 2—10)\(3_2)N para todo N. Para 6 < A~!, témese un N
tal que AN < § < A=(N=1_ Para cada t, podemos escoger h con A~(N+1 <

h < A7 tal que |sin(A*(t + h)) — sin(A\*(t))| > 15, entonces



46 4 Dimensién caja de grafos

|[fE+h)— f(t)] > 21—0)\(5_2)1\7 > %)\8_2(52_5.

Y por el corolario 4.2(b), obtenemos que dimggraphf > s.

Por tanto, dimpgraphf = s.

fir) 3 firy 3p

1 ! ZW' IL.‘\
e o !
H'""”\. (J\w'. f\v; ’M‘HA VN

T Tun v W ’\1 v

Figura 4.2. La funcién de Weierstrass con A = 1,5 y s=1.5 y s=1.1.
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Measure, dimension and fractals

Universidad
de La Laguna

ULL|

We introduce the concepts of Hausdorff
measure and dimension for every subset
of R". Moreover, we show different tech-
niques to compute the Hausdorff dimen-
sion of a set and we apply them in differ-
ent examples, specially the Cantor set.
We also consider the definition of a frac-
tal and we provide some examples like
the Sierpinski Triangle and Carpet, the
Menger sponge and the Koch curve.

1. Introduction

In order to specify the definition of dimen-

sion, Falconer suggested a set of proper-

ties that every dimension should satisfy:

1. Differentiable manifolds. If F is a dif-
ferentiable n-manifold, dim(F) = n.

2. Open sets. For every open set F cR",
dim(F) =n.

3. Countable set. If F is finite or count-
able, dim(F) =0.

4. Monotonicity.
dim(F).

5. Stability.
dim(EUF) = max{dim(E),dim(F)}.

6. Countable stability.
dim(U2, F) = sup;dim(F;).

7. Lipschitz functions. If f: E— R" is Lip-
schitz, then dim|f(E)] < dim(E).

8. Bi-Lipschitz functions. If f: E—R" is
bi-Lipschitz, then dim|(f(E)] = dim(E).
9. Geometric invariance. if f is a simi-
larity or an affine transformation, then

dim[f(F)) = dim(F).

2. Hausdorff measure and dimension

Given F cR", the Hausdorff s-dimensional
measure of F is
FE°(F) =limg_.o #5(F).

If Ec F = dim(E) <

where

FE(F) = inf{L32,|UiI°:{Ui}2, ad - cover}.
There exists a critic value s in which the
function .7°(F) jumps from oo to 0. This
critic value receives the name of Haus-
dorff dimension of F and it satisfies the
properties suggested by Falconer.
Theorem 2.1 The Hausdorff dimension of
the Cantor set is log2/1log3.

Figure 1: Cantor set.
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3. Techniques to compute the Hausdorff
dimension

Figure 2: Sierpinski Carpet.

Theorem 3.1 The Hausdorff dimension of
the Sierpinski Carpet is In8/1n3.

E 4

Figure 3: Menger Sponge.

Theorem 3.2 The Hausdorff dimension of
the Menger Sponge is [n20/1n3.

Theorem 3.3 The Hausdorff dimension of
the Sierpinski Triangle is In3/1n2.

Theorem 3.4 The Hausdorff dimension of
the Koch Curve is In4/1n3.

Figure 5: Koch curve.

Definition 4.1 A subset S of R" has topo-
logical dimension zero if every point of
S has arbitrarily small neighborhoods
whose boundaries do not intersect S.

TRABAJO FIN DE GRADO, Convocatoria de Junio, 2018

FACULTAD DE
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o0 00

Definition 4.2 A non-empty subset S of R"
has topological dimension k if every point
of S has arbitrarily small neighborhoods
whose boundaries intersect S in a set of
dimension k-1, being k the smallest pos-
itive integer with this property.

A self-similar set is a set whose parts have
the same shape or structure of the whole
set.

Definition 4.3 A fractal is an self-similar
set with its Hausdorff dimension greater
that its topological dimension.

Examples of fractals:

1. The Cantor set.

2. The middle-a Cantor set.
3. The n-ary Cantor set.

4. The Sierpinski Triangle.
5. The Sierpinski Carpet.

6. The Menger Sponge.
7.The Koch Curve.

5. Hausdorff dimension of graphs

Theorem 5.1 Suppose that A >1 and
1<s<2. We define f:10,11 — R as:

f() =X A Dksin(Akr).

Assuming that A is sufficiently large, we
have that dimggraphf =s.

Lo d

,/”% A mﬂ
Y
; VY
Qvﬂ‘ﬁvv‘ "

Figure 6: Weierstrass function.
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