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Resumen

El objetivo de este trabajo ha sido estudiar el Teorema Fundamental de las Funciones
Simétricas, el cual nos dice que todo polinomio simétrico P con coeficientes enteros en las
variables x1, ..., x, se obtiene desarrollando un polinomio () con coeficientes enteros en las
funciones elementales simétricas eq, ..., ey,.

Primero analizamos las identidades de Newton. Luego analizamos el algoritmo de Gauss
con el Maxima, y damos una demostracion del algoritmo. Luego analizamos el algoritmo
de Cauchy, y damos también una demostracion. Estudiamos también una demostracion
que usa los bialternantes de Jacobi. Finalmente estudiamos el discriminante A de un po-
linomio p(x) de grado tres, que por el teorema fundamental se puede escribir como un
polinomio en los coeficientes de p(z). Estudiamos con los recursos grificos del Mazima
secciones de este discriminante que usamos para estudiar el comportamiento cualitativo
de las raices de p(x) cuando variamos los coeficientes de p(x).

Palabras clave: Polinomios Simétricos, Funciones Simétricas, Funciones Simétricas Ele-
mentales, Discriminante.






Abstract

The object of this memory is to study the Fundamental Theorem of Symmetric Functions:
Any symmetric polynomial with integer coefficients in n variables z1, ..., 2, can be ex-
pressed as a polynomial with integer coefficients in the elementary symmetric functions
€1y..09En.

First, we study Newton identities. Then we study the algorithm of Gauss with the aid
of Maxima and give a proof of this algorithm. Then we study the algorithm of Cauchy
and also give a proof of this algorithm. We also give a proof of the Fundamental theorem
that uses the bialternants of Jacobi, in the case of three variables. Finally, we study the
discriminant A of a polynomial p(z) of degree three; by the Fundamental Theorem, A
can be written as a polynomial in the coefficients of p(x). We study level curves of the
discriminant with aid of the graphics of Maxima, and we use these level curves to study
the behavior of the roots of p(z) when we vary the coefficients of p(z).

Keywords: Symmetric Polynomials, Symmetric Functions, Elementary Symmetric Fun-
ctions, Discriminant.
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Capitulo 1
Motivacion y objetivos

El teorema fundamental de las funciones simétricas es uno de los temas incluidos en los
tratados bésicos usuales de Algebra ([1],pag. 330; [5],pag. 139; [7],pag. 191; [10],pag. 99).
Este teorema no se suele dar en el grado y nuestro propésito es analizarlo con alguna pro-
fundidad. También se trata de analizar ejemplos bésicos de aplicaciones de este teorema.

Se tienen también como objetivos hacer demostraciones algebraicas rigurosas, usar el Ma-
xima para célculos de Algebra simbodlica, y usar los recursos graficos del Maxima para
estudiar secciones del discriminante de una ecuacién de grado tres con la finalidad de
hacer un estudio cualitativo de las soluciones.






Capitulo 2

Enunciado del teorema
fundamental de las funciones
simétricas

Consideramos polinomios en n variables x1, xs, ..., T, cuyos coeficientes son enteros, por
ejemplo:

3x1x0 — 2:E%563 + 5xo
Diremos que un polinomio en n variables con coeficientes enteros es simétrico si después de
hacer cualquier permutacién en las n variables obtenemos el mismo polinomio inicial. Por
ejemplo, x1x9 + x17T3, no es simétrico pues la permutacién x1 — 9, xo — T3,T3 — X1
de las variables cambia este polinomio a zex3+ 221 que no es igual al inicial. Otro ejemplo
de polinomio no simétrico en tres variables es

T1To — T1Z3 + Tox3

En cambio un ejemplo de polinomio simétrico en tres variables donde no todos los términos
tienen el mismo grado es:

2 2 2
1‘1+CE2+:E3+I‘1+$2+5L‘3
Definimos n polinomios simétricos elementales eq,...,e, en n variables x1,...,x, de la
siguiente forma:

er = E Ty Tig-Tiy k=1,...,n
1<i1<12<...<1x. <N

Por ejemplo, los tres polinomios elementales simétricos en tres variables x1, x2, x3 son:

e1 =1 +x2 + T3
€2 = T1X2 + X1T3 + T2x3
€3 = X172T3
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Teorema Fundamental

Todo polinomio simétrico P con coeficientes enteros en las variables z1,xs, ..., x, se
obtiene desarrollando un polinomio () con coeficientes enteros en e, ..., e,.

Ejemplos y observaciones sobre el teorema:

1.

2.

x4+ 2371 = 12(T1 + T2) = €109

23+ 23 = (z1 + 22)3 — 32229 — 31173 = €} — 3ejen

(r1 —19)% = m% — 2z 29 + ac% = (21 + 29)? — da170 = e% — 4eq

23+ 23+ 23 = (21 + 12 + 23)? — 22172 — 27175 — 27073 = €7 — 2en

Si 1, 9 son las raices de un polinomio con coeficientes enteros 2 + bz + ¢ entonces
22+ br+c=(r—z1)(x — 12)

de donde resulta

e1=x1 +x9=-b
€9 = XT1x9 = C

Entonces los ntimeros (z; — x2)%, 2229 + 2321, 23 + 23 se pueden calcular a par-
tir de los coeficientes b y ¢ de la ecuacién sin necesidad de conocer quiénes son las
raices x1, 9 del polinomio x? + bx + ¢

Si 21,2, 3 son las raices del polinomio con coeficientes enteros x> + bx? + cx + d
entonces
bt ert+d=(x—x1)(x —22) (T — 23)

b:—el
C = €9
d:—eg

La expresion a2 + z3 + x% se puede entonces obtener facilmente a partir de los
coeficientes b, ¢ y d del polinomio por el ejemplo 4 sin necesidad de conocer quiénes
son las raices 1, x2, 3 de la ecuacién.

En general si xy, ..., z, son las raices de una ecuacién
n n—1 n—2 _
" +ax" +ax"“+...+a,=0
donde los a; son enteros, entonces

" ar " b, = (-2 (@ — )
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10.

11.

de donde se obtienen las relaciones de Vieta:

ay = —eq
ag = €9
a3z = —e€3

an = (—1)"ey

El Teorema Fundamental nos dice que podemos calcular cualquier funcién poli-
nomial simétrica de las raices z1,...,z, a partir de los coeficientes aq, ..., a, de la
ecuacién sin necesidad de conocer quiénes son las raices x1, ..., Tp.

Se pueden expresar también como una funcién de ey, .., e,:

a) La media aritmética p de las raices x1, ..., 2,

x1+ ... +xp el

n n
b) La varianza de x1, ..., T,

¢ = (x1— )+ .+ (@n — p)?  ef(n—1) — 2ney
- - 2

El discriminante

1<i<j<n

es un polinomio simétrico en x1,...,z, y por tanto se puede calcular a partir de los
coeficientes eq, ..., e, de la ecuaciéon. En el capitulo 7, estudiaremos con detalle el
discriminante en el caso de tres variables.

Si el nimero de variables n es pequetio y si el grado del polinomio P es también
pequeno, entonces el polinomio @) en eq,...,e, es facil de obtener. Polinomios Q

obtenidos de esta manera fueron usados por algebristas de los siglos XVI y XVII
(Cardano, Vieta,...)

Para cada par de enteros £ > 1 y n > 1 definimos el polinomio simétrico en n
variables

5k (21, oy ) = 2§ . 2F

Para P = s, el polinomio @ en eq, ..., e, se obtiene facilmente por induccién a partir
de las relaciones obtenidas por Newton ([8]):

Sp+a18g_1+ ... +kap =0 si k<n

S+ a185—1+ ... + apSp—p, =0 si k>n

Demostraremos estas relaciones en el capitulo 3.



12.

13.

14.

15.
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Gauss dio en ([4], pag. 36) un algoritmo para calcular @}, dado P. Analizamos este
algoritmo en el capitulo 4.

Otro algoritmo clasico se debe a Cauchy ([2], pag. 103). Estudiamos este algoritmo
en el capitulo 5.

Incluimos, en el capitulo 6, un algoritmo para calcular @ (][9], pag. 90), para el caso de
tres variables, que parte de los bialternantes de Jacobi. Este algoritmo proporciona
una formula para Q como suma de determinantes.

Tanto el enunciado del teorema fundamental como la demostracién que damos segin
Gauss permanecen validos si en lugar de coeficientes enteros, suponemos que tanto
P como @ tienen coeficientes en un anillo conmutativo arbitrario.



Capitulo 3

Demostracion de las relaciones de
Newton

Sea p(z) = (z — 21)(z — 22)...(xz — 1) = 2" + @12 L+ agz™ 2+ ...+ ay_17 + ap
p) o p@) -, p@)

Para obtener las relaciones de Newton calculamos el polinomio
T—T1 r—T2 T—Tn

de dos formas distintas:

= En primer lugar:

% = 2"+ (a1 + 21)2" % + (2 + ez + a2)2™ 3 + (23 + @123 + agay +
az)z" 4.+ (1:71171 + alx?72 + agx’ffg + .. Fan—1)

Esta igualdad se comprueba porque si multiplicamos el miembro de la derecha de la
igualdad por (x — x1) y reordenamos los términos obtenemos p(x) — p(x1) (esta es
la regla de Ruffini). Como 7 es raiz de p(z), p(x1) =0

Obtenemos una igualdad anéloga para cada z;, (i = 1,...,n)
Si sumamos todas estas igualdades obtenemos:

S p(@) _ pan—1 (nay + s1)x" 2 + (so + a1sy +nag)z™ 3 + ...+ (sp_1 +

i=1 x—x;

a18p—2 + a2Sp—3 + ... + nay_1) (3.1)
= Por otro lado:
Z xp(iﬁg): =na2" "t —(n— e 2+ ...+ (—1)" e, (3.2)
—

1=1

Antes de demostrar esta igualdad veamos cémo se verifica en el caso particular de
cuatro variables.

T—x1 T—x2 T—x3 T—T4

p(z) + p(x) + p(x) + p(z) _

7
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=(x—xz)(x—x3)(x —x4) + (. —21)(x —23)(x — 24) + (¥ — 21)(x — 22)(x — 24) +
(x —21)(x — @2)(x — a3) =
=423 — [(v2 + 23 + 24) + (21 + 23 + 34) + (21 + T2 + T4) + (21 + 22 + 23)]2%+
+[(xoxs + woxg + w324) + (X123 + 124 + T324) + (T122 + T124 + T224) + (T122 +
x12T3 + Tows)|T—
(Tow3wy + T1T3%4 + T1T2T4 + T1T2T3) =
423 — 3e12? + 2e0x — e3

La igualdad se comprueba también facilmente para el caso de una variable, dos va-
riables y tres variables.

Consideramos ahora la igualdad (3.2) en el caso general.

Demostraremos esta igualdad por induccién sobre n. Supongamos que la igualdad
es cierta para n y veamos que entonces también es cierta para n + 1.

O sea, supongamos que la igualdad (3.2) es cierta para p(z) y veamos que entonces
es también cierta para

q(z) = p(@)(z — Tny1) = (. — 21)..(z — 2n) (T — Tny1)
Las funciones elementales simétricas en las n + 1 raices z1, ..., x,+1 de ¢(z) son:
fi=z1+ . topt T =61+ T
fo=x122 + ... + TpTpy1 = €2+ Tpy1€1
f3 = 212223 + ... + Tp—1TnTpy1 = €3 + Tpy1€2

fr =ex + Tppr1ep—1

fn =én t+ Tpti1ep—1
fn-‘,—l = Tn+1€n

Entonces:

Zn—H a(z) _ Zn—H p(@)(@—Tny1) _

=1 x—a; i=1 T—x;
= (S 25 = ans1) +ple) =
(nz" ! —(n—1)e1a" 2 + (n — 2)egx™ 3 + ... + (=1)"3322¢,_3 + (—1)""22¢,, o7 +
(=) ey 1) (@ —2ng1) + (2" —erx™ L pega™ 24 L+ (=) Loy 1z 4+ (—1)",) =
=na" — (n— ez 1+ (n — 2)eaz™ 2 + ... + (—1)" 2222, o + (—1)" tze, 1 —
NTp12" L+ (n— Derwpz™ 2 + .+ (=1)"232%e, 325401 +
(—1D)" 2zz, 160 9+ (—1)"Tpi1en_1 + 2" — ezt Feax™ 2 4 L+
(—1)"2ep_o2? + (=1)"tep1x + (—1) e, =
=(n+ 12" —n(e; + Tpr1)x" L+ 4+ (=1)"23(ep_2 + Tnr1en—3)2% +
(_1)71—12(6”71 + $n+1en72)$ + (—1)n(€n + l‘n+1€n71) =
=+ 12" —nfrz"t+ .+ (=) 2 f0x? + (=) 2f 1z + (=1)" fr
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Luego la igualdad es cierta para g(z). Esto demuestra la igualdad (3.2).

Usando las igualdades de Vieta podemos escribir la igualdad (3.2) como:

p(x)

T — T
i=1 v

=nz" 1+ (n— 1)a1x”_2 + .+ 22ap_2 F+ Gp_1 (3.3)

Esta igualdad (3.3) se puede también demostrar si observamos que el miembro de la
izquierda es la derivada del polinomio p(x). Sin embargo, hemos dado una demos-
tracién elemental de esta igualdad que es valida cuando los a; pertenecen a un anillo
conmutativo arbitrario en lugar de los enteros.

Entonces los coeficientes del polinomio de la derecha de la igualdad (3.1) tienen que ser
iguales a los coeficientes del polinomio de la derecha de la igualdad (3.3).
O sea:

nai +s1 = (n— 1)ay
naz + a1s1 + s2 = (n — 2)as

Nap—1+ ... + A18p—2 + Sp—1 = Ap—1
Es decir:

a1 +s1=0
2a3 + s1a1 +s2 =0

(n—1)ap—1 + apn—281 + ... + a18p—2 + sp—1 =0
Si reemplazamos a; = (—1)‘e; obtenemos:

—e1+s1=0
2e9 — €151 +s2 =0

(=)™ n—1)ep_1+ (=1)"2e, 950+ ... — €15, 2+ 5,1 =0

De aqui obtenemos por induccién cada s;, i = {1,...,m — 1} como un polinomio con
coeficientes enteros en ey, ..., e,
S§1 = €1

S9 = €981 — 2e9 = e% — 2e9
53 = e182 — €251 + 3ez = e1(ef — 2ea) — eze1 + ez = €3 — 3ejeq + 3e3

La demostracién de las igualdades de Newton para k& > n son mucho mas faciles de obtener:
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Para cada ¢ = 1,...,n tenemos la igualdad:
' + a7 o ap1m 4+ a, =0 (3.4)
Si sumamos todas estas igualdades obtenemos:
Sp+a18p—1 + ... + @pn—181 +na, =0

En general, para todo j > 0, multiplicamos (3.4) por xf y obtenemos:

J:?Jrj + alx?ﬂ_l +.+ an_lxgﬂ + anx‘g =0
Sumando todas estas igualdades con j fijo, i = 1,...,n obtenemos:

Spgj +a18p4j-1+ . T @p_18j41 +aps; =0

Esto nos permite expresar también por induccién s,4; como un polinomio en ey, ..., e,.
Por ejemplo, cuando el niimero de variables es tres, obtenemos:

84 = €183 — €282 + €381
2
S4 = el(e? — 3ereg + 3e3) — eae] — 2e2) + ezeq

S4 = ei‘ — 46%62 + 4eres3 + 26%



Capitulo 4

Demostracion de Gauss del
teorema fundamental

4.1. Definiciones previas

Dados 0 < i1 < iy < ... <1, enteros, con la suma i1 + i + ... + i, = m, consideramos el

polinomio simétrico en 1, ..., ,, que se obtiene de sumar a z}'z5*...x% todos los monomios

diferentes entre si que se pueden obtener a partir de x'x%...z}» mediante permutaciones

de las variables x1, ..., z,,. Designaremos este polinomio por [i] i3 ... iy] y lo llamaremos
un corchete de grado m en n variables. Llamaremos ademas al monomio z{'zs...x" el
término principal del corchete.

Ejemplos de corchetes de grado 6 en tres variables son:
[123] = z12323 + 212323 + 202223 + poxded + xaaiad + xaadal
[114] = zy2028 + 212523 + 2ia023
2 2 2] = z3a323
Dados dos corchetes de grado m, [i1 ig ... in] ¥ [j1 j2 ... Jn), diremos que [iy ig ... iy <
[71 j2 .- jn] sl existe 1 < k < n tal que i1 = j1,i2 = Jo, ..., ig—1 = Jk—1, 0k > Jk

Esto nos permite ordenar todos los corchetes de grado m en n variables.

Por ejemplo, todos los corchetes de grado seis en tres variables son:
006/ >[015>[024]>[033]>[114]>[123]>]222]

Fijados m y n con m > n, el menor corchete de grado mes [i ... i i+ 1 ... i + 1] donde el
nimero de términos iguales a i+ 1es h y donde m =ni+h con 0 < h < n.

Si m < n el menor corchete de grado m es [0 ... 0 1 ... 1] donde el niimero de unos
es m.

11
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4.2. Demostracion del teorema

Cualquier polinomio simétrico con coeficientes enteros P se puede escribir como suma
de corchetes con coeficientes enteros. Por tanto basta demostrar el teorema fundamental
en el caso particular en que el polinomio P es un corchete.

Demostraremos el teorema fundamental cuando P es un corchete de grado m por in-
duccién sobre el orden de los corchetes de grado m.

Si m > n entonces el teorema es cierto para el menor corchete de grado m pues [i ... i i +
1...i+1] = elep, donde h es el nimero de términos i + 1 en el corchete. Si m < n entonces
el teorema es también cierto para el menor corchete de grado m pues [0 ... 01 ... 1] = ¢y,
donde h es el nimero de términos iguales a uno en el corchete.

Sea [i1 ... in), i1 < ... < ip, i1 + ... + 4, = m un corchete de grado m y suponga-
mos que el teorema es cierto para todos los corchetes de grado m que son menores que
[i1 ... ipn]. Demostremos que entonces el teorema es también cierto para el corchete [iy ... iy].

Se tiene que eile? [le? 2. el" " esigual a Cy +doCo+ ... +dCy, donde O = [iy ... iy),
ds, ..., dy nimeros enteros y Co, ..., C son corchetes de grado m. Veamos que cada uno de
los corchetes Cy, ..., C} son menores que el corchete Cy:

Supongamos Cs, 2 < s < k de la forma Cs = [j; ... ju]. El término principal de Cj
es :C.jleQ xjn
R A

Se tiene x{'x}...xl} = My, M,,_1...M;, donde:

M, = (z1..2,)%.
M,,—1 es uno de los términos que resulta de desarrollar ;> = (zg...zp + ...)"2 "L
M,,_2 es uno de los términos que resulta de desarrollar e, 5* = (z3...2p, + ...)"3 "2,

P in—ln— in—i
M; es uno de los términos que resulta de desarrollar e" " = (z, + ...)" 1.

M,, contribuye con i; al exponente ji. Si M, _1 tuviese algin factor z, entonces seria
j1 > 11 y ya tendriamos Cs < (1.

Supongamos que M,_1 no contiene ningun factor x;. Esto solo puede ocurrir si M,_1 es
(xg..2,)27 0,

Entonces M, M,,_1 contribuye con i1 + (ia — i1) = i2 al exponente jo de z2 y con i al
exponente j; de x7.

Si alguno de los M,;,_o, ..., M1 contuviese algin factor x; o algtin factor xs, entonces seria
J1 > 11 0 jo > 19, y de nuevo obtendriamos Cys < (.

Supongamos entonces que M,, s no contiene x; ni xs. Esto solo puede ocurrir si M,, o =
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(l’g...l‘n)%_lé.

Entonces M,, M, _1M,_o contribuye con ¢; al exponente j; de x1, con i3 al exponente jo
de z9 y con i3 al exponente j3 de x3. Si alguno de los M,,_3, ..., M tuviese algin factor
Z1, T2 O X3, entonces j; > i1 0 jo > iz 0 j3 > i3 y de nuevo obtendriamos Cy < (.

Luego por repeticién de este argumento llegamos a que bien j; = i1, jo = @2, ... , Jn = in
(v por tanto Cy = C1, lo que hemos excluido de antemano pues tomamos s > 1) o bien
Cs < Cf.

Observamos que esta demostraciéon proporciona un algoritmo para calcular ), dado P.

4.3. Tlustracion del algoritmo de Gauss
Pongamos como ejemplo s7 en tres variables:
S7 = I’Z + mg + :Eg
Se tiene sy = [0 0 7].

Desarrollamos e! con el Maxima y obtenemos:

ez =57+ 7[0 1 6] +21[0 2 5] + 35[0 3 4] +42[1 1 5] + 105[1 2 4] + 140[1 3 3] + 210]2 2 3]
De aqui resulta:

s7=el —7[016]—21[0 25— 35[0 3 4] —42[1 1 5] — 105[1 2 4] — 140[1 3 3] — 210[2 2 3]

Desarrollamos eze] con el Maxima y obtenemos:

6261 [0 16]+5[025]+10[03 4]+ 11[1 1 5]+ 35[1 2 4] + 50[1 3 3] + 80[2 2 3]
De aqui resulta:

(01 6] = eze? —5[02 5] — 100 3 4] —11[1 1 5] — 35[1 2 4] — 50[1 3 3] — 80[2 2 3]

Desarrollamos e3e$ con el Maxima y obtenemos:

e2e3 =025 +3[034]+2[115]+11[124]+18[13 3] +31[22 3]
De aqui resulta:

[025] =e2ed —3[034] —2[1 15 —11[124] — 18[1 3 3] — 31[2 2 3]

Desarrollamos e3e; con el Maxima y obtenemos:

edey =[034)+3[124] +7[133]+12[22 3
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De aqui resulta:
[034) =ede; —3[124] —7[133]—12[22 3]

Desarrollamos eze] con el Maxima y obtenemos:

eze] =[115] +4[124]+6[133]+12[22 3

De aqui resulta:
[115]=esef—4[124] —6[133]—12[22 3]

Desarrollamos ezeae? con el Maxima y obtenemos:
eseze = [1 2 4] +2[1 3 3] + 52 2 3]

De aqui resulta:
[124] = ezeqe? —2[1 3 3] —5[22 3]

Desarrollamos eze3 con el Maxima y obtenemos:
ezes =13 3] +2[22 3]

De aqui resulta:
[133]=eszes —2[22 3]

Por ultimo obtenemos:
[22 3] = e3ey

De las formulas anteriores obtenemos sucesivamente:
s7=el —7[016]—21[0 25 — 35[0 3 4] —42[1 1 5] — 105[1 2 4] — 140[1 3 3] — 210[2 2 3]
s7=el — Tegel +14[0 2 5] + 35[0 3 4] + 35[1 1 5] 4 140[1 2 4] + 210[1 3 3] + 350[2 2 3]
s7=e] —Tegel + 14e3e3 — 7(0 3 4] + 7[1 1 5] — 14[1 2 4] — 42[1 3 3] — 84[2 2 3]
s7=e] — Tegel + 14e3e3 — Tedey + 7[1 1 5]+ 7[1 2 4] + 7[1 3 3]
s7= €] — Tegel + 14ede} — Tedey + Tege} — 21[1 2 4] — 35[1 3 3] — 84[2 2 3]
s7=e] — Tegel + 14e3e3 — Tesey + Tesze] — 2lezeqe? + 7[1 3 3] + 21[2 2 3]
s7 = e] — Tegel + 1dede} — Teder + Tesel — 2leseze] + Teged + 72 2 3]

s7 = el — Tegel + 14e3ed — Tedey + Teze] — 2lezeqe? + Tezes + 76%61



Capitulo 5

Demostracion de Cauchy del
teorema fundamental

El algoritmo de Cauchy procede por induccién sobre el grado n del polinomio
p(z) = (x —z1).(x—2p) = 2" —e12" L + ez 2+ .+ (—1)"e, (5.1)
Paran =1, p(z) =z —x1, e1 = x1, 2} = €], r > 1 y el teorema es trivial en ese caso.
Supongamos ahora que el teorema es cierto para todos los polinomios ¢(x) de grado n— 1,

y veamos que entonces es también cierto para el polinomio (5.1).
Sea

()= (@ —21) (2 =2 ) = 2" — 12" 2+ for" B+ (1) (5.2)
Donde:

fl =1+ 22+ ... +Tp_1
fo=xix2 4+ ...+ Tp_2Tp_1

. (5.3)
o1 = T122... 001

Entonces:

e1=xp + f1

ei=xnfic1+fi, 2<i<n-—1 (5.4)
€n = l‘nfnfl

Sea P(z1,...,oy) un polinomio homogéneo de grado k en z1, ..., x,. Entonces:

P(x1,.yxn) = Qo(T1, ooy Tn—1) + 2nQ1(x1, ooy 1) + .. + a:lek(xl, ey Tp—1) (5.5)

donde cada uno de los polinomios Qs(z1, ..., Z,—1) es un polinomio homogéneo de grado
k—sen xy,...,xy_1; en particular, Qg (z1, ..., z,—1) €s una constante entera.

15
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Por la hipétesis de induccién cada uno de los Qs(z1,...,2n—1) se puede escribir como
un polinomio Us(fi1, ..., fn—1) en fi, ..., fn—1:

P(x1, o) = Us(f1, ooy froo1) + nU1(f1y ooy foo1) + oo + 2 ULf1, ooy frot) (5.6)
Podemos expresar cada f; como un polinomio en ey, ...,e,_1, Tn:
e1=Tp+ fi— fi=e—x,
e =Tpfi+ for— fo=es—xpf1 = ea+22 —The1 (5.7)
e3=nfo+ f3 — fa=e3 —wufo=e3—x) +ape1 — Tne2
Si en cada Us(f1, ..., fn—1) sustituimos los f; por las expresiones (5.7) obtenemos:
P(x1,...;xn) = Voler, ..., en—1,Tn)+xnVi(e1, ..., en—1, xn)—i—...—kxﬁVk(el, cy€n—1,Zpn) (5.8)
donde cada V(eq, .., en—1,y) €s un polinomio en ey, ..., e,_1, T, con coeficientes enteros.
Podemos reescribir el polinomio de la derecha en (5.8) como:
P(x1, ..., xn) = Wo(er, o, en1) + 2, Wi(er, oy en1) + ... + 2L, Wi(eq, ..., en1) (5.9)
donde cada Wg(e, ..., e,—1) s un polinomio en e, ..., e,_1 con coeficientes enteros.

Como zy, es raiz del polinomio (5.1) entonces:

n o __ n—1 n—2 n+1
T =eixy n — ey 4 ..+ (—=1)" e,

xzﬂ = e1xZ+J71—ezl’zﬂiz%-.--+(—1)n+16n$j J entero, j > 0 (5.10)

Usando estas expresiones (5.10) podemos reescribir el polinomio de la derecha de (5.9)

como:
P(x1, .oy 2n) = Zo(€1, ooy €n)FTnZ1 (€1, ooy )t a 1 Zo 1 (e, s €0) (5.11)
donde cada Zs(eq, .., e,) es un polinomio en ey, ..., e, con coeficientes enteros.

En lugar de aplicar el proceso anterior partiendo del polinomio (5.2) podemos aplicar
el mismo proceso pero partiendo ahora del polinomio de grado n — 1:

q(z)=(x —22).(x—2p) = 2" — 12" 2+ g2 P + o+ (=1)" g (5.2")

donde:

g1 =2+ ... + Ty
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g2 = To2x3 + ... + Tp_1Tn
(5.3
gn—1 = X2...Tn

Entonces:

e1 =21+ g1
e =T1gi-1+¢gi, 2<i<n-—1 (5.4")
€n = T19n—1

En lugar de (5.5) escribimos ahora el polinomio homogéneo P(xy, ..., z,) como:

P(x1, .y 2n) = Qola, oy ) + 21Q1 (T2, ..oy ) + .. + 25 Qu (22, ..., ) (5.5")

donde los polinomios Qs(x2, ..., Ty) se obtienen de los Qs(x1, ..., £,—1) cambiando x1, ..., Tp_1
pOr Tg, ..., Tp.

Como las formulas (5.3') se obtienen de las formulas (5.3), cambiando cada f; por g;,
y cambiando las variables x1, ..., ,—1 por 2, ..., Ty, entonces cada Qs(z2, ..., z,) se puede
escribir como un polinomio Us(g1, ..., gn—1) €n g1, ..., gn—1 con coeficientes enteros que se
obtiene a partir de Us(f1, ..., fn—1) cambiando cada f; por g;.
Obtenemos entonces:

P(@1, s 1) = Up(g1y eos 1) + 21U1(g15 ooy gno1) + «oo + 25U (g1, s Gno1) (5.6")

Ahora, en lugar de las formulas (5.7) usamos las formulas:

g1 =¢€1—21
2
g2 = €3 + 27 — x1€]1
2 /
g3 = e3 — 13 +x%e; — z1€9 (5.7

donde se ha cambiado x, por x; y cada f; por g;.
En cada Us(g1, ..., gn—1) sustituimos los g; por las expresiones (5.7") y obtenemos:

P(CCh ,xn) = ‘/0(61, ...,en_l,wl)—i—lel(el, ...,en_l,xl)—l—...—l—:clka(el, ...,en_l,xl) (58,)

donde cada polinomio Vs(eq, ..., en—1, 1) se obtiene a partir del polinomio Vy(e1, ..., en—1, Tp)
de (5.8) cambiando x,, por ;.

Entonces en lugar de la expresién (5.9) obtenemos ahora la expresién:

P(:Iil, ...,xn) = W()(el, ey en_l) -+ $1W1(61, ceey en_l) + ...+ :cﬁWl(el, ceey en_l) (5 9’)
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donde los polinomios Wi(eq, ..., e,—1) son los mismos que aparecen en (5.9). Al pasar de
(5.9) a (5.9') solo se cambia x,, por x1.

Como z7 es también raiz del polinomio (5.1), entonces podemos usar:

ry = elx’f_l - egx’f_2 + .t (—1)ntle, ‘
i = eya T e (1) He,a]  jentero, >0 (5.10")

Estas expresiones (10') resultan de las expresiones (5.10) cambiando s6lo x,, por z;

Ahora usamos la expresién (5.10") y reescribimos el polinomio de la derecha de (5.9')
como:

P21, .y 0) = Zo(e1, ooy en)tx1Z1 (€1, cony ) Foe b Zy 1 (1, ooy ) (5.11")

donde los polinomios Zs(eq, ..., €,) son los mismos que aparecen en (5.11).

Para cada una de las raices z; (i = 1,...,n) obtenemos por el mismo procedimiento que
hemos hecho para x1 y z, una expresién:

P(x1,...;xn) = Zoler, ..., en)+xiZ1(€1, .0y en)—i—...—kx?*lZn,l(el, ey €p) (5.12)

donde los polinomios Zs(eq, ..., e,) son los mismos para cada i = 1,...,n.

Sea ag(x1,...,x,) €l polinomio en zi,...,z, que resulta de Zy(ey,...,e,) — P(z1,...,2y)
al sustituir cada ey, ..., e, por su expresion en xq, ..., Tp,.

Para cada i = 1,...,n — 1, sea «a;(z1,...,x,) el polinomio en x1,...,x, que resulta del
Zi(e1, ..., en) al sustituir ey, ..., €, por su expresion en i, ..., Tp.

Entonces:
0=oay+orz; + 0421‘22 + ...+ an_lxil*l
para cada i = 1, ...,n. Los coeficientes «y, ..., a,_1 son elementos del cuerpo de fracciones
K = Q(«x1,...,x,). Entonces el polinomio de grado n — 1:
o+ a1 X +aX?+ . ap X! (5.13)

con coeficientes «; € K tiene n raices diferentes, X = 21, X = z9,..., X =z, en K.
Esto solo puede ocurrir si este polinomio (5. 13) es el polinomio nulo. En particular cg = 0
y por tanto:

P(z1,...,xy) = Zo(e1, ..., €n) (5.14)

después de sustituir ey, ..., €, por sus expresiones en xi, ..., Tp.

Observamos que una conclusiéon de esta demostracién es que @ es unico dado P pues
siempre @ sera igual al polinomio Zy(eq, ..., ep).
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5.1. Ilustraciéon del algoritmo de Cauchy

Tomemos como ejemplos s3 en dos y tres variables:

» En dos variables, es decir s3 = 23 + x3:

Tenemos p(z) = (z — z1)(x — x2) = 22 — e1x + ea.

Y tenemos ¢o(x) = (r — 1) = x — f1, donde f1 = x1, e1 =22+ f1y €2 = z2f1.

Por tanto tenemos z3 + 23 = f{ + 3.
De e; = x9 + f1 tenemos fi = e; — x2. Y por tanto:

2 2 3
3+ ad = (e — x2)® 4+ 23 = €3 — 3ewy + 3eyas — a3 + a3
Teniendo en cuenta que 9 es raiz de p(x) tenemos que, 1‘% = e1x2 — eg y por tanto:
xi’ + x%’ = e:{’ — 36%372 + 3ei(e1xe — e2)

Luego:
x? + x% = e‘;’ — 3ejes

» En tres variables, es decir s3 = 23 + 23 + 3.

Tenemos p(z) = (z — z1)(x — 22)(z — 23) = 2% — 12?2 + eax — e3.

Y tenemos g3(z) = (v — z1)(z — 22) = 22 — fiz + fo, donde fi = x1 + x2, fo = T179,
er = z3 + f1, e2 = x3f1 + fo2, e3 = w3 fo.

Por el ejemplo anterior, 3 + 23 = 3 — 3f1 f2. Luego, o3 + 23 + x% =f2-3fifa+ x%
Sustituimos f1 = e; — 3, fo = ey —e1x3 + x%, y obtenemos:

o3+ a5 4 5 = (e1 — x3)3 — 3(e1 — x3)(e2 — eyw3 + x3) + a3
Si desarrollamos esta expresién y cancelamos términos obtenemos:
o3+ s+ ah = e} — 3ejea + 3ears — 3e123 + 323
Como z3 es raiz de p(x) se tiene, x% = ela:§ — egx3 + €3, y por tanto:
3l + :cg =3 — 3ejes + 3eqxy — Selxg + 3(ela:§ — e9x3 + €3)
Aqui hay términos que se cancelan y resulta finalmente:

o3+ 5 4+ 25 = 3 — 3ejen + 3e3






Capitulo 6

Demostracion del teorema
fundamental mediante los
bialternantes de Jacobi

Consideremos el caso de tres variables 1, x9,z3, y p(x) = (x — z1)(x — z2)(z — x3) =

3 — 61x2 + eox — e3.

Partimos de un corchete P = [i j k] con ¢ < j < k y veamos un procedimiento para
obtener el polinomio Q(ey, 2, e3) usando bialternantes de Jacobi.
Tenemos, al considerar x una de las raices de P:

% = ela:z — €27 + e3

2t = 61:1:3 — 62x2 + esx
Sustituyendo el 23 anterior:

zt = (e — ea)z® + (e3 — e1e9)z + €13
Y sustituyendo las formulas ya obtenidas para x3 y x4 obtenemos:
2° = (€3 4 e3 — 2e1e9)x” 4 (e1e3 — eleq + €3)x + eles — eges
En general, cualquier 2™, n > 0, n entero, se puede escribir como:
" = E’l,nm2 + E2,n$ + ES,n
donde E1,, Ea, y E3, son polinomios en eq, ez, €3.

Como consecuencia, para cada una de las raices x; de p(z) obtenemos la igualdad

zl' = By 27 + By nxi + F3 (6.1)

21
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con n > 0 entero.

Dado el corchete P = [i j k] con termino principal mllx;ac’?f, multiplicamos P por

af a3 @}
r1 T2 I3
1 1 1
y obtenemos
, . . o iio iio
3 123 23 Zit? ght? git? 2t b gt
Plzy z90 23| = :z]lH xé“ :c%“ —| x} x|+
k k k k1 k+1 k¥l
11 Ty Ty T3 Ty T3 T3
i+l il il i+l a1l it i i i
TIPS "1 2 :L‘22 m32 m'}rz :?2 :?3);2
z] xh O I :U?,)Jr + | o’ x) x?
k+2 kY2 k+2 k k k E+1 k41 k41
L1 Lo Xz | Ty Ty T3 51 T T3
1 1 1
ﬁl ?”_2H 9?31
J J J
i T ©2
+ +
Iy Lo 3

Observamos que cualesquiera que sean los nimeros enteros p > 0,q > 0,7 > 0 podemos
usar las igualdades (6.1) y obtener:

p P D 2 .2 .2
x(ll xg xg Ei, Esp Es) r] T3 I3
T Ty a:3 = El,q EQ’q Equ Tr1 T2 I3 (6. 3)
Ty Ty T Ei, Es, E3, 1 1 1

Erp Eap Ezp
El determinante | £y, Fao, F3, | es un ejemplo de bialternante de Jacobi.
El,r EQ,T E?),’r
Aplicando la formula (6.3) a cada uno de los seis determinantes que aparece a la derecha
de la formula (6.2) obtenemos:

3 i 23 Eiiio FEairo FEsiyo Eriro Eoiro FEsiyo
Pz zo0 23 |= Erji1 Eoj1 B3 | — | Euij Es ; Es; |+
1 1 1 Evr  Ear  Ezpg Eipi1 Fagrr Espqn
Eriv1 Fai1 Esin Eviv1 Eait1 Eziq Eq, Es Es;
Ey Es Es; | —| Eij42 Eojyo Fajio |+ | Eijy2 FEajio FEojio
Eigyo Eogyo E3pyo Eir  Eyp B3y B Eogrr Espqn

Ev; By By, x? x3 22
— | Bij41 Eoji1 Ea iy Ty T2 X3

Eigi2 Eagpio2 E3pio 1 1
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Por tanto el polinomio P es igual a un polinomio ) en e, e2,e3 que es el resultado de
desarrollar seis determinantes

Erivo FE2i1o Esipo Evrivo Eoipo Eziqo
P=|Fiju1 Eyjr1 Esj1 | —| FEij Es Es; |+
Eq g Es i, B3k Eipi1 Bog1 Ezpgr
Eiipn Boip1 Ezi Eiiv1 Fai1 B3 Ey; Es; Es;
Ey Es Es;j | —| Eij12 Eojyo FEojio |+ | Eijr2 FEojro FEojio
Eiky2 Eagro Espio Evp  Eap B3y Eiri1 Eogrr Espqn

Eq; Es; Es;
— | E1j11 Eoj41 Eoji
Eigyo Eogpyo E3pio

En el caso general de un corchete P = [i j k], i < j < k obtenemos un resultado
andlogo con la diferencia de que si el nimero de términos en el polinomio [i j k] es tres,
entonces obtendremos tres determinantes en lugar de seis, y si el nimero de términos en
el polinomio [i j k] es uno, entonces el nimero de términos que obtendremos al final es
uno en lugar de seis.

En general seguiremos un procedimiento analogo para n variables.

6.1. TIlustracién del algoritmo

Tomemos como ejemplo s4 en tres variables, es decir, [0 0 4]:

2 .2 .2
Ty Ty I3
Dado el corchete P = [0 0 4], multiplicindolo por | 1 x2 z3 | obtenemos:

1 1 1

o xj a3 v} xf af a @3 @3 v 15 @)

2 .2 .2 2 .2 .3

004 | z1 22 23 |=|21 22 a3 |— | 2] 25 x5 |+ | 2] 25 23

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 X9 X3

Como

x® = 61x2 — €27 + e3

obtenemos sucesivamente:

' = (€2 — ex)x? + (e3 — eren)x + (e1e3)

2° = (€3 — 2e1en 4 €3)x? + (€3 + ere3 — €3ex)x + (e3e3 — eges)
6 _ (.4 2 2y 2 2 _ 3 2 3 2
x° = (e] — 3ejea + 2e1e3 + €5)x” + (2e1e5 — ejea — 2exes3 + efes)x + (eje3 — 2ejeges + €3)

Obtenemos:
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3 23 2} Eig Eag Eszg Ei5
004] | 21 x2 x3 | = Ei1 Exn Ezp | — | Eqp
1 1 1 Eio Eso E3zp E1po
Ei4 FEay FEsg xy wy a3
Eio Eso FEop T1 T2 T3
Ei1 Eo1 Eszq 1 1 1
Por tanto:
6111 — 36%62 + 2eje3 + e% 2616% — 6‘%62 — 2eqe3 + 6%63
004] = 0 1
0

0

ei" — 2eje9 + e3 e% + e1e3 — 6%62 6%63 — ege3
1 0 0 + 1

0 0 1 0

2

Calculando estos determinantes llegamos a:

s4=1[004] = e] — 4e3eq + dejes + 263

David Diaz Gonzélez

Eys Ess
Ess E3o | +
Eso Ezp

6?63 — 2e1e9e3 + e%

0 —
1
€1 — €2 €3 — €162 €1€3
0 0
1 0



Capitulo 7

El discriminante de una ecuacion
de grado tres

Veamos las propiedades del discriminante
A= ($1 — x2)2(3;1 — x3)2(3;2 — x3)2
de una ecuacion
p(x) =23 — ez +esr —e3 = (x —x1)(x — 22)(x —23) =0
donde €1, e9, e3 son niimeros reales arbitrarios.
= Si las tres raices son reales, A > 0.

= Si alguna de sus raices tiene multiplicidad mayor que uno, A = 0.

= Si hay raices que no son reales, A < 0. Demostracion:

Al ser los coeficientes del discriminante real, sus raices complejas serdn conjuga-
das. Consideremos entonces:

r1=a+bi
T9 = a— bi
Ir3 — X3

donde b es real distinto de cero, a es real y x3 es real.

(w1 — 22)? (w1 — 23)% (22 — 23)% = (2ib)*(a + bi — x3)%*(a — bi — x3)? = —4b*((a —
x3) +ib)?((a — x3) — ib)%2 = —4b*((a — 23)? — (ib)?)? = —4b*((a — 23)? +1*)2 < 0

7.1. Estudio del discriminante mediante el Maxima
Por el Teorema Fundamental sabemos que A = (z1 —x2)? (21 —23)? (22 —23)? podrd po-

nerse como un polinomio () con coeficientes enteros en eq, ea, e3. Calculamos este polinomio
por el algoritmo de Gauss y obtenemos:

25
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A=[024]-2[114]—-2[033]+2[123]-6[222]=
= e2e? — de3 — dege} + 18e1ege3 — 27e3

Consideremos la superficie A = 0 en el espacio R? cuyas coordenadas son las ternas
e1, €2, e3. El Maxima nos permite obtener graficas de secciones planas de esas superficies.
El estudio de esas secciones planas nos permite obtener informacion sobre las raices de
la ecuacion para conjuntos de valores de ej,es, e3, estudiando las regiones de la seccion
donde A >0, A <0y A = 0. Veamos varios ejemplos de este método.

1. Consideremos e; =0, e3 = x, e3 =y, A = —27y* — 4x3.
4 T T T T T T T
_27*y/\2_4*x/\3 —
200
-200
-400 S
-600 \ i
4 Il | i i 1 Il |
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

2. Consideremos e; =1, e3 = x, e3 =y, A = =27y + 18xy — 4y — 423 + 22.

T T T T

DTRYNLHBER YR A2
0
I~ -500 ——

N oW b
T

1 — ~ —
>0 |- T -
-1+ - g -
2| P
3 |

-4 Z 1 | | | | l |

3. Consideremos e; = —2, es =, e3 = y, A = —27y?> — 36y + 32y — 4> + 422

4 T T T T T T T

31 -27%yN2-36% x*y+32*y-4*x 3 L2 1
500

2 | 0 —

y 500 ——
1 -1e+003 T

>0 —

-1+ -
2+ -
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4. Consideremos

5. Consideremos

6. Consideremos

7. Consideremos

€] =@,

€] =@,
4

3

2

1

>0

-1

-2

-3

-4

€l =7,
4

3

2

1

>0

€1 =X,

er=0,e3=y, A =—27y> — 423y

ea=1,e3 =y, A =—-27y> — 423y + 18zy + 2% — 4

T T T T T T T
- \ -27*yN2-4* XN 3¥y+H18* xFy+x2-4 -
\ 0
B -500 —
-1e+003 ——
R o \—— -
| | 1 ] ] ] |
-4 3 -2 -1 0 1 2 3

18zy + 22 + 4

eo=—-1l,e3=9y, A= —27y2 — 4x3y -
¥
i -1.5e+003

0 1 2 3

27
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4 T T T T T T T
40
2 | %0 —
0——
1 -200 a
>0 -
_1 - —
_z — —
3 F ]
4 I I I I ! L
-4 3 -2 -1 0 1 2 3 4

8. Consideremos e; =z, ea =y, e3 = 1, A = —dy3 + 22y + 18xy — 423 — 27

4 T T T T T T T

3 ~RYABEXNA2FY N2 +18* XFy-4* XN 3-27 -
1e+003

2 - 500 —
0——

9. Consideremos e; =z, e3 =y, e3 = —1, A = —4y3 + 2%y% — 18xy + 423 — 27

10 T T T
-GRyNZHXN2FYN2-18* xR y+4* XN 3-27
1.5e+004
51 1e+004 ——
5e+003 —
0
> 0 —
_5 — —
10 ] | |
-10 -5 0 5 10

Veamos que la informacién sobre las raices que resulta del valor de A(tres raices reales
diferentes si A > 0, dos raices imaginarias si A < 0 o alguna raiz con multiplicidad mayor
que uno si A = 0) lo podemos confirmar con el Maxima. Para esto consideramos la seccién
eo = —1 representada por la figura del apartado 6 anterior y estudiemos varios puntos en
esta seccidén.
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4 T T T T T T
3 -27*yN2-4*xN3*y-18% N2+4 -1
0
2 = 0 |
-500 ——
1 -1e+003 g
-1.5e+003
>0
_1 — —
_2 — 4|
_3 - -
4 1 I 1 ] I I
-4 3 2 1 0 1 2 3 4
X
1. e =4, ey = —1, e3 = —4. Esto corresponde a la ecuacién p(x) = 23 —42? —x—4 = 0,
cuyo discriminante es A = 900 > 0. Calculamos sus raices con Maxima y obtenemos
r1=1,29=—-1y x3=4.
2. e1 = 6, e3 = —1, e3 = 30. Esto corresponde a la ecuacién p(x) = 23 —622—2—30 = 0,
cuyo discriminante es A = —314896 < 0. Calculamos sus raices con Maxima y

obtenemos 1 =5+4, xo =5—1iy x3 = 2.

3. e1 = —1,995, ea = —1, e3 = 2,65277. Esto corresponde a la ecuacién p(r) =
22 +1,99522 — x — 2,65277, cuyo discriminante es A = —2,509532932684976. Calcu-

lamos sus raices con Maxima y obtenemos:

r1 =1,101113183811366
2 = 0,11265803799215017 — 1,548056591905683
x3 = —0,11265803799215017 — 1,548056591905683

Observamos que cuando A se aproxima a cero dentro de la regién A < 0, entonces
las dos raices conjugadas imaginarias se aproximan a una raiz real doble.






Capitulo 8

Conclusiones

En conclusién, hemos llegado a que todo polinomio simétrico P en las variables z1, xa, ..., x,
con coeficientes en un anillo conmutativo se obtiene desarrollando un polinomio ) en
e1, ..., e, con coeficientes en el mismo anillo conmutativo.

Dado P, el polinomio ) puede ser calculado por el algoritmo de Gauss. Cuando el anillo
de coeficientes es un dominio de integridad, podemos usar también el algoritmo de Cauchy
o un algoritmo que usa los Bialternantes de Jacobi. En el caso particular P = z% +... + 2
podemos calcular () usando las identidades de Newton.

Podemos usar el algoritmo de Gauss para calcular el discriminante de una ecuacién
p(z) = 0, donde p(x) es un polinomio, y usar recursos graficos para estudiar las raices
de ese polinomio a partir de las curvas de nivel del discriminante. Esto lo hemos hecho
cuando el grado del polinomio es tres.
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