Curso 1995/96
CIENCIAS Y TECNOLOGIAS

DAVID ALCAIDE LOPEZ DE PABLO

Problemas de planificacion
y secuenciacion deterministica:
modelizacion y técnicas de resolucion

) Director \
JOAQUIN SICILIA RODRIGUEZ

SERVICIO DE PUBLICACIONES
UNIVERSIDAD ‘l‘ DE LA LAGUNA

SOPORTES AUDIOVISUALES E INFORMATICOS
Serie Tesis Doctorales



A mi familia



Agradecimientos

El presente trabajo ha sido realizado bajo la direccion del Profesor Dr. D.
Joaquin Sicilia Rodriguez, a quien quiero expresar mi mas sincero agradecimiento
por su apoyo, estimulo y permanente disponibilidad y dedicacion.

También quiero agradecer a los Profesores Maria Teresa Ramos
Dominguez, Bruno Simeone, Paolo Toth, y al mismo Joaquin Sicilia Rodriguez, el
hecho de que hayan promovido un programa interuniversitario de colaboracion del
que tanto me he beneficiado académica y personalmente.

Agradezco en modo particular al Profesor Carlos Gonzalez Martin por sus
acertados comentarios y sugerencias, al Profesor Paolo Toth por su cercania y
utiles orientaciones, al Profesor Daniele Vigo, amigo y colaborador en mis
estancias en Bolonia, y al Profesor Jorge Riera Ledesma por su colaboracion
desinteresada en ciertas fases de la programacion de los algoritmos.

Agradezco también a los compafieros del Departamento de Estadistica,
Investigacion Operativa y Computacion de la Universidad de La Laguna, y a los
del Departamento de Electronica, Informatica y Sistemas de la Universidad de

Bolonia por su apoyo y colaboracion.

Gracias a todos aquellos que de alguna u otra manera me han ayudado.

David Alcaide Lopez de Pablo



Indice




Indice

Prologo.

Capitulo I: Generalidades sobre planificacion.
I.1. Planificacion y secuenciacion: preliminares.
I.2. Formulacion de problemas unicriterio.
1.2.1. Caracteristicas de las maquinas.
1.2.1.1. Maquinas no especializadas.
1.2.1.2. Maquinas especializadas.
1.2.2. Caracteristicas de los trabajos.
1.2.2.1. Interrupciones.
1.2.2.2. Relaciones de precedencia.
1.2.2.3. Existencia de fechas de disponibilidad.
1.2.2.4. Cotas al nimero de operaciones.
1.2.2.5. Tiempos de proceso.
1.2.2.6. Recursos adicionales.
1.2.3. Criterios de optimalidad.

I.3. Reducibilidad entre problemas de planificacion unicriterio.

I.4. Conceptos generales sobre complejidad computacional.
LI.5. Extension al caso multicriterio.

Capitulo II: Problemas de Secuenciacion sobre una maquina.
I1.1. Introduccion.
I1.2. Clasificacion computacional.
I1.2.1. Minimizando el méximo coste.
I1.2.2. Minimizando el coste total.
I1.2.2.1. Suma ponderada de tiempos de completacion.
11.2.2.2. Suma ponderada de tardanzas.
11.2.2.3. Numero ponderado de trabajos tardios.
I1.3. Algoritmos propuestos.
I1.3.1. Problema /|| 27;.
11.3.2. Problema 7|r;| 27}
11.3.3. Problema I|r;,pmin| XT;.
11.3.4. Problema /|r;,pmin(4)| 2T;.
I1.3.5. Problema /|prec| 2T;.

Capitulo IlI: Problemas de Planificacion sobre varias maquinas.
IIIL.1. Introduccion.
I1.2. Clasificacion computacional.

29
29
30
34
34
35
36
37
37
44
48
50
53

65
65



Indice

II1.2.1. Méquinas no especializadas.

II1.2.1.1. Planificacion sin interrupciones.
[1.2.1.1.1. Tiempo de proceso unitarios
11.2.1.1.2. Tiempos de proceso generales

1I1.2.1.2. Planificacion con interrupciones.
[II.2.1.2.1. Minimizando el coste total.

111.2.1.2.2. Minimizando el coste maximo.

I11.2.2. Méquinas especializadas.
1I1.2.2.1. Planificacion open shop
11.2.2.2. Planificacion flow shop
II1.2.2.3. Planificacion job shop

II1.3. Algoritmos propuestos.

I11.3.1. Méquinas no especializadas.
[I.3.1.1. Problema P||C,,,,-
11.3.1.2. Problema P|prec| 2T}

I11.3.2. Méquinas especializadas.
[I.3.2.1. Problema O||C,, .-

Capitulo IV: Planificacion Bicriterio.

IV.1. Introduccion.

IV.2. Planteamiento de diversos problemas y complejidad computacional.
IV.2.1. Minimizacién simultdnea: independencia.

IV.2.1.1. Criterios (Unax, Timax)
IV.2.1.2. Criterios (Lmax Tmax)
IV.2.1.3. Criterios (Unax, Lmax)
IV.2.1.4. Criterios (Cyuax Unax)
IV.2.1.5. Criterios (Cpax, Limax)
IV.2.1.6. Criterios (Cuax, Tmax)

IV.2.2. Minimizacién simultdnea: funcion objetivo compuesta

IV.2.2.1. Criterios (Pyay, Limay)

IV.2.2.2. Criterios (2Cj, fuax) cON fra regular, y criterios (2C;, Epay)

IV.2.2.3. Problemas justo a tiempo.
IV.3. Algoritmos y métodos de resolucion.

IV.3.1. Obtencion de puntos eficientes para problemas bicriterio.
IV.3.2. Problemas bicriterio con los criterios (Puay, Lmax)

IV.3.2.1. Problemas unicriterio relacionados

1V.3.2.2. Puntos 6ptimos de Pareto cuando no se permite tiempo

ocioso en la maquina.

IV.3.2.3. Planificaciones 6ptimas de Pareto cuando se permite tiempo

ocioso en la maquina.

IV.3.3. Problemas bicriterio (2C}, fua) cON frax regular, y (2Cj, Epay)

65
66
66
68
71
71
72
77
78
80
81
83
83
83
89
93
93

111
111
114
114
115
116
117
118
118
119
119
120
121
121
121
127
128

132

136
141



Indice

IV.3.3.1. Problemas unicriterio relacionados

IV.3.3.2. Minimizando el tiempo total de completacion y el costo
maximo

IV.3.3.3. Minimizando el tiempo total de completacion y la
anticipacion maxima.

IV.3.4. Problemas bicriterio con funciones de costo maximo regulares

IV.3.4.1. Problemas unicriterio relacionados

IV.3.4.2. Puntos 6ptimos de Pareto para (fuax, €max) CON frax V Emax
regulares.

Capitulo V: La Programacion Matemdatica en los problemas de planificacion.

V.1. Introduccion.
V.2. Algunos modelos propuestos en la literatura.
V.2.1. Modelo de Balas.
V.2.2. Modelo de Dietrich y Escudero.
V.2.3. Modelo de Escudero y Pérez.
V.2.4. Modelo de Fischetti, Martello y Toth.
V.2.5. Modelo de Daniels y Mazzola.
V.2.6. Modelo de Matta y Guignard.
V.2.7. Modelos de Trick.
V.2.8. Modelo de Mc Cormick y Pinedo.
V.3. Modelizacion de un taller de reparaciones.

Apéndice A: Experiencia computacional para problemas sobre una maquina.

Apéndice B: Experiencia computacional para problemas sobre varias
madquinas.

Apéndice C: Experiencia computacional para problemas bicriterio.

Bibliografia.

141

142

144
149
149

149

155
155
155
157
159
161
163
165
168
170
173

191

201

213

223



Préologo




Prologo

Al amparo de la Investigacion Operativa, se han desarrollado diversas
disciplinas orientadas a optimizar la utilizacion de los escasos recursos
disponibles, para lograr la méaxima eficacia en la distribucion de los mismos.

Una de estas disciplinas, conocida como Planificacion y Secuenciacion
(“Scheduling and Sequencing”) constituye un campo de trabajo y de investigacion
que intenta resolver cuestiones relativas a la planificacion de la produccion,
mantenimiento y reparacion de productos, control y gestion de maquinas, etc.

Los problemas de planificacion 6 “scheduling” siempre han existido, y su
estudio cientifico ha experimentado un auge después de la II Guerra Mundial,
coincidiendo con el desarrollo de los modelos de Investigacion Operativa. Asi, a
partir de los afios cincuenta, aparecen trabajos que resuelven problemas sencillos,
hoy considerados clasicos, y que sirven de partida a modelos posteriores. Entre
ellos, se pueden destacar los trabajos de Johnson (1954) y Jackson (1955), para
optimizar lineas de produccion; Smith (1956), para minimizar el tiempo medio de
permanencia de los trabajos en un taller, (problema equivalente a minimizar el
numero medio de trabajos en el taller); McNaugthon (1959), para minimizar el
tiempo total de proceso de trabajos interrumpibles en maquinas idénticas, Moore y
Hodgson (1968), para minimizar el nimero de trabajos tardios; Emmons (1969),
que propone propiedades de dominancia entre soluciones para un problema de
complejidad maxima como es el problema de la tardanza total; ...

En un sentido amplio, el término Scheduling puede entenderse como la
asignacion de maquinas o procesadores a lo largo del tiempo para realizar un
conjunto de trabajos (Baker (1974)), o bien como resolver el problema de
encontrar la asignacion temporal Optima de ciertos recursos a determinadas tareas
(Lawler, Lenstra, Rinnooy Kan y Shmoys (1993)).

Por tanto, en un problema de planificacion siempre existiran tres
componentes diferenciadas: las tareas ¢ actividades que se pretenden realizar, los
recursos disponibles para su realizacion, y las finalidades u objetivos que se
desean lograr y que nos permiten identificar, entre varias planificaciones posibles,
aquellas que sean optimas. Sobre este simple esquema de tres componentes resulta
que muchos problemas reales en los ambitos industrial, comercial, social,
cientifico, e incluso de la vida cotidiana, admiten una aproximacion que se ajusta
a un modelo de planificacion.

Cuando todos los datos del problema de planificacion son conocidos a
priori, el modelo se denomina deterministico. Estos modelos son estudiados por la
Optimizacion Combinatoria. Este area de la Investigacion Operativa estudia
también otros modelos asociados a problemas en los que, por ejemplo, debe
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determinarse una ordenacion, seleccion 6 asignacion Optima en un conjunto finito
de objetos. Una caracteristica comun a la mayoria de los problemas estudiados por
la Optimizacion Combinatoria es que son relativamente “faciles” de plantear pero
dificiles de modelizar y, consecuentemente, mucho mas dificiles de resolver.

Esta propiedad es especialmente frecuente en los problemas de
Planificacion y Secuenciacion de tareas, por tanto, su resolucion exige el uso de
medios de computacion adecuados. Los correspondientes  aspectos
computacionales se estudian analizando la complejidad computacional de los
métodos propuestos.

De hecho, en los ultimos afios, se ha observado un incremento de las
aplicaciones e interrelaciones entre la Planificacion y Secuenciacion de tareas y las
Ciencias de la Computacion. En este sentido, merece especial atencion el analisis
de la complejidad computacional de problemas combinatorios y las implicaciones
resultantes para el disefio y andlisis de algoritmos adecuados. Se acepta
comunmente que un problema esta bien resuelto o es facil si se puede resolver por
un algoritmo cuyo tiempo de ejecucion esté acotado por una funcion polinomial
en el tamafio del problema (Lawler (1976a)). En la mayoria de problemas de
Optimizacion Combinatoria no se tiene conocimiento de la existencia de tal
algoritmo. Entonces surge la cuestion de probar si el problema es NP-duro o
puede resolverse en tiempo polinomial. (Karp (1972), Garey y Johnson (1979)).
Estos conceptos complementarios son muy utiles en el andlisis de problemas de
planificacion, donde hay cierto niimero de ellos que no han sido aun clasificados
como pertenecientes a una o a otra categoria.

Si el problema es NP-duro, como ocurre en la mayoria de los problemas
practicos, se pueden adoptar dos aproximaciones diferentes a la solucion.

La primera de ellas consiste en elegir algin método exacto para resolver el
problema. Entre los métodos exactos podemos citar la programacion dinamica 6
las técnicas de ramificacion y acotacion. Estos métodos exactos requeriran con
frecuencia un tiempo de busqueda de la solucion invariablemente exponencial.

La segunda opcion consiste en considerar un método heuristico rapido para
encontrar una solucion aproximada. Posteriormente se realizaria un analisis
comparativo de contraste de la calidad de la solucion obtenida. Esta opcion esta
especialmente justificada en muchos de los problemas de Planificacion y
Secuenciacion, debido a la elevada complejidad que presentan la mayoria de ellos.

La presente memoria esta estructurada en cinco capitulos y tres apéndices

finales. Los diferentes capitulos van analizando y estudiando los distintos
problemas y proponiendo algoritmos para su resolucion.

i
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En el primer capitulo se realiza un planteamiento general de los problemas
de planificacion y se describen las caracteristicas de los diferentes problemas.
También se presentan conceptos generales sobre complejidad computacional y la
reducibilidad computacional entre problemas de planificacion unicriterio. El
capitulo finaliza extendiendo el planteamiento al caso multicriterio.

El capitulo II se centra en los problemas de planificacion sobre una
maquina o problemas de secuenciacion. Tras realizar una clasificacion
computacional de los diferentes problemas, se estudia una familia de problemas
NP-duros y se proponen algoritmos heuristicos para su resolucion. Estos
algoritmos, que utilizan técnicas constructivas y técnicas de busqueda de vecinos,
convergen a soluciones relativamente buenas en tiempos aceptables.

Los problemas de la familia considerada tienen como objetivo minimizar
la tardanza total. Asi, se proponen sucesivamente algoritmos para el problema
11|2T;, en el que los trabajos no son interrumpibles y estan disponibles desde el
instante inicial; para /|r;|2T; , donde aparecen diferentes fechas de disponibilidad
de los trabajos; para [|r, pmtn|2T; , con trabajos interrumpibles; para [|r;,
pmin(A)|2T; , donde unos trabajos son interrumpibles y otros no; y para
I|prec| 2T}, con relaciones de precedencia entre los trabajos.

Los problemas de planificacion sobre varias maquinas son considerados en
el capitulo III. Por su naturaleza los problemas se distinguen en funcion de que las
maquinas sean o no capaces de realizar cualquier trabajo que se considere. Se
analiza la complejidad de los diferentes problemas de planificacion que surgen, y
se proponen nuevos algoritmos para resolver determinados problemas.

El problema P||C,,y es formulado como un problema de programacion
entera 0-1. Los algoritmos propuestos utilizan técnicas de “backtracking” para
obtener soluciones exactas y técnicas constructivas para obtener soluciones
heuristicas.

Para el problema P|prec|2T; se proponen algoritmos heuristicos que se
apoyan en la deteccion de caminos criticos del grafo de precedencias, en técnicas
de busqueda de vecinos, y en técnicas constructivas para proponer soluciones.
Bajo ciertas condiciones de los datos de entrada, se puede garantizar que algunas
de estas técnicas son de 6ptimo.

Para el problema O||C,. se proponen heuristicas constructivas sencillas
para obtener soluciones rapidamente. También se proponen rutinas simples
capaces de mejorar una solucion dada. Se propone un modelo de grafo disyuntivo
para el problema O||C,. . A partir de dicho modelo, y disefiando las diversas
componentes, se construye un algoritmo de busqueda tabu para resolver el
problema.

i
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En algunos casos, los modelos bicriterio pueden aproximarse mejor a
ciertos problemas reales que los modelos unicriterio. Asi, el capitulo IV estudia y
analiza problemas de planificacion bicriterio. Tras plantear diversos problemas de
planificacion bicriterio y catalogar computacionalmente algunos de ellos se
presentan diversos algoritmos para su resolucion. En ocasiones, los problemas son
reducidos a problemas unicriterio, mientras que en otros los algoritmos tienen una
naturaleza constructiva.

En el capitulo V, se estudian diversas formulaciones de problemas de
planificacion mediante la Programacion Matematica, realizandose una
modelizacion y formalizacion de un problema concreto que se presenta en un
taller de reparaciones.

Finalmente, en los tres apéndices finales se recoge la experiencia
computacional desarrollada.

v
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Capitulo I: Generalidades sobre planificacion.

1. Planificacion y secuenciacion: preliminares

Bajo el nombre genérico de Planificacion y Secuenciacion se recogen un
conjunto de modelos y técnicas de Investigacion Operativa que permiten resolver
muchos de los problemas surgidos en diversos ambitos. Entre ellos, podemos citar
la industria, el comercio, las actividades financieras, la sanidad, sectores
administrativos y de gestion tanto publicos como privados, etc. En todos ellos
surgen situaciones en las que se precisa describir la manera 6ptima de asignar
recursos escasos a diferentes actividades a lo largo de un periodo de tiempo. Los
primeros modelos relativos a planificacion y secuenciacion de tareas comenzaron
a desarrollarse en los afios 50 y, desde entonces, han aparecido en la literatura
especializada multitud de trabajos, comunicaciones y estudios presentando nuevos
e interesantes resultados. Referencias basicas son, entre otras, los libros de Baker
(1974) y French (1982), y los excelentes articulos de Graham y otros (1979),
Lawler y otros (1982, 1993).

Este area de investigacion se caracteriza por considerar un conjunto amplio
y variado de problemas reales que pueden catalogarse y estudiarse en base a
diferentes parametros que configuran las distintas posibilidades que pueden
presentarse en la practica. La mayor parte de la investigacion sobre estos
problemas se ha centrado principalmente en los problemas de planificacion
deterministica para los cuales se han desarrollado muchos modelos con sus
respectivas técnicas de solucion pero donde siguen apareciendo continuamente
nuevos métodos y procedimientos que van mejorando las técnicas existentes.
Estos modelos estan basados en ciertas suposiciones que se comentan a
continuacion.

La primera suposicion hace referencia a los recursos y a las actividades.
Una mdquina es un recurso que puede ejecutar en cada instante de tiempo una
unica actividad. Las actividades también se denominan trabajos. Se admite que,
en cada instante de tiempo, cada trabajo se procesa en una unica maquina.
Suprimiendo esta condicion, es decir, permitiendo que en un instante de tiempo un
recurso sirva a varios trabajos y un trabajo use varios recursos, entrariamos en los
modelos de planificacion con restricciones sobre los recursos ("resource-
constrained project scheduling”).

La segunda consideracion hace referencia a la naturaleza deterministica de
los problemas. Toda la informacién que define la entrada del problema se conoce
con certeza, y dado que el nimero de posibles planificaciones es finito, la
Planificacion Deterministica es una parte especifica de la Optimizacion
Combinatoria. Por tanto, muchas de las técnicas de Optimizacion Combinatoria
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pueden aplicarse a problemas de planificacion. Una extension natural de estos
modelos consiste en asumir que ciertos datos del problema varian aleatoriamente,
y, de esa forma, aparecerian los problemas de Planificacion Estocastica
("stochastic machine scheduling”).

Ahora bien, dada la amplia variedad de problemas en Planificacion
Deterministica (“deterministic machine scheduling”), hemos dirigido la atencion
de la presente memoria solo a dicha area, aunque esperamos en un futuro ampliar
nuestro campo de actuacion a otras areas de planificacion.

La mayor parte de los modelos de planificacion deterministica estudiados
en la literatura se restringen a la minimizacién de un unico criterio de optimalidad.
Generalmente, dicho criterio es una funcion regular, es decir, no decreciente en
cada uno de los tiempos de completacion de los trabajos, entendiéndose como
tiempo de completacion de un trabajo el instante en que su ejecucion concluye.
Esto excluye modelos en los que se consideran funciones no regulares como la
prontitud (diferencia entre la fecha limite permitida para finalizar la ejecucion del
trabajo y el instante de completacion). También es posible extender los modelos
de planificacion al caso en que se optimicen varios criterios simultaneamente.
Estos modelos se agrupan en la Planificacion Multicriterio, que constituye un area
relativamente inexplorada.

Las aplicaciones practicas del estudio de problemas de planificacion en la
vida real son numerosas ya que tareas y maquinas pueden representar una amplia
variedad de casos de estructuras diversas: barcos y diques, clases y profesores,
pacientes y equipo hospitalario, juicios y jueces, cenas y cocineros, programas de
ordenador y procesadores, etc.

La amplia variedad de problemas existentes convierte quizas, a la Teoria
de Planificacion y Secuenciacion, en un estudio de modelos mas que en un estudio
de metodologias. Asi, si bien en el siguiente epigrafe se hace un analisis
exhaustivo de los diferentes modelos, podemos adelantar a modo de resumen las
distintas posibilidades a tener en cuenta en tal clasificacion.

Los problemas de planificacion y secuenciacion pueden dividirse en
problemas sobre una tinica maquina y problemas sobre varias maquinas. En los
problemas sobre varias maquinas pueden distinguirse aquellos sobre maquinas no
especializadas de aquellos sobre maquinas especializadas. En el primer caso todas
las maquinas son capaces de ejecutar cualquier actividad, mientras que, en el
segundo caso, las maquinas se especializan en ciertas actividades.

Los problemas sobre maquinas no especializadas se dividen a su vez en
problemas sobre maquinas idénticas, uniformes o no relacionadas en funcion de
las velocidades de proceso de las maquinas.
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Por otro lado, los problemas sobre maquinas especializadas mas generales
se denominan problemas open-shop, flow-shop y job-shop. En estos problemas,
cada trabajo se descompone en varias operaciones que deben acoplarse por las
diferentes maquinas especializadas. La distincion entre estos problemas se hace
atendiendo a las trayectorias de maquinas que deben seguir los trabajos.

Veremos, a lo largo de los siguientes epigrafes, la formulacion y
catalogacion de los problemas de planificacion unicriterio y multicriterio. En los
siguientes capitulos realizaremos un estudio pormenorizado de algunos de los
problemas formulados.

2. Formulacion de problemas unicriterio

Los problemas de "scheduling” 6 planificacion pueden, en la mayoria de
los casos, modelizarse de la siguiente manera: se precisan realizar n trabajos,
tareas o procesos J; (f = 1, ..., n) para lo que se dispone de m maquinas o
procesadores M; (i = 1, ..., m). Siempre que no haya lugar a confusion se hablara
de "trabajo /" en lugar de J; y de "maquina /" en vez de M; . Se supone que cada
maquina es incapaz de procesar varios trabajos simultaneamente y que, en un
instante dado, cada trabajo puede realizarse en a lo sumo una maquina.

Obviamente, diferentes caracteristicas de los trabajos y de las maquinas
junto con distintos criterios de optimalidad, originan una gran variedad de
problemas de planificacion.

Antes de continuar adelante conviene catalogar los diferentes problemas de
planificacion. La clasificacion de problemas de planificacion puede contemplarse
atendiendo a tres campos aif|% En el primer parametro se recogen las
caracteristicas de las m maquinas o procesadores M; (i = 1, ..., m); en el segundo
las de los n trabajos o tareas a procesar Jj G =1, ..., n);y el Gltimo indica los
criterios y el modo de optimizacion considerados.

Cada trabajo J; tiene asociado los siguientes datos:

- Un nimero m; de operaciones Oj; , O);, ..., Op,.; en las que puede
L ) J A . .m b
dividirse el trabajo Jj de manera que, fijada la planificacion, cada operacion se
procesa en una Unica maquina. Podemos definir Hijj = k si la operacion Oij debe
realizarse en la maquina My . Si el trabajo j consta de una tinica operacion (mj =
1) podemos denotar con Hj = k el hecho de que dicha operacion deba asignarse a
la maquina My, .
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- Uno 6 mas tiempos de procesamiento pj 0 Pij (i = 1,...,m) necesarios para
procesar el trabajo Jjen cualquier maquina (pij =pj Vi) 6 en la maquina M; (i = 1,

- Una fecha de disponibilidad rja partir de la cual puede comenzar a
procesarse. Si rj = 0 Vj, todos los trabajos estan disponibles desde el mismo
instante de tiempo y estaremos ante problemas de planificacion estdticos, mientras
que en caso de distintas fechas de disponibilidad, nos encontraremos ante
problemas de planificacion dindamicos.

- Una fecha de comienzo S] , que no es constante, sino que depende de la
planificacion, que indica el instante de tiempo en el que comienza el
procesamiento del trabajo J; .

- Una fecha limite o de vencimiento d] , en la que el trabajo Jj deberia estar
terminado para no incurrir en tardanza.

- Un peso o ponderacion (x)k] que indica la importancia relativa de J; con
respecto a los otros trabajos en el criterio k£ con 1 < k£ < K, siendo K el numero de
criterios considerados.

- Una funcién de costo real jk ; por cada criterio k£ con 1 £ k < K, donde
fkj(t) es el coste asociado, segun el criterio £, al trabajo J; cuando éste se completa
en el instante de tiempo ¢. Dicha funcion dependera, en general, de los parametros
anteriores.

F, L

7
0 g S, C d, tiempo
>

p;

Figura 1. Datos y variables asociados a un trabajo

En el caso deterministico los datos mj, 1, Pj. Pijs d] a)k] de cada trabajo
son constantes conocidas mientras que en el caso estocastico pueden aleatorizarse
dichos valores.

Comentemos ahora mas especificamente los valores de los parametros
olBly que hacen referencia a los diferentes problemas de planificacion
deterministicos.
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2.1. Caracteristicas de las maquinas

Podemos distinguir los problemas de planificacion en los que se dispone
de una unica maquina (a=1) de aquellos problemas en los que podemos utilizar
varias maquinas. Desde el momento en que se disponga de dos 6 mas maquinas
cabe la posibilidad de que varias de ellas ejecuten trabajos distintos u operaciones
de diferentes trabajos simultdneamente, y entonces podremos hablar de
paralelismo. Ademas, sera conveniente distinguir los problemas en los que las
maquinas ejecutan las mismas funciones (maquinas no especializadas) de aquellos
problemas en los que ciertas maquinas estan especializadas en ciertas tareas y no
pueden realizar otras (maquinas especializadas). Estas distinciones se sumarizan
en el esquema siguiente:

IDENTICAS
Las maquinas tienen la misma
velocidad de proceso.

NO ESPECIALIZADAS UNIFORMES
Las maquinas ejecutan las Tienen distintas velocidades
mismas funciones. de proceso, pero son constantes y no

dependen de los trabajos.

NO RELACIONADAS
La wvelocidad de proceso
depende de los trabajos.

SISTEMAS FLOW-SHOP

Cada trabajo se procesa por
todos 60 algunos de los procesadores
siguiendo un orden prefijado por un
patron comun.

SISTEMAS OPEN-SHOP

Cada trabajo se procesa por
todos los procesadores y el
procesamiento puede realizarse en
cualquier orden.

SISTEMAS JOB-SHOP

El subconjunto de maquinas
que procesa un trabajo y el orden de
proceso  son arbitrarios  pero
conocidos a priori.

ESPECIALIZADAS

Maquinas especializadas en
ciertas tareas. Van asociadas con
problemas en los que los trabajos a
realizar se dividen en varias
operaciones o tareas.
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Podemos distinguir las diferentes clases de maquinas atendiendo al
parametro ¢. El valor de dicho parametro serd I, P, O, R, F, O, 6 J segun sea el
problema considerado.

2.1.1. Maquinas no especializadas: o € {1, P, Q, R}

En este caso se considera, en general, que mj =1 Vj,es decir, cada trabajo
consta de una unica operacion que se puede ejecutar en cualquier maquina. Pero
aunque haya una sola operacion, el tiempo de procesamiento Pij del trabajo Jjen
la maquina M; puede variar de una maquina a otra.

o = 1.- Estariamos ante el caso de una Unica maquina, m = I, y, por tanto,
P1j =pj 7/ que denotaria el tiempo de proceso del trabajo J; en dicha maquina.

o = P.- Maquinas no especializadas en paralelo e idénticas, es decir, con la
misma velocidad de proceso y, por tanto, Pij =pj Vi, lo que equivale a decir que
el tiempo de procesamiento del trabajo e 7j, no depende de la maquina que lo
procese. Esto quiere decir que, fijado un trabajo a procesar, cualquier maquina es
capaz de ejecutarlo y el tiempo que emplea en ello es el mismo para todas las
maquinas.

o = Q.- Maquinas no especializadas en paralelo y uniformes en el sentido
de que el tiempo que tarda la maquina M; en procesar completamente el
trabajo Jj espjj = pj / qi, donde g; es la velocidad constante de la maquina M;
que no depende de J] En este caso Pj denota el tiempo de procesamiento del
trabajo J; por una maquina M que se toma como referencia, g; es el nimero de
veces que M; es mas veloz que M de manera que pij s el tiempo de proceso del
trabajo Jj en la maquina M;. Esto quiere decir que cada mdaquina tiene una
velocidad de proceso caracteristica de la maquina y que, si, por ejemplo, la
maquina B es 3 veces mas rapida que la A y la C es 4 veces mas rapida que la A;
entonces, fijado un trabajo a procesar, todas las maquinas son capaces de
ejecutarlo pero A requiere 3 veces mas tiempo que B y 4 veces mas tiempo que C.
Si cambiamos de trabajo se siguen manteniendo los radios, es decir, A requerira 3
veces mas tiempo que B y 4 veces mas tiempo que C para la ejecucion del nuevo
trabajo.

o = R.- Maquinas no especializadas en paralelo y no relacionadas ya que la
velocidad de proceso de cada maquina depende, no so6lo de la maquina, sino
también de los trabajos. Esto quiere decir que las velocidades de ejecucion
difieren de una maquina a otra y dependen también del trabajo en ejecucion. Es
decir, fijado un trabajo a procesar, todas las maquinas son capaces de ejecutarlo,
pero si B es 3 veces mas rapida que A y C es 4 veces mas rapida que A para este
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trabajo fijado, puede ocurrir perfectamente que para otro trabajo dichas relaciones
cambien y sea, por ejemplo, B 2 veces mas rapida que A, y C 3 veces mas lenta
que A.

2.1.2. Maquinas especializadas: o € {F, O, J}

En estos problemas, no todas las maquinas son capaces de realizar todas
las tareas, sino que estan especializadas en alguna de ellas. Por tanto, m; no tiene
que ser necesariamente 1, y cada trabajo J; se divide en m; operaciones que quizds
requieran maquinas distintas. Incluso puede presentarse el caso m j =m con lo que
habra alguna maquina que realice varias operaciones de un mismo trabajo.

o = F.- Se tiene un sistema flow-shop en el que cada trabajo J; consiste en
una cadena de mj = m operaciones {Oj j 02]3 Omj}-Oij se procesa en la
maquina M; en un tiempo Pij- Dicho orden es relevante y es siempre el mismo, es
decir, todos los trabajos deben seguir un mismo patron de flujo, esto es, la misma
trayectoria de maquinas. No es necesario que un trabajo j pase por todas las
maquinas. Si el trabajo j no se procesa por la maquina i consideraremos pj; = 0.
De esta manera englobamos también los problemas flow-shop en los que no todos
los trabajos tengan que ejecutarse en todas las maquinas.

Obsérvese que un sistema flow-shop se parece a una cadena de montaje,
sin embargo existen algunas diferencias: en primer lugar, en un sistema flow-shop
puede existir una gran variedad de trabajos mientras que en una cadena de montaje
es un producto estandar el que se procesa. En segundo lugar, los trabajos del flow
shop no tienen por que ser procesados por todas las maquinas ya que un trabajo
puede prescindir de una o varias maquinas. Sin embargo, todos los trabajos de una
cadena de montaje han de pasar por todas las maquinas de la cadena. En tercer
lugar, en el flow-shop la actuacion de una maquina sobre un trabajo no depende de
la maquina precedente en dicho trabajo, mientras que en una cadena de montaje si
existe tal dependencia. Finalmente, en el flow-shop cada trabajo tiene su propio
tiempo de procesamiento en cada maquina, mientras que en una cadena de
montaje el tiempo de procesamiento de los trabajos en una maquina es el mismo
para todos ellos.

Ejemplo:

Una empresa decide realizar un chequeo médico a todos sus empleados. El
objetivo de la empresa es diagnosticar y tratar las posibles patologias de sus
empleados de modo que todos ellos estén completamente sanos lo antes posible.
El conjunto de empleados son los "trabajos" a procesar, los cuales estan todos
disponibles desde el instante inicial. No existen relaciones de precedencia entre
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ellos puesto que el diagnostico y tratamiento de cada empleado es independiente
del de los demas. No se admiten interrupciones ni durante la fase de diagnostico ni
durante la fase de tratamiento. Existen dos "maquinas" que deben ejecutar los
trabajos: la maquina de "diagnoéstico" y la maquina de "tratamiento". El patron de
flujo o trayectoria de maquinas para todos los trabajos es, claramente, primero el
diagnéstico y después el tratamiento. Aunque no es necesario que todos los
trabajos necesiten la fase de tratamiento. El problema que tiene la empresa es un
problema flow shop con m = 2 maquinas y n trabajos siendo » = nimero de
empleados. Este es un problema F2||C,,,. que se resuelve en tiempo O(n log n) por
un algoritmo debido a Johnson (1954). Basta determinar una secuencia
permutacion, es decir, una ordenacion de los n trabajos. La secuencia permutacion
Optima consiste en secuenciar primero los empleados cuyo tiempo de diagnostico
sea menor que su tiempo de tratamiento, en orden no decreciente de tiempos de
diagnéstico, y luego el resto de empleados en orden no creciente de tiempos de
tratamiento. Tanto el problema Fm||C,,, como el problema Fm|pmtn|C,,, con

m=3 son unarios NP-duros (Garey, Johnson y Sethi (1976), Gonzalez y Sahni
(1978a)).

o = O.- Se tiene un sistema open-shop en el que cada trabajo Jj consiste en
una cadena de m; = m operaciones {O;, Opj, ..., O}, donde Oj; se procesa en la
maquina M; en un tiempo pj;. Es decir, se han numerado las operaciones del
trabajo Jj de modo que la operacion O;; se realiza en la maquina i, Mij =i Y. A
diferencia con los problemas flow shop, el orden en que se realicen las
operaciones es irrelevante.

Ejemplo:

Una comision de seleccion de candidatos a un puesto de trabajo esta
formada por 2 personas. El conjunto total de pruebas a las que deben someterse
los candidatos esta particionado en dos, correspondiendo la evaluacion de cada
uno de los subconjuntos a cada uno de los miembros de la comision de manera
independiente. El objetivo de la comision es realizar la seleccion en el menor
tiempo posible. Cada miembro de la comision necesitard un tiempo de evaluacion
de las pruebas de cada candidato. Dicho tiempo puede variar de unos candidatos a
otros. Los candidatos pueden ser evaluados por uno u otro miembro de la
comision en orden indistinto. No existen relaciones de precedencia entre los
candidatos puesto que la evaluacion de cada uno de ellos es independiente de la
finalizacion o no de las evaluaciones de los demas. La unica restriccion es que un
determinado candidato no puede ser evaluado simultaneamente por los dos
miembros de la comision. Una vez comenzada la evaluacion de un candidato por
uno de los miembros de la comision no puede interrumpirse. El problema puede
entenderse como un problema open shop con m = 2 maquinas y » trabajos siendo
n = numero de candidatos existentes, es decir, es el problema O2||C,,, . Este

ax*
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problema puede resolverse en tiempo O(n) por un algoritmo debido a Gonzalez y
Sahni (1976). Sin embargo, si el nimero de miembros de la comision fuese m = 3,
el problema O||C,,,. seria NP-duro (Gonzélez y Sahni (1976)).

ax

a = J.- Se tiene un sistema job-shop en el que cada trabajo Ji consiste en
una cadena de mj operaciones {Olj, 02, Oyt No tiene por que ser mj = m.
Puede presentarse la situacion en la que alguna maquina procese dos o mas
operaciones de un mismo trabajo. La trayectoria de maquinas de cada trabajo esta
dada pero no tiene que ser la misma para todos los trabajos. Es decir, Oij se
procesa en la maquina Mj en un tiempo Pij - Si una maquina realizase mas de una
operacion de un trabajo dado, es 16gico pensar que no ejecutaria dos operaciones
seguidas de un mismo trabajo porque de lo contrario dichas operaciones podrian
condensarse en una sola. Es decir, g7 j #pj; Vi=2,...mj y Vj=1, .., n.

Ejemplos:

Cualquier empresa de manufacturas que no se dedique en masa a la
produccion de un unico producto tiene problemas de planificacion similares al job
- shop. Cada producto tiene su propia ruta a través de las diferentes areas de
trabajo y maquinas de la factoria. En la industria de la ropa diferentes estilos
tienen diferentes requerimientos de corte, cosido, planchado y empaquetado. En
las plantas siderurgicas, cada tamafio de varilla o viga de acero pasa a través de un
conjunto de rodillos en su propio orden particular y bajo sus propias condiciones
particulares de presion y temperatura. En la industria de impresion, el tiempo
empleado en escribir un libro dependera de su longitud, del numero de
ilustraciones, etc.

Notese que los problemas flow-shop pueden considerarse como un caso
particular de los problemas job-shop en los que todos los trabajos siguen el mismo
patron de flujo o trayectoria de maquinas. Asi una editorial que debe planificar la
produccion de varios libros a través de los departamentos de escritura, impresion,
encuadernado, y empaquetado seria un problema flow-shop con cuatro maquinas;
cada departamento es una maquina y los trabajos, es decir, los libros, fluyen en el
orden escritura, impresion, encuadernado, y empaquetado.

Cuando el parametro ¢ tome alguno de los valores anteriores, a excepcion
de o = I, entenderemos que el nimero m de maquinas es arbitrario pero fijo. Asi,
por ejemplo, si & = P estamos ante un problema en el que el numero m de
maquinas puede ser cualquier valor fijo que elijamos, pero si & = P2 estamos ante
un problema con dos maquinas. En este ultimo caso, el algoritmo que lo resuelva
6 la prueba de que es un problema de los llamados NP-duros seran validos sdlo
para el caso de existencia de dos maquinas.
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2.2. Caracteristicas de los trabajos

Las condiciones impuestas por los trabajos para su ejecucion se recogen en

el segundo campo B = B, B>, B3 B4 B35 P en relacion a los conceptos
siguientes:

2.2.1. Interrupciones: B] € {pmtn, [1}

El simbolo "[1" significa que el parametro se omite, es decir, se deja en
blanco sin especificar nada.

p; = pmin.- Se permiten interrupciones, es decir, el procesamiento de
cualquier operacion puede interrumpirse y continuarse mas tarde. Las
interrupciones tienen sentido so6lo si se puede retomar el trabajo en el estado en el
que se dejo. No interesa dejar un trabajo si al retomarlo nos obliga a repetir lo que
habiamos hecho.

B = [1.- No se permiten interrupciones.

2.2.2. Relaciones de precedencia: ) € {(,prec,tree}

Caracterizan las relaciones de dependencia o precedencia entre trabajos.
Dos trabajos u operaciones seran dependientes si el comienzo de la ejecucion de
uno de ellos esta condicionada a la conclusion previa del otro.

B> = [1.- Los trabajos son independientes, es decir, no hay relaciones de
precedencia entre ellos.

B> = prec.- Existe una relacion de precedencia general entre los trabajos
dada por un grafo G dirigido aciclico cuyos vértices representan los trabajos J] i
=1, ..., n) y los arcos Ji = Jk indican que el comienzo de la ejecucion del trabajo
J} esta condicionado a la completacion previa de J;. Andlogamente, si los trabajos
constan de mas de una operacion puede plantearse la relacion de precedencias
entre operaciones con un grafo G dirigido aciclico cuyos vértices representen las
operaciones 0jj G=1,..,ni=1 .., mj) y los arcos 0jj = Ok indiquen que el
comienzo de la operacion Oy del trabajo Jj esta condicionado a la completacion
previa de la operacion Ojj del trabajo Jj.

10
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B> = tree.- El grafo G de precedencias es un arbol. Si 5y = intree 6 ) =
outtree dicho arbol sera un arbol de ensamble (de cada vértice sale a lo sumo un
arco), 6 un arbol de ramificacion (a cada vértice llega a lo sumo un arco),
respectivamente.

2.2.3. Existencia de fechas de disponibilidad: B3 € {rj, U}

= [].- Todos los trabajos estan disponibles desde el instante inicial,
3 J P
ri=0 Vj, 6 bien a partir de un determinado momento, r; = r /. Sin pérdida de
' 4 p j 4 p
generalidad tomaremos rj = 0 Vj. Estariamos ante los problemas de planificacion
estdticos.

B3 = rj.- Las fechas de disponibilidad no tienen porque ser iguales. Estos
serian los problemas de planificacion dindmicos.

2.2.4. Cotas al numero de operaciones: 4 € {m j SmyB, U}

Este parametro se refiere a los problemas de planificacion job-shop. En
estos problemas, el numero m; operaciones asociadas al trabajo J] puede ser
superior al numero m de maquinas. En ciertos algoritmos que resuelvan algunos
de estos problemas, 6 en ciertas demostraciones de que problemas job-shop son
NP-duros se puede utilizar el hecho de que el numero de operaciones mj del
trabajo Jj esta acotado por una constante m;pg. Esta circunstancia se recoge en el
parametro .

B4 = mj <myp.- Se especifica una cota superior my/g de los m;.
= [J.- Los m; son arbitrarios, no conociéndose ninguna cota.
4 i g

2.2.5. Tiempos de proceso: f5 € pij=1, 1}

Muchos problemas son resolubles con tiempos de proceso unitarios y no lo
son con tiempos de proceso generales. Esta distincion se anota con el parametro

Bs.

Bs = pij = 1.- Cada operacion requiere un tiempo de proceso unitario.
B5 =1.-Los Pij (6 bien pj) son enteros arbitrarios.

11
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2.2.6. Recursos adicionales: Bg € {1, resAop}

Podemos considerar que en el modelo de planificacion a estudiar hay s
tipos de recursos adicionales R4, RA), ..., RAg disponibles en las cantidades ray,
ray, ..., rag respectivamente. Cada trabajo J; u operacion Oj; tendra asociado un
vector de recursos adicionales requeridos:

raty) = (raj(Jy), .., rag(Jy)
ra(Oij) = (ra](Oi]), raS(Oij))

donde 0 <'raj(Jy) <raj, 0 <raj(Ojj <raj, denotan el nimero de unidades del
recurso RAj precisadas por el trabajo Jj o por la operacion Oij. Se supone que
todos los recursos requeridos por una tarea estan disponibles, bien antes de que
comience su procesamiento, bien antes de que se vuelva a retomar dicha tarea
(caso de planificacion con interrupciones); y que, en el momento de completacion
6 interrupcion de la misma, se liberan los recursos utilizados por ella con el fin de
evitar bloqueos.

La incorporacion de recursos adicionales en el modelo es especialmente
adecuada en sistemas de computadores, donde los recursos adicionales pueden
representar la memoria primaria, la capacidad de almacenamiento, nimero de
canales, recursos de entrada/salida, etc. Dicha incorporacion es también adecuada
en aquellas situaciones en las que, la realizacion de las tareas en las maquinas
requiera otros recursos limitados como la mano de obra, herramientas, espacio
para almacenar materiales, etc.

Los recursos adicionales se incorporan al modelo gracias al parametro B¢
€ {l, resAop).

Bs = [1.- No existen recursos adicionales.
Por el contrario, si B4 = resAop si existen.

Téngase en cuenta que A4, o p son elementos del conjunto {.,k} y
representan, respectivamente, el numero de recursos, los limites, y los
requerimientos de recursos adicionales.

Si 4, ¢, p=. dichos niimeros son arbitrarios, mientras que, si A =k}, o=
ks, p = k3, el nimero de recursos adicionales es k;, hay k> unidades disponibles
de cada recurso adicional, y se requieren, a lo sumo, k3 unidades de cada recurso
para ejecutar las tareas. Logicamente no todos los recursos deben estar disponibles
en las mismas cantidades ni todos los trabajos deben precisar el mismo niimero de
unidades para ser procesados. Esta circunstancia puede expresarse sustituyendo
los parametros k), k3 por los vectores correspondientes.

12
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2.3. Criterios de optimalidad

El tercer y ultimo campo expresa el numero de funciones objetivo a
considerar, sus caracteristicas y, caso de mas de un criterio, el tipo de
optimizacion en el que se esta interesado, es decir, si se buscan puntos eficientes,
puntos extremos, realizar una optimizaciéon simultinea o una optimizacion
jerarquica.

Sea yk uno de los criterios considerados, con 1 < k< K, siendo K el nimero
total de criterios que intervienen en el problema. Dicha funcion serd, en general,
una funcion creciente en los tiempos de completacion (funcion regular).
Dependiendo de la naturaleza del problema interesard o no incorporar tiempo
ocioso en la maquina. Usualmente se trabaja con funciones de la forma ;]‘ =/

é ;kzzji[] max
K =9K(Cy, Cy, ..., Cp)

Recuérdese que, fijada la planificacion, podemos calcular para cada trabajo
las siguientes variables:

- tiempo de completacion C] , que indica el instante en el que el
procesamiento del trabajo Ji concluye.

- la demora L; = C; - d; , donde una demora positiva indica la tardanza en
la completacion del trabajo, mientras que, la conclusion del trabajo
anticipadamente a su fecha limite d; se indica por una demora negativa 6 adelanto,
cuyo valor absoluto es la cantidad de tiempo anticipada.

- la tardanza que viene dada por 7j = max {0, L;}, e indica el retraso habido
en la ejecucion del trabajo Jj.

- el indicador de trabajo tardio que valdra 1 si el trabajo no se concluye
antes de su fecha limite, es decir:

L, siC,>d,
0, enotro caso

En funcion de las variables anteriores se definen las funciones objetivo a
minimizar. Estas pueden hacer referencia al coste maximo o al coste total.

Si hacen referencia al coste maximo seran de la forma: f, . € {C,, ... L,/
con £, = max;{f;(Cy)}. siendo f(C;) = Cj 6 L.

13
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Si hacen referencia al coste total seran:

3y € 126 5T 2; S STy, SoU.

Como Z@CJ = Z@Lj - Z@cIJ , y el sustraendo es constante, los criterios
ZQ}CJ y Z@Lj son equivalentes. De otra parte, cualquier planificacion que
minimice L,,,, minimiza 7,,,. y U,,,.., pero no se da el reciproco.

Para simplificar el estudio de los problemas de planificacién conviene
aprovechar ciertas relaciones existentes entre ellos que expresan la dificultad o
sencillez de su resolucion. A esta labor se dedica el siguiente epigrafe.

3. Reducibilidad entre problemas de planificacion unicriterio

La caracterizacion de los problemas de planificacion mediante los
parametros oy descrita anteriormente nos permite confeccionar un esquema de
cara a determinar interrelaciones entre ellos, de manera que si para un problema se
encuentra un algoritmo eficiente, entonces quedarian resueltos también otros
problemas estrictamente relacionados con ¢él.

Los posibles valores de los parametros o, B, y Y comentados anteriormente,
los podemos esquematizar en los siguientes grafos:

R

Pc

G,

Figura 2.a. Reducibilidad respecto a las caracteristicas de las maquinas.
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prec
tree
o pmtn A
G,
o
G,
resA..
v 0 (]
4 ? T resl..
0 m<my, py=1
G, G, G, W]
G,
Figura 2.b. Reducibilidad respecto a las caracteristicas de los trabajos.
2oy T, ZayU
Zw,C, 2T, zU,
Cmax Umax
G,

Figura 2.c. Reducibilidad respecto al criterio considerado.
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El grafo G, recoge los distintos valores del parametro ¢, los grafos G,, G,,
..., G4 los correspondientes a 3, y el ultimo grafo G, distintas funciones objetivo ¥
de manera que eligiendo un vértice de cada grafo se tiene determinado
univocamente un problema de planificacion unicriterio.

En cada grafo, el arco (v;, vj-) simboliza que el problema de planificacion
asociado al vértice v; es mas sencillo que el correspondiente al vértice v;; es mas,
si el problema relativo al vértice v; se resuelve en tiempo polinomial también se
resolverd en tiempo polinomial el problema relacionado con el vértice v;. Mientras
que si éste problema fuese bastante complejo también lo seria el asociado al
vértice v;. Con ello, los grafos anteriores nos permiten visualizar una reducibilidad
entre problemas de planificacion unicriterio basada en la complejidad
computacional de dichos problemas.

El siguiente epigrafe analiza con mas detalle la complejidad computacional
considerada como medida del grado de dificultad de un problema.

4. Conceptos generales sobre complejidad computacional

Como el abanico de problemas de planificacion es muy amplio, para
encontrar "buenos" algoritmos conviene "evaluar”" de alguna manera el "grado de
dificultad" de cada problema. En términos intuitivos, la "dificultad" de un
problema consiste en encontrar un algoritmo "adecuado y eficiente" que lo
resuelva. También intuitivamente podemos entender que un algoritmo es eficiente
si su ejecucion en cierta maquina o computador requiere unos recursos (tiempo,
espacio o cualesquiera otros) relativamente pequefios segun ciertos criterios.

Ese grado de dificultad de cada problema es precisamente la complejidad
computacional del mismo. Por tanto, es conveniente estudiar la complejidad
computacional de los problemas de planificacion antes de afrontar la busqueda de
algoritmos eficientes que los resuelvan.

Para nuestro proposito, un problema general es una pregunta 6 cuestion
que hay que responder. El planteamiento de un problema se realiza en funcion de
unos datos que representaran la entrada para el agente computacional. Dichos
datos dependen de varios parametros o variables libres cuyos valores se dejan sin
especificar. Para que el planteamiento del problema esté completo debe
formularse una sentencia o cuestion en términos de los datos de entrada. Un
problema particular se obtiene cuando se plantea una cuestion concreta, esto es,
cuando se especifican valores particulares para todos los parametros del problema.

Un algoritmo para resolver el problema es un método o procedimiento que
nos permite, a partir de unos datos de entrada, obtener unos datos de salida que
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nos brindan la posibilidad de responder satisfactoriamente a la cuestion planteada.
Para obtener los datos de salida a partir de un algoritmo A deben someterse los
datos de entrada a ciertas transformaciones computadas por una cierta funcion fa:
la funcion computada por el algoritmo. Para realizar la computacioén es necesario
codificar los datos de entrada con un conjunto finito de simbolos ¥ denominado
alfabeto. Dicha codificacion de los datos se hace mediante un esquema de
codificacion EC, el cual consiste en una aplicacion desde el conjunto de datos de
entrada a un nuevo conjunto £*: EC: {datos} — X*, siendo X" = U X'el
neNU{0}
cierre de Kleene asociado al alfabeto X. Una vez codificados los datos, la funcion
computada por el algoritmo serd fa: ¥ 5 '™, siendo I'* el cierre de Kleene
asociado al alfabeto I" en el que se codifican los datos de salida.

Un problema de decision o existencia T es aquel problema cuya cuestion a
resolver solo tiene dos respuestas posibles: "Si” 6 "No". Es decir, dado un dato de
entrada (elemento del conjunto de posibles datos de entrada Dj) el problema
consiste en decidir si el mismo es un elemento del subconjunto Yq < Dy de
entradas cuya respuesta es "Si".

Si tenemos un esquema de codificacion EC, podemos asociar al problema
de decision 7 un subconjunto de »* denominado lenguaje Ly = EC(Yq) < ¥ que
sera la codificacion del conjunto de datos con respuesta afirmativa. La
clasificacion computacional del problema 7 se hace atendiendo a cierta
clasificacion del lenguaje Ly de manera univoca, de hecho, una vez establecido el
esquema de codificacion EC, el problema de decidir si cierta entrada I € Dy estd o
no en Y se reduce al problema de decidir si su codificacion x = EC(I) es
miembro o no del lenguaje Ly , y por ello se dice que los problemas de decision
son problemas de reconocimiento de lenguajes.

Un problema de busqueda T es aquel problema tal que para cada entrada I
€ Dy existe un subconjunto Sy(I) < I'™* de soluciones validas para la entrada L.
Dada una entrada I, solucionar el problema de btisqueda consiste en encontrar
un elemento de Sp(I), si Sg(I) # &, 6 responder "No" si dicho subconjunto es
vacio.

Un problema de decision puede formularse como un problema de
busqueda donde Sp(I) = {"Si"} si I € Yg, 0 bien Sg(I) = I sil ¢ Y. La
clasificacion computacional de un problema de busqueda puede identificarse,
salvo matices terminologicos, con la clasificacion computacional del problema de
decision asociado.

Formalmente, un problema de optimizacion combinatoria T es un

problema de minimizaciébn o maximizacion que consta de las siguientes tres
partes: un conjunto Dy de entradas; para cada entrada I € Dy , un conjunto finito
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Sp(D < '™ de soluciones candidatas para la entrada I; una funcién mg que asigna
a cada entrada I € Dy y cada solucion candidata ¢ € Sg(I) un niimero racional
positivo my(I, ) € Q.

Asi, una solucion 6™ € Sn(I) es Optima para el problema de minimizacion
st my(1, G*) <mg(l, 6) Vo € Sg(). Sin pérdida de generalidad puede entenderse
optimizar por minimizar.

Podemos considerar m_:D, x \ ) S,(I) = Q. Ademas, dada una entrada I
IeD,

€ Dg podemos reducir el problema de optimizar mg(l, .) : Sg(I) — Q en el
problema de minimizar cierta funcion f: X € N — N, definida sobre un conjunto
X con igual cardinal que Sg(I), ya que tanto Sy(I) como Q son numerables.

S, —2Ls 0
! )

XcN -5 N
Figura 3. Problemas equivalentes

Entonces, el problema consiste en encontrar el valor minimo f, = minge x f(x) y
el punto donde se alcanza ese minimo, es decir, el x5 € X con f(xy) =1, .

El problema de encontrar el valor minimo f, puede entenderse como una
sucesion de problemas de busqueda y decision de igual complejidad
computacional en el sentido siguiente: dado o] € N,

(existe un x € X tal que f(x) < 0q?

Si la respuesta es afirmativa, elegir 0y < o] y plantear la pregunta con o). En otro
caso, elegir 3 = o] y plantear la pregunta con a3. El proceso continua hasta que
se halle un elemento o tal que la cuestion jexiste un x € X tal que f(x) < a*?
tiene respuesta afirmativa y para todo o < o la respuesta es negativa. Ademas,
dado que f(X) < N, y N es un conjunto bien ordenado, el proceso acaba en un
nimero finito de pasos obteniendo fy = o = minye x f(x) y el x4 € X con f(xg) =
fo -

La idea para estudiar la complejidad de un problema de optimizacion
combinatoria es muy sencilla: resolver el problema se reduce a encontrar un
algoritmo adecuado que resuelva los problemas de btisqueda y decision asociados.
Ahora bien, como la complejidad de un problema de busqueda es la complejidad
del problema de decision asociado, podemos decir que la complejidad
computacional de un problema de optimizaciéon combinatoria es la complejidad
computacional del problema de decision correspondiente. Este ultimo problema es
un problema de reconocimiento de lenguajes, y clasificarlo computacionalmente
es clasificar el lenguaje. A su vez, la clasificacion del lenguaje estara en funcion
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de qué maquina de Turing es capaz de reconocerlo, y de las cantidades de tiempo
y espacio precisados por la maquina para ello. Esto es asi porque la Tesis de
Church (Church (1933 y 1936), Balcazar y otros (1988)) "Todo algoritmo puede
ser descrito por una mdaquina de Turing"” nos garantiza la existencia de una de
estas maquinas que, al reconocer el lenguaje, nos resuelve el problema de
optimizacién combinatoria.

Un elemento importante en las maquinas de Turing es la funcion de
transicion 9. Si a cada original, la funcioén de transicion asocia una unica imagen
estariamos ante una mdquina de Turing deterministica y con algoritmos
deterministicos. En este caso, fijada la entrada, s6lo existe un inico camino para ir
desde el estado inicial a cualquier otro estado.

Si a cada original, la funciéon de transicion asocia mds de una imagen
estariamos ante una mdquina de Turing no deterministica y con algoritmos no
deterministicos. En este segundo caso, y fijada la entrada, pueden existir varios
caminos para ir desde el estado inicial a cualquier otro estado.

Finalmente, si para cada original la funcion de transicion realiza un sorteo
entre un conjunto de posibles imagenes y le asigna solo una de ellas podriamos
hablar de maquinas y algoritmos probabilisticos.

Obviamente podemos considerar toda maquina deterministica como un
caso particular de las no deterministicas.

Como hemos dicho, la complejidad computacional de un problema se mide
en funcion de los recursos consumidos por el agente computacional para
resolverlo. Como agente computacional tenemos la maquina de Turing y la
complejidad del problema serd entonces medida como una funcion tal que, para
cada n, nos da la cantidad de recursos requeridos por la maquina de Turing
correspondiente sobre entradas de tamafio n. Entre los recursos consumidos a
considerar tiene especial relevancia el tiempo y el espacio.

Si M es una maquina de Turing deterministica y ® es una entrada puede
pasar que M pare sobre ® 6 que no pare. Si M para sobre ® se define el tiempo de
computacion de M sobre ® como el numero de pasos de computacion requeridos
para que M finalice su computacion para la entrada ®. Dicho tiempo queda
indefinido en cualquier otro caso. La medida de complejidad o tiempo de
ejecucion sera una funcion Ty : N — N donde Tp(n) = max|gj=p {tiempo de
computacion de M sobre ®}, si M para sobre todas las entradas ® de tamafio n, y
un valor indefinido en cualquier otro caso.

Si M es una maquina de Turing no deterministica y ® es una entrada se
define el tiempo de computacion de M sobre ® como el nimero de pasos de
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computacion de la computacion aceptada mas corta de M sobre ®, si tal
computacion existe, y 1 en cualquier otro caso. La medida de complejidad o
tiempo de ejecucion sera en este caso Tpp : N — N donde Tpj(n) = max|gpj=n
{tiempo de computaciéon de M sobre ®}

Si M es una maquina de Turing deterministica y ® es una entrada se define
el espacio de computacion de M sobre ® como el maximo nimero de casillas de
la cinta de la maquina de Turing analizadas durante una computacion de M sobre
o, si tal maximo existe, y un valor indefinido en cualquier otro caso. La medida de
complejidad o espacio de ejecucion serd una funcion Wy : N — N donde Wp(n)
= max|gl=p {espacio de computacion de M sobre ®f, si existe tal maximo, y un
valor indefinido en cualquier otro caso.

Si M es una maquina de Turing no deterministica y ® es una entrada se
llama espacio requerido por una computacion dada al nimero maximo de casillas
de cinta analizadas en la computacion. Dicho nimero dependeré de la entrada y la
computacion. Denominaremos espacio de computacion de M sobre ® al menor de
los espacios requeridos en las computaciones aceptadas de M sobre , si existen, 0
1 en otro caso. Dicho numero dependera s6lo de la entrada y no de ninguna
computacion concreta. La medida de complejidad 6 espacio de ejecucion sera en
este caso W1 : N — N donde W\ (n) = max|gpj=p {espacio de computacion de M
sobre ®}. Notese que Wpf(n) no depende ni de la entrada ni de ninguna
computacion, unicamente del tamafio de la entrada.

Diremos que la maquina M acepta el lenguaje L en tiempo f(n) si, y solo si,
Twm(n) < f(n) Vn e N. Diremos que la maquina M acepta el lenguaje L en espacio
f(n) si, y solo si, Wpp(n) < f(n) Vn e N. Por tanto, el grado de complejidad de un
problema (6 la clasificacion del lenguaje L correspondiente) en el sentido de
tiempo 0 espacio vendra dada por la funcion f: N — N que mayora a T 6 W).

Podemos definir las clases de complejidad o clases de lenguajes L < r*
siguientes:
DTIME(f) = {L > tales que L es aceptado por una maquina de
Turing deterministica con Tpj(n) < f(n) Vne N}
NTIME(f) = {L < =* tales que L es aceptado por una maquina de
Turing no deterministica con Tyf(n) < f(n) Vn e N}
DSPACE(f) = {L c >* tales que L es aceptado por una maquina de
Turing deterministica con Wpq(n) < f(n) Vn e
Nj
NSPACE(f) = {L c >* tales que L es aceptado por una maquina de
Turing no deterministica con Wyj(n) < f(n) Vn e
Nj
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Estas definiciones se extienden de modo natural para familias de
funciones, asi por ejemplo:
P= UDTIME(ni) , NP = UNTIME(ni) ,
i>0 20

PSPACE = () DSPACE(n"), NPSPACE = ) NSPACE(n').

=0 =0

Se tiene claramente que P < NP. La cuestion ;P = NP? permanece atin sin
respuesta. Ademas PSPACE = NPSPACE (Aho y otros (1974)), y P < NP <
PSPACE = NPSPACE.

La esencia de la conjetura (P = NP? radica en una clase de problemas
denominados NP - completos, de manera que, si uno cualquiera de los problemas
NP - completos fuese resoluble en tiempo polinomial, entonces seria P = NP.

Vamos a precisar la definicion de la clase de lenguajes NP - completos.

Dados dos lenguajes L1, Lp < ¥, se dice L1 es reducible en tiempo
polinomial a Ly (L1 <y, Lp) si, y so6lo si, existe una funcion f: IS
computable en tiempo polinomial de grado m tal que x € L| & f(x) € L.

Entonces, dada una clase de lenguajes { = P(£™) y un lenguaje L ¢ ©* ,
diremos que:

1) LesC-duro (€ - hard) para { & VL' e { L' <, L. En particular, L es NP -
duro & VL' € NP L' < L, es decir, todo problema en NP se reduce
polinomialmente a un problema, que llamamos NP-duro, y que no tiene
porque estar necesariamente en NP.

2) Les { - completo ({ - complete) para { < L es { - duro y L € {. En particular,
L es NP - completo < L es NP - duro y L € NP. La existencia de lenguajes
NP - completos esta garantizada por el Teorema de Cook (Cook (1971)) que
dice que el problema de satisfacibilidad es NP - completo.

Es frecuente distinguir entre los problemas fuertemente NP-completos (6
unarios NP-completos) y los problemas NP-completos en sentido ordinario (0
binarios NP-completos). Los primeros tienen asociados lenguajes que son NP-
completos cuando se adopta un esquema de codificacion unario (el nimero n se
codifica con n unos), y los segundos son aquellos NP-completos cuando se adopta
una codificacion binaria.

Hay algunos problemas en los que, si se impone una cota superior a la
magnitud de los datos o parametros de entrada, existen algoritmos en tiempo
polinomial para resolverlos. Estos algoritmos se llaman pseudo polinomiales
porque ademas de ser polinomiales con respecto a los datos de entrada también lo
son con respecto a la cota superior. Por tanto, no son polinomiales puros, y si se
prescindiera de la cota dejarian de ser polinomiales. Esta circunstancia es muy
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frecuente en problemas de scheduling donde intervienen muchos datos numéricos
como parametros de entrada (tiempos de procesamiento, fechas limite, tiempos de
disponibilidad, etc.). Asi, hay algoritmos considerados buenos para resolver
algunos de estos problemas, que dejan de serlo cuando las magnitudes de los
numeros de entrada son demasiado grandes.

Para terminar este capitulo introductorio, se recogen en el siguiente
apartado los fundamentos necesarios para poder estudiar posteriormente
problemas de planificaciéon multicriterio.

5. Extension al caso multicriterio

Muchos de los estudios de planificacion tratan problemas en los que la
bondad de la soluciéon se mide en funciéon de un unico criterio. Sin embargo, un
gran numero de problemas que surgen en las situaciones practicas tienen una
naturaleza multicriterio. En estos casos tienen que considerarse todos los criterios
que intervienen.

Cuando deben tomarse en cuenta diversos criterios, la seleccién de la
solucion Optima cambia segun el criterio que se considere. Si los criterios no son
conflictivos, entonces existen soluciones que son optimas para todos los criterios.
Estas soluciones son 0ptimos globales y en estas situaciones el problema es menos
complicado.

Si los criterios son conflictivos, entonces no existen Optimos globales y se
deben encontrar soluciones eficientes, para lo que se precisara informacion sobre
las preferencias del decisor.

En funcion de la cantidad de informacion sobre las preferencias del decisor
de la que se disponga, y de como se obtenga ésta, pueden considerarse diferentes
métodos de Programacion Multicriterio.

Los métodos de las funciones de utilidad aparecen cuando la informacion
sobre la estructura de preferencias del decisor se puede expresar de forma precisa,
es decir, mediante una funcion definida sobre un conjunto de objetivos y con
rango un conjunto totalmente ordenado (por lo general R). En estos casos el
problema se convierte en un problema unicriterio.

Los métodos interactivos surgen cuando la informacion que suministra el
decisor sobre sus preferencias no es suficiente para formular un método
perteneciente al grupo anterior, por lo que suele tener lugar un proceso iterativo en
el que, en cada etapa, el analista presenta al decisor un conjunto de soluciones
eficientes. El decisor realiza una valoracion de las mismas facilitando asi
informacion suplementaria sobre sus preferencias. Informacion que el analista
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incorpora al modelo para realizar la siguiente fase de calculo. De esta manera, el
decisor hace una descripcion progresiva sobre sus preferencias. El proceso
concluye cuando se obtenga alguna solucion que satisfaga, dentro de lo posible,
las aspiraciones y necesidades del decisor.

Los métodos generadores de soluciones eficientes son métodos que, en
ausencia de cualquier informacion a priori sobre las preferencias del decisor se
limitan a generar el conjunto de soluciones eficientes.

Existen también otras clasificaciones de los métodos de Programacion
Multicriterio. Asi, se habla de optimizacion jerarquica cuando los criterios son
ordenados de mayor a menor importancia para el decisor. Entonces, y siempre
segun la opinion del decisor, se establece un nivel de satisfaccion minimo para el
criterio mas importante, y se buscan soluciones que satisfagan dicho nivel en el
criterio mas importante, y que sean proximas a los niveles de satisfaccion en los
otros criterios. También se habla de optimizacion simultanea cuando el problema
se convierte en un problema unicriterio mediante funciones de utilidad, o cuando
esta conversion no es posible y se tienen que generar las soluciones eficientes sin
informacion a priori suministrada por el decisor.

Para formular un problema multicriterio y definir los diferentes conceptos
de solucion conviene manejar conceptos como los de alternativa, atributo, meta,
objetivo y criterio. Las definiciones de estos conceptos no estan establecidas de
modo Unico, pero, tomando como referencia a Gonzalez (1986), podemos
entenderlas de la siguiente manera.

Las alternativas son las diferentes acciones u opciones entre las que se
debe obtener la solucion al problema. El conjunto de alternativas también lo
podemos denominar conjunto de objetos. Estos objetos vienen caracterizados por
los atributos. Los objetivos vienen siendo valoraciones de los atributos en un
espacio totalmente ordenado. Las metas son ciertos niveles "de conformidad" que
deben alcanzar los atributos u objetivos para satisfacer ciertas necesidades
impuestas a priori por el decisor. Los criterios son medidas o reglas que guian al
decisor en el proceso de busqueda de 1a solucion del problema.

El conjunto de objetos O = {O; /i € I} caracterizado por los atributos X,
..., X, se transforma en el conjunto X = {(X;;, ..., Xi) /i € I} que suele ser un
subconjunto de R". En aquellos casos en los que pueda establecerse una
ordenacion en X que permita resolver el problema de seleccion estaremos ante la
Programacion Multiatributo. Sin embargo, el caracter cualitativo de algunos
atributos, el niumero de ellos, su dificultad de ser comparados entre si u otros
factores suelen dificultar la deteccion de una relacion de orden en el conjunto X.
En estos casos se precisan "medidas de costo", en nimero sensiblemente menor al
numero de atributos. Estas "medidas de costo", funciones u objetivos estan
definidos en el conjunto X y valorados en un conjunto totalmente ordenado como
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R Sifi:R" - R i =1 .., p son las funciones objetivo, el problema de
Programacion Multiobjetivo puede plantearse como

min f{x)
s.a.:
xeX

donde /= (3, ..., f,)! : R" — R. Es decir, la Programacién Multiobjetivo convierte
el problema de Programacion Multiatributo sobre X en un problema de
Programacion Multiatributo sobre f(X).

Se pueden establecer diferentes conceptos de solucion. Se denomina
solucion factible a cualquier punto del conjunto X. Soluciones ideales factibles
son aquellas que son Optimas respecto a al menos un criterio, es decir, son
soluciones factibles que resuelven al menos uno de los problemas

min fi(x)
s.a.:
xeX
* , . . . . * *
conx; el optimo un problema variandoi =/, ..., p. Six; =... =X, , entonces esta

solucion minimiza simultaneamente todos los objetivos. En este caso, dicha
solucion factible se denomina solucion optima global del problema.

Generalmente, los criterios que se consideran son contrapuestos y no existe
una solucion optima global. Entonces se han de buscar otras soluciones en X
cuyos niveles respecto de los objetivos sean lo mejores posibles. Los valores fi(x; )
= ﬁ* sirven como referencia para el problema en X o en f{X). La ausencia de
solucion optima global obliga a interesarse por los puntos de f(X) "mas proéximos"
al punto ideal (f]* fp*)

Una solucion factible x; € X es eficiente si, y solo si, no existe otra
solucion x e X tal que fj(x) < fi(xy) Vi = I, ..., p con al menos una de las
desigualdades estricta, es decir, con fio(x) < f,-o(xF) para cierto i,. Las soluciones
eficientes también se denominan no dominadas, optimos de Pareto, puntos
admisibles, ....

La region eficiente, 6 conjunto de puntos eficientes, es el subconjunto de
f(X) que es imagen del conjunto X de soluciones eficientes.

S={yvefiX)/Ix e Xy cXconfx) =y} CcfX).
A cada punto de X, le correspondera uno de S, y a cada punto de S le correspndera

al menos uno de X, .De ahi que las consideraciones sobre puntos eficientes
pueden estar referidas indistintamente a los conjuntos Sy X .

24



Extension al caso multicriterio

La eleccion del decisor que resuelve el problema multicriterio

min f(x)
s.a.:
xeX

debe realizarse dentro de la region eficiente. Dicha eleccion puede realizarse de
varias maneras con lo que aparecen los conceptos de solucion preferida y solucion
satisfactoria. Se llama solucion preferida a la solucion eficiente que mejor
satisface las preferencias del decisor. Y solucion satisfactoria a la solucion
factible que satisface ciertas condiciones minimas impuestas por el decisor.

La dificultad del problema multicriterio dependera de la informacion que
se tenga sobre las preferencias del decisor, de la naturaleza y propiedades de las
funciones f;, y de los conjuntos Xz y S adoptados en la formulacion del problema y
de los métodos empleados para la deteccion de las soluciones eficientes.

Muchos problemas de planificacion multicriterio pueden resolverse desde
la optica de la optimizacion multicriterio, es decir, mediante la aplicacion de sus
métodos para detectar soluciones eficientes satisfactorias para el decisor. Los
problemas de planificacion multicriterio admiten una formulacion especifica que
extiende la formulacion correspondiente para problemas de planificacion
unicriterio.

Un problema de planificacion multicriterio deterministico en su
formulaciéon mas general puede establecerse extendiendo la formulacién de los
problemas unicriterio de manera natural, es decir, describiendo las caracteristicas
de las m maquinas que deben procesar un conjunto de # trabajos, los parametros
de éstos, y la descripcion de los criterios que intervienen. Esto es una
generalizacion natural de la formulacion triparamétrica am}/ para problemas
unicriterio descrita en epigrafes anteriores. Asi, podemos representar un problema

de planificaciéon multicriterio deterministico en la forma 05|,8|(71,...,7K ) donde

los pardmetros «, B, 7' representan las caracteristicas de las m maquinas, de los 7
trabajos, y del criterio k-€simo respectivamente con k = /,...,K. Las caracteristicas
relevantes de maquinas, trabajos, y criterios estan descritas en los epigrafes
anteriores.

Hasta aqui se ha realizado el planteamiento y la formulacioén general de los
problemas de planificacion, estableciendo las caracteristicas que configuran los
diferentes problemas. Se han presentado la reducibilidad entre problemas y los
conceptos generales sobre complejidad computacional. Pasemos a considerar en el
siguiente capitulo diversos problemas de secuenciacion sobre una maquina.
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Capitulo I1: Problemas de Secuenciacion sobre una mdaquina

1. Introduccion

Este capitulo se centra en los problemas de planificacion deterministica
sobre una maquina, aunque, al tratarse de una Unica maquina, el término
"problemas de secuenciacion” es quizds mas adecuado para designar a estos
problemas.

El capitulo comienza clasificando computacionalmente los problemas.
unicriterio sobre una Unica maquina. Para ello se distingue si el criterio a
minimizar es una funcién de costo expresada como un méaximo, o bien, como una
suma. Se presentan varios ejemplos que ilustran los métodos generales utilizados
en la resolucion de muchos problemas. Luego se proponen y estudian algoritmos
especificos para resolver ciertos problemas. En relacion con ello, en el Apéndice
A, se hace un estudio computacional de algunos de los algoritmos propuestos.

2. Clasificacion computacional.

Comencemos estudiando la complejidad computacional de la familia de
problemas caracterizada por los parametros /||y Desarrollaremos la exposicion
atendiendo primero al criterio de optimalidad (%, y, posteriormente, nos fijaremos
en las caracteristicas de los trabajos (£).

Los problemas sobre una tnica maquina son los mas sencillos que pueden
presentarse. Muchos problemas con m maquinas los tienen como subproblemas
componentes, lo que justifica su estudio. Ademas, algunos de estos problemas
aparentemente sencillos tienen una gran complejidad, e incluso, existen problemas
poco estudiados cuya complejidad esta aun por descubrir.

Mencionemos que, cuando los trabajos estan disponibles desde el instante
inicial, esto es, si rj = 0 ¥j (version estatica del problema) es suficiente con buscar
el optimo entre las planificaciones sin interrupciéon y sin tiempo ocioso en la
maquina (Conway y otros (1967)).

Comentaremos estos problemas atendiendo a la funciéon objetivo y &

Imax Z];-}, donde f,,,. = max {f;}, y f; = f;(Cj) es el coste de completar el trabajo
Jj en el instante C;.
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2.1. Minimizando el maximo coste: Y= fyax

Recordemos que f,,. puede ser U, .., T,.0 Cpar © L, Ahora bien, en la
version estatica C,,,, es constante puesto que se dispone de una unica maquina.
Ademas, y segun los grafos de reducibilidad entre problemas de planificacion
unicriterio dados en el capitulo I, si resolvemos el problema L,,,. queda resuelto el

problema T, vy, a su vez, U,,.. Por tanto, f, . solo serd L,,,. en dicha version.

max* max max

I\|preclf,,,, se resuelve por un algoritmo de complejidad O(n?) debido a
Lawler (1973). Dicho algoritmo construye la secuencia solucion eligiendo primero
el ultimo trabajo de la secuencia, después el pentltimo, y asi sucesivamente hasta
el primero. Para realizar esta construccion el algoritmo mantiene en cada paso una
lista S de trabajos no planificados, un valor p(S) = Z p; > (suma de los tiempos

JjeS
de procesamiento de los trabajos de §), y un subconjunto S’ < S de trabajos no
planificados cuyos sucesores si lo estan. El trabajo que se planifica en este paso es

aquel trabajo Ji € {J;/j € S} tal que fi(p(S)) <fj(p(S) Vj € S.
Algoritmo de Lawler
0 T«>p;3<{/,....J,}

Jj=1

(1) Determinar el conjunto U de los trabajos sin sucesores en 3.
(2) Elegir de U el trabajo J; que tiene un valor f,(7) minimal, deshacer los

empates arbitrariamente; J, se procesa desde el instante 7'— p, hasta el instante
T.
()T« T-p; S{J}.

(4) Si S+, entonces ir al paso 1; en otro caso, parar.

El algoritmo de Lawler se ajusta facilmente para el problema
1\d j,prec| f,,.. Siun trabajo J, es un candidato para la ultima posicion, entonces
se tiene que comprobar si J, no tiene sucesores y d; = 7. Por tanto, el conjunto U

contiene los trabajos que no tienen sucesores en 3 y tienen una fecha limite mayor
o igual a 7. Alternativamente, se pueden incorporar las fechas limite redefiniendo

J;(T) =0 para T > d;, j=1,..,n yaplicar el algoritmo de Lawler al problema
ajustado I |prec| f,

max*

Las fechas limite no tienen que ser dadas explicitamente, pero pueden ser
inducidas por cotas superiores dadas o por otros criterios. Por ejemplo, si g; es
una funcion de penalizacion no decreciente, para i = /,...,n, entonces la restriccion
... < G induce una fecha limite para cada trabajo J,.
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Ejemplo 1:
Consideremos el problema /|prec|L,,.. Los datos numéricos son los

siguientes: tenemos que realizar seis trabajos donde J, precede a J,, que a su vez
precede a J;, y J, precede a J; y Jg.

EJI §L §Js
Js
J,
Jy

Figura 1. Grafica de precedencias para el ejemplo 1.

Los tiempos de proceso y fechas limite son:

Trabajo J, J, J; J, J: J,
Tiempo de Proceso 2 3 4 3 2 1
Fecha Limite 3 6 9 7 11 7

El algoritmo de Lawler va determinando sucesivamente el trabajo que debe
planificarse en sexta posicion, quinta posicion, hasta la primera posicion,
encontrando finalmente como secuencia optima la secuencia: J,, J,, J,, J, J;, Js.

Tambien I|pmin,prec,rilf,,,. se resuelve por un algoritmo de complejidad
O(n?) que generaliza el anterior (Baker y otros (1983)). Dicho algoritmo, primero
modifica las fechas de disponibilidad. Se trabaja con una numeracion de los
trabajos en orden topologico, es decir, si J; precede a J, =/ < k. Asi, se toma:

r, = max {r,, max {rj +pj/Jj precede a JJ} k=23, .., n

Posteriormente se ordenan los trabajos en orden no decreciente de »; (ERD)
lo que permite una particion de los mismos en bloques. Cada bloque B se define
como el conjunto minimal de indices de trabajos procesados sin tiempo muerto
desde r(B)=min,_, {rj} hasta #(B) = r(B) + p(B), con p(B) = ij . Por tanto, si

JjeB
J € B ocurre que C] <r(B), 6 bien que r; =t(B). El algoritmo considera los bloques
separadamente y, por tanto, para determinar la solucion basta secuenciar los
trabajos de cada bloque. Para ello, de entre los trabajos sin sucesores de un cierto
bloque B; se selecciona el trabajo J, que origina menor costo cuando se pone en la
ultima posicion. Los restantes trabajos del bloque se replanifican en orden no
decreciente de sus fechas de disponibilidad y el trabajo J se asigna detras de ellos.
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Repitiendo este procedimiento en todos los subbloques resultantes se obtiene una
solucion con a lo sumo #-/ interrupciones en tiempo O(#’).

Ejemplo 2:

Para ilustrar el algoritmo anterior elijamos el problema
I|pmin,prec,r)|G,,,, donde G, = max; {g;}, y las g; son funciones de costo.
Considérense 5 trabajos {J, ..., J5} cuyos tiempos de proceso y fechas de
disponibilidad vienen dados por los vectores p = {4, 2, 4,2, 4} yr = {0, 2,0, &,
14}, respectivamente. Las relaciones de precedencia y las funciones de costo
vienen dadas por las figuras.

2

o\@le

2

A\

(b)
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Planificacion Inicial
0 4 6 8 10 12 14 18 1
< B . > B,
Nueva planificacion para el blogue B,
J, Lo g4 .
0 4 6 8 10 12 14 18 ¢
B,—» <“B,»
Planificacion Optima
TR B ‘
0 4 6 8 10 12 14 18 ¢
(©)

Figuras 2. (a) Relaciones de precedencia, (b) funciones de costo,
y (¢) planificaciones para el ejemplo 2.

De las relaciones de precedencias obtenemos el vector de fechas de disponibilidad
modificadas r’' = {0, 2, 4, 8, 14}. Tomando el vector de fechas limites modificadas
en lugar de r el algoritmo de Baker y otros (1983) para I|pmin,r,|G,,,, determina
dos bloques, B, = {J,, J,, J; J,} desde el instante de tiempo 0 al 12, y B, = {J}
desde el 14 al 18. El bloque B, consiste en un tinico trabajo y, por tanto, representa
una parte Optima de la planificacion. Para el bloque B,, se determina el
subconjunto de trabajos sin sucesores: L, = {J;, J,}! y se selecciona el trabajo J; ya
que G;(12) < G,(12). Para replanificar los trabajos del bloque B, mientras se
procesa el trabajo J; (solo si ningun otro trabajo esta disponible), obtenemos dos
subbloques B,, = {J,, J,} de 0a 6y B,,={J,} de 8 a 10. El bloque B,, no requiere
mas atencion. Para el bloque B,; encontramos L,;, = {J,, J,! y seleccionamos J, ya
que G,(6) < G,(6). Replanificando los trabajos de B,; nuevamente obtenemos la
planificacion 6ptima.

Comentemos ahora la situacion del problema /|r;|L,,,. En el caso general
resulta ser un problema unario NP-duro (Lenstra y otros (1977)), a pesar de que
existen algoritmos polinomiales cuando los 7; son todos iguales, los d; son todos
iguales, 6 los p; son todos iguales. En efecto:

(@) Sir; =r Vj se resuelve en O(n log n) por la regla de Jackson o regla EDD
(Jackson (1955)), es decir, por el orden

d[]] _<d[2] _<... _<d[n]
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1d, = se resuelve en O(n log n) por la secuencia :
(b) Sid;=d vj 1 O(n log n) por 1 ia ERD
Yy Sty <. Sty

(¢) Sip; = p Vj. El problema /|r,p; = I|L,,, se resuelve extendiendo la regla de
Jackson (en cualquier instante se realiza el trabajo disponible de menor fecha
limite). Sin embargo !|r;p,=p|L,,,, requiere una aproximacion mas sofisticada
(Simons (1978)).

max

Incorporando restricciones de precedencia a los tres casos anteriores se
plantean problemas bien resueltos. Basta para ello actualizar convenientemente las
fechas de vencimiento d, y las fechas de disponibilidad r; (Lageweg y otros
(1976)).

I|prec,r;|L,,,, es un problema NP-duro, puesto que /|r|L,,, lo es. Para
I|prec,rj|L,,, Baker y Su (1974) han propuesto un método enumerativo que
genera las planificaciones activas, es decir, aquellas en las que no puede
adelantarse el instante de comienzo de una operacion sin que se retrase el
correspondiente a otra, con el que obtienen una cota inferior. Otros autores
(McMahon y Florian (1975), Lageweg y otros (1976)) también han tratado el
problema y, en particular, Carlier (1980) describe un método para comparar la
eficiencia de los algoritmos.

2.2. Minimizando el coste total: y= 21'?

Recordemos que el coste total se define como la suma de los costes
individuales de cada trabajo.

2.2.1. Suma ponderada de tiempos de completacion: 1|5 Z'ajCj

1||269'Cj se resuelve en tiempo O(n log n) por la regla de Smith (1956,
regla WSPT) que consiste en planificar los trabajos en orden no decreciente de
sus radios Dj / @, es decir:

Py P P
Py O Oy

Este resultado se puede extender a algoritmos de O(n log n) para
problemas mas restrictivos:

- Introduciendo relaciones de precedencia en arbol (Horn (1972), Adolphson y
Hu (1973), Sidney (1975)).
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- Introduciendo relaciones de precedencia en cadenas serie - paralelo (Lawler
(1978)).

Sin embargo, afadir restricciones de precedencia generales origina un
problema NP-duro, incluso si pj= 1 Vo @ = 1 Vj; es decir, I |prec| Z@CJ es NP-
duro (Lawler (1978), Lenstra y Rinnooy Kan (1978).

1 |rj| ZCj es unario NP-duro (Lenstra y otros (1977)).
En cuanto a problemas con posibilidad de interrupcion de los trabajos:

1 |pmtn,rj| ZC]' puede resolverse extendiendo la regla WSPT, mientras que
1 |pmtn,rj| ZQ}CJ es unario NP-duro (Labetoulle y otros (1979)).

1|rj|Zaj’Cj es NP-duro por serlo la version no ponderada, pero puede
abordarse por varios algoritmos de eliminacion y de ramificacion y acotacion
(Rinaldi y Sassano (1977), Bianco y Ricciardelli (1981), Hariri y Potts (1981)).

2.2.2. Suma ponderada de tardanzas: 1\ 2¢T;

1 ||2@7} es unario NP-duro (Lawler (1977), Lenstra y otros (1977)), pero
se han propuesto varios métodos enumerativos de solucion. Dichos métodos se
agilizan notablemente incorporando los criterios de eliminacion desarrollados por
Emmons (1969) y Shwimer (1972) que pueden extenderse a funciones de costos
no decrecientes en 7; (Rinnooy Kan y otros (1975)). Cotas inferiores a la solucion
Optima se obtienen relajando el problema en un problema de asignacion lineal
(Rinnooy Kan y otros (1975)) 6 en el problema de transporte (Gelders y
Kleindorfer (1974,1975)) 6 permitiendo que una maquina pueda procesar mas de
un trabajo a un tiempo (Fisher (1976)).

Si pj =] Vj, se tiene simplemente un problema de asignacion lineal.

1|| 2’1} es NP-duro (Du y Leung (1990)). Puede abordarse por métodos
enumerativos y heuristicos. Muchos de los cuales estan basados en las reglas de
dominancia de Emmons (1969) que ayudan a restringir la busqueda del optimo.
Entre estos algoritmos tenemos el algoritmo hibrido de Srinivasian (1971) que
reduce la talla del problema con las propiedades de Emmons y resuelve el
problema reducido por programacion dindmica. Otros métodos de programacion
dindmica son debidos a Schrage y Baker (1978), y Lawler(1979).

Lawler (1977) dio un potente teorema de descomposicion que usd para

obtener un algoritmo de programacion dindmica pseudopolinomial de complejidad
O(n42pj). La combinacion de la programacion dinamica con el teorema de
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descomposicion ha originado variantes que enriquecen los algoritmos anteriores
(Potts y Van Wassenhove (1982 y 1987)). Lawler (1982a) uso los resultados de su
algoritmo pseudopolinomial para obtener un esquema € - aproximativo que
requiere un tiempo O(n’/€).

Otros algoritmos aproximados son los de Wilkerson e Irwin (1971) y
Sicilia y Alcaide (1989). Este ultimo de complejidad O(n? Zp]).

Introduciendo restricciones de precedencia el problema es NP-duro,
incluso para /|prec,pj = 1| 2T; (Lenstra y Rinnooy Kan (1978)).

Introduciendo fechas de llegada rj el problema 1 |”j"19j:1|2aj’7}' es un
problema de asignacion lineal mientras que /|rj| 27 es NP-duro porque /]| 27} lo
es.

2.2.3. Numero ponderado de trabajos tardios: 1| 2ajUj

I||2Uj se resuelve en tiempo O(n log n) por el algoritmo de Moore
(1968). Este algoritmo puede extenderse al caso en que ciertos trabajos tengan que
estar a la hora prevista (Sidney (1973)). La generalizacion mas amplia en la que
los trabajos finalizan en, 6 después de sus fechas de vencimiento d] es NP-duro
(Lawler (1982b)). Sin embargo, con pesos convenientes (pj <pk = @2 wy)
(Lawler 1976) o fechas de disponibilidad convenientes (d; < dg = rj <ry) (Kise y
otros (1978)) puede resolverse en tiempo O(n log n).

1|| Za}'Uj es binario NP-duro (Karp (1972)) pero puede resolverse por
programacion dinamica en tiempo O(anj) (Lawler y Moore (1969)).

1 |prec,pj=1 | ZUJ es NP-duro (Garey y Johnson (1976)), incluso en el caso
de que el grafo de precedencias sea una cadena (Lenstra y Rinnooy Kan (1980)).

1|r;|2U; es unario NP-duro porque lo era /|r;|L,,,, pero con las técnicas de
programaciéon dindmica podemos resolver [|pmin,r;|2U; en tiempo O(n’); y
I|pmin,rj| 2e;Uj en tiempo O(n’(2ay)?) (Lawler (1982b).

Sahni (1976) da algoritmos aproximados para /|| ZﬂjU] de complejidad

O(3k). Tbarra y Kim (1978) dan algoritmos aproximados para I|tree|2ain de
complejidad O(kn¥+2).
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3. Algoritmos Propuestos

3.1. Problema I||2Tj

Planteamiento del problema

Se dispone de una maquina preparada para procesar n trabajos {J,, ..., J,}.
Cada trabajo j lleva asignado un tiempo de procesamiento pj conocido y una fecha
limite d] dada. Los trabajos se deben procesar sin interrupcion, es decir, una vez
que la maquina haya comenzado a realizar el trabajo j, debe terminarlo sin
posibilidad de pausa. Dichos trabajos estan todos disponibles para poder ser
procesados desde el instante inicial y son independientes en el sentido de no
existir relaciones de precedencia, fijadas a priori, que deban cumplir los mismos.

Recordemos que C; representa el instante en el cual el trabajo j se termina
de procesar, es decir, el tiempo de completacion del trabajo j. Logicamente este
instante varia en relacion con la posicion que ocupa el trabajo j en la secuencia
correspondiente de trabajos. Asi, si dicho trabajo ocupase el lugar &, entonces

C = Zil Py siendo [i] el trabajo que estaria en la posicion i.

La tardanza de un trabajo j venia dada por la expresion 7, = max {0, L, = C;
- d;}. El problema de la tardanza total consiste en encontrar una ordenacion 6
secuencia o = [[1],[/2],...,[n]] de los trabajos que minimice la tardanza total

T

j=1"1J]"

n

Diversos modelos relativos a la tardanza total han sido abordados entre
otros autores por Potts y van Wassenhove (1987), Schrage y Baker (1978), Lawler
(1977), Lenstra y Rinnooy Kan (1980), y Blazewicz (1987). Du y Leung (1990)
han demostrado que el problema es NP-duro unario. Por tanto, problemas grandes
no se pueden resolver Optimamente debido al crecimiento exponencial del tiempo
de computacion y los requerimientos de almacenamiento relativos al tamafo del
problema. Métodos exactos que permiten encontrar una soluciéon optima para el
problema pueden verse en Baker (1974), Lawler (1977) y en Potts y van
Wassenhove (1982). Estos ultimos autores hacen un estudio exhaustivo de varios
de estos métodos. El problema es que tales procedimientos requieren un gran
esfuerzo computacional tan pronto como el nimero de trabajos asciende a varias
decenas. En tales circunstancias los métodos heuristicos pueden ofrecer soluciones
aceptables, ya que la pérdida de bondad de la solucion obtenida queda
contrarrestada por la notable mejora del tiempo invertido en su biisqueda.

37



Capitulo II: Problemas de secuenciacion sobre una maquina

Wilkerson e Irwin (1971) presentan un método heuristico que utiliza una
estrategia de intercambio de pares adyacentes. Fry y otros (1989) emplean la mejor
de nueve estrategias de intercambio de pares adyacentes para obtener soluciones
que mejoran significativamente la calidad de las soluciones obtenidas por
Wilkerson e Irwin.

Recientemente, Holsenback y Russell (1992) han desarrollado un método
heuristico que utiliza las propiedades de dominancia de Emmons (1969) y
proporciona mejoras en algunos casos con respecto a Fry y otros (1989).

Describimos a continuacion un método heuristico que guie la busqueda de
una solucion aproximada para el problema comentado.

Algoritmo

El algoritmo propuesto puede describirse de la siguiente manera: Una
planificacion factible inicial se elige como secuencia actual. Entonces, las
secuencias vecinas se generan cambiando la posicion de un trabajo previamente
elegido. Mientras la secuencia con menor tardanza total entre las vecinas sea
mejor que la secuencia actual, se cambia la secuencia actual por aquella, se
generan las nuevas secuencias vecinas y se itera nuevamente. El algoritmo finaliza
cuando la secuencia actual es mejor que todas sus vecinas.

Para elegir que secuencia inicial tomar conviene tener en cuenta algunas
consideraciones para casos particulares del problema. En tal sentido, Baker (1974)
sefiala que en el supuesto de que la secuencia que ordena las fechas limites de
menor a mayor (secuencia EDD) lleve asociada a lo sumo un trabajo tardio
(7}->0), entonces dicha secuencia es la optima. También afirma que si todos los
trabajos tienen la misma fecha limite, esto es, d] =d, Vj 1= 1, ...,n entonces la
secuencia que ordena los trabajos de acuerdo con sus tiempos de proceso en orden
creciente (secuencia SPT) es la dptima.

Dichas consideraciones deben tenerse en cuenta a la hora de abordar la
solucion del problema planteado pero, como se ha comentado, en casos mas
generales del problema, no es posible caracterizar la secuencia dptima de forma
tan sencilla.

Cuando se generan las secuencias vecinas, puede calcularse la tardanza
total de ellas sin necesidad de computar todos los tiempos de completacion
nuevamente. Conocida la tardanza total de la secuencia actual podemos
determinar la tardanza total de las nuevas secuencias usando el Teorema I que
enunciaremos a continuacion. Usaremos para ello la siguiente notacion:
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- [j] = trabajo localizado en la posicion j

- [j,] = trabajo candidato a cambiar

- Bf'o-m = cantidad en la que decrece el tiempo de completacion del trabajo
[j,] cuando se desplaza desde la posicionj, alaj -m.

- Am = cantidad en la que crece la tardanza por posponer los trabajos [j, -
m], [j,-m+1], .., [j-1].

- D/ = diferencia entre la tardanza total en la secuencia actual y la
tardanza total obtenida cuando el trabajo /j,/ se desplaza hacia la izquierda a la
posicion j -m (adelantar). Esta diferencia puede ser negativa.

- AC,, = cantidad en la que se incrementa el tiempo de completacion del
trabajo /j,/ cuando se mueve desde la posicion j, a la j, +m.

- Y= cantidad en la que se incrementa la tardanza del trabajo /j,/ cuando
se mueve desde la posicion j, alaj, +m.

- Zm= cantidad en la que decrece la tardanza por el hecho de adelantar los
trabajos: [j,+1/, ..., [j,+m].

- Dy» = diferencia entre la tardanza total en la secuencia actual y la
tardanza total obtenida cuando el trabajo /j ] se desplaza a la derecha a la posicion
J,+m (retrasar). Esta diferencia puede ser negativa.

Teorema 1

Sea j, la posicion del trabajo candidato /j,/ en la secuencia actual. Sea T la
tardanza total de dicha secuencia. Entonces se cumplen las sentencias siguientes:

a) si se desplaza el trabajo candidato a la posicion j, -m, la nueva secuencia
tiene la tardanza total 7" = T - D", donde D" se determina recursivamente por las
formulas:

IZTAE St Ljom >0
AT. — 0, S L[jn‘m] <0 Y p[ju] S ‘L[ju_m]‘

Jo—m

L mt Py st Ly <0y p, > ‘L[/,,—m]‘
A() = 0,. Am :Am—] + A]’; ” ;
[
B, =0,B; ,,=B; i1t Ppjm

D" = min {Bjo_m,T[jO/} -Am.

b) si se desplaza el trabajo candidato a la posicion j +m, la nueva
secuencia tiene la tardanza total 7" = T - Dy, donde D," se determina
recursivamente por las formulas:
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AC,=0; AC,,= AC,, ;P omy

AC,, Si L[ju] >0
= max{O, L, +ACm}, si L;,<0
0, Si L[i o] <0

X' +m = . . .0
J mzn{l1jo+m] ,p[jn]}, Si lem] >0

Ze=0,zZm=7Zml+ X, m
D,jm=27Zm-ym
Demostracion
a) Si se desplaza el trabajo candidato /j,/ hacia la izquierda, solo la

tardanza T con j = j,-m, j,-m+1, ..., j, puede cambiar (ver figura 3) de acuerdo
con las formulas:

Jo—1 . Jo—1
T/]={Tm‘2,»_ju_m1’[n’ St Z,, WP ST

L 0, otro caso
Jf;.] = max{O, L, +p[j0]},j =j, —m,..j —1.
Entonces, la tardanza T i € reduce en:

=
I’I’lll’l{z; =j, mp[/]’]-[vl ]} I’I’lll’l{B m”Zf/ ]}

cuando se mueve el trabajo [j,/ a la posicion j,-m. Sin embargo, la tardanza T);

mey €On 1 =0, I, .., m-1 aumenta debido al aumento de los tiempos doe
completacion.
P st T > 0
AT i = 0, SE ey =0V Py, < |L[,;;,—m+i]

L e t Py ST T 0 =00 Py, >|L[L,—m+i]

m—1
Entonces, 4" =) G representa el aumento generado.
1= o

—m+i
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Por tanto, D" = min{B oo 1 ]} — A" es la ventaja total del cambio.

[1] Go- 111G | Do+ 1] [n]
(@)

[1] G.] |0, - m] | [j, - m+1] . - 17/ [ + 1] [n]
(b)

[1] G- 100+ 1] b, +m] [ | [ + m+1] [n]
(c)

Figura 3. (a) Secuencia actual, (b) vecino: desplazamiento del trabajo candidato a la izquierda,
(c) vecino: desplazamiento del trabajo candidato a la derecha.

b) La demostracion en el caso de que el trabajo candidato /j,/ se desplace
hacia la derecha es similar. En este caso, solo la tardanza T} con j = j, j,*1, ...,
J,+m puede cambiar (ver figura 3) de acuerdo con las expresiones:

iju] - max{]fjn] ’ l{ju] + Zi:lp[jn”]} - max{l["jn] ’ Llfn] + Fm}
yparaj =j +1, .., j,+m lanueva tardanza es:

0, Si L[j] <0

T, = )
. {max{()’L[j]_p[/o]}’ sily; >0

Entonces la tardanza T 1,1 S€ incrementa en

max{(),—]fju] + L[ju] + Zi:lp[fn”]} =7

mientras para cada j = j,*1,...j,*m la tardanza T, decrece en min{L;, p, 0]} si
L;;,> 0,y permanece la misma en los restantes casos.
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Por tanto, la reduccion obtenida' es Zm= 2. _,min {.L il 0]}, siendo J'={j /
Jo t1 5j <j,+m yLy > 0},ylaventaja total de ese cambio serd D,m = Zm - Ym.[]

Como la secuencia EDD es la que minimiza la tardanza maxima, se
considera dicha secuencia como semilla inicial y si hubiese en la misma dos o mas
trabajos con fechas limites iguales, se establece la precedencia de estos trabajos de
acuerdo con sus tiempos de procesamiento de menor a mayor.

Basado en el terorema anterior, exponemos un procedimiento heuristico
para el problema de la tardanza total. El algoritmo opera de la siguiente manera:
primero se elige el trabajo que va a ser candidato a cambiar de lugar (paso 2),
determinandose después cual debe ser el cambio mas favorable, es decir, si debe
adelantarse 6 retrasarse la posicion en la secuencia del trabajo elegido. La posible
ganancia en la reduccion de la tardanza, si adelantaramos el trabajo, viene dada en
los pasos 4 y 5; mientras que si se retrasara dicho trabajo, la bondad de tal medida
es cuantificada por los pasos 7 y 8 del algoritmo. La decision de efectuar el
cambio (siempre al lugar que ofrece una mayor reduccion) es considerada en el
paso 9. Si desistimos de efectuar el cambio, es debido a que no se reduce la
tardanza total y, en consecuencia, elegiremos un nuevo trabajo que sea candidato a
cambiar de lugar. El proceso finaliza cuando ningun candidato proporcione un
cambio que permita reducir la tardanza total.

Algoritmo 1||2T;

1. Calcular la secuencia EDD, la cual es la semilla o solucidén inicial. Sea
. . J
[[1],/2].....,/n]] el orden de dicha secuencia. Calcular Ll.i] = zl_:]p[i] _d[.i] y
T=max{0, Ly} ¥j = I...,n. Hallar T:z::1 ij]. Poner P = & (no se ha
probado ningun trabajo).

2. Elegir el indice j, tal que Ly = max{L;, / 15<n}. Dicho trabajo [j,] es el
candidato a cambiar de lugar.

3. Sij, =1, iral paso 6. Sij, # 1, pero Ty = 0, ir al paso 6. En otro caso, poner
m=1,G=0,4q=0,4°=0,B; =0.

4. (Adelantar). Si m=j , ir al paso 6. En otro caso calcular los valores siguientes:

Py St Lyj, 0y >0
AT. — O, S L[jn*m] <0 Yy p[ju] S ‘L[ju*m]‘

L mt Py st Ly <0y py, > ‘L[.i,,—m]‘
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Am = Am—l + ATJ};"” y Bjo—m = Bjo-n1+1 +p[jo—m]
Dm = min {Bjo_m’T[jo]} - Am
5. -SiDn= T[].O], entonces poner ¢ =j, - m, G = D", e ir al paso 6.
- Si Dm ¢T[j0/ y D™ > G, entonces poner g = j, - m, G = D™ Hacer m=m+1y
volver al paso 4.
-SiDm# T[jo] y D" <G, entonces hacer m=m+1 y volver al paso 4.

6. Sij,=n,iral paso 9. Sij, #n, poner m=1,4C, =0,y Z° = 0.

7. (Retrasar). Sim = n - j,+ 1, ir al paso 9. En otro caso, calcular los valores
siguientes:

ACm = ACm—] + p[jo+m]

AC,, Si L[‘iu] >0
= max{O, L, +ACm}, si L;,<0
0, Si L[i o] <0

X' +m = . . .U
J mzn{l1jo+m] ,p[jo]}, Si L[jo+m] >0

7Zm = Zm-1 4 ‘X}O+m s Dm=7Zm_Ym

8. -SiDm>G,ponerq =j,+m y G =Dm.Hacerm =m + Iy volver al paso
7.
- Si D" <G, hacer m = m + [ y volver al paso 7.

9. (Cambiar). Si g = 0, no hacer ningun cambio. Colocar P = P v {j,} e ir al

paso 10 (busqueda de un nuevo candidato).
- Si g > 0, cambiar el trabajo /j,/ al lugar g y "rodar" los trabajos que sean
necesarios, esto es: sea MIN = min {q, j,}, y MAX = max {q, j,,}.

- si MIN = q, entonces s(q) = [j,/, stq+1) = [q]...., s(q+k) = [q+k-1]....,
SOO) = [70_1]'

- st MIN =j, entonces s(j,) = [j,*1], ..., s(G,*k) = [j,+k+1], ..., s(q-1) =
lq]. s(q) = [J.]-
Antes de salir de este paso, recolocar los trabajos de manera que el trabajo de
la posicion i de la secuencia sea [i] = s(i), Vi € [MIN, MAX].
Volver a caleular L,y Ty para Jj € [MIN, MAX] segun las formulas del paso
1.Poner T=T-G, P= Jeiral paso 2.
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10. - Si card(P) = n, parar. La secuencia [[1],[2],...,[n]] nos da la solucion,
siendo T el valor de la tardanza total para dicha secuencia.
- Si card(P) #n, entonces calcular el j, tal que L [y = max {L;y/k & P}. Hacer
J,=J; y volver al paso 3.

En el siguiente apartado se analiza la complejidad computacional de este
algoritmo.

Complejidad del algoritmo

El algoritmo tiene una complejidad O( nZijl p; ), desglosada de la forma

siguiente. El paso 1 requiere O(n log n) operaciones, mientras que los pasos del 2
al 10 requieren O(n) por cada iteracion. El numero de iteraciones para estos pasos
es a lo sumo de ZjTj(EDD) - T,,(EDD), siendo T,(EDD) la tardanza del trabajo j
correspondiente a la secuencia EDD y T, (EDD) la tardanza méxima para la
misma secuencia. La cuestion sera determinar qué valor puede tomar dicha

expresion. La variabilidad de la misma es grande pero siempre estard acotada por

nZZIl p; - Por tanto, la recursividad de los pasos segundo al décimo nos lleva a

una complejidad 0(1122‘;:1 p;) que supera ampliamente la del paso 1y, en

consecuencia, dicha expresion sera la complejidad del algoritmo.

Debemos sefialar que el valor X T,(EDD) - T,,,(EDD) se calcula con s6lo
realizar el paso 1 y en tal instante estariamos en condiciones de predecir el
comportamiento de la heuristica con respecto a la velocidad de convergencia del
algoritmo, sin necesidad de ejecutar los siguientes pasos ni esperar el final del

mismo.

Comentemos por ultimo que el algoritmo se ha programado utilizando el
lenguaje de programacion C. También se han codificado otros algoritmos
propuestos por otros autores. En el Apéndice A se realiza un estudio comparativo
de dichos algoritmos.

3.2. Problema 1\rj| 2T

Planteamiento del problema
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Se considera un conjunto de »n trabajos a realizar y una sola maquina, la
cual puede procesar todos los trabajos pero con la imposibilidad de realizar varios
de ellos simultdneamente. Cada trabajo lleva asignado unos tiempos que lo
caracterizan y en base a ellos se pretende obtener secuencias de trabajos que sean
optimas, o en su defecto aproximadas a éstas, en relacion con la tardanza total
como medida de efectividad.

En el presente epigrafe se estudia el modelo de minimizacion de la
tardanza total incluyendo tiempos de disponibilidad, y se considera la posible
presencia de interrupciones en el procesamiento de los trabajos. Lawler, Lenstra y
Rinnooy Kan (1982) comentan que la inclusion de tiempos de disponibilidad para
los trabajos, problema [|rj|27T), es ain mas complejo que /||27; y, por tanto,
1|rj| 2Tj también es un problema NP-duro unario.

El problema consiste en procesar n trabajos independientes sobre una
maquina. Cada trabajo j queda caracterizado por su tiempo de procesamiento P
su fecha limite dj en la que deberia estar terminado, y su fecha de disponibilidad r;
que fija el instante a partir del cual puede comenzar a procesarse. Supuesta una
ordenacion de los trabajos, podemos calcular para cada trabajo j el tiempo de
completacion Gy la correspondiente tardanza 7; = max {0, C; - d;}. El objetivo
sera determinar una secuenciacion de trabajos que minimice la tardanza total 2 7;.

Algoritmo

A continuacion se propone un algoritmo heuristico para el problema
1|r| 2T . Se entendera como algoritmo I||27; el algoritmo propuesto en el
epigrafe anterior para el problema /|| 2 7.

El algoritmo, que denotaremos por algoritmo /|rj| 2T, va construyendo la
secuencia solucion desde el instante inicial hasta el final. En todo momento se
conoce el conjunto S de trabajos no planificados susceptibles de ser secuenciados
a partir de ese instante. El orden de planificacion de los trabajos de S viene dado
por el algoritmo 1||27j. Cuando aparece un nuevo instante r' a partir del cual
pueden planificarse nuevos trabajos, se estudia la “holgura” h = r'- C siendo C el
instante de completacion del ltimo trabajo planificado. Si hay trabajos de S
planificables en el intervalo de amplitud 4, [C,7], se planifican aprovechando al
maximo la holgura /4 sin sobrepasar el umbral 7' (pasos 4 a 6). Si ya no quedan
trabajos en el actual S con tiempos de proceso inferiores a % intervienen en
consideracion los trabajos planificables a partir de 7' construyéndose un nuevo S
(paso 8). En el paso 9 se aplica el algoritmo /||27; y se vuelva a calcular la
tardanza 72 dada por ¢él, en el caso de que el primer trabajo b(1) pueda planificarse
a partir de 7' - h. En el paso 10 se evalta la tardanza T/ cuando b(I) no es
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planificable a partir de ese instante. En el paso 11 se comparan dichas tardanzas.
El paso doce es la parada.

a(l) aG-1) a@)  a(+1) a(s)
Ordenacién de trabajos de S
a(i)

a(i-1) | h
r
a(i-1) a(i) c(1) c(s")
Paso 10 (T1) r
a(i-1) b(1) a(i) b(s)
Paso 9 (T2) r
Figura 4. Idea del algoritmo 1|r;2Tj

Algoritmo 1|r|2T;

1. Ordenar los trabajos en orden creciente de fechas de disponibilidad 7;. Sea
I(1),...,I(n) dicho orden. Sea R la lista ordenada de trabajos secuenciados.
Inicialmente la lista esta vacia. Poner £ = 0 (nimero de trabajos completados),
yJ={1I,...,n}

2. Determinar S = {j € J/rj = ry,)}. Seas = card(S). Poner C = 0.

3. Obtener la ordenacion heuristica [a(1),...,a(s)] de los trabajos del conjunto S
dada por el algoritmo /|| 27;. Poneri = 1.

4. -Sii=s+l06k+s=n,iral paso 6.

- En otro caso, poner C = C + p, .
- Si C <7ygigiyy iral paso 5
-Si C > rygyggy caleular h = ryg ) - C+pyy, C=C-p,q eiral paso
6.
5. Poneri =i+1y volver al paso 4.
6. -Sii=s+l 06 k+ts = n, afadir a(l), a(2), ...,a(s) en este orden a la lista R y

quitarlos de J. Poner k = k+s.
-SiJ = Ziral paso 12
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-SiJ #Dcaleular S = {j € J /1 = ryg. b, s = card(S), tomar d}- =d,-
w1y Vi € S,y retornar al paso 3.
- En otro caso, afiadir a(1), a(2), ..., a(i-1) a la lista R en ese orden. Poner j, =i,
[=0.

7. -sij, =siral paso 8.
- sij, #s plantear la siguiente pregunta:
(existe algun trabajo con indice j € {j,*1,....s} tal que p,;y Sh 'y C2r,; ?
- SI, entonces, sea a(j,) dicho trabajo con j, el menor indice. Poner j, = j,.
Colocar a(j,) en R. Hacer h = h - P,y I=1+1,C=C + Pag Y volver
al comienzo del paso 7.
- NO 6 el proceso anterior termina, entonces, ir al paso 8.

8. Quitar de J los trabajos que estan en R.
-SiJ = iral paso 12
- SiJ # I sea Q el conjunto de trabajos de S que no estan en R. Calcular
S={j € /1 Srygigiyf, Llamar s = card(S), r = rjggp), k=k+i-1+
l.
-sis = I, poneri =1 eiral paso 4.
-sis #1,1ir al paso 9.

9. Ponerd)j =dj-r Vj €Sy obtener la ordenacion heuristica b(1)....,b(s) de los
trabajos del conjunto S dada por el algoritmo /||27j. Sea T2 la tardanza de
dicha ordenacion.

-sib(1)  Qir al paso 10.
- si b(1) € Q, poner hyy =h y C'yp = C. Calcular recursivamente para j =
1,...,s:

hbg) = min {th_]), C’b(/._]) + hba—l) - rbw}

— j
Clhyy =CHh+ 2 Py ~ gy

Actualizar T),; = max {0, L,; = C'y; - dypt Vi € {1,...s} y tomar T2 =

Zj’:] Tl”(.i) :

10. Tomar §' = S - {a(i)}, s" = s - 1, calcular C,, = C + p ), d’j = d;- Cpy Vj €
S’y obtener la ordenacion heuristica ¢(1), ¢(2), ..., ¢(s') de los trabajos de S’
dada por el algoritmo /|| 27j. Sea T la tardanza dada por el algoritmo. Calcular
T, = max {0, Cy - d,f y poner T1 = T + T,, (tardanza asociada a la

ordenacion a(i), ¢(1), ..., ¢(s').

11. - Si T1 < T2, entonces poner a(1) = a(i), a(2) = c(1), ..., a(s) =c(s), i =1, eir
al paso 4.
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- Si T1 272, entonces poner a(1) = b(1), a(2) = b(2), ..., a(s) =b(s), i =1,eir
al paso 4.

12. Parar. La lista R da el orden en que se deben procesar los trabajos. La propia
secuencia nos determina los tiempos ociosos sin mas que comparar los
tiempos de completacion con los rj.

A continuacion se estudia la complejidad teorica de este algoritmo.

Complejidad del Algoritmo

La complejidad del algoritmo /|rj| 2T; viene marcada por la complejidad de
los pasos 1, 3, 9 y 10. El paso 1 es una ordenacion y, por tanto, tiene complejidad
O(n log n). En los pasos 3, 9 y 10 hay sendas aplicaciones del algoritmo 7||27j.
En el paso 9 quizas sea necesario ademas un nuevo calculo de la tardanza 72 con a
lo sumo O(n) operaciones. Por tanto, la complejidad esta acotada superiormente
por el nimero de veces que se aplica el algoritmo /|| 27j.

Cada aplicacion del algoritmo [||27j es siempre a trabajos de un
determinado S < {1,...,n} - R siendo R el conjunto de trabajos ya planificados. El
contenido es estricto, es decir, el subconjunto es propio, salvo para el ultimo S, ya
que en caso contrario todos los 7; serian iguales y estariamos ante el problema

111275,

El nimero de S distintos esta acotado superiormente por el nimero de
valores distintos de los r, es decir, n. A cada S se le aplica el algoritmo /|| 27 una
unica vez. Si

max {card(S)}
Sc{l....n}
S considerado

Spax =

se tiene que la complejidad de 1|rj| 27T es del orden de
(niimero de S distintos) s.,. Zj:l D;

que en cualquier caso esta acotada por O(n32p)).

3.3. Problema I|rj,pmtn|Tj
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Planteamiento del problema

Como en el caso anterior, el problema consiste en procesar n trabajos
independientes sobre una maquina. En este caso, todos los trabajos pueden ser
interrumpibles, es decir, la ejecucion de cualquier trabajo puede pararse en un
instante dado y retomarse posteriormente a partir de ese instante sin necesidad de
volver a procesar lo que se haya hecho hasta el instante de interrupcion. Cada
trabajo j queda caracterizado por su tiempo de procesamiento p;, su fecha limite dj
en la que deberia estar terminado, y su fecha de disponibilidad rj que fija el
instante a partir del cual puede comenzar a procesarse. Supuesta una ordenacion
de los trabajos, podemos calcular para cada trabajo j el tiempo de completacion G
y la correspondiente tardanza I} = max {0, C] - dj}. El objetivo sera determinar
una secuenciacion de trabajos que minimice la tardanza total 2 Tj.

Algoritmo

El algoritmo que a continuacion se propone mantiene la notacion e ideas
del algoritmo dado para el problema anterior, e incorpora la caracteristica de
interrumpibilidad de los trabajos.

Algoritmo 1|rj,pmtn| 3Tj

1. Ordenar los trabajos en orden creciente de fechas de disponibilidad 7j. Sea
[(1),...,[(n) dicho orden. Sea R la lista ordenada de trabajos secuenciados.
Inicialmente la lista esta vacia. Poner £ = 0 (nimero de trabajos completados),

yJ={I,..,n}.
2. Determinar S = {j € J /1 = r,)}. Seas = card(S). Poner C = 0.

3. Obtener la ordenacion heuristica [fa(l),...,a(s)] de los trabajos del conjunto S
dada por el algoritmo /|| 27}. Poneri = 1.

4. -Sii=s+l06k+s=n,iral paso 6.
- En otro caso, poner C = C + p,;.
- Si C <7ygigep iral paso 5
- S1C> rgageyy pOner poy = C-rygigir) » € = Figgi gy € ir al paso 6.

5. Poneri =i+1y volver al paso 4.
6. -Sii=s+10 k+ts = n, aiadir a(l), a(2), ...,a(s) en este orden a la lista R y

quitarlos de J. Poner £ = k+s.
-SiJ = ir al paso 8
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-SiJ # Dcaleular S = {j € J/ 1 = rigy )}, s = card(S), tomar d'; = d, -
w1y Vi € S,y retornar al paso 3.
- En otro caso, ir al paso 7.

7. Adadir a(l), a(2), ..., a(i) a la lista R en ese orden, quitando de J los trabajos
a(l), a(2), ..., a(i-1).
- SiJ = {a(i)} ir al paso 8.
- SiJ #{a(i)} caleular S = {j € J/ 1} Sty s = card(S), poner k =k + i -
I, tomar d’; =d; - 145, Vj € S,y retornar al paso 3.

8. Parar. La lista R da el orden en que se deben procesar los trabajos, siendo
Fi1pTi2) oo Tigmy 108 puntos de posible interrupeion de los mismos.

Analicemos seguidamente la complejidad tedrica de este algoritmo.

Complejidad del algoritmo

La complejidad del algoritmo propuesto para el problema |rj,pmtn|2Tj es
O3 2 pj) puesto que utiliza a lo sumo # veces el algoritmo dado para el problema
1| 2T} en este mismo capitulo con complejidad O(n? Xp)).

3.4. Problema 1|rj,pmtn(A)| 2T}

Planteamiento del problema

Como en los casos anteriores, el problema consiste en procesar n trabajos
independientes sobre una maquina. En este caso, solo los trabajos de cierto
subconjunto 4 < J pueden ser interrumpibles, es decir, la ejecucion de cualquier
trabajo de 4 puede pararse en un instante dado y retomarse posteriormente a partir
de ese instante sin necesidad de volver a procesar lo que se haya hecho hasta el
instante de interrupcion. El subconjunto 4 es conocido a priori. Cada trabajo j
queda caracterizado por su tiempo de procesamiento p;, su fecha limite dj en la
que deberia estar terminado, y su fecha de disponibilidad rj que fija el instante a
partir del cual puede comenzar a procesarse. Supuesta una ordenacion de los
trabajos, podemos calcular para cada trabajo j el tiempo de completacion C] y la
correspondiente tardanza T; = max {0, C; - d;}. El objetivo serd determinar una
secuenciacion de trabajos que minimice la tardanza total 2 7j.
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Algoritmo

En el algoritmo que se expone a continuacion, se combinan los algoritmos

propuestos para los problemas / |rj|ZTj y 1|rj,pmin| 2T en funcién de que el
trabajo en consideracion a(i) sea o no interrumpible.

Algoritmo 1|rj,pmin(A)| 2T

I.

Ordenar los trabajos en orden creciente de fechas de disponibilidad 7;. Sea
I(1),...,I(n) dicho orden. Sea R la lista ordenada de trabajos secuenciados.
Inicialmente la lista esta vacia. Poner £ = 0 (nimero de trabajos completados),

yJ={I,...,n}
Determinar S = {j € J/rj = r;,)}. Seas = card(S). Poner C = 0.

Obtener la ordenacion heuristica [a(1),...,a(s)] de los trabajos del conjunto S
dada por el algoritmo /|| 27j. Poneri = 1.

-Sii=s+106 k+s =n, ir al paso 6.

- En otro caso, poner C = C + p,;.
- Si C <7ygigipyiral paso 5
-S1C > rigagry yali) € A, poner pygy = C - rigyy s C = rigagey e iral
paso 6.
-S1C>rypppyya(i) € A, caleular C=C-p,y yh =1 - Ceiral
paso 6.

Poner i =i+ y volver al paso 4.

-Sii=s+1 0 k+s = n, afadir a(1), a(2), ...,a(s) en este orden a la lista R y
quitarlos de J. Poner £ = k+s.
-SiJ = iral paso 12
-SiJ #Dcaleular S = {j € J/ 1 = 1)), s = card(S), tomar d'; = d, -
Figsn) VJ € S,y retornar al paso 3 (tomando como datos de entrada los
nuevos p;ylosd’).

- En otro caso, afiadir a(1), a(2), ..., a(i-1) en este orden a la lista R y quitarlos
de J.

- Sia(i) € A, entonces afiadir a(i) a la lista R.
-SiJ = {a(i)} ir al paso 12.
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8.

10.

- SiJ #{a@)} caleular S = {fj € J /17 S 1yt s = card(S), poner
k=k+i-1, tomard’, = d; - ry, ;) Vj € S, y retornar al paso 3.

-Sia(i) € A,y J = Jir al paso 12.

-Sia(i) € A,y J # &, entonces sea Q el conjunto de trabajos de S que no
estan en R. Calcular S = {j € J/rj Sryyp . )f, s = card(S). Llamar r =ry,. ),
k=k+i-1.

-sis = I, poneri = [ eiral paso 4.

-sis #1,1ir al paso 8.

Tomar S = § - {a(i)}, s" = s - 1. Obtener la ordenacion heuristica /c(1), ...,
¢(s')] de los trabajos de S’ dada por el algoritmo /||27). Sea TI la tardanza
asociada a la ordenacion [a(i),c(1),c(2),....c(s")]. (Al algoritmo 1||27j se le
envia d’j = dj - C, donde C,;; = C + p,g , y nos proporciona una tardanza a
la que sumamos 7 () = max {0, C,g) - d,g; } para obtener T7).

Obtener la ordenacion heuristica [b(1),...,b(s)] de los trabajos del conjunto S
dada por el algoritmo /||27j. Sea T2 la tardanza total de dicha ordenacion.
(Notese que debe tomarse d'j = dj - r vj antes de llamar al algoritmo /|| 27T)).
-sib(1) ¢ Q, ponerj, =i eir al paso 10.

- si b(1) € Q, poner h,, =hy C',q = C. Calcular recursivamente, para j =
1,2,...,s, los valores:

oy = min {hyg gy Clygpy T Ry - Tog)f
B j
Chg=CHh+ Zqzlpwm -y -

Actualizar T),; = max {0, L,; = C'y) - dyp)f Vj € {1,2,..,s} y tomar
TZ:Z;_:IY},(j) .Ir al paso 11.

-Sij, =s,iral paso 11.

- Sij, #s, plantear la siguiente pregunta:
Jexiste algun trabajo con indice j € {j, + 1,...,s} tal que C 2r y que cumpla
alguna de las condiciones siguientes: b(j) € A 6 py; <h?

- SI, sea entonces b(j,) dicho trabajo con j, el menor indice. Poner j, = j,.
Colocar b(j,) en R.
- sipbo.o) < h, poner k=k+1, hacer h =h—pb(/0), C = C+pb0-0)y
volver al comienzo del paso 10.
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- S1py; ) > s hacer C=C +h, py; , =py; )-h h=0,y,enbaseala
nueva ordenacion de los trabajos “ﬁa), calcular la nueva tardanza y
ponerla en 72. Ir al paso 11.

- NO, 6 el proceso anterior termina, en este caso, y en base a la nueva
ordenacion de los trabajos b(j), calcular la nueva tardanza y ponerla en
T2. Ir al paso 11.

11.-Si T1 < T2, entonces poner a(1) = a(i), a(2) = c(1), ..., a(s) =c(s);i=1,eir
al paso 4.

- Si T1 = T2, entonces poner a(l) = b(1), a(2) = b(2), ..., a(s) =b(s); i =1, ¢e
ir al paso 4.

12. Parar. La lista R da el orden en que se deben procesar los trabajos. La propia
secuencia nos determina los tiempos muertos sin mas que comparar los
tiempos de completacion con los 7; .

A continuacion se presenta la complejidad teodrica de este algoritmo.

Complejidad del algoritmo

La complejidad del algoritmo propuesto para el problema !|rj,pmin(A)| 2T}
es O(n’ 2pj) puesto que utiliza a lo sumo n veces el algoritmo dado para el
problema /|| 27j en este mismo capitulo con complejidad O(n? 2pj).

3.5. Problema I|prec| 2T}

Planteamiento del problema

Sean n trabajos que se desean procesar sobre una maquina, los cuales
cumplen las siguientes caracteristicas: todos estan disponibles para ser procesados
en cualquier momento y una vez iniciada la realizacion de un trabajo, éste no
puede interrumpirse para comenzar ningin otro. La secuenciacion de los trabajos
debe adecuarse a unas relaciones de precedencia entre trabajos fijada a priori.
Dicha relacion es recogida en un grafo aciclico G cuyos nodos sean los trabajos
numerados de tal forma que si (7,j) es una arista del grafo, se entendera que i debe
ir siempre antes que j en cualquier planificacion factible.

Denotaremos por /(j) al conjunto de trabajos que deben realizarse
posteriormente a la completacion del trabajo j, esto es, el conjunto de vértices
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siguientes a j en el grafo G. Dar una estructura de precedencias R sobre los
trabajos, equivaldra a especificar los correspondientes conjuntos 7{j) j.

Una secuencia S se dice que es compatible con la estructura de precedencia
R, si no vulnera ninguna de las restricciones de precedencia fijadas en R, es decir,
no podran existir dos trabajos con la ordenacion "7 anterior a j" en la secuencia S,
siie ().

Cada trabajo j lleva asignado un tiempo de procesamiento pj conocido y
una fecha limite dj dada. Si no se ha completado el procesamiento de un trabajo
antes de su fecha limite, se incurre en una tardanza la cual es medida por el
namero de unidades de tiempo en que se ha superado dicha fecha.

El tiempo de completacion del trabajo j, esto es, Cj varia en relacion con la
posicion que ocupa el trabajo j en la secuencia correspondiente de trabajos. Asi, si

dicho trabajo ocupase el lugar , entonces C, = Zil Py siendo [i] el trabajo que

estaria en la posicion i. Recordemos que la tardanza de un trabajo j viene dada por
la expresion T, zmax{O, L =C-d j}. El problema consiste en encontrar una

ordenacion o secuencia [[1],...,/n]] de trabajos, compatible con la estructura de

precedencias, que minimice la tardanza total z::l T[j] .

Métodos exactos que permiten encontrar una solucion Optima para el
problema pueden verse en Baker (1974), Baker y Martin (1974), Lawler (1977) y
Potts y Van Wassenhove (1987). El problema es que tales procedimientos
requieren un gran esfuerzo computacional cuando el numero de trabajos es de
varias decenas. De hecho, Graham y otros (1979) catalogan la complejidad del
problema I|prec|2Tj como superior a la del problema /||27j en el que no se
consideran relaciones de precedencia entre los trabajos. Puesto que Du y Leung
(1990) probaron que /||27j es NP-duro mediante una reduccién polinomial al
problema de la particion, podemos afirmar que /|prec|2Tj es un también un
problema NP-duro. En tales circunstancias los métodos heuristicos pueden ofrecer
soluciones aceptables ya que la pérdida de bondad de Ia solucion obtenida queda
contrarrestada por la notable mejora del tiempo invertido en su busqueda.

Se describe a continuacion dos métodos heuristicos que guien la busqueda
de una solucién aproximada para el problema /|prec|2Tj.

Algoritmo A
Antes de describir paso a paso el algoritmo propuesto, comentemos

brevemente las ideas generales del mismo. La estructura de precedencias entre los
trabajos permite clasificar los mismos en k niveles de forma que, la ejecucion de
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cualquier trabajo del nivel i-ésimo, requiere haber realizado previamente al menos
un trabajo del nivel i-/.

Dentro de cada nivel se considera la correspondiente secuencia EDD
(ordenacion de menor a mayor de los diversos trabajos de acuerdo con las fechas
limites) y posteriormente se agrupan las diferentes ordenaciones en un sélo vector,
poniendo en primer lugar las de menor nivel. Dicho vector serd nuestra secuencia
semilla.

Si en dicha secuencia hubiesen dos o mas trabajos de un mismo nivel con
fechas limites iguales, se ordenan estos trabajos de acuerdo con sus tiempos de
proceso de menor a mayor. El organigrama del algoritmo puede verse en la figura

‘ Determinar la secuencia semilla ‘

v

‘ Calcular L,y T, \ﬁ ]

‘ Nueva secuencia

‘ Determinar el candidato I(7,) ‘

v

FElegir el cambio mas favorable que cumpla
las restricciones de precedercias.

+ Cambiar
St
‘ cExiste tal cambio? ‘

¢ No

‘ Elegir nuevo candidato ‘

st v

} cExiste tal candidato? ‘

No

PARAR

Figura 5. Organigrama del algoritmo A.

Tras determinar la secuencia inicial, se calculan las tardanzas de los trabajos y se
selecciona el trabajo candidato a cambiar de lugar (paso 3). Posteriormente se
decide cual debe ser el cambio mas favorable, es decir, si el trabajo elegido debe
adelantarse 0 retrasarse, teniendo siempre presente que el cambio seleccionado
debe ser compatible con la estructura de precedencias establecida inicialmente.

La posible ganancia en la reduccion de la tardanza, si adelantaramos el
trabajo, viene dada en los pasos 5 y 6; mientras que si se retrasara, la bondad de tal
medida es cuantificada por los pasos 8 y 9 del algoritmo.

La decision de efectuar el cambio, siempre al lugar que ofrece una mayor

reduccion, se toma en el paso 10. Si desistimos de hacerlo, sera debido a que no
decrece la tardanza total y, en consecuencia, elegiremos un nuevo trabajo

55



Capitulo II: Problemas de secuenciacion sobre una maquina

candidato a cambiar de lugar. El proceso finaliza cuando ningun trabajo
proporcione un cambio que permita reducir la tardanza total.

Algoritmo 1|prec|2Tj modo A

1. Establecer la ordenacion de trabajos por niveles de acuerdo con el grafo
aciclico que fija las relaciones de precedencia. Sea n; el nimero de trabajos del
nivel i-€simo y consideremos que & representa el nimero de niveles que hay en
el grafo aciclico.

2. Ordenar los trabajos de cada nivel en orden EDD, y tomar como secuencia
semilla a la ordenacion resultante que denotaremos por:

[[I],[Z],...,[nI];[anI],...,[nl+n2],'[n1+n2+I],...,[n,+n2+nj,'...,'[n—nk+I],...,[n]
Caleular L =" p,~d y T, = max {0, Ly} Vj = I...n. Hallar

T= Z [,] Poner P = & (representa los trabajos que han sido probados).

3. Elegir el indice j, tal que L[/o] max {L, / 15jsn}. Dicho trabajo [j,] es el
candidato a cambiar de lugar.

4. Si j,=1,iral paso7.Sij, #1, pero Tj; , = 0, ir al paso 7. En otro caso, poner
m=1, G=0, g=0, A’=0, B; =0. Calcular m; el indice minimo para el cual /j, /
e I(j,-m,); sino existe d1ch0 valor, colocar m; =j,.

5. (Adelantar). Sim =j, 6 m = m, ir al paso 7. En otro caso calcular los valores
AT, ., A™, B, ,, D™ de igual forma que en el paso 4 del algoritmo /|| 2T

Py, si Ly >0
AT, = 0, si Ly S0y p,, <|L,

Lijmt Py St Ly S0y py, ‘L; m]‘
Am = Al + AT i Bj =By i1 Py my
D" = min {Bjo_m ’T[fo]} - Am.
6. -SiDm"=T, 1, » €ntonces poner ¢ =j,-m, G=Dm eiral paso 7.
-SiDm =T lig] y D™ > G, entonces poner g =j,-m, G = D" Hacerm =m + |

y volver al paso 5.
- Si Dm ¢T[jo] y Dm <@, entonces hacer m = m + [ y volver al paso 5.
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10.

11.

Sij, = n, ir al paso 10. Sij, #n, poner m = 1, AC, = 0, y Z° = 0. Sea m, el
indice minimo para el cual [j, + m,] € I{/[j,]). Sino existe tal valor, poner
m,=n-j,+ 1.

(Retrasar). Sim =n -j,+ 1,6 m = m,, ir al paso 10. En otro caso, calcular
los valores AC,, , Y, X, ., , Z"y D" usando las formulas dadas en el paso 7
del algoritmo /|| 2Tj:

AC, =AC, | + Py

AC,, si L, >0

Y:maxOL.+AC si L., <0
{ { > ] ’”}’ [J]

0, si L, <0
Xj +m = . . .U
S (T ) N
7Zm = Zm-1 + ‘X}Oﬂ" s Dm = 7Zm_ym

-SiDm> G, ponerq =j, +m y G=Dm.Hacerm =m + [y volver al paso
8.
- Si Dm <G, hacer m = m + [ y volver al paso 8.

(Cambiar). Si g = 0, no hacer ningun cambio. Colocar P = P U {j,} e ir al
paso 11 (busqueda de un nuevo candidato).
- Si g > 0, cambiar el trabajo [j,/ al lugar g y "rodar" los trabajos que sean
necesarios, esto es: sea MIN = min {q, j,}, y MAX = max {q, j,}.

- si MIN = q, entonces s(q) = [j, /], s(q+1) = [q], ..., s(q+k) = [q+k-1], ...,
SO()) = [io_l_]'

- si MIN = j, entonces s(j,) = [j,+1], ..., sG,+k) = [j,Thk+1], ..., s(q-1) =
[a]. s(@) =[],/
Antes de salir de este paso, recolocar los trabajos en modo que el trabajo de la
posicion i de la secuencia sea [i] = s(i), Vi € [MIN, MAX].
Volver a calcular L, y Ty, paraj € [MIN, MAX] segln las formulas del paso
2.Poner T=T-G,P = eiral paso 3.

- Si card(P) = n, Parar. La secuencia [[1],[2],...,[n]] nos da la solucion,
siendo T el valor de la tardanza total para dicha secuencia.

- Si card(P) # n, entonces calcular el j, tal que Ly, = max {Lyy/ k& P}
Hacer j,=j, y volver al paso 4.

Estudiemos ahora la complejidad de este algoritmo.
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Complejidad del algoritmo

El algoritmo tiene una complejidad O(nzZ:j_:1 p;)- O(n?) operaciones

necesita el paso 1, y O(n log n) operaciones requiere el paso 2. Los pasos del 3 al
11 requieren O(n) operaciones por cada iteracion. El nimero de iteraciones para
estos pasos es a lo sumo de NI = Zj]}-(Semilla) - T, (EDD), siendo Tj(Semilla) la

max

tardanza del trabajo j correspondiente a la secuencia inicial y 7, (EDD) la
tardanza maxima para la secuencia EDD. Habra que determinar el valor que puede

. .y . r n
tomar dicha expresion, aunque siempre estara acotada por nZH p; - Por tanto, la

repeticion de los pasos tercero al undécimo tiene una complejidad O( nZZ';:l p;)

Dicha expresion serd la complejidad del algoritmo.

El valor NI se calcula con so6lo realizar los pasos 1 y 2. Con ese dato
podemos determinar la rapidez de la heuristica, sin tener necesidad de realizar los
siguientes pasos.

Veamos ahora un ejemplo de ejecucion de este algoritmo.

Ejemplo 3

Consideremos el problema de secuenciar ocho trabajos, cuyos tiempos de
proceso y fechas limites se recogen en la siguiente tabla:

j 1 2 3 4 5 6 7 8
pi 121 147 102 79 130 83 96 88
di 260 269 400 266 337 336 683 719

7

Las relaciones de precedencia vienen dadas por el grafo aciclico:
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"Ve .

Figura 6. Grafo de precedencias para el ejemplo 3.

Siguiendo el algoritmo propuesto, la secuencia semilla sera:

5171814 6 312

a la que corresponden los Lj:
{-207, -457, -405, 127, 140, 178, 439, 577},
y una tardanza de 1461.

Inicialmente, el candidato a cambiar es el trabajo 2 pero el mismo no
ofrece cambio favorable; idéntica situacion se presenta para los trabajos 1 y 3. La
eleccion del trabajo 6 nos proporciona una reduccion de la tardanza en 57
unidades si instalamos dicho trabajo en la posicion 3 de la secuencia, obteniendo
asi la nueva secuencia

De la misma forma se descartan los candidatos 2 y 1, y se elige como
nuevo candidato el trabajo numero 4. Dicho trabajo se coloca en la tercera
posicion por ser el lugar que otorga mayor descenso en la tardanza total, quedando
ésta en 1285. La nueva secuencia serd

Repitiendo el proceso, el algoritmo finaliza con la secuencia
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con tardanza 1216.

Notese que a lo largo del desarrollo del ejemplo, las diversas soluciones
parciales que se van obteniendo verifican las restricciones de precedencia
establecidas en el grafo de partida.

Algoritmo B

Se propone una segunda heuristica de busqueda local para obtener solucion
al problema planteado. Como en el algoritmo anterior se clasifican los trabajos en
varios niveles. Los trabajos de nivel 0 son los trabajos sin predecesores en el grafo
de precedencias. Un trabajo j pertenece al nivel k£ si el camino con maximo
nimero de arcos entre todos los caminos desde los trabajos de nivel 0 al trabajo j
tiene exactamente k arcos.

Como la tardanza total es una medida de actuacion regular, en el problema
de una maquina existe una secuencia 6ptima en la que no hay tiempo ocioso de la
maquina, y no puede obtenerse ninguna mejora permitiendo interrupciones. Por
tanto, la busqueda se reduce a planificaciones permutacion.

Puede decirse que una planificacion permutacion es compatible si el orden
de los trabajos no altera las restricciones de precedencia. Se considera un
movimiento a cualquier cambio del orden de los trabajos en una secuencia
permutacion. Si se aplica un movimiento a una secuencia compatible y se obtiene
otra secuencia compatible, el movimiento se denomina un movimiento factible 6
compatible.

El tipo de movimiento que considera este algoritmo es el siguiente:
primero, se extrae el trabajo con maxima demora en la secuencia actual y se
inserta en otra posicion en la secuencia. Un movimiento de esta clase proporciona
una variacion de la tardanza total asociada a la secuencia. Esta variacion se
computa por el Teorema dado en la seccion 3.1 de este mismo capitulo.

La diferencia esencial entre el algoritmo que a continuacion se propone y
el algoritmo anterior radica en la planificacion semilla y en el modo de ordenar los
trabajos en cada nivel al construir las sucesivas planificaciones permutacion.
Como secuencia semilla se propone elegir una de las siguientes opciones dadas en
Alcaide, Sicilia y Ramos (1992):
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LEDD ("Leveled Earliest Due Date") que consiste en ordenar los trabajos
por niveles, y, dentro de cada nivel, en orden creciente de fechas limite.

PNBR ("Precedence Net Benefit of Relocation”) que consiste en, partiendo
de una secuencia LEDD, aplicar la heuristica NBR propuesta por Holsenback y
Russell (1992) para el problema || 2T}, pero con una pequefia modificacion para
contemplar la estructura de precedencias existente entre los trabajos: el conjunto
de trabajos candidatos a replanificar en su algoritmo queda restringido a aquellos
trabajos cuya replanificacion es un movimiento factible.

La razon de considerar estas opciones se justifica por el hecho de que la
heuristica NBR se comporta bien en el problema sin restricciones de precedencia.
La opcion LEDD se toma en cuenta porque puede ser util en varios casos. Por
ejemplo, si el nimero de trabajos por nivel es suficientemente pequefio en relacion
con el numero de niveles del grafo, la secuencia LEDD proporciona una solucién
proxima a la secuencia PNBR en un tiempo de ejecucion menor.

Algoritmo 1|prec|2T; modo B
1. Elegir una secuencia semilla compatible como secuencia actual.

2. Encontrar el trabajo con maxima demora en la secuencia actual. Este es el
trabajo candidato para generar un movimiento factible. Marcar el trabajo
candidato.

3. Determinar la mejor posicion compatible para el trabajo candidato de acuerdo
con la heuristica dada en Sicilia y Alcaide (1989) y construir la nueva
secuencia.

- si la nueva secuencia es mejor que la secuencia actual, actualizar la
secuencia actual, eliminar las marcas y volver al paso 2.
- en otro caso, continuar en el paso 4.

4. Encontrar el trabajo no marcado con méxima demora en la secuencia actual.
- si tal trabajo no existe, porque todos los trabajos estan marcados, parar. La
secuencia actual es la salida del algoritmo.
- en otro caso, tomar dicho trabajo como trabajo candidato, marcar el trabajo
y retornar al paso 3.
Seguidamente se estudia la complejidad de este algoritmo.

Complejidad del algoritmo
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La complejidad del algoritmo es O(nZZ:’;:1 p;)- El paso 1 puede

computarse en orden de tiempo de a lo sumo O(#2), independientemente de que la
secuencia inicial sea LEDD 6 PNBR. Los pasos del 2 al 4 requieren un tiempo del
orden ((n) por cada iteracion. El nimero de iteraciones para estos pasos es a lo
sumo de Zﬂ}(Semilla), siendo I}-(Semz’lla) la tardanza del trabajo

correspondiente a la secuencia inicial. Esta cota superior es menor que nzr;:l p;-
Por tanto, la complejidad de los pasos segundo al cuarto esta acotada por
o( ”22};21 p; ). Esta cantidad es mayor que la complejidad del paso 1, por lo que

dicho orden sera la complejidad del algoritmo.

Es importante notar que el valor ZjTj(Semilla) se calcula con s6lo realizar
el paso 1. Justo después del paso 1 puede predecirse el comportamiento de la
heuristica con respecto a la velocidad de convergencia del algoritmo, sin
necesidad de ejecutar los siguientes pasos.

Sefialemos que la heuristica propuesta es aplicable también al problema
particular de la tardanza total con restricciones de precedencia y tiempos de
proceso unitarios, (problema / [prec,pj=1 |27Tj), en cuyo caso la complejidad seria
de Om3).

Para finalizar el presente capitulo recordemos que se han planteado varios
problemas de planificacion sobre una maquina. La atencion se ha centrado en
ciertos problemas NP-duros. Se han propuesto diversos algoritmos heuristicos
para su resolucion. En relacion con ellos, en el Apéndice A se realiza un estudio
computacional dirigido a comparar el comportamiento de la heuristica propuesta
para || 27Tj con las presentadas por otros autores.

Por ultimo, tal y como se coment6 al principio de la memoria, digamos que
un grupo importante de problemas de planificacion se plantean bajo la
consideracion de poder disponer de varias maquinas o procesadores para la
realizacion de los trabajos. El proximo capitulo analiza y estudia estos problemas.
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Capitulo I11: Problemas de Planificacion sobre varias mdquinas

1. Introduccion

En este capitulo se analizan los problemas de planificacién unicriterio
sobre varias maquinas. El capitulo comienza sumarizando la clasificacion
computacional de estos problemas. Se realiza dicha clasificacion distinguiendo si
las maquinas son o no especializadas en la ejecucion de las diversas actividades.
Recordemos que si las maquinas son no especializadas entonces cualquier
maquina es capaz de ejecutar cualquier tarea. Mientras que si las maquinas son
especializadas ciertos trabajos u operaciones de los mismos deben ser ejecutados
por ciertas maquinas y no por otras.

Al clasificar computacionalmente los problemas sobre maquinas no
especializadas se diferencia en funcion de que los trabajos sean interrumpibles o
no. Sin embargo, la clasificacion de problemas sobre maquinas especializadas se
hace atendiendo a las condiciones a respetar por las "trayectorias”. Entendiéndose
por "trayectoria” la sucesion de maquinas que deben seguir las operaciones
correspondientes a cada trabajo.

En el tercer epigrafe del capitulo se proponen nuevos algoritmos que
ofrecen alternativas para resolver algunos de estos problemas. Un estudio
computacional de algunos de estos algoritmos puede verse en el Apéndice B.

2. Clasificacion computacional

2.1. Maquinas no especializadas

Supongamos que se desean procesar n trabajos y para ello disponemos de
m maquinas donde cualquier maquina es capaz de realizar cualquier trabajo,
aunque quizds no con la misma velocidad; por lo que distinguiremos entre
maquinas idénticas (& = P), uniformes (a = Q), y no relacionadas (& = R).

Mientras los problemas de planificacion en maquinas no especializadas sin
interrupciones suelen ser dificiles: P2||C,,,. P2||2aiCj son binarios NP-duros
(Bruno y otros (1974), Lenstra y otros (1977)). Los problemas de planificacion en
maquinas no especializadas con interrupciones acostumbran a ser mas sencillos:



Capitulo III: Problemas de planificacion sobre varias mdaquinas

Plpmtn|C,,,, tiene complejidad O(n) (McNaughton (1959)). Sin embargo, también
hay problemas complicados en los que los trabajos pueden interrumpirse:
P2|pmtn|2a&~Cj es NP-duro (Lawler y otros (1982)). P|pmtn|ZTj es NP-duro
porque 1 |pmtn| 2’1} es NP-duro en sentido ordinario y, ademas, /|pmtn| Zaﬂ}' lo es
en el sentido fuerte. La complejidad de P|pmtn|ZTj respecto a una codificacion
unaria es una cuestion abierta. (Lawler y otros (1993)).

Es natural, por tanto, estudiar por un lado los problemas de planificacion
sin interrupciones y por otro los problemas con interrupciones:

2.1.1. Planificacion sin interrupciones

Comenzaremos primero comentando los problemas de planificacion con
pj=1 77 y luego los problemas con Pj generales.

2.1.1.1. Tiempos de proceso unitarios

Olpj=1| ij; Y OIPj=1|fy4- son problemas en los que cualquier maquina
puede realizar cualquier tarea, pero las velocidades de proceso son constantes
caracteristicas de cada maquina.

Tanto si la funcion objetivo es el coste total como si es el coste maximo,
estos problemas se plantean como problemas de flujo en redes con la siguiente
interpretacion (Lawler y otros (1982), Blazewicz y otros (1993)):

Se dispone de n fuentes j (j = 1, ..., n) y mn sumideros (3,k) (i=1, ..., m;
k=1, ..., n). El costo del arco (j, (i,k)) es c;; = f; (k/g;), siendo g, la velocidad de la
maquina M,. El flujo de dicho arco es x,; donde

{1, si J; se ejecuta en M, en el puesto k
X, = :
ijk

0, en otro caso

Notese que, si M, es g; veces mas rapida que la maquina M que se toma de
referencia y para la que todos los trabajos tienen tiempos de proceso unitario,
entonces k/q; es el instante de completacion del trabajo J; cuando éste es el k-
¢ésimo trabajo que se ejecuta en la maquina M,, y de ahi la expresion de los c;;. El
problema consiste en:

ik

min Y Y Y e,
ik
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si la funcion objetivo es una suma; 6 en:

min max {cy.kxiik}

i,j.k
si la funcion objetivo es un maximo. En cualquier caso las restricciones son:
)2
ik

nyk <1, Vi, Vk

x, 20, Vi, VjVk

ik —

El tiempo que se requiere para preparar los datos para este problema de transporte
es O(mn?). Posteriormente el problema puede resolverse en tiempo O(n3). Si m<n,
puede suponerse que O(n3) es la complejidad de estos problemas. (Lawler y otros
(1982), Lawler y otros (1993)).

Consideremos  ahora maquinas idénticas. Asi, el problema
Plprec,pj 1|1C,,. €s NP-duro (Ullman (1975)). Lenstra y Rinnooy Kan (1978)
muestran que incluso el problema de decidir si existe una planificacion factible de
longitud a lo sumo 3 es NP-completo. Es una cuestion abierta para cualquier valor
constante del nimero de maquinas m = 3, es decir, Pc|prec,pj=1 |C,ux CON € =3

son problemas abiertos. El problema estd bien resuelto, sin embargo, si la relacion
de precedencia es de tipo arbol o si m = 2. (Lawler y otros (1993)).

P|tree=intree,pj=1 |C,..x Puede resolverse en tiempo O(n) por el algoritmo
de Hu (1961) (ver también Hsu (1966), Baker (1974), Sethi (1976)).

% 2’\. ./"?\;

Figura 1. Un arbol de ensamble
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En este algoritmo se define el nivel de un trabajo como el numero de trabajos del
unico camino existente desde ese trabajo a la raiz del arbol de precedencias, que es
un arbol de ensamble como el de la figura 1. El algoritmo de Hu se desarrolla en
dos etapas: etapa de etiquetado y etapa de planificacion o scheduling. En la etapa
de etiquetado se etiqueta cada trabajo con el nivel que ocupa en el arbol. Las
etiquetas establecen una relacion de prioridad entre los trabajos, teniendo mas
prioridad los trabajos con mayor etiqueta. Esto permite establecer una lista de los
trabajos en orden creciente de sus prioridades. La etapa de planificacion consiste
en asignar el primer trabajo de la lista a la primera maquina que quede libre hasta
que la lista quede vacia.

El algoritmo de Hu puede adaptarse para resolver el problema
Plintree, pi=1 IL,...» Sin embargo, P|0uttree,pj=1 IL,... € NP-duro (Brucker y otros
(1977)).

max> max

Existen otros algoritmos y pruebas de NP-dureza para problemas
Plprec,pj=1|C,,, en los que la estructura de precedencias no consiste en "intrees"
ni en "outtrees" sino, por ejemplo, en combinaciones de ambos tipos de
precedencias ("opposing forests"), grafos por niveles, y otros tipos de grafos.
(Dolev (1981), Garey y otros (1981), Warmuth (1980)).

P2|prec,pj=1|Cmax puede resolverse eficientemente por varios algoritmos
polinomiales como, por ejemplo, los de Fujii y otros (1969, 1971) de O(n3),
Coffman y Graham (1972) de O(n?), Gabow (1980) de O(n?).

Finalmente, podemos mencionar que tanto P2|prec,pj6{1,2}|CmaX como
P2|prec,pj6{1,2}|ZCj son NP-duros (Ullman (1975), Lenstra y Rinnooy Kan
(1978)). Para el problema P2|prec,pje{1,k}|Cmax existe un algoritmo aproximado

debido a Goyal (1977) que es una version generalizada del algoritmo de Coffman
y Graham (1972).

2.1.1.2. Tiempos de proceso generales

Magquinas no especializadas idénticas

1|| Z@'Cj esta bien resuelto en O(n log n) por la secuencia SPT.

P ZCj también se resuelve en O(n log n) por la generalizacion de dicha
secuencia (Conway y otros (1967)) para lo que se supone que # es multiplo de m.

Esto no supone pérdida de generalidad ya que si no lo es pueden afadirse trabajos
con pj = 0.
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P|| Za}C] : Aunque la secuencia WSPT

PP o

es Optima para I||Za}~Cj , no lo es para P||2aiC- ; pero, segun nos indican
Eastman, Even e Isaacs (1964) nos permite obtener una cota inferior a la solucion
optima, esto es:

n m+n
Z @Gy 2 Z,IZ“ (P[]

m(n+1)

donde J,;;, Jyyp, ..., Jpy €8 la secuencia WSPT'y Zj:l a)[_i]C[“;] es el valor 6ptimo de

la funcién objetivo. Utilizando dicha cota Elmaghraby y Park (1974) y Barnes y
Brennan (1977) han desarrollado algoritmos de ramificacion y acotacion. Por su
parte, Sahni (1976) ha construido algoritmos aproximados 4, de complejidad
O(n(n?k)m!) siendo el radio de aproximacion:

2. 0,C,(4) (4) 1
Za) k

e incluso si m=2, 4, puede ejecutarse en tiempo O(n’k).
P2 Z@q es binario NP-duro (Lenstra y otros (1977)).

P||C,,.. s el problema de asignar n tareas a m procesadores de modo que
cada trabajo se asigna a exactamente un procesador y, en un instante de tiempo
dado, cada procesador s6lo puede ejecutar un unico trabajo. El objetivo es
minimizar el maximo tiempo de completacion ("makespan'). Este problema es
NP-duro en sentido fuerte (Garey y Johnson (1979)). Existen algoritmos
aproximados para resolverlo como los de Lawler y otros (1993), y Cheng y Sin
(1990). Se han desarrollado relativamente pocos algoritmos exactos para este
problema. Para pequefios valores de m y U, siendo U una cota superior de la
solucion del valor C*,  Optimo, puede resolverse Optimamente por programacion

max

dinamica como se describe en Blazewicz (1987).

El problema es un problema relativamente proximo al problema "bin
packing" ("bin packing problem" (BPP)). Dados n items de tamaifios p,,...,p, y un
numero ilimitado de cubos ("bins") de capacidad C, el problema BPP consiste en
asignar cada item a un bin sin exceder la capacidad de manera que el numero de
cubos usados se minimice. El problema BPP es NP-duro en sentido fuerte. Esta
analogia les ha valido a Coffman, Garey y Johnson (1978) para obtener un
algoritmo aproximado Multifit para P||C, que encuentra mediante busqueda

max °
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binaria el menor valor de C tal que la solucion encontrada para BPP por el
algoritmo aproximado FFD ("First-Fit Decreasing”) tiene un valor que no es
mayor que m. Estas ideas pueden usarse para resolver P||C,,,. exactamente. Dada
una cota inferior L y una cota superior U de C”, ., se determina, mediante
blisqueda binaria, el menor valor de C (L < C < U) tal que la solucion exacta del

problema BPP no use mas de m cubos.

Martello y Toth (1990) proponen un algoritmo de ramificacion y acotacion
para el problema BPP. Por su parte, Dell'Amico y Martello (1994), utilizan estos
resultados para construir un algoritmo de ramificacion y acotacion para el
problema P||C,,

ax*

Magquinas no especializadas uniformes

Q||2C; : El algoritmo de orden O(n log, n) para P||2Cj puede
generalizarse para resolver Q|| ZCj (Conway y otros (1967)). También existe un
procedimiento de O(n log, n) para resolver este problema debido a Horowitz y
Sahni (1976).

Magquinas no especializadas y no relacionadas

R|| ZCj : Este problema esta bien resuelto ya que se formula como un
problema de transporte de tamafio m x n y complejidad O(»?) (Horn (1973), Bruno
y otros (1974).

La formulacion del problema requiere las variables de decision:

{1, si J; es el k —esimo ultimo trabajo procesdo en M,
X, = :
ijk

0, otro caso

Vi=1 ..m V=1 ..n Vk=1 ..n

y se trata de resolver el problema:

minz z Z kpl.jxl.jk

i=1 j=1 k=1

S.a.:

n

22 =1 v

i=1 k=1
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> oxu <1, Vi, Vk

J=1
x; €10,1} Vi, V), Vk

Las restricciones aseguran que cada trabajo se planifica exactamente una vez y que
cada posicion en la maquina se ocupa por a lo sumo un trabajo. Se trata de un
problema de emparejamiento bipartito ponderado, por lo que las restricciones
enteras pueden sustituirse por restricciones de no negatividad sin alterar el
conjunto factible, es decir, por:

>0, Vi,Vj,Vk

Xk

2.1.2. Planificacion con interrupciones

2.1.2.1. Minimizando el coste total
Magquinas no especializadas idénticas

P|pmtn| ZCj : El teorema de McNaughton (1959) garantiza que no hay
planificacion para P|pmtn|2a§Cj con un numero finito de interrupciones que
mejore la planificacion sin interrupciones 6ptima. Por tanto, los procedimientos de
optimizacién para P||2Cj son aplicables a Pl|pmin|2C; que resulta ser un
problema de complejidad O(n log, n). El teorema de Mc Naughton y el hecho de
que P2|| ZQ}CJ sea NP-duro nos prueban que P2|pmin| ZQ}CJ también es NP-duro.

P|pmin| ZUJ es binario NP-duro (Lawler (1981)), con lo que
P|pmtn|2a}~Uj también lo es.
Magquinas no especializadas uniformes

Ol|pmtn| ZCj : Aunque no es aplicable el citado teorema de McNaughton al
problema sobre maquinas uniformes Q|pmtn|3C; , este problema es resoluble
también por un algoritmo polinomial.

Incluso se puede afirmar que existe una planificacion con interrupciones

optima en la que C; <C; si p; < p, (Lawer y Labetoulle (1978)). Tal planificacion
se puede deducir de la siguiente manera: se ordenan primero los trabajos en el

71



Capitulo III: Problemas de planificacion sobre varias mdaquinas

orden SPT. A partir de este orden se obtiene una planificacion Optima,
interrumpiendo los sucesivos trabajos en el tiempo permisible, sobre las m
maquinas para minimizar su tiempo de completacion. Gonzalez (1977) propone
un procedimiento de complejidad O(n log n + m n), obteniendo una planificacion
optima con a lo sumo (m-1)(n - (1/2)m) interrupciones.

Ademas, el problema Q|pmtn,dj=d|ZCj puede resolverse por una
extension del procedimiento anterior (Gonzalez (1977)).

Puesto que, como sabemos, /|pmtn| Za}UJ es binario NP-duro, resulta que
Q|pmtn| Z@-Uj es también NP-duro.

Q2|pmtn|2aj-Uj puede resolverse por un algoritmo pseudopolinomial de
complejidad O(n? (2@72) (Lawler (1981).

Qm|pmtn|2a}~Uj con m = 3, es pseudopolinomialmente resoluble en
tiempo O(n3’"-5(2a})2). (Lawler (1981)).

Qm|pmtn|ZUj es resoluble en tiempo polinomial como consecuencia
inmediata de los resultados anteriores.

Magquinas no especializadas y no relacionadas

R|pmin| ZCJ' : Muy poco se conoce a cerca del problema R|pmin| ZCj . Esta
es una de las cuestiones mas controvertidas en el area de la planificacion con
interrupciones. De hecho es un problema todavia abierto. (Blazewicz y otros
(1993)).

2.1.2.2. Minimizando el costo maximo

Magquinas no especializadas idénticas

Plpmtn|C,,,,
solucion optima es:

es polinomialmente resoluble porque una cota inferior a la

max{maxj{pj},%zlyj}
J
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y es posible encontrar una planificacion que alcance esa cota, es decir, una
planificacion optima, en tiempo O(n) (McNaughton (1959)). El procedimiento
consiste en ir llenando las maquinas sucesivamente planificando en ellas los
trabajos en cualquier orden e interrumpiendo aquel trabajo que rebase la cota
anterior. De esta manera el nimero maximo de interrupciones que puede tener la
planificacion es m-I. Es posible disenar una clase de problemas para los que el
namero de interrupciones sea minimal, pero, en general, minimizar el nimero de
interrupciones es un problema NP-duro.

Mientras que P|pmtn,prec,pj=1 |C,..x € NP-duro (Ullman (1976)), los
problemas P|pmtn,intree|C,,,. y P2|pmtn,prec|C,, . pueden resolverse en tiempo
polinomial por el algoritmo de Muntz y Coffman (Muntz y Coffman (1969, 1970);
Baker (1974)).

El algoritmo de Muntz y Coffman para resolver P2|pmtn,prec|C,,,.
requiere que los trabajos se particionen en varios subconjuntos S;, de manera que
todos los trabajos de un subconjunto particular sean mutuamente independientes,
es decir, siJ; precede a J;, entonces i, j seran miembros de distintos subconjuntos.
Una vez asignados los trabajos a los subconjuntos las relaciones de precedencia
existiran solo entre pares de subconjuntos con lo que en cada subconjunto los
trabajos son independientes y puede aplicarse el algoritmo de McNaughton
(1959). Posteriormente se secuencian los conjuntos de acuerdo con las relaciones
de precedencia. Un método para determinar los subconjuntos se describe en dos
pasos: el primero de etiquetaje de los trabajos y el segundo de asignacion de los
trabajos a los subconjuntos. (Muntz y Coffman (1969, 1970); Baker (1974)).

El algoritmo de Muntz y Coffman para resolver Ppmtn,intree|Cpax se€
ayuda del concepto de "processor sharing" (procesador compartido) que permite
que a un trabajo dado se le asigne una capacidad de recurso p <'/. De esta manera
se modeliza el hecho de que se permita que el trabajo se procese por solo "parte
de una mdquina”. Si se le asigna al trabajo Jj la capacidad de recurso p (0 < p <
1), el tiempo de ejecucion del trabajo en la maquina seria pj/p. Si p=1 la maquina
se dedica solamente a ejecutar el trabajo. Es decir, p indica el radio en el cual un
trabajo es procesado por una maquina en particular.

Permitiendo "processor sharing" temporalmente, el algoritmo de Muntz y
Coffman para P|pmtn,intree|C,,, queda como un algoritmo en 2 etapas. La
primera etapa es una etapa de etiquetado que generaliza la del algoritmo de Hu
(ver Baker (1974)) ya que a cada trabajo J; se le etiqueta con la suma de los
tiempos de procesamiento de los trabajos del unico camino desde J; a la raiz. Esta
etapa permite ordenar los trabajos en orden creciente de etiquetas. Considerando
esa ordenacion y actualizando convenientemente los radios de procesamiento se
determina una planificacion 6ptima en la segunda etapa o etapa de planificacion.

73



Capitulo III: Problemas de planificacion sobre varias mdaquinas

Lam y Sethi (1977) analizan la efectividad del algoritmo de Muntz y
Coffman (MC) para P|pmtn,prec|C,,,. y prueban que
C (*MC) <y 2

max

C m

max
param =2.

Gonzalez y Johnson (1980) han desarrollado un algoritmo totalmente
diferente al de Muntz y Coffman para el problema P|pmtn,tree|C,,, . El algoritmo
de Gonzalez y Johnson tiene complejidad O(n log, m) y obtiene planificaciones
Optimas con a lo sumo »n-2 interrupciones. El algoritmo comienza por las raices en
lugar de por las hojas del arbol y determina las prioridades entre trabajos
considerando el tiempo total de procesamiento en subarboles en vez de atender a
los caminos criticos.

Plpmwm|L, . vy Plpmtn,rj|Cmax se resuelven en tiempo O(n?) por un
algoritmo debido a Horn (1974). La complejidad de estos problemas puede
reducirse a O(mn) (Gonzalez y Johnson (1980)). Alin mas, la existencia de una
planificacion factible con interrupciones y sujeta a las fechas de disponibilidad y
fechas limite puede comprobarse en tiempo O(n3) utilizando un modelo de flujo
en redes (Horn (1974)).

En el caso de restricciones de precedencia, las versiones con interrupciones
de los algoritmos polinomiales de Brucker, Garey y Johnson (1977) para resolver
los problemas P|intree,pj=1 IL 0 P2|prec,pj=1 IL o P2|prec,rj,pj=1 IL,0s
permiten resolver polinomialmente los correspondientes problemas con
interrupciones, es decir, Plpmtn,z'ntree,pj=1 IL, 00 P2|pmtn,prec,pj=l |L
P2|pmtn,prec, rj. pj=1 |L, .. son polinomialmente resolubles (Lawler (1980)).

max>

max

Magquinas no especializadas uniformes

QO|pmtn,prec|C,,,.: Horvath, Lam y Sethi (1977) adaptan los algoritmos de
Muntz y Coffman para resolver Q|pmn|C,,,. y Q2|pmtnprec|C,, . en tiempo
O(mn?). Las planificaciones obtenidas tienen a lo sumo (m-1)n? interrupciones.
Gonzalez y Sahni (1978b) resuelven Q|pmin|C,,,. por un algoritmo mas
eficiente de complejidad O(n). La planificacion 6ptima encontrada no tiene mas de

2(m-1) interrupciones y el valor 6ptimo de C,,,, es

Zf’:]pj Zj‘:lpj

k m
iz14i iz14i

Cc =
ax = MAXAMAX <y

m
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donde los trabajos y maquinas estan numerados de manera que

P12Dy2 2P, Y ;24,2 24,

siendo ¢, la velocidad de la maquina M, y p; = p; / g, el tiempo de proceso del
trabajo j en la maquina i.

El algoritmo de Gonzalez y Johnson para P|pmin,tree|C

'nax PUEAE adaptarse
al caso Q2|pmtn,tree|C,,

ax:*

Jaffe (1980) ha estudiado el problema Q|pmtn,prec|C,,,. y la efectividad de
las planificaciones, sin tiempo ocioso no forzado, en las que en cualquier instante
los trabajos pasen a ser procesados por las maquinas mas rapidas que queden
disponibles. Ha observado que

Coue < 4 L
c 2

max

siendo C, el tiempo maximo de completacion de los trabajos en dichas

max

planificaciones.

lemtn,rﬂCmax y, por simetria, Q|pmtn|L,,,,, se resuelven en tiempo O(n
log, n + mn) obteniendo planificaciones Optimas cuyo numero de interrupciones
es O(mn) (Sahni y Cho (1979), Labetoulle y otros (1979).

Q2|pmtn,rj|L
(1979)).

se resuelve en tiempo polinomial (Labetoulle y otros

max

Olpmin,rj|L,,,. fue resuelto en tiempo polinomial por Martel (1981). El
método de resolucion es, en realidad, un caso especial de un algoritmo mas
general para computar flujos en redes poli-matroidales (Lawler y Martel (1980)).

Magquinas no especializadas y no relacionadas

Consideremos ahora aquellos problemas con maquinas no especializadas y
no relacionadas donde la funcidon objetivo es un costo maximo. No existen
algoritmos polinomiales para estos problemas en ausencia de interrupciones
(Blazewicz y otros (1993)).

R|pmtn|C,,,. puede resolverse por un método de dos fases. La primera fase

consiste en resolver un problema de programacion lineal formulado
independientemente por Blazewicz y otros (1976, 1977), y por Lawler y
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Labetoulle (1978). La segunda fase usa la soluciéon de este problema de
programacion lineal y produce una planificacion 6ptima con interrupciones.

Si x; € {0, 1} denota la parte del trabajo Jj que se procesa en la maquina
M. La formulacion del problema de programacion lineal es como sigue:

min C

max

S.a.:

n
C,u —Zpiixﬁ 20, i=1..m
j=1

Cmax_zpijxijzo’ j=1,...,n

i=1

Una vez resuelto este problema, se tiene C,,,, = C*,,,. Y los valores optimos x*;.
Sin embargo, no conocemos como planificar las partes de los trabajos, es decir,
como asignarlas a las maquinas a lo largo del tiempo. Una planificacién puede
construirse de la siguiente manera. Sea 7' = /1", una matriz de m x n definida por
' = py X" i=1...m, j=I,...n. Los elementos de T reflejan valores optimos de
tiempos de proceso de trabajos particulares sobre las maquinas. La j-ésima

*

columna de T corresponde al trabajo Jj que se llamara critico si Zilt; =C

max *°

Sea Y la matriz m x m diagonal cuyo elemento y,, es el tiempo total ocioso de la

7 . . * n *
maquina M,, es decir, y,, =C, _Z» 1y - Las columnas de Y corresponden con
=1k

trabajos artificiales. Sea V' = [T, Y] una matriz m x (n+m). Puede definirse un
conjunto U que contenga m elementos positivos de la matriz V' teniendo
exactamente un elemento de cada columna critica y a lo sumo un elemento de las
otras columnas, y con exactamente un elemento de cada fila. U corresponde a un
conjunto de trabajos que pueden procesarse en paralelo en la planificacion optima.
Por tanto, puede usarse para construir una planificacion parcial de longitud d> 0.
Una planificaciéon optima se establece entonces como union de planificaciones
parciales. El siguiente algoritmo construye wuna planificacion Optima
correspondiente a la solucion del problema LP para R|pmtn|C,

max *

Algoritmo (Lawler y Labetoulle (1978))

begin
c:=C"

max’
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while C>0 do

begin
construir el conjunto U, /* por tanto se elige un subconjunto de trabajos
para ser procesados en una planificacion parcial */

e mm{vl.j} ;

v €U

if C - Vipin =Vmax then
0= Viin

else
0:=C-vygx, /* la longitud de la planificacion parcial es & */

C:=C-¢

for cada vije U do
Vij 1= Vij - o
/* la matriz V cambia pero por la definicion de 0 sus elementos
no pueden ser negativos */

end;
end;

Para un m fijo es posible la resoluciéon del problema en tiempo lineal:
R2|pmtn|C,,,. puede resolverse en tiempo O(n). (Gonzalez y otros (1990).

R|pmin,rj|L,,, admite una formulacion similar como problema de
programacion lineal. (Lawler y Labetoulle (1978)).

2.2. Maquinas especializadas

Estudiaremos ahora la complejidad de los problemas de planificacion en
los que cada trabajo consiste en un conjunto de tareas y para realizar la
planificacion se dispone de varias maquinas especializadas.

Recordemos que en los problemas open shop (O) el orden en el que los
trabajos pasan por las maquinas es irrelevante pero todo trabajo tiene asignado un
tiempo de proceso en todas las maquinas. Sin embargo, en los problemas flow
shop (F), todos los trabajos deben pasar por todas las maquinas y en el mismo
orden aunque el tiempo de proceso de ciertos trabajos en ciertas maquinas puede
ser cero. En los problemas job shop (J) el subconjunto de maquinas que procesa
un trabajo y el orden de proceso pueden diferir de unos trabajos a otros, pero seran
siempre conocidos a priori.
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2.2.1. Planificacion Open shop

Comentaremos primero los problemas open shop en los que no se permiten
interrupciones y luego aquellos en los que es posible interrumpir la ejecucion de
un trabajo para luego continuar su procesamiento a partir del punto donde se dejo.

02||C,,,, se resuelve en tiempo O(n) por el algoritmo de Gonzalez y Sahni
(1976). Dicho algoritmo puede describirse de la forma siguiente:

Denotemos por aj = p,; y por bj = p,; los tiempos de proceso en la primera
y segunda maquinas. Sean los dos subconjuntos de trabajos A={J}- / aj 2 bily

B={J;/a; < bj}. Elijamos dos trabajos distintos ./, y Jj tales que a, 2 maxJIeA{/bl.}
y b = maxJIeB{aj}. Construyamos los conjuntos 4'=4 - {J,, Jj} y B'=B - {J,, J}}.

Una planificacion factible para 4" © {J,.} y B' U {J}} seria la de la figura 2 (a),
donde los trabajos de A’ y B' se ordenan arbitrariamente. Siendo PIIZjaj y
P2=Zjbj los tiempos de completacion de las maquinas, podemos suponer que P,-
a;2P,-b, (el caso contrario seria simétrico) y entonces podemos arreglar la
planificacion anterior para obtener otra mejorada (figura 2 (b)). Ahora no hay
tiempo ocioso en ninguna maquina. En la figura 2 (c) obtenemos una mejora con
C,.=max{P,, P,}! para el caso a, <P, - b,; y en la figura 2 (d) la mejoria para el
caso contrario con C,,,. = max {P; a, + b,}.
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Figura 2. Tlustracion del algoritmo para O2||C,.
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Como las dos tareas de un mismo trabajo no se pueden ejecutar
simultaneamente, para cualquier planificacion factible se tiene la cota

Coax 2max {P), Py, max; {a; + b;}}
y como con el algoritmo anterior se alcanza una cota inferior, dicho algoritmo es
optimo.
Ejemplo 1:

Consideremos un ejemplo numérico. Los ocho trabajos a realizar y sus
tiempos de proceso son los que se indican.

Trabagjo J, J, J, J, J. J, J, J,
a=p, 6 7 5 3 14 8 2 9
b=p, 4 5 3 7 6 10 4 8

Los conjuntos citados son 4 = {J,, J,, J;, J5, J¢} y B = {J, J4;, J,}. Puede tomarse
a,=8conr=6,yb,=8conl=8;dedonde 4" ={J, J,, J;, J;} yB' = {J, J,}.
Como P, - a; =45 2P, - b, = 40 partimos de una planificacion factible similar a
la (b) de la figura 2 (véase (b) en la figura 3). Como a, = 8§ <40 =P, - b, la
solucion optima es de la forma (c) (véase la figura 3 (c) ):

o AR 4
M, J | B 4
9 1417 25 36 46 54 64
© M A 4
M, J; B’ A’
79 1417 25 36 46 54

Figura 3. Tlustracion del ejemplo 1.
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Ishii y Nishida (1986) estudian una variante del problema O2||C,,,, en la
que la velocidad de las maquinas es controlable y proponen un algoritmo de
complejidad O(n log n) que encuentra la velocidad optima de cada maquina y la

planificacion 6ptima.

03||C

max

es binario NP-duro (Gonzalez y Sahni (1976)).

En general, para m > 2, los problemas open shop de minimizar el tiempo
total de completacion de los trabajos ("makespan") sin interrupciones con m
maquinas son NP-completos (Gonzalez y Sahni (1976, 1978a)).

O2|rj|Cm ; O2ltree|C,,,.; O||C,

e o son unarios NP-duros (Lawler y otros
(1981)).

ax

Comentemos ahora los problemas open shop con interrupciones.
O2|pmtn|C,,. se resuelve en O(n) por el algoritmo comentado
anteriormente para O2||C,, ya que la posibilidad de interrupciones no
proporciona ventaja alguna.

O|pmtn|C,,,. se resuelve en tiempo polinomial (Gonzalez y Sahni (1976),
Lawler y Labetoulle (1978), Gonzalez (1979)).

Si consideramos la existencia de diferentes fechas de disponibilidad los
problemas correspondientes también se resuelven polinomialmente.
O2|pmtn,rj|Cm es de complejidad O(n) (Lawler y otros (1981)).

ax

también estd resuelto en tiempo polinomial (Cho y Sahni

max

O|pmtn,rj|L
(1978)).

2.2.2. Planificacion flow shop

F2||C,,,. es polinomial (Johnson (1954)). Dicho autor demostrd que existe
una planificacion optima en la que J; precede a J si min {p,, py} <min {py, p,}
con lo que el problema puede resolverse en O(n log n) sin mas que ordenar
primero los trabajos con p,; <p,; en orden creciente de p;; y los restantes trabajos

en orden decreciente de p,; .

son unarios NP-duros (Garey y otros

max’ ax’ max

(1976), Lenstra y otros (1977)).

F3||Cars F2|15|C g F2]tree|C
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Para el problema Fm||C,,,,, Szwarc (1977) ha estudiado una generalizacién
de la regla de Johnson en el caso m = 3 y la optimalidad de dicha generalizacion.
Condiciones de dominancia para este problema basadas en la regla de Johnson se

han propuesto por Gupta y Reddi (1978), Szwarc (1978).

F2|tree|C,,,, es unario NP-duro, sin embargo, si relajamos el concepto de
trabajos precedentes diciendo que J; ='J, < O, debe preceder a O, para i=1,2;
entonces F2|tree'|C,,. tiene complejidad O(n log n) (Sidney (1979)). Sin
embargo, F2|prec'|C,,,, es unario NP-duro (Monma (1980)).

Szwarc (1981) ofrece una generalizacion natural del algoritmo de Johnson
para dos maquinas al caso de m maquinas contemplando la existencia de
relaciones de precedencia entre trabajos, y proporciona las condiciones suficientes
para la optimalidad de la planificacion resultante.

Consideremos ahora la posibilidad de interrumpir trabajos:
F2|pmtn|C,,,. se resuelve polinomialmente por el algoritmo de Johnson
para F2||C

e pOrque las interrupciones de M; y M, pueden suprimirse sin
incrementar C

max-*

E3|pmin|C,,. y F2|pmin,rj|C,

(1978a), Cho y Sahni (1978)).

son unarios NP-duros (Gonzélez y Sahni

ax

En general, los problemas de minimizar el makespan, o tiempo de
completacion de los trabajos, para un nimero m de maquinas superior a dos son
NP-completos (Gonzalez y Sahni (1978a)). En este sentido, Lageweg y otros
(1978) determinan un esquema de clasificacion de las cotas inferiores que genera
nuevas cotas mas proximas al 6ptimo.

Por su parte, Gupta (1986), considera el problema flow shop con m
maquinas estatico (rj =r Vj) y minimiza el makespan permitiendo la existencia
de tiempos setup de preparacion de las maquinas. Demuestra que este problema es
NP-completo, y propone algoritmos de resolucion estudiando su efectividad.

2.2.3. Planificacion job shop

Los problemas job shop de minimizar el makespan con dos maquinas y
con interrupciones son NP-completos (Gonzalez y Sahni (1978a)). Sin embargo,
en ausencia de interrupciones algunos problemas son polinomiales.
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J2|mj_Q|Cmax se resuelve en O(n log n) por una extension del algoritmo de
Johnson para F2||C,,,. (Jackson (1956)). Para ello sea J; el conjunto de trabajos
con todas sus operaciones en la maquina i (i = I, 2) y J); el conjunto de trabajos
que van desde la maquina 4 a la maquina i (hi = 12, 21). Ordenando los dos
ultimos conjuntos con el algoritmo de Johnson, obtenemos una planificacion
optima ejecutando los trabajos de M, en el orden J,,, J,, J,; y los de M, en el
ordenJ,, J,, J;;.

J2|p;=1|C,,,, tiene complejidad O(n log n) (Hefetz y Adiri (1979)).

ax

J2|mj_<3| Chuv
Gonzalez y Sahni (1978a)).

- J3|mj<2|C

max

son binarios NP-duros (Lenstra y otros (1977),

J2|p;€{1,2}|C, v J3|p;=1|C,,, son unarios NP-duros (Lenstra y Rinnooy

Kan (1979)) y atn permitiendo interrupciones lo siguen siendo.

J||C,.: El problema job shop, en general, es extremadamente duro de
resolver, de hecho, Muth y Thompson plantearon en 1963 un problema con 10
trabajos y 10 maquinas (Muth y Thompson (1963)) para cuya resolucion se tuvo

que esperar hasta 1989 (Carlier y Pinson (1989)).

No obstante, Balas (1985), ha formulado el problema como un problema
de dar orientacion a ciertos arcos no dirigidos de un grafo G de manera que se
minimice la longitud del camino mas largo de G. Dicho grafo G se caracteriza por
la terna G = (N9, A9, E) donde N es el conjunto de operaciones en las que se
dividen los n trabajos, 4 es el conjunto de arcos orientados que indican las
precedencias entre dichas operaciones, £ es el conjunto de arcos no orientados.
Existe el par {i, j} € E si las operaciones i y j deben hacerse en la misma maquina.
NO =N {0}y A° =4 U{(0,j)/a laoperacion j no le precede ninguna otra}
son los conjuntos ampliados de nodos y arcos dirigidos.

El problema de seleccionar la orientacion dptima para los arcos de £ puede
tratarse como un problema de programacion disyuntiva sin recurrir a variables
enteras. Balas, en su articulo, da una caracterizacion parcial del poliedro asociado
a ese problema ya que desarrolla un método para determinar facetas de dicho
poliedro y decidir qué facetas son adyacentes. Finalmente da un procedimiento
para encontrar una desigualdad que separa una solucion dada de una region
determinada por un conjunto de restricciones.
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3. Algoritmos Propuestos
3.1. Maquinas no especializadas

3.1.1. Problema P||Cmax.

Planteamiento del problema

Se considera un problema de planificacion deterministica que ha motivado
el interés de muchos investigadores: la planificacion de n trabajos independientes
sobre dos 6 mas maquinas o procesadores idénticos con el objetivo de minimizar
el tiempo global de completacion de todos los trabajos.

Formalmente, dados un conjunto de #n trabajos y un conjunto de n enteros
positivos {p,,....,p,}, donde pj es el tiempo de proceso del trabajo j, se trata de
planificar la ejecucion de los trabajos por los procesadores de modo que el instante
de completacion de todos los trabajos se presente lo antes posible. La
planificacion a determinar debe contemplar las hipdtesis de que cada trabajo
puede ser procesado en un instante dado por a lo sumo un procesador, y que todos
los trabajos estan disponibles para ser procesados desde el instante inicial.

Los trabajos pueden planificarse sobre las maquinas de manera continua o
interrumpida, es decir, puede o no permitirse la interrupcion temporal de los
trabajos. Cuando es factible dicha interrupcion, la ejecucion de un trabajo puede
abandonarse temporalmente, y completar su procesamiento posteriormente, quizas
en otra maquina diferente. En este caso, el problema P|pmn|C,, . (y, por tanto,
P2\pmtn|C,,, ) puede resolverse de manera muy eficiente en tiempo polinomial. Es
facil ver que la solucion Optima es el maximo entre dos valores: el tiempo maximo
de proceso de las tareas, y el promedio sobre el nimero de maquinas del tiempo
total de proceso de todos los trabajos (McNaughton (1959)).

En el caso de que los trabajos no se puedan interrumpir, el problema de
minimizar el tiempo global de completacion de los trabajos es mas dificil. De
hecho, Garey y Johnson (1979) probaron que el problema P||C,,,, es NP-duro en
sentido fuerte. Incluso P2||C,, es también NP-duro (Blazewicz (1987)).
Referencias basicas para este problema son las siguientes: Baker (1974), French
(1982), Graves y otros (1993), Lawler y otros (1982). Debido a la intratabilidad

del problema, el esfuerzo de muchos investigadores ha sido dirigido hacia el
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disefio y analisis de algoritmos aproximados (Hochbaum y Shmoys (1987)). No
obstante, y como ya se indico en el segundo epigrafe de este capitulo, para
pequefios valores de m y U, siendo m el numero de maquinas y U una cota
superior de la solucion optima, el problema puede resolverse Optimamente
mediante programacion dindmica como se describe en Blazewicz (1987). El
problema también tiene analogia con el problema "bin packing". Esto ha permitido
a Dell'Amico y Martello (1994) construir un algoritmo de ramificacion y acotacion
para el problema P||C,,,..

A continuacion consideramos el problema en el que los trabajos no puedan
interrumpirse. Se propone un algoritmo exacto para P2||C, . vy una derivacion

max

heuristica del mismo. También se desarrollan heuristicas para el problema P||C

max*

Algoritmo P2||Cmax

El método que se presenta es un método backtracking para obtener la
planificacion que minimiza el instante final de completacion de todos los trabajos
("makespan”). El problema puede formularse como un problema de programacion
entera 0-1 de la siguiente manera:

min Zé‘jpj—M*
j=1
s.a.:
;=0 o & =1

donde cf,j es [ si, y solo si, el trabajo j se asigna a la primera maquina y 0 si se
asigna a la segunda; y la constante M™ es

M= max{max{pj},Z:_l%}

Algoritmo

1. (Inicializacion).
- Sea J = {1,...,n} la lista de trabajos en orden no creciente de tiempos de
proceso (orden LPT), es decir, p; 2p, =... 2p,.
- Poner k=1; S={1}; S*={1}; rama=0; primero = {2,3,..n}; ultimo =
{n,n,...,n} con |ultimo|=n-1; c=p,; 6=p,-M"; c*=p,; 6'=|p,-M"|.
- Si =0, 6 8> 0, entonces parar, S* es la solucion optima.
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- En otro caso, continuar en el paso 2.

2. (Test de avance-retroceso).
- Si primerofk] <ultimo[k] ir al paso 3.
- En otro caso:
- Sik #1 ir al paso 4.
- Si k = I parar, S* es la solucion optima.

3. (Avance).
- Actualizar § = S U {primero[k]}; ¢ = ¢ + Dy ieropys €= ¢ - M.
- Preparar para backtracking: primero[k] = primero[k] + 1.
-Si |6 < &, entonces G = |6]; S* =S, c* =c.
- Si @= 0, parar, S* es la solucion optima.
- Si < 0, entonces poner primerof[k+1]=S[k+1]+1; k=k + I; ¢ ir al paso 2.
- Si 8> 0, entonces poner k =k + I; rama = rama + I; ¢ ir al paso 4.

4. (Retroceso).
- Si 6> 0, entonces poner c=c - pg;;; S=S - {S[k]}; k=k - 1; e ir al paso 2.
- En otro caso, un trabajo corto ha sido introducido sin alcanzar M*. Sea
S={i}, iy s iy iy iysp s i}, donde g es el menor indice tal que Py =Pl
paral =k k-1, ..., g+2, g+1. Entonces se continiia de esta manera:

. . . . g-1
- Si g # I, actualizar S={i), i, .., i}y ¢c=) p . 6=c - M,

rama=rama + [I; para cada [/ = k k-1, .., g+, gq, hacer
ultimo[l]=ultimo[l] - (k- 1); k = g-1, e ir al paso 2.
- Si g=1, poner rama=rama + 1,y parar. S* es la solucion optima.

Ciertamente, el tiempo de ejecucion del algoritmo no es polinomial puesto
que se visitan un gran numero de ramas durante la busqueda. Recordemos que el
problema es NP-duro. Partiendo del algoritmo anterior, es posible construir un
método heuristico que no explore un gran nimero de ramas del arbol de busqueda.
Para ello, podemos cambiar el paso 4 del algoritmo por el paso sefalado a
continuacion para obtener un método aproximado.

4'. (Retroceso).
- Si 6> 0, entonces poner ¢=c - ps;; S=S - {S[k]}; k=k - 1; e ir al paso 2.
- En otro caso, un trabajo corto ha sido introducido sin alcanzar M™. Sea
S=lip iy o gy by bgepy o Iifs doqde qesel menor indice tal que p;, = Py
paral =k k-1, ..., g+2, g+1. Posteriormente se continla de esta manera:
. . . . . q-2
- Si ¢>2, actualizar S={i, i, .., i}, c= 21:1 p,; O=c-M";
rama=rama+1; para cada [ = k kI, .. g+l ¢, hacer
ultimofl] =ultimo[l]-(k - 1); k = q-2, e ir al paso 2.
- Si g <2, poner rama = rama + 1,y parar. $* es una solucion heuristica.
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A continuacién se estudia la complejidad computacional tedrica de este
algoritmo.

Complejidad del Algoritmo

La complejidad del paso 1 es O(n log n) y los otros pasos tienen una
complejidad de OmR), donde R es el nimero de ramas exploradas (es decir, el
valor final de la variable rama). Por tanto, la complejidad del algoritmo es el
maximo entre ambas cantidades. Generalmente R es mayor que log n, y O(nR)
seria la complejidad total del algoritmo. R es acotado por 272 - 2n-2-[n2] Sin
embargo, en la practica el valor R es menor que esta cota. De hecho, en los
ejemplos computados se obtienen pequefios valores de R en relacion con el
tamafio de la entrada al problema. Estos valores son atin menores en el algoritmo
heuristico.

Algoritmos P||Cmax

Si se dispone de méas de dos maquinas, y el nimero de trabajos es superior
al niimero de maquinas, el problema es ain mas dificil. Con dos maquinas, basta
con conocer la planificacion en una de ellas para tener también determinada la
planificacion en la otra. Con mas de dos maquinas la situacion cambia. Si el
nimero de maquinas es mayor o igual que el nimero de trabajos, no hay problema
porque se asignan los trabajos a las maquinas mediante una correspondencia uno a
uno. El problema aparece cuando el nimero de maquinas es menor que el nimero
de trabajos.

Una formulacion del problema mediante un modelo de Programacion
Entera 0-1 puede construirse ficilmente. Sea &; una variable indicador definida
como sigue: éjk = [ si el trabajo j se asigna a la maquina &, y fjk = () en cualquier
otro caso. Entonces, una formulacion completa del problema como problema de
Programacion Entera es:

. n
mn. max,q;., {z;‘:l pjfjk }

S.a.:
Yo &=l Vi=l..n

Sp=0 0o & =1
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Esta formulacion contiene n restricciones y nm variables, pero el objetivo
es una funciéon no lineal. Por tanto, resolver este problema es dificil y las
aproximaciones estandar de la Programacion Entera requieren un gran esfuerzo
computacional. Esta es la razon de investigar procedimientos heuristicos para
encontrar soluciones aproximadas a el problema. Propondremos a continuacion
tres procedimientos heuristicos. En ellos consideraremos la constante

w :max{max{p,},z" p_}

Jj=1 m

Procedimiento 1:

1. Aplicar el algoritmo P2||C

max

procesar la primera maquina.

para obtener el conjunto de trabajos que debe

2. Repetir sucesivamente con las otras maquinas y trabajos no planificados hasta
que no queden trabajos por asignar.

En este procedimiento dos planificaciones posibles aparecen para la misma
maquina, una finalizando antes 6 en el valor M™ y otra después de esta constante.
La decision sobre que planificacion elegir para la maquina se toma de acuerdo a la
siguiente idea.

Para cada méaquina i computamos el resto R' = R, , con R, = 0;

k=0

R, = z p,—M", y S, la planificacion en la maquina . Si R’ >0y aparece uno de
JESK

esos "empates" cuando se busca la planificacion para la maquina i+/, se prefiere

planificar por debajo de la constante ™. En otro caso, si R’ < () y encontramos un

"empate", se decide planificar sobrepasando el valor M™.

Complejidad del procedimiento 1

Para evaluar la complejidad de este procedimiento, ndtese que utiliza m
veces el algoritmo propuesto para P2||C, .. Por tanto, su complejidad sera del
orden O(mnR).
Procedimiento 2:
1. Ordenar los trabajos en orden inverso al SPT, es decir, en orden LPT. Esto es,

de modo que p;, =2p, =... 2p,. Considerar la lista U = {1,...,n} de trabajos no
planificados.
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2. Elegir el primer trabajo de la lista U, extraerlo de U, y asignarlo a la maquina
1.

3. Seaj el primer trabajo de la lista U. Asignar el trabajo j a la maquina i tal que

Coranli) = max {Cpysk) / 1 SkSm y Cppfk) + pj SM?).

ax

Actualizar C,,,(i) = C,,,(1) + p; y extraer j de U.
Si tal maquina no existe, asignar el trabajo j a la maquina i con

Crax® =min {C,, (k) /1 Sksm y C, (k) + pj> M.
Actualizar C,,,.(i) = C,,,(i) + p; y extraer j de U.

4. Si U = @ parar. En otro caso continuar en el paso 3.

Procedimiento 3:
1. Ordenar los trabajos en orden inverso al SPT, es decir, en orden LPT. Esto es,
de modo que p; =p, =... 2p,. Considerar la lista U = {1,...,n} de trabajos no

planificados.

2. Elegir el primer trabajo de la lista U, extraerlo de U, y asignarlo a la maquina
1.

3. Seaj el primer trabajo en la lista U. Para elegir la maquina en la cual asignar el
trabajo j considerar el conjunto S, = {r / C,,,(r) + pj < M*} y la cantidad
q:maxkeSj {Cmax(k)}

- Si S] # &J, entonces asignar el trabajo j a la maquina i tal que
€7 = (Cpu i)+ p))| = min, s {|C" = (Cpue () + 1))}

Actualizar C,,,.(1) = C,,(i) + p; y extraer j de U.

- En otro caso, asignar el trabajo j a la maquina i tal que
Coax()=min{C,,(r)}. Actualizar C,,.(i) = C,,.(i) + pjy extraer j de U.

4. Si U = @, parar. En otro caso continuar en el paso 3.

Complejidad de los procedimientos 2y 3
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Los procedimientos 2 y 3 tienen complejidad de orden O(n log n) en su
paso 1. Los otros pasos de ambos algoritmos requieren un tiempo de O(nm). Por
tanto, la complejidad de ambos algoritmos es de O(n logn + nm).

3.1.2. Problema P|prec| MTj.

Planteamiento del problema

El problema que nos ocupa puede plantearse en los siguientes términos: se
dispone de m maquinas idénticas con igual capacidad y velocidad de
procesamiento, y n trabajos que deben ser procesados con dichas maquinas. Cada
trabajo se asigna a una sola maquina y, en un instante de tiempo dado, cada
maquina puede ejecutar un unico trabajo. Una vez asignado un trabajo a una
maquina, éste se ejecuta sin posibilidad de interrupcion. Los trabajos vienen
caracterizados por los tiempos de procesamiento Py las fechas limite dj G=1,...,n)
que representan los tiempos necesarios para ejecutarlos y los instantes de tiempo
en los que deberia completarse la ejecucion de los mismos. Si algun trabajo j
sobrepasa esa fecha limite se incurre en una demora L; que sera la diferencia entre
la fecha de completacion del trabajo C] y la fecha limite dj El valor Ti=max {0,
Lj} sera la tardanza asociada al trabajo ;.

El objetivo deseado es buscar una planificacion de los trabajos sobre las
maquinas de manera que se minimice la tardanza total }7; de los trabajos.
Plantearemos el modelo de planificacion teniendo en cuenta la existencia de
relaciones de precedencia entre los trabajos. También supondremos que todos los
trabajos estan disponibles para ser procesados desde el instante inicial, es decir,
rj=0 7j. El problema que se plantea se denota en la literatura como problema
P|prec|2Tj. Este problema esta en el grupo de los llamados NP-duros por su alto
grado de dificultad, puesto que Graham y otros (1979) garantizan que este
problema es mas complejo que los problemas P|prec,pj=I|Cmax y
I|prec,pj=1| 27Tj; y, un afo antes, Lenstra y Rinnooy Kan (1978) probaron que
estos dos ultimos problemas son NP-duros. La NP-dureza del problema invita a
estudiarlo desde un punto de vista heuristico.

Algoritmo

Para modelizar el problema y construir una heuristica que proporcione una
solucion del mismo consideremos que las relaciones de precedencia entre los
trabajos vienen caracterizadas mediante un grafo dirigido G = (X,4), de forma que
el conjunto de vértices X sea el conjunto total de trabajos y cada arco (i,j) € 4
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represente que el trabajo j requiere, para ser procesado, que haya finalizado
previamente el procesamiento del trabajo i.

Podemos denotar una planificacion s mediante un vector s = (s/,52,...,s™)
donde s' = (J; , J; 5 ..., J;,) es la secuencia de trabajos asignada a la maquina 7 (i
= 1,...m). De acuerdo con ello, toda planificacion s = (s/,s52,...,s™) sobre las m
maquinas sera factible si es compatible con el grafo G = (X4), es decir, no
vulnera ninguna de las restricciones de precedencia fijadas por el grafo G.

Comenzaremos asignando longitudes a las aristas del grafo de
precedencias G = (X,4). La longitud de la arista (i,j) € A es el tiempo de
procesamiento p; del trabajo J;. Se afiaden dos vértices ficticios al grafo, llamados
vértice inicio / y vértice final F. Se construyen aristas de longitud 0 desde el
vértice [ a todos los trabajos de nivel 1 (aquellos que no tienen predecesores), y
aristas (i,F)) desde aquellos trabajos J; que no tienen trabajos siguientes, al vértice
final F. Se asigna la longitud p; a cada arista (i,F).

A continuacion se aplica un algoritmo de caminos maximos (por ejemplo
el de Dijkstra (1959), o la técnica utilizada en el método PERT de planificacion de
proyectos para determinar los tiempos "early" y "last" de cada vértice del grafo
PERT) para etiquetar cada trabajo J; con la marca e = longitud del camino
mdximo desde I a Ji (tiempo "early” del vértice Jp.

Denotaremos por 7, el nimero de trabajos de nivel / y por n* = max; {n,}.
Si el nimero de maquinas m es mayor o igual que n*, la planificacion dptima para
el problema planteado se obtiene facilmente por el procedimiento siguiente cuya
complejidad es O(mn?) (si utilizamos el algoritmo de Dijkstra para detectar los
tiempos "early") 6 bien O(mn log n) (si utilizamos la técnica asociada al método
PERT):

Algoritmo (optimo param >n *):

0. Inicialmente todas las maquinas estan disponibles. Una vez que se asignen los
trabajos de un camino critico a una maquina, ésta deja de estar disponible vy,
por tanto, no se le asignaran mas trabajos.

1. Se determina el camino critico de [ a F' (camino de longitud maxima) y se
asignan a la maquina 1 los trabajos correspondientes a vértices de dicho
camino, manteniendo la ordenacion.

2. Quitar del grafo de precedencias los vértices / y F, junto con los vértices

correspondientes a trabajos asignados y sus respectivos arcos incidentes. Asi
obtendremos un grafo parcial. Ordenar el nuevo grafo por niveles. Volver a
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construir los vértices / y F'y los arcos asociados (1,i) y (j,F), estableciendo las
longitudes correspondientes como ha sido mencionado anteriormente.

3. Sobre el nuevo grafo, obtener el camino critico de / a F y asignar
ordenadamente la secuencia de trabajos a la primera maquina disponible, pero
teniendo en cuenta que el inicio de la secuenciacion debe ser desde el valor e;,
siendo 7 el primer trabajo de este camino critico.

4. Repetir sucesivamente los pasos 2 y 3, con las restantes maquinas, hasta que se
planifiquen todos los trabajos.

Analicemos ahora el otro caso. Si el nimero de maquinas es inferior al
nimero maximo de trabajos por nivel del grafo inicial G, entonces la solucion
optima no es sencilla de encontrar, de hecho, como se mencion6 anteriormente, el
problema es NP-duro.

Propondremos a continuaciéon un procedimiento que ofrece una solucion
proxima a la 6ptima. Comenzaremos con una solucion sencilla y facil de generar.
A partir de ella, modificaremos la asignacion y colocacion de los trabajos de
forma que se reduzca en cada paso la tardanza total 2 7j. Partiremos de la lista que
ordena los trabajos en orden creciente de niveles y, dentro de cada nivel, en orden
creciente de fechas limite (orden EDD). Esta ultima lista sera la que utilizaremos
para asignar los trabajos a las maquinas y, de esta manera, obtener una
planificacion semilla en tiempo O(n?), que posteriormente sera mejorada por el
algoritmo P|prec|2Tj de complejidad O(n? ij).

Algoritmo semilla:

1. Establecer la ordenacion de trabajos por niveles de acuerdo con el grafo que
fija las relaciones de precedencia. Ordenar los trabajos de cada nivel en orden
EDD. Tendremos una lista U de todos los trabajos. Poner C, (i) = 0, Vi =
I1,...m. (C,,(i) representa el instante en el que la maquina i finaliza la
ejecucion del ultimo trabajo asignado a ella) y CJ =0 Vi =1..,n (Cj
representa el instante en el que finaliza la ejecucion del trabajo j).

2. Coger el primer trabajo j de la lista U.
- Si existe alguna maquina i con C,,, (i) = ej, asignar el trabajo j a dicha
maquina e ir al paso 4.

- En otro caso, ir al paso 3.

3. - Si existen maquinas con C,,, (i) < ej, asignar el trabajo j a la maquina i* tal
que

91



Capitulo III: Problemas de planificacion sobre varias mdaquinas

Conan @) = max {C,(1) / C,u(i) < €.

- Si no existen tales maquinas, asignar el trabajo j a la maquina i* tal que

Conli™) = min {Cpp () / Cprinli) > €.

4. (Actualizacion). Hacer U = U - {j}. Si el trabajo j se asigna a la maquina i, y si

denotamos con 7(j) = {k/ (j,k) € A}, hacer lo siguiente:
Corali) = max {Cieji + pj;
Cj]‘ = Cmax(l)’.
e, = max {e,C;} Vk € I7j).

- Si U = &, parar. La planificacion que tenemos es la salida del algoritmo.
- Si U # &, volver al paso 2.

Algoritmo P|prec|2Tj:

0. Aplicar el algoritmo semilla para obtener una planificacion inicial s.

1. Seleccionar el primer trabajo tardio (Lj > ()) de la planificacion inicial. (Si no
existiese ningun trabajo tardio s seria Optima y parariamos).

2. Una vez seleccionado el trabajo j, quitar de la planificacion s todos aquellos
trabajos cuya fecha de comienzo sea mayor o igual que ej. Sea R el conjunto
de trabajos quitados. Poner C, = 0, Vk € R.

3. Actualizar las cantidades C,, (i) para cada maquina i = /,..,m poniendo
Coax(?) = €, siendo y; el tltimo trabajo planificado en la maquina i.
Para cada trabajo j de R calcular su ej= tiempo "early" del trabajo J] , esto es,
la longitud del camino maximo desde / hasta j en el grafo inicial G; y luego
actualizar estos e; colocando

ej = max [ej, max, {C,/ (kj) € A} ].

4. Ordenar los trabajos de R en orden creciente de niveles y, dentro de cada nivel,
en orden EDD. Llamar U a la lista obtenida.

5. Poner U = R y repetir los pasos 2, 3, y 4 del algoritmo semilla hasta que la

lista U esté vacia y se obtenga otra planificacion s”.
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6.

- Si la nueva planificacion s’ tiene mayor o igual 27j que la planificacion
actual s, quitar los trabajos recientemente asignados y volver a considerar el
mismo conjunto R. Poner C;, = 0 Vk € R. Actualizar los C,,,.(i) y ¢j como en
el paso 3. Ir al paso 7.

- En otro caso, tomar por planificacion actual la nueva planificacion (s =s') y
volver al paso 1.

Aplicar el algoritmo para el problema I|prec|2Tj dado en el capitulo II y
obtener una secuencia de los trabajos del conjunto R. A partir de ella, y
tomando U = R, ir asignando ordenadamente los trabajos a las maquinas de
acuerdo con su ej, como en los pasos 2, 3, y 4 del Algoritmo semilla, hasta
obtener otra nueva planificacion s'.

- Si la nueva planificacion tiene mayor o igual 27} que la planificacion actual,
parar.

- En otro caso, tomar como planificacion actual la nueva planificacion y
volver al paso 1.

Complejidad del algoritmo

Como ya ha sido comentado, el algoritmo Plprec|2Tj tiene una

complejidad computacional tedrica de O(nZZpJ). En el apéndice B se hace un
estudio computacional de este algoritmo.

3.2. Maquinas especializadas

3.2.1. Problema O|Cmax

Planteamiento del problema

El problema de minimizar el instante final de completacion de todos los

trabajos en un open-shop, denotado por O||C,, de acuerdo con la clasificacion
propuesta por Graham y otros (1979) y Lawler y otros (1993), puede describirse
de la siguiente manera: disponemos de m maquinas M,, ..., M,, para la realizacion
de n trabajos J,, ..., J,. Cada trabajo J; se descompone en m operaciones O;; con i
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= 1, ..., m. La operacion O; se ejecuta en la maquina M; en un tiempo p;. Para
cualquier trabajo dado, el orden de proceso de sus operaciones no es relevante. No
se permiten interrupciones de los trabajos, esto es, no es posible parar
temporalmente la ejecucion de una operacion para luego retomarla en el punto
donde se detuvo su ejecucion. La tinica restriccion adicional es que no se permiten
solapamientos, es decir, un mismo trabajo no puede ejecutarse por mas de una
maquina simultaneamente.

La funcion objetivo a minimizar en el problema O||Cy,, es el tiempo total
necesario para completar todos los trabajos. Sea C; el instante de completacion del
trabajo j; el instante de completacion de todos los trabajos sera C =
max| < <p {Cj}. Gonzélez y Sahni (1976) probaron que el problema sin
interrupciones O||C,,4 con un valor arbitrario m > 2 es NP-duro en sentido fuerte,
mientras que el problema con m = 2, también denotado por O2||C,.., puede
resolverse Optimamente en tiempo lineal. Variantes de este problema han sido

estudiadas por otros autores.

Gonzalez y Sahni (1976) presentan un algoritmo polinomial que
proporciona una solucién 6ptima para el problema con interrupciones y un nimero
arbitrario de maquinas, problema O|pmitn|Cmax.

Ishii y Nishida (1986) han desarrollado un algoritmo de complejidad O(n
log n) para la variante del problema O2||C,,,, donde la velocidad de las maquinas
es controlable. Su algoritmo encuentra la velocidad 6ptima para cada maquina y la
planificacion 6ptima.

El problema O2|rd|C,,,, donde una restriccion de dependencia de ruta se
establece, es decir, el tiempo de procesamiento de un trabajo depende de la ruta o
trayectoria en la que el trabajo se procese a través de las maquinas, ha sido
mostrado como binario NP-duro por Adiri y Amit (1983).

El caso especial del problema O3||Cyay en el cual max; {p,,} < min; {p;}
para cierto par de maquinas M, , M, con h #i, es decir, una maquina (la /) domina
a la otra (problema O3|dm|C,,,), puede resolverse en tiempo polinomial (Adiri y
Hefetz (1980), Adiri y Aizikowitz (1989)). La principal idea del algoritmo de O(n)
propuesto por Adiri y Aizikowitz (1989) es no considerar la maquina dominada y
aplicar el algoritmo de Gonzalez y Sahni (1976) a las otras dos maquinas, para
después secuenciar las operaciones de la maquina dominada sin conflictos.

Liu y Bulfin (1987) estudiaron problemas open-shop ordenados con
trabajos y maquinas ordenadas. Un open shop tiene trabajos ordenados si p;;<p; .,
parai=1,..,m yj =1, .., n-1. Se dice también que tiene maquinas ordenadas si
PijSPispyparai =1, .., m-1 yj =1, .. n Unopen shop se dice ordenado (ord) si
tiene tanto maquinas ordenadas como trabajos ordenados. Estos autores han
probado que O3|ord|C,. es binario NP-duro.
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En los epigrafes siguientes se proponen algoritmos heuristicos para O||Cpuy
y se desarrolla un algoritmo de busqueda tabu para este problema. Un estudio
computacional de estos algoritmos se realiza en el Apéndice B.

Algoritmos heuristicos para O||Cmax

Se describen a continuacion tres algoritmos deterministicos sencillos
basados en “list-scheduling” 6 planificacion de listas. Estos algoritmos
consideran s6lo “planificaciones activas” 6 “planificaciones plenas”, es decir,
planificaciones en las que, en cada instante de tiempo, al menos una maquina esta
procesando algun trabajo. Este tipo de planificaciones son un conjunto dominante
dentro del conjunto de planificaciones solucion (Baker, 1974).

Los algoritmos heuristicos que se proponen, y cuyo analisis del caso peor
se discute (determinando para cada algoritmo el radio del caso peor) pueden
usarse para obtener soluciones aproximadas al problema O||C4y- -

Antes de comenzar la descripcion de los algoritmos heuristicos se
introduce una cota inferior inmediata debida a Gonzalez y Sahni (1976) que sera
util en lo sucesivo. Una cota inferior al tiempo de completacion de todos los
trabajos o “makespan” es:

LB = max{maxi{z;pi’j },maxj {ngu }}

Esta cota se justifica por el hecho de que una méaquina no puede procesar mas de
dos operaciones simultaneamente, y, por eso, al menos un intervalo de tiempo de

. n . , .
amplitud ZFI p,; se necesita para que la maquina M, procese todas sus

operaciones; de ahi el maximo de estas sumas es una cota inferior. Por otro lado,
como dos operaciones de un mismo trabajo no pueden procesarse

simultaneamente, al menos un intervalo de tiempo de amplitud Z’il D, se

requiere para completar la ejecucion del trabajo J; ; por tanto, el maximo de estas
sumas es también una cota inferior. En consecuencia, LB es una cota inferior de la
funcion objetivo del problema O||Cyqy-

Las tres heuristicas son algoritmos de planificacion de listas. Cada una de
ellas esta caracterizada por utilizar un criterio diferente para determinar el orden
en el que los trabajos se consideran. Las tres usan el mismo planificador para
construir la solucion factible. Cuando el orden es conocido, los trabajos se
planifican en cada maquina de acuerdo con el orden prefijado. Para ello, el
planificador construye la solucion factible seleccionando la primera maquina
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disponible que tiene alguna operacion atun no planificada. Los empates se rompen
arbitrariamente. La préoxima operacion no planificada, de acuerdo con el orden de
asignacion para esa maquina, se planifica en ella “tan pronto como sea posible”.
Esto significa que la operacion seleccionada se planifica en la maquina
comenzando en el instante mas temprano de modo que no haya solapamientos con
ninguna otra operacion ya planificada del mismo trabajo.

Heuristica LPT

En esta primera heuristica, la solucion factible se obtiene planificando las
operaciones sobre cada maquina de acuerdo con la bien conocida regla LPT, es
decir, en cada maquina las operaciones se consideran en orden no creciente de los
tiempos de proceso. Veamos un ejemplo:

Ejemplo 2:

Considérese el problema open shop con tres maquinas y cuatro trabajos y
los siguientes tiempos de proceso de las operaciones:

trabajo 1 2 3 4 ijij
mdquina
1 10 8 5 3 26
2 6 7 9 9 31
3 7 8 3 3 21
2D 23 23 17 15 LB=3l]
Los ordenes LPT de las maquinas son:
mdquina orden LPT

1 [-2-3-4

2 3-4-2-1

3 2-1-3-4

y la asignacion de las operaciones a las maquinas con la estrategia "tan pronto
como sea posible" proporciona la siguiente planificacion factible:
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1 |2 [[3]4
0 10 18 2528
20
3 04 [2 1
0 9 18 25 31
2 || 1 3]4]
0 g10 17 23
20

Figura 4. Tlustracion del ejemplo 2.

cuyo instante de completacion de todos los trabajos es 31, es decir, es una
planificacion 6ptima.

Heuristica SPT

En esta heuristica, la solucion factible se obtiene planificando las
operaciones en cada maquina de acuerdo con la bien conocida regla SPT, es decir,
en cada maquina las operaciones se consideran en orden no decreciente de los
tiempos de proceso. Veamos un ejemplo.

Ejemplo 3:

Considérese el mismo problema que en el ejemplo de la heuristica anterior.
El orden SPT en las maquinas es:

mdquina orden SPT
1 4-3-2-1
2 1-2-3-4
3 3-4-1-2

y la solucioén factible es:
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4 302 | 1
0 37 12 21 31
13
12| 3 [ 4

W

4| 1 2
0 7 10 17 21 29

Figura 5. Tlustracion del ejemplo 3.

con un valor del makespan de 31, es decir, 6ptimo.

Heuristica LIS

La ultima heuristica basada en planificacion de listas propuesta es la
heuristica LIS. Este algoritmo heuristico actua de la siguiente manera. Las
maquinas se emparejan en pares disjuntos. Luego, a cada par, se le aplica el
algoritmo de complejidad O(n) debido a Gonzalez y Sahni (1976) para resolver el
correspondiente problema O2||C,... De esta manera, se obtiene una permutacion
de las operaciones para cada maquina. Asi, cada maquina tiene un orden de
asignacion de las operaciones. Los pares de maquinas se escogen arbitrariamente.
Si el nimero de maquinas es impar, hay una maquina que no forma parte de
ningun par. Para esta maquina se establece un orden de asignacion arbitrario.

Dos rutinas sencillas de mejora

Si s es una solucion para la cual no existe tiempo ocioso ni en la maquina i
que define el tiempo total de completacion de todos los trabajos ni en el trabajo j
que define dicho instante, entonces s alcanza la cota inferior y estamos ante una
solucion 6ptima. En otro caso, este par (maquina i , trabajo j) define una operacion
X = O,j

La primera rutina de mejora intenta planificar x antes sin cambiar los

tiempos de completacion de las otras operaciones y satisfaciendo las restricciones
de no solapamientos.
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La segunda rutina de mejora reconstruye toda la planificacion. Para ello,
identifica el instante temporal de comienzo “cio” del primer, segundo y sucesivos
intervalos de tiempo ocioso para la maquina que define el tiempo de completacion
de todos los trabajos, reconstruyendo todas las posibles planificaciones con el
planificador de listas partiendo de la planificacion parcial s, , y tomando la mejor
solucién construida como salida de la rutina de mejora. La planificacion parcial s,
es la planificacion s prescindiendo de todas las operaciones cuyos tiempos de
completacion exceden de “cio”, y la operacion x que define el tiempo total de
completacion de los trabajos de s planificada en el intervalo /cio, cio+p,/.

Analisis del caso peor para los algoritmos heuristicos propuestos

Dada una entrada / de un problema de optimizacion, sea v*(I) el valor de la
solucion optima del problema, y sea v#(I) el valor de la solucion obtenida usando
el algoritmo heuristico. El radio de ejecucion del caso peor de un algoritmo
heuristico / es el menor valor £ tal que

v'(1)
v (D)

<k paracadal.

A continuacion se obtiene el radio de ejecucion para el caso peor de
cualquier heuristica que produzca una planificacion activa o plena para O||Cay -

Proposicion 1:

Sea s* una solucion oOptima del problema O||Cp. y s cualquier
planificacion activa para este problema. Entonces

ﬁﬁm.

v(s")
Demostracion:

m n . . .y, .
Sea P= Z 12- | P; », entonces, para cualquier planificacion activa s, v(s)
i= j=

< P. También tenemos que para cualquier planificacion 6ptima s* se cumple v(s”)

S o

*

= P/m; entonces,
v(s
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Como puede verse en el siguiente resultado, la cota m del caso peor que se

acaba de obtener para planificaciones activas puede reducirse a [E—l , es decir, al

menor entero que es mayor o igual a m/2, para el algoritmo LIS.

Proposicion 2:

Sea s* una solucion oOptima de cualquier problema O||Chue v szs  la
solucion obtenida mediante el algoritmo LIS. Entonces

V(SLIS)<"ﬁ—l
(s |2

Demostracion.:
m

Para cada par de maquinas i, / <i < [ > —l , sea s’ la planificacion obtenida

con el algoritmo de O(n) de Gonzalez y Sahni (1976) para O2||C,,... Cada una de
tales planificaciones es Optima para el correspondiente par de maquinas. Por lo
tanto, v(s*) 2 max; {v(s))}.

En el caso peor la planificacion obtenida con el algoritmo LIS tiene un

valor de la funcion objetivo igual a v(sys) < 2y(s) < (%—lmax[ {v(s)}. En

. (s
consecuencia, w < {E—I 0.
v(s) 2

Veamos ahora una heuristica tabu para el problema O||C,. que utiliza las
soluciones de las heuristicas anteriores como soluciones iniciales.

Una heuristica tabu para O||Cmax

Antes de establecer un algoritmo de busqueda tabt para el problema que
nos ocupa se comentan las lineas generales de la metodologia tabu.

La metodologia de busqueda tabu
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Dado un problema de optimizacion P, sea S el conjunto de soluciones
factibles para P y sea ¢ una funcion de costo ¢ § — 9. Para disefiar un algoritmo
de busqueda local para P necesitamos comenzar con una solucion factible s € S, y
definir una estructura de vecinos N: § — 25 La busqueda comienza con una
solucion inicial s y continiia a uno de sus vecinos s’, seguidamente genera el
conjunto de vecinos N(s’), y repite nuevamente hasta que se satisfaga un criterio
de parada. En este proceso el algoritmo almacena la mejor solucién encontrada s".

La busqueda tabu es un método de optimizacion basado en técnicas de
blisqueda local. La blisqueda evoluciona desde una solucion factible al mejor de
sus vecinos no prohibidos. Esta estrategia permite evitar ciclos, y guia la busqueda
a regiones inexploradas. Sin embargo, almacenar soluciones completas en una
lista de soluciones prohibidas y comprobar si una solucion candidata pertenece o
no a la lista resulta generalmente excesivo e inaceptable en términos de
requerimientos de memoria y tiempo de computacion. Por ello, normalmente en la
lista tabll se almacena solamente el movimiento opuesto al movimiento aplicado
durante la busqueda para transformar una solucién en una nueva (es decir, el
movimiento que hace regresar desde la solucion nueva a la antigua). Una solucion
s’ se considera prohibida si la solucion actual s puede transformarse en la solucion
s’ aplicando uno de los movimientos en la lista tabu. Ademas de la caracteristica
de ser o no tabu, un criterio de aspiracion se le asocia a cada movimiento. Si el
movimiento tabu actual satisface el criterio de aspiracion asociado se considera un
movimiento admisible.

Una descripcion general de un algoritmo de busqueda tabu puede
presentarse de la siguiente manera:

Procedure TS
begin
encontrar una solucion factible inicial s;
c*:=c(s); s*:=s; lista_tabu:=2;
repeat
Sea A(s) el conjunto de candidatos, A(s):={s’eN(s) tales que el
movimiento de s a s’ no es tabu, o satisface un criterio de aspiracion};

Elegir s € A(s) tal que s tiene la menor estimacién de la funcion de
costo c;

Poner el movimiento que lleva de s asenla lista tabi;

s:=8;

if c(s) <c*then
begin
c*:=c(s); s*:=s;
end

until criterio de parada = VERDAD;
return s*y c*;
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end

Para explicar el procedimiento que se propone para generar soluciones
factibles iniciales y las estructuras de vecinos adoptadas, se introduce primero un
modelo de grafo para el problema O||Cimax.

Un modelo de grafo disyuntivo para el problema O||Cmax

El problema O||C,. puede describirse mediante un modelo de grafo
disyuntivo. La teoria de modelos de grafos disyuntivos se debe a Roy y Sussmann
(1964). Estos modelos han sido aplicados por Laarhoven, Aarts y Lenstra (1988) y
Dell’Amico y Trubian (1993) para el problema J||C,,,. Ellos consideran un grafo
disyuntivo G = (V, 4, E) donde V es el conjunto de nodos, 4 es el conjunto de
arcos dirigidos conjuntivos, y £ es el conjunto de arcos no dirigidos disyuntivos
(lados), definidos como sigue:

V=0 u{0} U{N+1}, donde £2es el conjunto de todas las operaciones a realizar,
N=|Q|, y {0} y {N+1} son nodos especiales que identifican los instantes de
comienzo y finalizacion de todas las tareas del job shop.

A = {(i,j): la operacion i es un predecesor inmediato de la operacion j en la cadena
del trabajo J; (=J))} U {(0,): je$)} U{(iN+1): ic£2}.

E=1{(ij):ij € Ly las operaciones i y j no deben hacerse en la misma maquina;}.

Este modelo puede extenderse al problema O||C,,. Sin embargo, ndtese
que, en problemas job shop, el orden en que se realizan las operaciones de cada
trabajo es conocido. Por tanto, existe un conjunto de arcos 4 en el modelo y el
problema consiste en decidir una orientacion de los lados de E para obtener un
grafo aciclico con camino méaximo (camino critico) de 0 a N+1 minimo. Esta
longitud es el valor de la funcién objetivo para la planificacion asociada.

Mientras tanto, en problemas open shop, no existe ningin orden fijado
para el procesamiento de las operaciones de un trabajo, ni tampoco para las
operaciones de una maquina. No existe ningin conjunto fijo 4 de arcos

orientados. Ademas, se consideran dos conjuntos de lados £, E), donde:

E; = {(i,j) tales que i,j son operaciones de un mismo trabajo} v {(0)) : j € 2} v
{G,N+1]) : i e 2.

E) = {(ij) tales que i,j son operaciones de una misma maquina,.
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A cada vértice i € £2 se le asocia un peso p;. Los vértices 0 y N+1 tienen
peso 0. El instante de comienzo y el instante de completacion de los vértices 0 'y
N+1 representan, respectivamente, el instante de comienzo y finalizacion de todas
las tareas que componen el open shop. Se puede comprobar facilmente que
cualquier orientacion de los lados que no crea ciclos corresponde a una
planificacion factible de las operaciones en las maquinas.

Puesto que longitud de un camino se define como la suma de los pesos de
los vértices en el camino, el problema del open shop puede resolverse encontrando
una orientacion aciclica de G tal que la longitud del camino mas largo de 0 a N+1
(camino critico) sea minimizada.

El algoritmo de busqueda tabu para el problema O||C,.x que se propone
necesita una solucion inicial, una estructura de vecinos, una lista tabu, un criterio
de aspiracion, y un criterio de parada. La experiencia computacional efectuada nos
indica que en ocasiones cierta aleatorizacion puede ser ventajosa.

En los proximos apartados se describen como se seleccionan todas estas
componentes en el algoritmo tabu propuesto.

Una solucion inicial

En apartados anteriores se han descrito tres algoritmos deterministicos de
planificacion de listas (LPT, SPT, y LIS) para construir soluciones aproximadas al
problema O||C,,,.. También se han establecido dos rutinas sencillas de mejora. En
las primeras versiones de la heuristica tabu la solucion inicial que se tomaba era la
mejor entre las tres soluciones encontradas por los algoritmos de planificacion de
listas mas las rutinas de mejora. Sin embargo, se ha observado que, en ocasiones,
comenzar con una solucion inicial peor lleva a soluciones mejores. Por tanto se
proponen dos algoritmos tabu con multiples soluciones iniciales. El conjunto de
soluciones iniciales sucesivas tiene nueve elementos caracterizados por las tres
soluciones heuristicas LPT, LIS, y SPT, y los valores 250 n, 500 n 'y 1000 n del
parametro VUELVE que controla las vueltas atrds en la busqueda para volver a
empezar con el mejor grafo encontrado hasta ese momento. Este parametro se
describe mas adelante.

Estructuras de vecinos

Se consideran dos tipos de transiciones que definen una estructura de
vecinos de la solucion actual s. El primer tipo de transicion puede obtenerse
invirtiendo el orden de proceso de dos operaciones consecutivas de un mismo
trabajo en diferentes maquinas, 6 de dos trabajos consecutivos en la misma
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maquina. Mientras, el segundo tipo de transicion puede obtenerse desplazando el
procesamiento de una operacion entre otras dos operaciones del mismo trabajo en
diferentes maquinas, 6 de diferentes trabajos en la misma maquina.

Mas aun, se puede restringir nuestra atencion a considerar transiciones que
involucran operaciones de un camino critico, es decir, aquellas que pertenecen a la
secuencia de operaciones que determinan el valor de la funcién objetivo de la
solucion definida por el grafo actual. Se definen entonces, los siguientes conjuntos
de vecinos de una solucion factible s.

Nl(s) obtenido al invertir el orden de proceso de dos operaciones criticas
consecutivas del mismo trabajo, 0, alternativamente, de dos operaciones
criticas consecutivas de diferentes trabajos en la misma maquina.

N2(s) obtenido al desplazar el procesamiento de una operacion critica entre otras
dos operaciones criticas de un mismo trabajo en diferentes maquinas, 0,
alternativamente, entre otras dos operaciones criticas de diferentes trabajos en
la misma maquina.

Dada la solucion actual s, para cada nueva solucion posible s’eN(s) se
calcula el valor exacto del camino de longitud méxima en s’. Esto se hace de la
siguiente manera. Para cada operacion k, sean ry, #, 7, y t’x €l menor instante de
comienzo posible de la operacion & y la longitud méaxima de los caminos de k a
N+1 en las planificaciones s y s’, respectivamente. Mas aun, sea Q = {Q;, ..., Oy}
el conjunto de operaciones a permutarse para obtener la solucion s’ a partir de la s,
es decir, en s’ se tiene la cadena Q; — 0> — ... = O, y esta permutacion es la
unica diferencia entre s y s°. Las operaciones del conjunto Q son operaciones del
mismo trabajo o de la misma maquina. Se calcula el valor exacto de la longitud
del camino critico en s’ extendiendo un procedimiento propuesto por Dell’ Amico
y Trubian (1993) para el problema job shop. Notese que, en los problemas job
shop, el orden de las operaciones de cada trabajo esta fijado, y se tiene que decidir
solamente el orden de las operaciones en cada maquina. Mientras, en problemas
open shop, no existe ningun orden fijado, y, entonces, se tienen que decidir
ambos, el orden de operaciones en cada trabajo y en cada maquina. Por tanto, en el
procedimiento propuesto por Dell’Amico y Trubian el conjunto QO se compone de
diferentes trabajos de una misma maquina. Ahora, a diferencia de lo anterior, en
problemas open shop, Q es una cadena de trabajos con una maquina comun 6 una
cadena de maquinas con un trabajo comun. Por tanto,

, ’
}"k =max{l”l- +p,‘ark—1 +pk—l}

t = max{tj +P; +pk+l}
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donde i,j el predecesor y sucesor de k en s y s’ fuera de Q; y k-1, k+1 los
correspondientes en s’ dentro de Q.

Exploracion eficiente de vecinos

La estructura de vecinos N/ considera arcos criticos. La convergencia de
esta estructura a la solucién dptima esta garantizada por consideraciones analogas
a las ya establecidas para el problema job shop. La exploracion de estos vecinos
puede realizarse mas rapidamente considerando la idea de bloque. Esta idea nos
permite establecer una regla de dominancia en la exploracion de los vecinos.

Si s es una solucion factible para el problema open shop, y si 7z, ..., 7% es
una secuencia de operaciones que constituyen un camino critico en s de acuerdo
con el modelo de grafo disyuntivo adoptado, el valor de la funcion objetivo sera
z(s) = Cp , es decir, el tiempo de completacion de la operacion 7. La cadena 7,
..., 7. puede cubrirse por bloques. Se define un bloque como el conjunto

By = {m, Ty1,..., 70}

de operaciones criticas consecutivas en un mismo trabajo o en una misma
maquina sin tiempo ocioso entre ellas, es decir, Cz + pgr1 = Cgir G = h, ..., k-1).

El camino critico 7, ..., 7 se recubre por los bloques Bjn;, Buins - Bhirs
donde I <h; <h, <... <h, <r. Bloques consecutivos By, By verifican que, o bien
el conjunto de operaciones de By estan en la misma maquina y el conjunto de
operaciones de By estdn en el mismo trabajo, o bien By es un bloque de
operaciones con un trabajo comin y By con una maquina comun. La operacion
comun 7 pertenece tanto al trabajo como a la maquina que entran en
consideracion.

Dado el bloque By, invertir un arco interno (7, 7,) del bloque no hace
cambiar el tiempo de completacion de las otras operaciones del bloque, en
particular, el tiempo de completacion de la ultima operacion del bloque no
cambia. Esta propiedad nos proporciona una regla de dominancia para explorar los
vecinos.

Regla de Dominancia 1:

Invertir un arco interno de un bloque Bj; de operaciones criticas no
proporciona una reduccion del tiempo de completacion de la solucion actual.

Por tanto, estos arcos no se consideran.
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Lista y estrategias tabu

Las principales componentes de un algoritmo de busqueda tabu son las
estructuras de memoria para identificar la evolucion de la busqueda, y las
estrategias , para emplear la informacion memorizada del mejor modo posible. En
los proximos parrafos se explica que informacion se ha memorizado y que
estrategias se han seguido para disefiar un algoritmo tabu para el problema
Ol|Cnax-

La estructura de memoria fundamental es la lista tabu. A cada movimiento
que transforma la solucion s en la solucion s’eN(s) se le asocia un conjunto de
atributos. Se memorizan en la lista tabu los atributos de los movimientos
realizados y, en cada iteracion, se selecciona el mejor movimiento del conjunto de
candidatos cuyos atributos no pertenecen a la lista tabu, 6 si pertenecen a dicha
lista, pero el movimiento satisface un criterio de aspiracion. La lista tabt tiene una
dimension finita y se gestiona con una estrategia FIFO.

Cuando se considera la estructura de vecinos NI(s), un movimento
consiste en invertir un arco que involucra a dos operaciones criticas que no son
internas a ningin bloque del correspondiente recubrimiento de bloques del camino
critico, y el arco inverso se memoriza como tabu. Con la estructura de vecinos
N2(s), una operacion se inserta entre otras dos, y la insercion opuesta se memoriza
como prohibida.

En el apéndice B se recoge la experiencia computacional realizada para la
busqueda tabu. En la implementacion realizada, la longitud / de la lista tabu se
establece inicialmente a 2 y varia dindmicamente en el intervalo /3, 3n/4]. Cada
25 n movimientos la longitud se controla de acuerdo con la siguiente regla: si z* se
ha actualizado durante los ultimos 500 movimientos (donde z* es el valor de la
funcion objetivo de la mejor solucion encontrada), entonces / = min {3n/4 , [+2};
en otro caso [ = max {3, [-2}.

Dada la solucion actual s, para cada solucion s’eN(s) el valor de la funcion
objetivo se evalta de acuerdo con las técnicas descritas en apartados anteriores. Si
s denota la solucion candidata con menor valor z( s ) se tiene lo siguiente. Si z( s )
2> z» entonces se selecciona la solucion no tabil con menor valor de la funcion
objetivo para la proxima iteracion. En otro caso, un criterio de aspiracion se aplica

y se selecciona s aunque sea tab.
La experiencia computacional realizada muestra que la implementacion de

componentes aleatorias es util. Hay dos perturbaciones aleatorias cuando se
trabaja con la estructura de vecinos N/. Ambas van relacionadas con el parametro
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Tmax=20n. Inicialmente, estas dos perturbaciones estan desactivadas. Después de
Ymax iteraciones, la perturbacion PTI se activa. La perturbacion P72 se activa
después de ¥, + n iteraciones. A partir de ahi, ambas perturbaciones se activan y
desactivan dinamicamente.

Cuando PTI esta activa, NI selecciona el k-ésimo arco del actual camino
critico independientemente de cual sea su estimacion para la funcion de costo 6 su
estado tabu, y PT1 se desactiva. El valor & se toma de la U[1,n/. Después de ¥uax
iteraciones desde la ultima desconexion de PT'1, 6 desde la ultima actualizacion de
z*, 6 desde la iltima aplicacion de P72, la perturbacion PT! se conecta de nuevo y
k se vuelve a aleatorizar.

Cuando P72 esta activa, NI elige como mejor arco candidato al pentltimo
de los arcos que han sido previamente considerados como mejor arco candidato, y
realiza el movimiento con ese arco. Después de %, + n iteraciones desde la
altima actuacion de P72, 6 desde la ultima actualizacion de z+, 6 desde la altima
aplicacion de PT1, la perturbacion P72 se conecta de nuevo.

Cada VUELVE movimientos sin ninguna actualizacion de z+, el algoritmo
realiza una vuelta atrds retomando la mejor solucion encontrada hasta ese
momento y recomenzando la busqueda a partir de su grafo asociado con un arco
seleccionado aleatoriamente. Este tipo de “volver a empezar” desde la mejor
solucioén encontrada puede originar ciclos. Para evitarlos, el algoritmo mantiene
una lista con los arcos seleccionados en estos “volver a empezar”. Cuando z* se
actualiza, la lista se vacia. Cada vez que se hace un “volver a empezar” se aplica
la primera de las rutinas de mejora comentadas anteriormente.

VUELVE se fija inicialmente a 250 n. Si, comenzando con las soluciones
iniciales LPT, LIS, SPT la busqueda finaliza sin alcanzar la cota inferior, entonces
VUELVE se pone sucesivamente a 500 n'y 1000 n. Se llega al final de cada simple
ejecucion de la busqueda cuando se alcanza la cota inferior, 6 cuando se excede un
limite temporal. Este limite temporal se fija a 600 segundos para problemas de
gran tamafo.

Finalmente, recordemos que en el Apéndice B se recoge la experiencia

computacional realizada de los algoritmos propuestos para resolver el problema
O| | Cmax-
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Capitulo IV: Planificacion bicriterio

1. Introduccion

Hemos visto en capitulos anteriores como los modelos de planificacion y
secuenciacion permiten representar y estudiar muchos problemas que surgen en la
vida real. Ahora bien, cuanto mayor sea la proximidad del modelo al problema,
mas precisa sera la informacion suministrada al decisor con objeto de ayudarle en
su decision.

En este sentido, en muchas ocasiones, los modelos bicriterio pueden
adaptarse mejor a los problemas reales que los modelos unicriterio y, por tanto,
deben ser considerados.

Hasta ahora se han analizado un amplio numero de problemas de
planificacion unicriterio catalogados como dificiles 6 NP-duros. Cuando varios
criterios entran en consideracion la complejidad de estos problemas se ve
generalmente aumentada. Esto es especialmente notorio si los criterios son
conflictivos entre si, es decir, los optimos en los diversos criterios difieren
bastante. En estas situaciones, y particularmente cuando se consideran funciones
objetivo lineales, es necesario determinar los puntos eficientes u Optimos de
Pareto. La deteccion de estos puntos es, en muchos casos, un problema NP-duro o
una cuestion abierta, aunque, en otras ocasiones pueden detectarse
polinomialmente.

2. Planteamiento de diversos problemas y complejidad
computacional

El estudio de modelos de planificacion bicriterio es ain un tema incipiente
dentro de la Planificacion y Secuenciacion de Tareas. Algunas cosas se han hecho
ya, pero fundamentalmente en problemas bicriterio sobre una maquina.

Como se ha comentado en el capitulo I, muchos problemas de
planificacion bicriterio (y, en general, multicriterio) pueden resolverse mediante
métodos de Programacion Bicriterio (Multicriterio), es decir, mediante la
aplicacion de sus métodos para detectar soluciones eficientes satisfactorias para el
decisor.
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En la bibliografia actual existen diversas clasificaciones de los métodos de
Programacion Multicriterio y, en particular, de la Programacion Bicriterio. Asi, se
tienen los métodos de las funciones de utilidad que aparecen cuando la
informacion sobre la estructura de preferencias del decisor es tal que puede
expresarse en forma precisa mediante una Unica funcidon convirtiéndose el
problema en un problema unicriterio.

Los métodos interactivos surgen cuando la informacion que se tiene sobre
las preferencias del decisor no es suficiente para emplear un método de funciones
de utilidad, y entonces tiene lugar un proceso iterativo decisor-analista por el que
el decisor va suministrando progresivamente informacion al analista. Este tltimo
utiliza la informacion para mejorar el modelo y presentarle al decisor sucesivos
conjuntos de soluciones eficientes. El proceso finaliza cuando se encuentra alguna
solucion que satisfaga, dentro de lo posible, las necesidades del decisor.

Los métodos generadores de soluciones eficientes son aplicados para
generar soluciones eficientes en ausencia de cualquier informacion sobre las
preferencias del decisor.

Otras clasificaciones hablan de optimizacion jerarquica y optimizacion
simultanea. La optimizacion jerarquica consiste en especificar niveles de
satisfaccion para los criterios. Se seleccionan entonces soluciones que satisfagan
dicho nivel en el criterio mas importante y que sea proxima a los niveles de
satisfaccion en los otros criterios.

Se habla de optimizacion simultdnea cuando el problema se convierte en
un problema unicriterio mediante funciones de utilidad lineales o generales.
También cuando estd conversion no es posible y se tienen que generar las
soluciones eficientes de modo independiente porque no se dispone de informacion
a priori de las preferencias del decisor.

Los problemas de planificacion bicriterio admiten una formulacion
especifica. Un problema de planificacion bicriterio deterministico en su
formulacion maés general puede establecerse describiendo las caracteristicas de las
m maquinas que deben procesar un conjunto de n trabajos, los parametros de
¢éstos, y la descripcion de los criterios que intervienen. Es decir, siguiendo una
generalizacion natural de la formulacion triparamétrica am ¥ seguida por Graham
y otros (1979) para problemas unicriterio, representamos un problema de
planificacion bicriterio deterministico en la forma (XM( 7',7’) donde los
parametros @, 3, ¥* representan las caracteristicas de las m maquinas, de los n
trabajos, y del criterio k-ésimo respectivamente con k = /,2. Estas caracteristicas
vienen parametrizadas de la misma forma descrita en capitulos anteriores para el
caso unicriterio.
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Sea 2 el conjunto de planificaciones factibles para el problema de
planificacion bicriterio deterministico @|4(y',7’) en cuestién, y sea o un
elemento de 2. En la planificacion o el tiempo de completacion del trabajo J] es
Cj(oj conj = [,...,n. Los criterios de actuacion suelen ser funciones vectoriales en
los tiempos de completacion, f*:Q—R, con f*(0)=f"(C/(0),...,C,(0)), k =
1,2. Dichas funciones se denominan regulares si son crecientes en los tiempos de
completacion. En general, los criterios considerados pueden ser funciones
regulares o no.

Algunos conceptos a los que haremos referencia son los siguientes:

Definicion 1.

Una solucion factible o € 2 es eficiente u 6ptimo de Pareto respecto a los
dos criterios de actuacion f', f* si no existe planificacion factible 7 € 2 con
(7)< f'(0),Vi=1,2, y al menos una de las desigualdades estricta.

Definicion 2.
La region eficiente, o conjunto de puntos eficientes, es el subconjunto de
(), conf= (', ) que es imagen del conjunto £2; de planificaciones eficientes.

S ={y=(asa) € () tales que 7 & € 2 con f(0) = (f'(0), () = (a,a:) =y }

La frontera eficiente es la frontera de S.

Definicion 3.
Una planificacion factible o € £2 es extrema con respecto a f', f7 si
corresponde a un vértice de la frontera eficiente.

Definicion 4.
Dos planificaciones o, 7 € £2 son eficientemente equivalentes , 0 ~, T, si
ambas son eficientes y los puntos (/' (0), £*(0)) y (f' (7)), f* (7)) coinciden.
Obviamente, " ~; " es una relacion de equivalencia en el conjunto de
planificaciones eficientes £2;, con £2, < L2

Definicion 5.

Dos planificaciones o; 7 € (2 son extremamente equivalentes , O ~gy T, Si
ambas son eficientes extremas y los puntos (f'(0), (o)) y (f'(n),f* (%))
coinciden.
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”n

Obviamente, " ~;, " es una relacion de equivalencia en el conjunto de
planificaciones eficientes extremas £2;, , con £2;, C €2, C 2.

Obviamente, y de modo natural, las definiciones anteriores pueden
extenderse a K criterios. En el caso que nos ocupa, caso bicriterio, tomamos el
problema df|(7',7’) donde las medidas de actuacién f',f* asociadas a los
criterios las denotaremos por f y g respectivamente. Entenderemos por
optimizar la f el hecho de resolver el problema unicriterio 04,4 7', y, por
optimizar la g el hecho de resolver el problema unicriterio @/}7*. Sin pérdida de
generalidad podemos suponer que la optimizacion es una minimizacion.

Comenzaremos haciendo referencia al caso de independencia entre los
criterios, es decir, la informacion disponible sobre las preferencias del decisor no
nos permite componer los criterios en una nica funcion. Posteriormente veremos
problemas en los que dicha composicion es posible.

2.1. Minimizacion simultdnea: independencia

2.1.1. Criterios (Umax, Tmax)

Cuando se consideran estos criterios simultaneamente el problema se
reduce al problema unicriterio con el Unico criterio 7, es decir, basta con

max >
encontrar la planificacion que minimiza 7, . En este caso cualquier optimo de
Pareto es optimo del problema.

El razonamiento se ilustra en la figura 1 donde se aprecian los posibles
pares de valores para los objetivos.
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Umax

e e e e — — @

0 Tmax

Figura 1. Posibles valores para (Umax, Tmax).
Si A es factible, es éptimo. Si no, B es éptimo.

Esto es debido a que, para cualquier planificacion o se verifican de manera
obvia las relaciones:

Tmax(0) >0 Umax(o) =1

Tmax(0) =0 Umax(o) =0.

2.1.2. Criterios (Lyygx s Tmax)

En este caso el problema se reduce al problema unicriterio con el tnico
criterio L,,,,, es decir, basta con encontrar la planificacion que minimiza L, .. En
este caso, al igual que en el caso anterior, cualquier 6ptimo de Pareto es optimo
del problema. Esto es asi en virtud de las relaciones

Lmax(0) 20 < Tmax(0) = Lmax(0)

Lmax(0) £0 & Tmax(0) =0.

Los posibles pares de valores para los criterios se muestran en la figura 2:
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Lmax e

Tmax

Figura 2. Posibles valores para los criterios (Lmax, Tmax)

2.1.3. Criterios (Uyax> Linax)

Como en los casos anteriores, en este caso el problema se reduce a un
problema unicriterio. Es suficiente con minimizar L,,. Esto es asi, como
consecuencia directa de las relaciones ya expresadas entre los criterios. También
aqui se verifica que cualquier 6ptimo de Pareto es 6ptimo del problema.

Umax

e o 0 — —

—@ *—@

0 Lmax

Figura 3. Posibles valores de los objetivos (Umax. Lmax)

Parece observarse cierta regularidad al combinar criterios conectados por
un camino en el grafo de reducibilidad establecido para problemas unicriterio en
los capitulos anteriores. No obstante, esta regularidad debe comprobarse en cada
caso antes de generalizarse.
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2.1.4. Criterios (Cyyaxs Umax)

En este caso, la resolucion de un problema unicriterio da bastante
informacion sobre el problema bicriterio.

Notese que si consideramos una unica maquina y fechas de disponibilidad
r; iguales a cero, el valor de C,,,, es constante, y, por tanto, basta con resolver el
problema unicriterio en U,,,. Este problema con una sola maquina puede
resolverse polinomialmente con cualquier algoritmo que minimice el numero de

trabajos tardios, como el de Moore y Hodgson (1968).

Si se cuenta en el modelo con la presencia de varias maquinas. Sea ¢ una
planificacion Optima para el problema que tiene por Unico criterio a C,,, ..

- Si Upygx (0°) = 0, entonces o* es también Optima para el problema
bicriterio.

- Si Uyygx (0%) = 1, entonces debe calcularse o, la solucion optima del
problema

min Ciax(0)
s.a.:
Umax(oj

La grafica de las soluciones factibles para este problema es la de la figura
siguiente:

Umax

e e e e —

punto

- 2 3 2 3 2 3

ideal

Figura 4. Posibles valores para los criterios (Cmax, Umax).
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2.1.5. Criterios (Cyaxs Lmax)

En los problemas en los que interviene una sola maquina, y, suponiendo
que los trabajos estan todos disponibles desde el instante inicial, es decir, las
fechas de disponibilidad rj, son todas iguales a cero, el valor C,,,, es constante, y,
por tanto, el problema se reduce al problema unicriterio con el criterio L,,,,,
criterio que es optimizado en tiempo polinomial por la secuencia EDD, aquella
que consiste en ordenar los trabajos en orden creciente de sus fechas limite.

Si intervienen dos 0 mas maquinas, obtenemos problemas mas complejos y
nos vemos en la necesidad de determinar los 6ptimos de Pareto.

La grafica bidimensional de posibles valores para estos criterios seria la de
la figura 5:

Cmax

unto, Cmax minimo

p
7id@?4‘7’77777

Lmax

Lmax
minimo

Figura 5. Posibles valores en los criterios (Cmax,Lmax)

2.1.6. Criterios (Cmax, Tmax)

En este caso son también aplicables las consideraciones hechas para el
caso anterior, incluso la secuencia EDD también minimiza 7,,,, cuando se
considera una Unica maquina. La grafica de posibles valores para los criterios
tiene un aspecto similar al anterior, salvo que 7,,,, no puede tomar valores
negativos.
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Cmax

punto, Cmax minimo B

‘ Tmax

Tmax
minimo,

Figura 6. Posibles valores en los criterios (Cmax,Tmax)

Veamos ahora el caso en el que existe una relacion funcional entre los
criterios, es decir, los criterios se combinan en una Unica funcioén objetivo que se
pretende minimizar.

2.2. Minimizacion simultdnea: funcion objetivo compuesta

2.2.1. Criterios (Pygxs Linax)

Hoogeveen (1992a) considera el problema bicriterio sobre una maquina
donde los criterios que intervienen son la puntualidad y la demora maximas. El
conjunto J = { Jy, ..., J,,} esta formado por los trabajos a secuenciar, donde cada
trabajo J; tiene asociados los datos p;, que representa su tiempo de completacion,
d; su fecha limite de completacion, y s; el instante de comienzo deseado. Se
consideran las variables Sj, instante real de comienzo de la ejecucion, P] =5;- Sj
puntualidad en el comienzo de la ejecucion y L; = C; - d; la demora en la

completacion de la actividad. Los criterios elegidos son entonces

Notese que L,,,, es una medida de actuacion regular, es decir, creciente en los
tiempos de completacion, mientras que P,y no lo es. De hecho, cuando s; = d; -
pj ¥ la puntualidad maxima P,,,, y la anticipacion maxima E,,, coinciden.

(Recuérdese que E, = max {0, d, - C/} ). Hoogeveen muestra que el problema de
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minimizacion simultanea con una funcién objetivo compuesta general
1jnmitJF' (P45 Lypgy) €s polinomial cuando s; € [d; - p; , d;] Vj , donde el
parametro nmit denota el hecho de que no se admite tiempo ocioso en la maquina.

2.2.2. Criterios (2Cj, fmax) con fmax regular, y criterios (2Cj,
Emax)

Hoogeveen y van de Velde (1992a) consideran los problemas bicriterio
sobre una maquina donde el criterio que acompafia a la suma total de los tiempos
de completacion de todos los trabajos es una funcién regular f,,,,
max; - 1,”,,1{};((?])}. con f;(C;) creciente Vj; o bien, la funcién no regular de la

anticipacion maxima £, . .

El problema [/F(2C;Eyq,,) es polinomialmente resoluble con una
complejidad O3 min {n, log n + log pyat) con p,. =max1§_j$n{pj}' En el

caso particular f,,,x = L4 » la complejidad se reduce a O(n3). El numero de

n(n—1)
2

optimos de Pareto para (Zijma)J esta acotado por +1 y esta cota es

asintotica, es decir, es posible encontrar una sucesion de entradas al problema
cuya correspondiente sucesion de cardinales del conjunto de 6ptimos de Pareto
converja a esa cota.

Sin  embargo, el  problema 1pmtn,nmit/fF (2 C,E,,,,)  es
pseudopolinomialmente resoluble en tiempo O(nfpj), y es NP-duro en sentido
ordinario, pero no en sentido fuerte. Su relajacion I pmtn/F| (ZCJ-,Ema si es un

problema NP-duro en sentido fuerte.

Cuando se permiten interrupciones, el nimero de planificaciones extremas

con respecto a £,,,,, y 2C;esta acotado por n(n—1) +1.

Casos particulares polinomialmente resolubles del problema son:
o 1 pmin,nmitjoy 2Ci+ 0E,, 4 en tiempo O(n?) si 0 2as.
o fjog2Cit ok, en tiempo O(n?).

o 1pminjoy 2Ci+oE,,,, también en tiempo O(n?).
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2.2.3. Problemas justo a tiempo

Un problema que surge directamente del ambito industrial es el problema
"just-in-time manufacturing”. La metodologia "justo a tiempo" consiste en realizar
una planificacion del proceso de fabricacion de modo que, la completacion de la
fabricacion de los productos tenga lugar en instantes tales que: por un lado, dichos
instantes sean anteriores a las fechas limite de completacion de la fabricacion de
los productos; y, por otro, no sean demasiado anteriores. Se trata pues de
minimizar dos tipos de costos inherentes al problema: el costo de penalizacion por
no completar la produccion antes de las fechas limite, y el costo de
almacenamiento de aquellos productos finalizados antes de sus fechas limite. Este
problema puede modelizarse como un problema bicriterio sobre una unica
maquina donde, desde el punto de vista de la optimizacion simultanea, la funcién
a minimizar es

f(@) = S(aE+BT)

donde Z%Ej es el costo de almacenamiento de los productos cuando su
fabricacion se completa antes de sus fechas limite, y Z,BJY} la penalizacion en la
que se incurre cuando la fabricacion de los productos se finaliza después de su
fecha limite.

3. Algoritmos y Métodos de Resolucion

3.1. Obtencion de puntos eficientes para problemas bicriterio

Se proponen a continuaciéon sendos algoritmos para calcular los puntos
eficientes y los puntos eficientes extremos que estan sobre la frontera de la
envoltura convexa de la region factible. Ambos algoritmos difieren principalmente
en el paso 3, pues el segundo algoritmo necesita calcular otra pendiente para
seguir el procedimiento de busqueda. En la descripcion de los algoritmos se utiliza
la notacion establecida al principio del epigrafe 2 de este mismo capitulo.

Sea 2 el conjunto de planificaciones o posibles, sea H la envoltura

convexa del conjunto de puntos (f{0),g(0)) donde ¢ € 2, y sea Fr(H) la frontera
de H.

Algoritmo para obtener los puntos eficientes o de Pareto en Fr(H).
(Algoritmo E)
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Paso I:

e Sea 0 € 2 la planificacion que optimiza la f, y sea ¢ € 2 la planificacion
que optimiza la g. Si hay varias ¢ elegir una con valor g(¢') menor. Si hay
varias o elegir una con valor f{o’) menor.

e Sea E el conjunto de planificaciones eficientes en Fr(H). Inicialmente E es
vacio.

e Almacenar 6y ¢ en E.

e Sean los puntos (f{J'), g(6'), y (f(5), g(5’)) los valores correspondientes a las
dos planificaciones.

e Poner A=0,B=0,¢ei=0.

Paso 2:
e (Calcular la pendiente m y el parametro b de la forma siguiente:

. g(B)—g(4) oM

Cf(B)-f(A) T m-1

e Calcular la planificacion ¢ € £2 que sea minima respecto al valor b, es decir,
aquella que minimiza
bf (o) +(1-b)g(0).

Si hay mas de una planificacion minima con respecto a b, elegir aquella distinta de
A y con valor f(0) mas pequeiio.

e Sea el punto (f{o), g(0)).

- Si la planificacioén o coincide con B, ir al paso 4.

- En otro caso, ir al paso 3.

Paso 3:
e Almacenar oen E. Colocari =i + 1, C(i) = A, D(i) = o.
e Poner 4 = oy volver al paso 2.

Paso 4:
-Sii #0,poner A = C(i), B=D(i), i =i- 1y volver al paso 2.
- Sii =0, Parar. E da el conjunto de planificaciones eficientes en Fr(H).

Algoritmo para obtener los puntos eficientes extremos en Fr(H).
(Algoritmo EX)

Paso 1:

* Sea 0 € R1a planificacion que optimiza la £, y sea 0 € £2la planificacion que
optimiza la g. Si hay varias ¢ elegir una con valor g(¢') menor. Si hay varias
o elegir una con valor f{¢’) menor.
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e Sea EX el conjunto de planificaciones eficientes extremas en Fr(H).
Inicialmente EX es vacio.

e Almacenar ¢ y & en EX.

e Sean los puntos (f{0'), g(6"), y (f(c), g(c’)) los valores correspondientes a las
dos planificaciones.

e Poner A=0,B=0,¢ei=0.

Paso 2:
e (Calcular la pendiente m, y el pardmetro b de la forma siguiente:

L _8B)-g(d) _ m
LB -f(A) T m-1

e Calcular la planificacion ¢ € £2 que sea minima respecto al valor b, es decir,
aquella que minimiza bf' (0)+(1-b)g(o). Si hay mas de una planificacion
minima con respecto a b, elegir aquella con valor f{o) mas pequefio.

e Sea el punto (f{o), g(0)).
- Si la planificacioén o coincide con 4 6 con B, ir al paso 4.
- En otro caso, ir al paso 3.

Paso 3:
e (Calcular la pendiente m, entre los puntos de las planificaciones By o; es decir:

. = 8(B)—g(0)
2 s
f(B)=f(0)

- Si m, # m,, poner oen EX. Colocari =i+ I, C(i) = 4, D(i) = 0. Poner 4 = 0,y
volver al paso 2.
- Si m, = m, ir al paso 4.
Paso 4:
-Sii#0,poner A = C(i), B=D(i),i=1i-1eiral paso 2.

- Sii =0, Parar. EX da el conjunto de puntos eficientes extremos en Fr(H).

Estudiemos ahora la convergencia de estos algoritmos.

Convergencia de los algoritmos

Los teoremas siguientes garantizan la convergencia de estos algoritmos.
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Teorema 1.

El algoritmo E converge, es decir, genera todos los puntos eficientes
respecto a (f, g) que estén en Fr(H).

Demostracion:
Tendremos que demostrar:

i) A es eficiente, y, por simetria, B también lo es.

ii) dado el par de eficientes 4, B, la planificacion o, que minimiza
bf (0)+(1-b)g(0) con f{o) mas pequeiio, y distinta de A, también lo es.

ii1) todos los pares posiblemente generadores de planificaciones o; eficientes son
implicitamente explorados.

g(B)—g(4) la
f(B)-f(4)

pendiente de la recta que une los puntos asociados a las planificaciones 4 y B. Sea

1) y iii) son evidentes por construccion. Para ii), sea m =

m . . .
b= T y sea 0y, la correspondiente planificacion encontrada en el paso 2. Por la

eleccion de A y B se tiene que f(4) < f(o) <f(B),y, g(B) <g(0;) < g(A). Por tanto,
—o<m<0, 1>b>0, yel punto (f(c;).g(0;)) esta en el tridngulo definido por los
puntos asociados a las planificaciones 4 y B, puntos (f(4), g(4)) y (f(B), g(B)), y el
punto (f(4), g(B)). Sea h(x,y) = bx + (1-b)y , como 1>b >0, entonces /(x,y) es

creciente en ambos argumentos. Consecuentemente, la minimalidad de o,
garantiza que su punto asociado sea eficiente. []

Teorema 2.

El algoritmo EX converge, es decir, genera todos los puntos eficientes
extremos respecto a (f, g) que estén en Fr(H).

Demeostracion:
Tendremos que demostrar:
1) A es eficiente extrema, y, por simetria, B también lo es.
ii) para cualquier par de eficientes extremas A, B, el algoritmo EX encuentra

todos los puntos eficientes extremos que existen en el triangulo definido por
los puntos asociados a A y B, puntos (f(4), g(4)) y (f(B), g(B)), y el punto

(f(4), &(B)).
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1) es evidente por construccion. Para ii), sean 4, B dos planificaciones
eficientes extremas, y sea 0, la planificacion asociada de acuerdo con el paso 2.
Por el Teorema 1, o, es eficiente. Sea m, la pendiente de la recta que une los
puntos asociados a o, y B. Si m, = m, los puntos asociados a 4, 0, , y B estan
alineados quedando o), en medio y, por tanto, o, no es extrema. Si m, # m,,
entonces O, es extrema pues, si no lo fuese, su punto asociado seria combinacion
lineal convexa de dos puntos asociados a sendas planificaciones eficientes
extremas 0y, ,0;, . Al menos uno de estos puntos estaria en el mismo tridngulo
que el punto asociado a 0, lo que contradiria la minimalidad de o, con respecto a
bf (0)+(1-b)g(0o) vy, en segundo término, su minimalidad con respecto a f(o).

n n

Notese que las relaciones "~;", en el conjunto de planificaciones
eficientes,$2,c2y "~;," en el conjunto de planificaciones extremas £2;, € 2,
£ son relaciones de equivalencia en sus respectivos conjuntos. Todas las
planificaciones de la misma clase de equivalencia tienen asociado el mismo punto
eficiente (eficiente extremo) (f{0),g(0)). En este sentido, los algoritmos E, y EX,
generan para cada clase un unico punto eficiente, y eficiente extremo, es decir, un
unico representante de cada clase de equivalencia.

Complejidad Computacional

La complejidad de los algoritmos propuestos depende del ntimero N de
puntos eficientes en Fr(H), y del nimero M de puntos eficientes extremos en
Fr(H) respecto al problema bicriterio (f, g), y también, de la complejidad O(f),
O(g), O(bf + (1-b)g) relativas a los problemas unicriterio asociados a f, g, y b f +
(1 - b) g respectivamente.

Caracteristicas computacionales del Algoritmo E

a) resuelve el problema funa sola vez, y el problema g una sola vez.

b) resuelve el problema bf + (1-b)g tantas veces como puntos genera. El
numero de coincidencias ¢ = B es de orden N.

c) el numero de célculos de m y b esta acotado por 2N.

Por tanto, la complejidad del algoritmo £ esta acotada superiormente por

o) + O(g) + N O(bf + (1-b)g) + 2N

125



Capitulo IV: Planificacion bicriterio

Asi, si los problemas unicriterio asociados son polinomiales, y N esta
acotado polinomialmente, entonces el algoritmo E es polinomial.

Caracteristicas computacionales del Algoritmo EX

a) resuelve el problema funa sola vez, y el problema g una sola vez.

b) resuelve el problema bf + (1-b)g tantas veces como puntos genera. El
numero de coincidencias 0= 4, 6 o = B, 6 odistinta de 4 y B pero m, =m,,
es de orden M.

c) el nimero de calculos de m, , b, y m, esté acotado por 3M.

Por tanto, la complejidad del algoritmo EX esta acotada superiormente por
O + O(g) + M O(bf + (1-b)g) + 3M

Notese que generalmente M es menor que N con lo que el algoritmo EX
sera usualmente mas rapido que el algoritmo FE.

Asi, si los problemas unicriterio asociados son polinomiales, y M esta
acotado polinomialmente, entonces el algoritmo £X es polinomial.

Los algoritmos propuestos consideran el problema de caracterizar un
amplio nimero de puntos eficientes y puntos eficientes extremos asociados a
cualquier problema de planificacion bicriterio. Dichos algoritmos determinan las
planificaciones eficientes y las planificaciones eficientes extremas que estén sobre
la frontera de la envoltura convexa de la region factible; y, no aportan mayor
complejidad que la necesaria para resolver los problemas unicriterio asociados.

Como se ha indicado mdas arriba, puede acontecer que varias
planificaciones eficientes tengan asociado el mismo punto eficiente, y que varias
planificaciones eficientes extremas tengan asociado el mismo punto eficiente
extremo. En estos casos, los algoritmos propuestos generan una Unica
planificacion asociada a cada punto generado, es decir, un Unico representante de
cada clase de equivalencia.

Si se desean obtener todas las planificaciones de una determinada clase de
equivalencia, habria que considerar el problema bicriterio concreto sobre el que se
estén aplicando los algoritmos, y, tomando como referencia los valores de los
objetivos y el representante de la clase, detectar todos los demas miembros de
dicha clase. En el apéndice C se recoge una experiencia computacional realizada
para estudiar estos algoritmos.
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Estudiemos ahora los criterios (P, L,,.)-

3.2. Problemas Bicriterio con los criterios (P gxsLmax)

Supoéngase que se tienen que planificar » trabajos independientes en una
unica maquina. Dicha maquina no puede procesar simultaneamente més de un
trabajo. Los trabajos estan disponibles para su procesamiento desde el instante
inicial. No se permiten interrupciones de los trabajos. El procesamiento del trabajo
J,, (i=1,...,n) requiere un tiempo p,, medido sin interrupciones, e idealmente debe
comenzar en el instante s, (instante deseado o preferible de comienzo), y también
debe completarse idealmente antes de una fecha limite dada d,. Dada una
planificacion o de los trabajos se pueden computar los valores para o de las
variables asociadas a cada trabajo J.; es decir, S, el instante de comienzo,
C =S +p, el tiempo de completacion sin solapamientos, P =s5,—S su

puntualidad y L, = C, —d, su demora. También pueden evaluarse en referencia a o

los valores P, = maxls,.Sn{P,.} ,y L = maxlSiSn{L,-}

max max

Notese que si s, =d, — p,,Vi entonces la puntualidad de cada trabajo
coincide con su anticipacion (o prontitud en la completacion) ya que

B=s-8=d-p—-(C-p)=d,-C =max{0’di_ci}=Ei

y, por tanto, los criterios P,y E, . son equivalentes en ese caso.

max

Los problemas considerados respecto a los criterios P, y L,, son
NFPw Lyg) Y 1|lnmit|F(P,,,., L,.) siendo F una funcién compuesta general.
Aunque el primero de estos problemas ya fue estudiado por Smith (1956), s6lo
unos pocos problemas bicriterio han sido estudiados desde entonces. Muchos de
ellos corresponden a minimizacion jerarquica como los estudiados por el propio
Smith (1956) y por Shanthikumar (1983). Otros realizan una minimizacion
simultanea agregando los criterios en una tnica funcion objetivo compuesta como
en Nelson, Sarin y Daniels (1986). Hay muchas contribuciones utilizando técnicas
de ramificacién y acotacidon y algunas que no hacen uso primordial de estas
técnicas como las debidas a Garey, Tarjan y Wilfong (1988), que dan un algoritmo

de O(n (log z p,)) para el problema /|| max{Emax,Lmax}; y, Hoogeveen y Van de
Velde (1992a), que aportan un algoritmo de O(n3min{n,logz P,-}) para el

problema [||F(f,,
1| 0E

2> 2,C), y un algoritmo de O(n') para el problema
+ZQ con a<1.

max
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3.2.1. Problemas unicriterio relacionados

Recordemos que los problemas /|| P,,. y I//L,,. son resolubles en tiempo
polinomial. El problema de minimizar la puntualidad maxima en ausencia de
tiempo ocioso de la maquina se optimiza mediante la regla MTST, y el de
minimizar la demora maxima mediante la regla EDD.

La regla MTST consiste en secuenciar los trabajos en orden no decreciente
de sus instantes de comienzo ideales s;. La regla EDD, Jackson (1955), consiste
en secuenciar los trabajos en orden no decreciente de sus fechas limite de entrega
d,. Cada una de estas secuencias puede obtenerse en tiempo O(nlogn)

La regla MTST puede entenderse como una generalizacion de la regla
EDD. Obviamente, y dado que M7ST minimiza P, y EDD minimiza L, , si
ambas secuencias coinciden, la secuencia resultante sera Optima tanto para
N|F(P,pw L) como para I|nmit|F(P,,,. L,./). ya que en este tltimo caso la
incorporacion de tiempo ocioso en la maquina no conlleva una disminucion del
valor de la funcion objetivo. Desafortunadamente ambas secuencias generalmente
no coinciden por lo que se hace necesario calcular los 6ptimos de Pareto para
(P

max’ Lmax)

Sabiendo que si F(f'(0),..., f*(0)) es una funcion objetivo compuesta
de K criterios, y si F' es no decreciente en todos sus argumentos, entonces existe
un 6ptimo de Pareto de (f',..., /") que minimiza la funcién F; sera evidente

deducir que si el numero de puntos Optimos de Pareto esta acotado por un
polinomio en n, por ejemplo n, y, cada optimo de Pareto puede detectarse en
tiempo polinomial, entonces, existirda un algoritmo polinomial para minimizar la
funcién F. Esto es también cierto para el caso particular K = 2.

Comencemos analizando el problema /|nmit|F(P,,,, L,,)- Para hallar los
puntos optimos de Pareto de (P, L,/ bajo la hipotesis de no permitir tiempo

ocioso en la maquina podemos seguir la siguiente estrategia:

1) Dado un valor P de P,,,. que corresponde a un posible optimo de Pareto
(P,L) para (P, L,,,) resolvemos 1|P, < P,nmit|L, yobtenemos L.

max’ ax max

i1) Determinamos el proximo valor P,, que corresponde a un posible
optimo de Pareto.

La estrategia anterior presenta algunas dificultades:

1. ;Cémo seleccionar el valor inicial P de P, ?
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2. ({Coémo resolver el problema 1| P, < P, nmit|L,,, ?
3. (Como determinar el proximo valor P, . que corresponde a un posible
optimo de Pareto de tal modo que el nimero total de puntos generados no sea

demasiado grande?

La primera dificultad puede subsanarse eligiendo como P, inicial el que
reporta la regla MTST, ya que no puede haber un 6ptimo de Pareto con un valor
P ___ inferiora P, (MTST)

max max

La segunda dificultad concierne a la resolucion del problema 1|P, < P,

max

nmit| L La restriccion F,, < P induce para cada trabajo J, una fecha de

max * max

disponibilidad r, =s,— P, ya que s, —S, < P,Vj; y, por tanto, el problema es

idéntico a l|r, =, — P,nmit| L

max *

Lenstra, Rinnooy Kan y Brucker (1977) prueban

que el problema con r generales 1|r,,nmit|L,, es fuertemente NP-duro. No

max

obstante, para el problema 1|r; =s, — P,nmit|L,,, , donde los instantes ideales de

max >

comienzo verifican s; € {d = p;.d j} , Hoogeveen (1992a) encuentra un algoritmo

de O(nlogn) que lo resuelve.

En cuanto a la tercera dificultad, es claro que incrementando el valor de P
en una unidad en cada iteracion se obtendrian todos los 6ptimos de Pareto, pero
esta técnica no nos llevaria a un algoritmo polinomial.

Deben entonces subsanarse las dificultades de modo que la estrategia
esbozada pueda desarrollarse completamente en tiempo polinomial.

Subsanando las dificultades 2) y 3) puede derivarse un algoritmo
polinomial para el problema [|nmit|F(P,  ,L,, ) siguiendo la estrategia
planteada. Dicha estrategia permite concluir que, si es admisible la incorporacion
de tiempo ocioso en la maquina, el problema /|| F(P,,.,L,,. ) resulta, a diferencia
del anterior, NP-duro en sentido fuerte.

ax >

Una subclase de 1|r; ,nmit| L

max

resoluble en tiempo polinomial

Para enfrentar la dificultad 2), bastaria con resolver polinomialmente el
problema 1|P, < P,nmit|L Para ello podemos considerar una subclase de

max max *

problemas de 1|r;,nmit|L,, que puede resolverse polinomialmente de modo que
nuestro problema sea uno de esa clase.

Lenstra, Rinnooy Kan y Brucker (1977) han probado que, para el caso
general, el problema llrj,nmitlL es fuertemente NP-duro. Sin embargo, Lawler,

max

Lenstra, Rinnooy Kan y Shmoys (1993) reflejan que los casos particulares a)
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r,=r,Vj; b) d,=d,Vj; ¢) p,=p,Vj ;y d) se permiten interrupciones de los
trabajos; son problemas polinomialmente resolubles.

Hoogeveen (1992a) toma la subclase de problemas de 1|r;,nmit|L,,,, en la

que intervienen diferentes fechas de disponibilidad dependientes de la posicion
relativa en la secuencia pero independientes de los trabajos. Estos problemas
pueden denotarse por 1|r[k] =s,— K, ,nmit|L,, donde [k] indica la posicion k-

ésima, K =(K,...,K,) € R" es un vector de R" con K, <K, ,,Vi=1,...,n—1. El
trabajo J, puede comenzar en la posicion k-ésima en G si s, — K; < C[k_l](O'). El

i+1°

problema 1|P, < P,nmit|L,, es un problema de esta clase. La resolucion de
cualquier problema de dicha clase se lleva a cabo por una extension de la regla de
Jackson o regla EDD. La extension de la regla EDD a la que se hace referencia
viene dada por el Algoritmo A4. Este algoritmo consigue que los empates de la
regla EDD se decidan de acuerdo con el orden no decreciente de instantes ideales

de comienzo s ;

Algoritmo A (extension de la regla EDD)

(0). Inicializacion: T < 0;k < LU < {J,,...,J, };V < @. (T denota el instante de
comienzo del trabajo en la k-ésima posicion).
(1) Para cada trabajo J, €U si s,—K, <T, entonces V<—VU{J].} y

U<—U—{Jj}. (U denota el conjunto de trabajos no planificados que no

pueden comenzar a procesarse en el instante 7, V' denota el conjunto de
trabajos no planificados que pueden comenzar a procesarse en el instante 7°.)
(2) Si V es vacio, entonces parar. En otro caso, determinar el trabajo con la menor
fecha limite en el conjunto V. Si hay empates, elegir el trabajo con menor
fecha de completacion ideal. Si aun hay empates, elegir el trabajo con menor
indice. Supongase que J, es elegido. Asignarlo a la k-ésima posicion.
() T T+pk—k+LV <V -{J}

(4) Si permanecen trabajos sin asignar, ir al paso 1.

El Algoritmo A4 es polinomial. Ademas resuelve 6ptimamente el problema,
con fechas de  disponibilidad  dependientes de la  posicion,
llr[k] =s,— K, ,nmit|L,, . Para comprobar esto ultimo nos podemos basar en los

max *

siguientes resultados:
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a) Dada ouna planificacion arbitraria y dados J, y J; dos trabajos, donde J; esta
planificado antes que J, en 0. Si J; no puede comenzar a procesarse en el
instante C;(0), 0, si L;(0) > L;(0), entonces, ocurre que s, >s, y d; >d,.

b) (Regla de dominancia) Dados J; y J, dos trabajos arbitrarios con s, <s, y
d, <d; y al menos una de las desigualdades estricta, entonces, existe una
planificacion 6ptima para 1|r[k] =5, - K, ,nmit| L,

max

en la que J; precede a J,

Veamos a continuacion un ejemplo numérico de este algoritmo.

Ejemplo del Algoritmo A

Considérese la tabla de datos referentes a los tiempos de proceso, fechas
limites, e instantes ideales de comienzo de ocho trabajos, asi como el vector de
valores K, ,siguientes:

i 1 2 3 4 5 6 7 8
p, 121 79 147 83 130 102 96 88
d, 260 266 269 336 337 400 683 719
s, 0 150 0 100 100 0 400 600

K, 0 25 50 75 100 150 150 200 |

La ejecucion del algoritmo seria:

(0) T=0; k=1; U={1,...,8}; V=L K,=0.
(1) V={1,3,6}; U={2,4,5,7,8}.

(2) Se elige el trabajo de indice 1. o= {1}
(3) T=121; k=2; V={3,6},; K;=25.

(1) V={3,6,4,5},U={2,7,8}.
(2) Se elige el trabajo de indice 3. o= {1-3}.
(3) T=268; k=3, V={6,4,5}; K,=50.

(1) V={6,4,5,2);U={7,8}.
(2) Se elige el trabajo de indice 2. o= {1-3-2}.
(3) T=347; k=4, V={6,4,5}; K,=75.

(1) V={6,4,5,7};U={8).

(2) Se elige el trabajo de indice 4. o= {1-3-2-4}.
(3) T=430; k=5; V={6,5,7}; K;=100.
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(1) V={6,5,7};U={8}.
(2) Se elige el trabajo de indice 5. o = {1-3-2-4-5}.
(3) T=560; k=6, V={6,7}; K,=150.

(1) V={6,7,8}; U=L.
(2) Se elige el trabajo de indice 6. o= {1-3-2-4-5-6.
(3) T=6062; k=7, V={7,8}; K,=150.

(1) V={7,8};U=&
(2) Se elige el trabajo de indice 7. o = {1-3-2-4-5-6-7}.
(3) T=758; k=8; V={8}; K,=200.

(1) V={8}; U=L.
(2) Se elige el trabajo de indice 8. o= {1-3-2-4-5-6-7-8}.
(3) T=846, k=9, V=L

(4) Parar. La planificacion propuesta es o = {1-3-2-4-5-6-7-8}.

El Algoritmo 4 también resuelve Optimamente, por ser miembros de la
subclase anterior, los problemas /P, < P,nmit|L,,. y I/L,, <L,nmit|P,

max *

Para cerciorarse de ello basta con considerar que P =s,-S,, y que

L =C—-d,=S,+p,—d;=S,—(d,—p;) y elegir los K, convenientemente.

Veamos que ocurre cuando no se permite tiempo ocioso en la maquina.

3.2.2. Puntos optimos de Pareto cuando no se permite tiempo
ocioso en la maquina.

Para afrontar la dificultad 3), se tiene que encontrar una cota polinomial en
n al nimero de puntos Optimos de Pareto, dicha cota puede ser precisamente 7.
También es necesario indicar como determinar el nuevo valor P,y establecer un
algoritmo para encontrar todos los puntos optimos de Pareto.

El algoritmo que presenta Hoogeveen (1992a) permite determinar todos los
valores P de P, que pueden corresponder a un punto 6ptimo de Pareto. Conocido
P, el correspondiente valor L, puede determinarse en tiempo O(nlogn)
resolviendo el correspondiente problema /P, < P,nmit /L por el Algoritmo 4.
Acotando el numero de oOptimos de Pareto para (P, ,L,. ) por n se deduce
inmediatamente un algoritmo polinomial para encontrarlos todos.
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Notese que si P es una cota superior arbitraria de P, se puede hacer
decrecer L sin mas que intercambiar dos trabajos que no estan planificados en
orden EDD. Esta idea induce a particionar la secuencia o en bloques de tal manera
que los intercambios necesarios para decrecer L solo tienen lugar en el interior

de cada bloque.

Algoritmo de particion (de una planificacion o en bloques)

(1) Seleccionar el trabajo J;, para ser primero en el bloque. Comparar la fecha
limite de J, con la fecha limite de sus sucesores en la secuencia hasta
encontrar un trabajo que no tenga fecha limite menor. Sea J, tal trabajo. El
bloque contiene J, y todos los trabajos siguientes en la secuencia hasta J, .

(2) Proceder con el siguiente trabajo hasta que la planificacion este totalmente
particionada en bloques.

Dada o una planificacion 6ptima para //P, < P,nmit /L, obtenida por el
algoritmo A, donde P es una cota superior arbitrariade P, ,con P> P(MTST),
y siendo P(MTST )= P, (MTST). Particionando o en bloques de acuerdo con el
algoritmo de particion se tiene que cualquier bloque B satisface las siguientes

propiedades:

(1) st el trabajo J; es el primer trabajo en B, entonces todos los trabajos J;, en o

con menor fecha limite planificados después de J; también pertenecen al
bloque B.

(2) los trabajos en B se planifican en el siguiente orden: el trabajo con mayor
fecha limite se planifica primero, los otros trabajos se planifican en orden
EDD.

Ademas se sabe que:

(a) Sean A y P, dos valores arbitrarios de una cota superior de P, , con B, <P,
y si 0, y 0, son las planificaciones dptimas obtenidas aplicando el algoritmo 4
a los problemas /P, <P,nmit/L,. ., 'y 1/P, <P,nmit/L,,.,
respectivamente. Supongamos que se particiona 0, en bloques de acuerdo con
el algoritmo de la particion y B es un bloque arbitrario de o, con T,y T, los
instantes de comienzo y completacion del bloque B en 0,, respectivamente.

Entonces los trabajos pertenecientes a B se procesan en o, durante el intervalo

[T, T].
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(b) Sea o una planificacion Optima para //P, < P,nmit [L obtenida por el
algoritmo A4, donde P es una cota superior arbitraria de P,__,y, sea B un bloque
que contiene un trabajo J; con L, (o)=L, (o). En aras de disminuir L, (0),

es necesario incrementar P de modo que otro trabajo en el bloque B pueda
planificarse primero.

max’

(c) Sean o, y 0, dos planificaciones obtenidas por el algoritmo A4, a las que
corresponden, respectivamente, los puntos Optimos de Pareto (F,L,) y
(P,L,). Supoéngase P, < P,. Particionamos o, y 0, en bloques aplicando el
algoritmo de la particion. Entonces, el numero de bloques en los que o, ha
sido particionada es inferior al nimero de bloques en los que ha sido
particionada o,.

Consecuentemente el nimero de 6ptimos de Pareto esta acotado por n y
esta cota es asintotica.

De los resultados anteriores se deduce inmediatamente que un nuevo punto
optimo de Pareto puede obtenerse incrementando el valor P de la cota superior de
P tal que para cada bloque B que contiene un trabajo J, con L =L _ otro
trabajo puede ser planificado en la primera posicion en B. Esta observacion es la
base de un algoritmo que, dada una planificacion Optima o para
1/P,.. < P,nmit/L,, ,determina el proximo valor P, correspondiente a un punto

optimo de Pareto.

ax

Algoritmo P

(0) Particionar o en bloques de acuerdo con el algoritmo de la particion.

(1) Determinar para cada bloque B que contiene un trabajoJ, con L. (o)=L, (0)
el valor de una cota superior P tal que otro trabajo en B pueda ser planificado
en la primera posicion. Si J, es el Unico trabajo en B, entonces L, , no puede
decrecer, por tanto, parar.

(2) Elegir el maximo de los valores encontrados en el paso 1. Este maximo es el
nuevo valor de P.

Una implementacion correcta de todas las propiedades deducidas
anteriormente nos llevan a un algoritmo que determina todas las planificaciones
optimas de Pareto en tiempo O(n”logn). Se ganaria en tiempo si se determinan
los puntos Optimos de Pareto en lugar de las planificaciones. Notese que después
de seleccionar un punto 6ptimo de Pareto, la correspondiente planificacion se
deduce facilmente.
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El algoritmo que se establece depende fuertemente de las propiedades de
los bloques. Supongase que los trabajos estan numerados en orden creciente de
fechas limite deshaciendo los empates en el orden creciente de instantes de
comienzo ideales. Considérese un bloque arbitrario B, y supongase que contiene

los trabajos {Jl.,...,J,}. Entonces el tiempo de completacion de cada uno de los

trabajos en {Jl.,...,Jl_l} es igual al tiempo de completacion en la secuencia EDD
mas el valor p,. Por tanto, la demora méxima relativa al bloque B se alcanza en el
trabajo de {J,,...,J,_,} que tiene la demora méaxima en la planificacion EDD. Mas
aun, el trabajo que ocupa la primera posicion en B cuando la cota superior de P,

nax

se incrementa minimamente es el trabajo de {J,...,J,,} que tiene el menor

instante ideal de comienzo; y la cantidad minima necesaria para incrementar P es
s;—C_(EDD)-P.

Las observaciones anteriores muestran que, una vez almacenados los
necesarios oOrdenes por bloque, se pueden determinar el valor L, de las
planificaciones de B y el valor de la cota superior que se necesita para alterar la
secuencia en B en tiempo constante. Para ello se almacenan los valores L,y el
valor de la cota superior asociados a cada bloque B en un arbol ordenado. De esta
manera puede determinarse el nuevo valor P, y su correspondiente L _ en
tiempo O(nlogn). Como establecer los o6rdenes en cada bloque lleva un tiempo

O(n), el algoritmo B se ejecuta en tiempo O(n°).

Algoritmo B

(0) Resolver el problema /|nmit| P, , obteniendo el valor P(MTST ). Resolver
el problema [//P, < P(MTST),nmit/L,  obteniendo la secuencia o
Almacenar (P, (0),L,, (0)). Particionar o en bloques aplicando el
algoritmo de la particion.

max

(1) Determinar el orden MTST; el orden L,(EDD) (en el que los trabajos se
ordenan de acuerdo a valores no decrecientes de sus demoras en la secuencia
EDD); y los valores C;(EDD),Vj=1,...,n. Particionar las ordenaciones
MTST y L;,(EDD) de acuerdo a la particién de o. Determinar para cada

bloque B su demora maxima relativa y su nuevo valor de la cota superior.
Almacenar esos valores en un arbol ordenado.

(2) Determinar el elemento minimo en el arbol ordenado que contiene los
nuevos valores de las cotas superiores relativas a los bloques; sea éste P.
- Si P=oo, ir al paso 5; todos los puntos interesantes ya han sido
descubiertos.
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- En otro caso, supongase que P se origina desde el trabajo J,; y
supongamos que este trabajo esta en el bloque B que contiene los trabajos

(e}

(3) Partir B en dos partes: la primera parte contiene los trabajos J,,...,J,,
mientras que la segunda parte contiene los trabajos J,,,,...,J;,. Determinar
para cada parte el valor de la demora maxima relativa al bloque, almacenar
estos valores en el arbol ordenado y borrar el valor antiguo de la demora
maxima relativa a B del arbol. Determinar para la segunda parte el nuevo
valor de la cota superior correspondiente al bloque; sea este valor F. Si
P, < P la segunda parte debe partirse nuevamente. Esto puede hacerse de la
misma manera que se ha descrito. El proceso se repite hasta que el valor
corriente A, sea mayor que P. Si B, > P, entonces hemos obtenido un punto
interesante con valor P, igual a P,y valor L, _ igual al elemento maximal
en el arbol ordenado que contiene los valores de demora maxima relativos a
los bloques.

(4) Almacenar este punto, e ir al paso 2.

(5) Si se quiere optimizar una funcién compuesta /' en los criterios, evaluar para
cada punto interesante la funcion F, y elegir el de valor minimo. Supongase
que el minimo se alcanza en el punto (P,L). La planificaciéon Optima
correspondiente se determina entonces resolviendo el problema
1/P, < P,nmit|L, _ mediante la extension de la regla de Jackson (algoritmo
A).

Veamos ahora que ocurre cuando si se permite tiempo 0cioso.

3.2.3. Planificaciones odptimas de Pareto cuando se permite
tiempo ocioso en la mdaquina.

La estrategia planteada anteriormente, que permite resolver Optima y
polinomialmente el problema de hallar los 6ptimos de Pareto de (P, ,L,..)

cuando no se admite tiempo ocioso en la maquina, y, cuando se satisface la
condicion s, € [dj —p;d j] VJ ; puede usarse para garantizar que, en presencia de
tiempo ocioso en la maquina, el problema /||F(P,,,L

) es fuertemente NP-
duro.

El problema //P,, < P/L,,. es resoluble en tiempo polinomial, con lo cual

se subsanaria la dificultad 2) en la aplicacion de la estrategia. Ademas, la curva
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que conecta todos los puntos (P,L), donde L es una salida del problema
1/P, < PJL, . ., esuna funcion lineal a trozos con gradiente alternativamente -1 y
0, y que puede calcularse en tiempo O(n’logn). Pero, a pesar de todo ello, el
problema I||F(P,,,L,, ) sigue siendo NP-duro en sentido fuerte. Este hecho
contrasta con la complejidad polinomial del problema I |nmit| F(P,,., L

nax > ““max ) .

Para estudiar el problema //P,, < P/L,, se puede razonar de la siguiente

manera. Como L, es una medida regular, basta buscar la solucion 6ptima entre
las planificaciones activas. Estas planificaciones tienen la caracteristica que no se
puede anticipar el procesamiento de ninglin trabajo sin que ello conlleve el
incremento del tiempo de completacion de algin otro. Teniendo en cuenta el
analisis realizado para la version del problema en la que no se permite tiempo
ocioso en la maquina, y dado que el problema //P, < P/L, . no es facilmente

abordable en si mismo, se vuelve a formular en modo que se aplique el estudio
hecho para la version que no admite tiempos ociosos en la maquina.

La posibilidad de insertar tiempo ocioso en la maquina tiene una
importante consecuencia: si se tiene una secuencia parcial sin tiempo ocioso en la
que los primeros k-/ trabajos estan fijados, en vez de planificar el trabajo
disponible con la menor fecha limite en la posicion &, puede ser ventajoso esperar
hasta que otro trabajo con menor fecha limite esté disponible. Esto parece similar
a incrementar la cota superior P como en la seccion anterior, pero difiere ya que
insertar tiempo ocioso afecta a los tiempos de completacion de los trabajos que se
planifiquen a partir de esa posicion. Esta circunstancia induce a introducir en el
modelo fechas de disponibilidad dependientes de la posicion.

Asi, se vuelve a formular el problema //P, < P/L _ en modo que
aparezcan fechas de disponibilidad dependientes de la posicion y sea equivalente a
un problema en el que se incorpore la restriccion de no permisibilidad de tiempo
ocioso en la maquina.

Para ello supdngase que o es una secuencia optima para //P, < P/L

max max *

Sea o la secuencia correspondiente eliminando los tiempos ociosos. Tomemos

P[l.](g') la puntualidad del trabajo en la posicion i en 0. Sean
K, =max g R,y,i=1,....,n. La cantidad total de tiempo ocioso que puede
insertarse en o antes que J[i] se realice para originar una planificacion factible con

respecto a la restriccion P, < P es max{K, — P,0}.

max

Luego, el problema [/P__<P/L

max max

puede formularse como
1/R, < K;,nmit /maxlSiSn{L[i] +max{K, - P,O}} , donde el conjunto de restricciones

< K, induce el conjunto de fechas de disponibilidad posicionales
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i =S -K;i=1,...,n;j=1,...,n.

i

Para resolver este ultimo problema puede usarse una aproximacion paso a
paso: dado un vector no decreciente de cotas superiores K’ que posiblemente
corresponda a una solucion Optima del problema anterior, determinamos K’
incrementando al menos una componente deK” en la cual L decrece, siendo J,,
el trabajo que define el maxlsks,,{l,[k] +max{Kk—P,0}}. Notese que, dado un
vector K’ =(K/,...,K’) de cotas superiores con K/ <K’ ,Vi=1,..,n—1, el
conjunto oOptimo de valores L[,-] se determina resolviendo los problemas
1|P[,-] < K/,nmit|L,, . con el algoritmo A. Nétese que las componentes de K’ son

max

no decrecientes, y también que las componentes de K’*' no son inferiores a las
componentes correspondientes de K.

Sea {Kl,...,K”’} el conjunto de vectores que se obtienen con la
aproximacion anterior. Definimos o, la secuencia obtenida al resolver el
problema /| Ry < K/,nmit | L

planificacion activa que se obtiene cuando se convierte o, en factible con respecto

con el algoritmo 4; definimos o,(P) como la

max

a la restriccion P,, < P. Claramente los vectores {Kl,...,K’"} tienen que ser

minimales, esto es, si una de las componentes de K/, j=1,...,m decrece, entonces
0, pasa a ser no factible con respecto a las restricciones RS K.

Para aplicar el algoritmo paso a paso anterior se deben determinar el
conjunto de vectores de cotas superiores {Kl,...,K’”} que guien a una posible

secuencia Optima o,(P) para el problema //F,, <P/L Estos vectores se

max max *
detectan de una manera similar a como se detecta el conjunto de posibles valores
P correspondientes a 6ptimos de Pareto para la version "nmit"” del problema, es

max

decir, sin admitir tiempo ocioso en la maquina.

Considérese un vector K del conjunto {K 1,...,K”’}. Sean k y [ tales que

K, ,<K,= =K, <K, . El conjunto de posiciones {k,...,/} se llama un grupo de

posiciones, el conjunto de trabajos {J[ k],...,J[ ,]} se llama un grupo de trabajos.

Notese que la correspondiente secuencia o(P) no contiene tiempo 0cioso en un
grupo de trabajos. La demora maxima de un grupo G sera

L(G),,, =max{L,(0)/ J, € G},
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y K(G) como el valor K comin para el grupo de posiciones correspondiente a G.

Sea 0, la secuencia obtenida resolviendo /| F; <K/,nmit |L,, por el
algoritmo 4, donde K’ e {Kl,...,K'"}. Particionamos 0, en grupos. Sean G, y G,

dos grupos arbitrarios de trabajos, donde G, se completa antes que G,. Si Jj;y

J; ; son dos trabajos arbitrarios en G, y G,, respectivamente, entonces d;., <d ;.
(/] R [ ="l

Sean K’/ y K* dos vectores arbitrarios del conjunto {Kl,...,K’"}, y

denotemos por K* el mayor de los dos. Sean 0, y O, secuencias Optimas
obtenidas  aplicando el algoritmo 4 a I[R; <K',nmit|L,,, y a
1| By <K nmit|L

max >

respectivamente. Particionamos O, y O; en grupos, y sean
G, y G, dos grupos arbitrarios de trabajos en o, donde G, se completa antes que
G, en 0,. Si J[a] y J[b] son dos trabajos arbitrarios en G, y G,, respectivamente,

entonces, Ji; precede a Jy,; en o, .

De los resultados anteriores se deduce que si comenzamos con un vector
K de cotas superiores de [, entonces el Gnico camino para decrecer L(G),,, es

incrementar el valor de las cotas superiores para todo el grupo G o para parte del
grupo. Esta observacion es la base del siguiente algoritmo.

Algoritmo K

(0) Sea K un vector de cotas superiores de P[i]. Sea o la secuencia obtenida
aplicando el algoritmo 4 a /| P[i] <K.,nmit|L

max *

(1) Sea G el primer grupo en la secuencia que alcanza el valor
max{L(G),,.. +K(G)}. Particionemos este grupo en bloques por el
algoritmo de la particion.

max

(2) Determinar el conjunto de bloques B en G que contienen un trabajo J; con

Lt(o-) = L(G)max‘

(3) Determinar para cada bloque Be€B cuanto puede incrementarse la cota
superior K(G) para dejar que otro trabajo en B sea planificado en la primera
posicioén en B. Denotemos este valor porK(B). Si B consiste en un unico
trabajo, entonces K(B) = oo y, por tanto, L(G),, . no puede decrecer; parar.

(4) El nuevo vector de cotas superiores K puede computarse a partir del antiguo
como sigue: déjese al primer bloque de B comenzar en la posicion k£ + 1.
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Los primeros %k elementos permanecen iguales. Ahora se consideran las
posiciones que permanecen en G, supongase que son las posiciones k + 1,

.., El nuevo valor K, para la cota superior es K, =max{K,,K(B)},

i+l
donde B es el bloque que contiene la posicion i+/. Los elementos del nuevo
vector de cotas superiores K correspondientes a posiciones después de G son
iguales al maximo entre K, y sus antiguos valores.

Dado que cualquier grupo de trabajos G tiene el mismo valor K para todos
los trabajos J; del grupo, el algoritmo es correcto y su complejidad es de O(n).

Tenemos ya los elementos necesarios para formular un algoritmo para
determinar todos los vectores {K l,...,K'"} y las correspondientes planificaciones

{o,,...,0,}. Denotemos por K"™" el vector con

KNP = max{Pm(MTST)/j = L---J}QVi =L..,n

Algoritmo C

(0) Determinar el vectorK"™"; [ « 1;K' < MTST .

aplicando el algoritmo A4, lo que da la

max

(1) Resolver I|Ry<K/ nmit|L

secuencia o e

(2) [« I+1. Computar el nuevo vector K' aplicando el Algoritmo K. Si K <o,
ir al paso 1. En otro caso ir al paso 3.

(3) Todos los vectores K € {K 1,...,K'"} han sido determinados. Parar.

Ahora conviene visualizar el conjunto de vectores {K VLK ’"} y eliminar

todos aquellos que guian a secuencias dominadas. Una secuencia ©
<

()<L

cotas superiores son determinados por el algoritmo C.

j+1 €s

dominada por una secuencia o, si L (0,,,). Alo sumo n vectores de

max max

Si K/ y K* son dos vectores arbitrarios del conjunto {Kl,...,K'”}. Sea K*
el mayor de los dos. Sean 0, y 0, secuencias Optimas obtenidas aplicando el
algoritmo 4 a I|Ry < K/ ,nmit|L,,, y a I|R, <K',nmit|L

‘max respeCtiVamente.
Particionamos o, y o, en bloques de acuerdo con el algoritmo de la particion.

max
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Entonces, o0, se particiona en mas bloques que ;. Por tanto, el algoritmo C

calcula a lo sumo 7 planificaciones, y, de aqui, su complejidad es O(n” logn).

Una consecuencia directa de estos razonamientos es que el problema

1/P,, < P/L,. . es resoluble en tiempo O(n’logn); y también que el problema
Ilr,|L,, ~ se puede resolver en tiempo O(n’logn)  cuando

r, € [dj -p;,—Cd, - C];Vj =1,...,n para cierta constante C.

Sin embargo, el problema /||F (P, ,L,, ) es fuertemente NP-duro ya que
es polinomialmente reducible a un problema de circuito hamiltoniano.

Se estudian a continuacioén problemas bicriterio donde uno de los criterios
son la suma de los tiempos de completacion, y el criterio que le acompaiia es una
funcion de maximo regular, o bien la anticipacion maxima.

3.3. Problemas bicriterio (ZCj’fmax)’ con  fuax regular, y
(ZCj,Emax)

Se estudian a continuacion los problemas bicriterio (2Cf,,..), con f,,.
regular, y (2C,E,,) desde el punto de vista de la minimizacién simultanea,
considerando independencia de los criterios y relacion entre ellos mediante una
funcion objetivo compuesta.

3.3.1. Problemas unicriterio relacionados

Los problemas unicriterio relacionados consideran los criterios ZC/ ,
Lmax B
mediante ordenaciones adecuadas de la secuencia de trabajos, tal como se indicod
en el capitulo II. Es decir, /|| ZC ; se resuelve con la regla SPT (Smith (1956));
I||L,, con la regla EDD (Jackson (1955)); y, I|nmit|E, con la regla MST.

X
Noétese que en el ultimo caso se impone la restriccion "nmit”, de no permisibilidad
de tiempo ocioso en la maquina, para evitar soluciones no acotadas.

E. ., f..- Recordemos que estos problemas se resuelven polinomialmente

Ademas, en virtud de un resultado debido a Lawler (1973), el problema
|| f,.. se resuelve también polinomialmente, de O(n’), construyendo la
secuencia desde la ultima posicion a la primera.
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3.3.2. Minimizando el tiempo total de completacion y el costo
madximo.

El problema /|| F (z C,, f,a) ha sido estudiado por Van Wassenhove y

Gelders (1980), los cuales propusieron un algoritmo que creyeron
pseudopolinomial. Posteriormente, Hoogeveen y van de Velde (1992b)
comprobaron que el algoritmo era realmente polinomial, es decir,
1||F(Z Cj,fm) es de O(nSmin{n,logn+logpm}) con p, . :maxlgjsn{pj}’ y
que I||F (z C.L,,) es de O(n*). Este hecho convierte a los algoritmos de
ramificacion y acotacion de Sen y Gupta (1983) y Nelson y otros (1986) en
obsoletos.

El problema /|| f,

max

fue resuelto por Lawler (1973) por un algoritmo de
orden O(n*). Emmons (1975) ha estudiado una extension donde considera el
problema jerarquico de minimizar ZC , sujeto a la restriccion de que f,, es
minimal; y, por tanto, analiza el problema /| f,, < f~ /Z C, donde /" denota la

salida por el algoritmo de Lawler para /|| f, .. Emmons resuelve el problema de

max *

minimizar el tiempo total de completacion sujeto a costo maximo minimal en
tiempo O(n*).

Obsérvese, sin embargo, que una cota superior de f,(C;) induce una fecha
limite d; sobre el tiempo de completacion de J,. Cada fecha limite puede
determinarse en tiempo O(nlogz p;) por una busqueda binaria sobre los
O(Z p;) posibles instantes de completacion. Ademas d; se computa en tiempo
constante si f; tiene inversa. Por tanto, una vez que las fechas limite han sido

computadas, el problema en un segundo paso consistira en minimizar el tiempo
total de completacion sujeto a esas fechas limite, es decir, /|d j/z C;, que

requiere solo tiempo O(nlogn). Smith (1956) establece un algoritmo para
.S fl ZC ., donde f es una cota superior del costo de la planificacion.

Dicho algoritmo es el siguiente:

Algoritmo 34

Paso 1: Calcular para cada trabajo J; la fecha limite d; inducida por f,(C)<f.
Paso 2: T « ij .
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Paso 3: Determinar U « {Jj eJ/d; > T} como el conjunto de trabajos que se
permiten completar en el instante T.

Paso 4: Determinar J, tal que p;, =max{p,/ J,€U}; en caso de empates, J, se
elige como el trabajo con menor costo cuando se completa en el instante T.

Paso5: JJ—{J.}; TeT-p,.

Paso 6: Si 7> 0, ir al paso 3. En otro caso parar.

El algoritmo 34 determina los puntos 6ptimos de Pareto con respecto a
ch y a f, .; ademas, notese que el costo maximo de cada planificacion 6ptima

de Pareto varia desde f~ a f, (SPT).

max

Un algoritmo, similar al de Van Wassenhove y Gelders (1980) para
I|F (Z C;,L,,), explota la propiedad anterior para encontrar el conjunto de

optimos de Pareto.

Algoritmo 3B

Paso 1: Calcular ["y f,

max

(SPT),sea k< 1.
< f(SPT) | ZC ;> esto produce la primera
(1

Paso 2: Resolver el problema /| f,

max

planificacion o6ptima de Pareto, o ), y el primer punto optimo de Pareto:

("), fru(6")) .

Paso 3: k<« k+1. Resolver I|f, < ,,(,5;1)|ZCJ; esto produce la k-ésima
secuencia Optima de Pareto, o, y el k-ésimo punto optimo de Pareto:
OHACIOWMCIDE

Paso 4: Si fm(a(k) )> [, ir al paso 3. En otro caso, o si ya han sido generados

todos los dptimos de Pareto, parar.

Un elemento crucial es el numero de puntos 6ptimos de Pareto generados
por el algoritmo 3B. Hoogeveen y Van de Velde (1992a) prueban que hay O(n*)

planificaciones Optimas de Pareto, lo cual permite establecer la naturaleza
polinomial del algoritmo.

Dada la secuencia o se pueden definir los indicadores:

1, si S(0)<S,(0)yp>p,
0, otro caso

J,(0) :{
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A=Y, 8,(0)

donde &, =1 indica que los trabajos J; y J, estin planificados en orden diverso

al SPT en o, es decir, implica que el intercambio de los trabajos J; y J; es un

intercambio positivo porque hace decrecer el tiempo total de completacion. Notese
también que A(SPT)=0,y que

A(a)s@ VoeQ

donde (2 es el conjunto de todas las planificaciones factibles. El intercambio de
los trabajos J; y J; en la secuencia o seria neutral con respecto a osi los tiempos

de proceso p, y p; fuesen iguales.

Si la planificacion 7 se obtiene desde la o a través de un intercambio
positivo, entonces A(7)<A(oc). Ademas, si oy & son dos planificaciones

Optimas de Pareto con Z C;(0)< Z C;(7), entonces A(0) <A(7).

De lo anterior resulta que el nimero de planificaciones 6ptimas de Pareto
esta acotado por

n(n—1)+1
2

b

y dicha cota es asintotica. De ahi que el problema /|| F' (Z C;, [ o) searesoluble
en tiempo O(n’min{n,logn+logp,.}).; y el problema I|| F(Z ¢.,L,,) en

max

tiempo O(n’).

3.3.3. Minimizando el tiempo total de completacion y la
anticipacion mdaxima.

Se consideran los criterios Z C, y E,, simultineamente. Como no existe
tiempo ocioso en la maquina, los trabajos se ejecutan en el intervalo [O,z p i]. Al
no existir tiempo ocioso, es evidente que en cada planificacion 6ptima de Pareto o

setiene E'<E,  (0)<E,  (SPT) donde E" es la salida 6ptima de I|nmit| E, _;

max max

y X6 <Y.C(0)S ¢ (MTST)

max
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Cualquier cota superior E de E,,, induce, para cada trabajo J,, una fecha
de disponibilidad r, =max{0,dj— D; —E}. El valor asociado de ZC/ puede

computarse resolviendo /|r;,nmit| ZC - Sin embargo, Lenstra, Rinnooy Kan y

Brucker (1977) muestran que este problema es NP-duro en sentido fuerte (ver
también Garey y Johnson, 1979).

Una idea para abordar el problema seria relajar el mismo permitiendo
interrupciones de los trabajos. El problema relajado, es decir, I|pmin,r;| ZC/ se

resuelve en tiempo O(nlogn) por el algoritmo de Baker (Baker, 1974): "asignar
siempre la madquina al trabajo disponible con tiempo de proceso restante
minimo." La secuencia generada por este algoritmo no contiene tiempo 0cioso y
daun valor E>E".

La introduccion de interrupciones tiene un efecto directo importante a la
hora de encontrar todos los optimos de Pareto. Si se permiten interrupciones,

cualquier valor de E,. en el rango [E*,E (SPT )] puede obtenerse y, por

consiguiente, corresponde a un punto Optimo de Pareto. Ademas, como
E, . (SPT)-E" SZ p;, €l numero de planificaciones Optimas de Pareto esta

pseudopolinomialmente acotado. El algoritmo siguiente genera estas O(Z p;)

planificaciones:

Algoritmo 3C

Paso 1: Sea E) « E (SPT) y k «1.

Paso 2: Resolver [|pmin, rjzdj—pj—E(k)/ZCj obteniendo la A-ésima

planificacion 6ptima de Pareto denotada por oA

Paso 3: k< k+1, EW « E¥Y _1.si EW > £

max

entonces ir al paso 2. En otro
caso, parar.

Consecuentemente, el problema [|pmtn,nmit| F' (Z C,,E,,) es resoluble

en tiempo O(Z p;) - Sobre la complejidad de 1|pmin,nmit| F(Z C,,E,,) notese

lo siguiente: se puede obtener una serie de 2" puntos Optimos de Pareto
consecutivos multiplicando los tiempos de proceso por 2”. Como el problema de
minimizar una funcién arbitraria F(x,y) no decreciente en ambos argumentos sobre
2" wvalores consecutivos es NP-duro en el sentido fuerte, se tiene que

1|pmtn,nmit| F (z C;,E,,) es NP-duro en sentido ordinario, (pero no en sentido

fuerte como cuando los tiempos de proceso son exponenciales).

max
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Del razonamiento  anterior se  sigue inmediatamente  que
I|lpmtn| F (Z C,,E,,) es fuertemente NP-duro.

Finalmente se considera el caso particular en el que la funciéon objetivo
compuesta es lineal, es decir, de la forma “12 C,+a,E,, . Para resolver la

variante lineal, solo se tienen que determinar los puntos extremos. Inicialmente
puede suponerse que no se permite tiempo ocioso en la maquina, por tanto soélo se

(SPT )]. Denotando por o(E) la

max max

consideran valores £ en el intervalo [E " E
secuencia obtenida por el algoritmo de Baker para /|pmtn, E,, < E | Z C,; o(E)

corresponde a (F ,Z C,(o(E))). Se dice que ha ocurrido un intercambio
completo en o(E) si existen dos trabajos J; y J; de modo que J; comienza antes
que J, en o(E —1), pero después de J; en o(E). Pues bien, una cota superior £

de E . correspondera a un punto extremo de (Z C,,E,,) solamente si un

max max

intercambio completo ha ocurrido en ¢(E) .

Evidentemente, para determinar el conjunto de puntos extremos deben
detectarse los valores candidatos £ para los que debe tener lugar un intercambio
completo en o(E) . Dado un par de trabajos J; y J; con p, > p, y J; comenzando

antes de J, en o(E), el incremento necesario para permitir un intercambio
completo entre J; y J, es igual a la diferencia entre la fecha de disponibilidad de
J;, deducida de E,, < E,y el tiempo de comienzo de J; en o(E). Sin embargo,

si J, se procesa entre los instantes de comienzo y completacion de un trabajo
interrumpible J,, entonces un incremento de E conllevaria primero a un
desplazamiento de J; y J; a la izquierda; y el intercambio completo de J; y J,

puede no ocurrir antes de que un intercambio completo tenga lugar entre algin J,
y ambos J; y J,.

Las observaciones anteriores se usan en el algoritmo 3D que, dado un valor
de la cota superior E y la correspondiente planificacion o(FE), calcula el menor

valor £ >FE que posiblemente corresponda a un punto extremo. La variable
aj,‘v’jzl,...,n representa el incremento necesario de E para realizar un

intercambio completo del trabajo J ;.

Algoritmo 3D

Paso 1:Sea T<= 0y a, ¢, Vj=1,..,n.
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Paso 2: Sea J; el trabajo que comienza en el instante 7. Considérese los siguientes

dos casos:
(a) J; es un trabajo que puede interrumpirse. Entonces a; es la longitud

de esta porcion de J;. Sea J, el primer trabajo que comienza después
del instante C;(0(E)) con p, 2a;. Colocar T < S,(0(E)) .
(b) J; no es un trabajo interrumpible. Entonces
a, < min{d,~ p,— E-S,(6(E))/ J, e J}
donde J denota el conjunto de trabajos para los cuales
d—-p—E>S(0(E)y p;>p,.Colocar T« C,(0(F)).
Paso 3:Si T< ij , entonces ir al paso 2. En otro caso, ir al paso 4.

Paso 4: Poner E « minj {aj} + E . Parar.

Este algoritmo 3D cumple que todos los valores £ que puedan
corresponder a un punto extremo (£ ,Z C;(a(E))) son generados por €l.

Hoogeveen y van de Velde (1992a) probaron que el numero de valores £
de E generados por el algoritmo 3D esta polinomialmente acotado y

max

establecieron que [|pmtn,nmit| 0{12 C,+a,E
o(n*).

puede resolverse en tiempo

max

El argumento en que se basan dichos autores para garantizar la
polinomialidad del algoritmo es el siguiente: dada una planificacién o se definen
las funciones indicadoras:

54‘;(0‘):{1, si C(0)<S,(0)y p, > p,

0, otro caso

A, (0)= card(Ij)+Zn:5l.j(O')

con I, el conjunto de interrupciones de J; y
A0)=).>6,(0)
i=1 j=1

Entonces se tienen los siguientes resultados:

a) Si E, y E, dos valores E,_ generados por el algoritmo 3D, con E, > E,,
resulta que A(O(E))) <A(O(E,)) .
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b) Si se permiten interrupciones, entonces el nimero de planificaciones extremas

M-ﬁ-l
2

n
conrespectoa E, y Z C, esta acotado por

Aunque, es relativamente facil construir un ejemplo tal que el algoritmo

(n=1)
2

3D genere +1 valores E, , diferentes, sigue siendo una cuestion abierta

ver si esta cota del nimero de puntos extremos es asintotica o no.

A partir de las conclusiones obtenidas para el problema con interrupciones
1|pmtn,nmit| 0{12 C,+a,E,, sededucen resultados para la version del problema

max

sin interrupciones ya que:

a) Si a, =a,, entonces existe una planificacion sin interrupciones que es 6ptima
para I |pmtn,nmit| 0{12 C,+a,E

max *

b) Si a,>a,, entonces cualquier planificacion  Optima  para

1 |pmtn,nmit]| “12 C,+a,E,, carece de interrupciones.

ax

c) Sia,=a,,entonces /|| alz C,+a,E,,, esresoluble en tiempo O(n*).

max
Notese que si &, < @,, insertar tiempo ocioso puede decrecer el valor de la
funcion objetivo compuesta. Asi, supongamos las planificaciones o(E) y

o(E+1), con E<E". El tiempo ocioso insertado entre los trabajos tiene la
misma conducta que un trabajo interrumpible que se complete el ultimo: si E se
incrementa en una unidad entonces todos los trabajos que tienen tiempo ocioso
entre su instante de comienzo y el instante 0 son desplazados una unidad hacia la
izquierda. Por tanto, dado el valor E de E . del primer punto extremo se puede
determinar el conjunto de puntos extremos afiadiendo un trabajo extra J, a la
entrada con p,=d,=E"—E+p,, +1. El valor E depende de el radio %. Si
1
g >n, entonces la insercion de tiempo ocioso siempre decrece el valor de la
funcion objetivo y la solucién optima es no acotada. Si g <n, entonces la
insercion de tiempo ocioso decrece el valor de la funciéon objetivo hasta que no
haya mas que |_q—1-| trabajos que tengan tiempo ocioso entre su instante de
comienzo y el instante 0. El valor correspondiente a la cota superior £, se
determina facilmente.

Como el nimero de puntos extremos es a lo sumo +1, y cada

n(n+1)
2

valor £, corresponde a un punto extremo determinado por una aplicacion

max
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iterativa del algoritmo 3D, el problema 1[pmtn| 0{12 C,+a,E,, es resoluble en

max

tiempo O(n*).

A continuacion se estudian problemas bicriterio en los que las funciones
que intervienen son funciones de costo maximo regulares.

3.4. Problemas bicriterio con funciones de costo mdaximo regulares

3.4.1. Problemas unicriterio relacionados

Como se ha sefialado en capitulos anteriores, Lawler (1973) presenté un
algoritmo de O(n’) que resuelve Optimamente el problema unicriterio
I\|prec| f,,. . Ademas, dicho algoritmo es aplicable facilmente al problema

1\d ;,prec| fow Ya que este problema puede plantearse como un problema
I\|prec| f,,.. con lo que bastaria aplicar el algoritmo de Lawler al problema
ajustado /|prec| f,

max *

Notese, que las fechas limite no tienen que ser dadas
explicitamente, pero pueden ser inducidas por cotas superiores dadas o por otros
criterios. Por ejemplo, si g, es una funcion de penalizacion no decreciente, para i
= 1, ..., n, entonces la restriccion g,, <G induce una fecha limite para cada
trabajo J,.

3.4.2. Puntos optimos de Pareto para (fi408€max) €OP fmax Y Emax
regulares.

Para detectar los 6ptimos de Pareto de este problema puede aplicarse la
estrategia comentada para el problema bicriterio (P,,,.,L,,,,)- Primero se resuelve

max’
el problema /|| f,,,. y se obtiene un primer valor /' que corresponde a un candidato

a optimo de Pareto (£,G). Luego se determina el correspondiente valor de G
resolviendo el problema //f, < F /g _ por el algoritmo de Lawler. Finalmente

max

se determina un nuevo valor F' que corresponde a un posible 6ptimo de Pareto
(F,G), y se repite el proceso hasta que todos los dptimos de Pareto hayan sido
generados.

Al igual que ocurria para los criterios (P

naw Lma)» sSurgen dificultades para
aplicar esta estrategia:

1.- ;como determinar el nuevo valor de F?
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2.- ;jcuantos de estos valores deben computarse antes de determinar todos
los 6ptimos de Pareto?

La primera dificultad puede afrontarse de la siguiente manera: sea ¢ una
planificacion obtenida resolviendo 7/f, . < F'/g,. por el algoritmo de Lawler, y
J, es un trabajo para el que se alcanza el valor g, (0), es decir,
g,(C;(0)) =max,,.,g,(C/(0)). Como g, es no decreciente, un punto 6ptimo de
Pareto con menor valor g, puede obtenerse solo si el instante de completacion
de J; decrece. Por tanto, cualquier trabajo J; que esté antes que J, en o'y tenga
g(C,(0)<g,, tiene que completarse no antes del instante C,(0). Esta

observacion es la base de un algoritmo debido a Hoogeveen (1992b) para
determinar el incremento de F necesario para alcanzar un nuevo candidato a ser
punto 6ptimo de Pareto. El procedimiento se describe a continuacion.

Algoritmo Nueva Cota Superior (NUB)

(1) Dada una planificaciéon o obtenida por el algoritmo de Lawler, determinar el
conjunto 3 de trabajos que alcanzan g, (0).

(2) Determinar para cada trabajo J; € 3 el conjunto U; de trabajos J; que estan
planificados en o'y que tienen g;(C,(0))<g,, (0).Si U; =D para cierto

J; €3, entonces g, (0) no puede decrecer; parar. En otro caso, para cada
trabajo J, €S, definir F, = min{fi(Cj(O'))/Jl. € Uj}. La nueva cota
superior F de f,

max

es el maximo de los valores F,.

Este algoritmo se basa en lo siguiente:

N N

Sea (F,G) un punto 6ptimo de Pareto con respecto a (f,,.,g,..),Y sea O
la correspondiente secuencia. Si F' es una nueva cota para f,  obtenida por el
algoritmo NUB, dado o, entonces no hay punto 6ptimo de Pareto correspondiente

N

al valor F con F>F>F .

El algoritmo NUB determina a lo sumo valores F. Asi, el numero

n(n—1)
2

de puntos Optimos de Pareto con respecto a (f,,
n(n—1)
2

) es a lo sumo igual a

ax 2 gmax

+1. Ademas, dicha cota es asintotica.
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Los resultados anteriores garantizan que el algoritmo siguiente determina,
en tiempo polinomial, todos los 6ptimos de Pareto y el valor de la solucion 6ptima
para el problema /|| F(f,, .., & )-

Algoritmo 44

(0) Determinar f* y g  resolviendo /|| f,

v Y 111€,.o T€SPECtivamente. Poner
Fef".

(1) Resolver /| f,

max

<F|g,. Sea G la salida. Afiadir (F,G) al conjunto de
puntos 6ptimos de Pareto (a menos que esté dominado por el punto dptimo
de Pareto previamente obtenido). Si G = g*, entonces ir al paso 3.

(2) Determinar el nuevo valor F aplicando el algoritmo NUB a la planificacion
obtenida en el paso previo. Ir al paso 1.

(3) El conjunto de puntos optimos de Pareto ha sido obtenido. El problema
| F(f,.>8n) ©sta resuelto computando el valor de la funcion objetivo

para cada punto del conjunto de 6ptimos de Pareto y eligiendo el 6ptimo.

El tiempo de ejecucion del algoritmo 44 es O(n*) que es el tiempo de

resolver O(n”) entradas del problema /| £, < F|g,,..

max

Como cierre de este capitulo, resumamos lo visto en €l. Se han estudiado
diversos problemas de planificacion bicriterio, catalogando computacionalmente
algunos de ellos y se han incorporado diversos algoritmos para su resolucion. En
este sentido conviene notar que la planificacion bicriterio es un tema abierto en el
cual se ha trabajado relativamente poco. En relacion al apartado de minimizacion
simultanea, es decir, cuando se pretenden optimizar los criterios sin unificarlos en
una unica funcioén, se proponen algoritmos para calcular los puntos eficientes y los
puntos eficientes extremos que estan en la frontera de la envoltura convexa del
conjunto de puntos eficientes para cualquier problema bicriterio. En el Apéndice
C se ilustra una experiencia computacional para valores concretos de los dos
criterios.

Veamos en el proximo capitulo como se puede formular mediante la
Programacion Matematica algunos de los modelos de planificacion vistos en los

151



Capitulo IV: Planificacion bicriterio

capitulos anteriores y otros nuevos, que incluyen diversas consideraciones no
recogidas hasta ahora.

152



Capitulo V




Capitulo V: La programacion matemdtica en los problemas de
planificacion

1. Introduccion

Los modelos vistos en los capitulos anteriores cubren un amplio grupo de
problemas de planificacion, pero estos modelos no son suficientes para resolver
todos los posibles problemas que aparecen en las aplicaciones practicas.

En este tltimo caso, la alternativa puede ser modelizar los problemas y
realizar una formulacion matematica adecuada, para, posteriormente, afrontar su
resolucion mediante la programacion matematica.

Siguiendo esta linea se comenta a continuacion algunas formulaciones
planteadas por diversos autores para abordar problemas de planificacion.

2. Algunos modelos propuestos en la literatura

2.1. Modelo de Balas (1985)

Es un modelo para problemas job shop. Como se comentd en el primer
capitulo, en un problema job shop se tienen que realizar » trabajos para lo cual se
dispone de m maquinas. Cada trabajo J; consiste en una cadena de m; operaciones
{0y, Oy ..., Ont. No tiene porque ser m; = m. Puede ocurrir que alguna maquina
procese dos o mas operaciones de un mismo trabajo. La trayectoria de maquinas
de cada trabajo esta dada, pero no tiene que ser la misma para todos los trabajos.
Es decir, O; se procesa en la maquina 4; en un tiempo p;. Si una maquina
realizase mas de una operacion de un trabajo dado, es ldgico pensar que no
procesaria dos operaciones seguidas de un mismo trabajo, porque de lo contrario
dichas operaciones podrian agruparse en una sola. Es decir, . # 1 Vi=2,...,m;,
7j=1,...,n. Puede entenderse que existe una particion del conjunto de operaciones
o tareas en m conjuntos 7, T3, ..., T, de tal forma que las tareas de 7; deben ser
procesadas por la maquina M;. Se pueden denotar las operaciones o tareas como
{ta,,....tay} donde N es el numero total de operaciones en que se dividen los
trabajos. Si fa; € T;, se denota por #; la suma de los tiempos de preparacion y
procesamiento que M; invierte en la realizacion completa de a;.
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Las variables de decision necesarias para este modelo seran

{1, si ta; comienza a procesarse en el instante t
X, =
Jt

0, otro caso

Y, en el caso de que el objetivo a minimizar fuese el tiempo total de
completacion de todos los trabajos o makespan, la formulacion matematica del
problema seria:

S.a.:

X, - SXps 2 tij Sitaj € T,
ta;, ta, pertenecen al mismo trabajo
y ta; precede a ta, (1)

IXj; - SXps 2 b V SXis - X 2ty Via, tay € T;
tales que ta; y ta; no pertenecen
al mismo trabajo 2)

xp € {0, 1} )

A las desigualdades (1) se les conoce como restricciones conjuntivas, y a
las desigualdades (2) como restricciones disyuntivas.

El problema se puede también formularse mediante un grafo disyuntivo
(véase Laarhoven, Aarts, Lenstra (1988), Dell’Amico y Trubian (1993)). Si
TA={ta,....,tay} es el conjunto de operaciones o tareas, consideramos el grafo
G=(V, A, E) donde

V =TA U {tay} U {tay+,;} siendo tay, tay+; vértices ficticios que representan
el inicio y el final de la realizacion de todos los trabajos.

A = {(ta; ta; tales que la operacion ta; es un predecesor inmediato de la
operacion fa; en la cadena de operaciones del trabajo del que ambas

forman parte} U {(tap tay), ta; € TA} O {(ta;, tan+;) / ta; € TA}.

E = {(ta; ta) / ta; ta; € TA son operaciones que deben realizarse por la
misma maquina,.

El conjunto 4 es un conjunto propiamente de arcos porque la orientacién viene
fijada por las trayectorias de maquinas que deben seguir los diferentes trabajos. El
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conjunto £ es un conjunto de aristas. Una seleccion S consiste en ordenar todos
los arcos disyuntivos (elementos de E) de modo que, si (ta;, ta;) € S, (ta;, ta;) £ S.
A los arcos (ta,, ta), (ta; tay.,) Vi, Vj se les asigna una longitud 0. A cualquier
otro arco (ta, ta; se le asigna una longitud ¢, si ta, € T,, donde #; es la suma de los
tiempos de preparacion y proceso de fa, en M,..

Fijada Ia seleccion S se tiene un grafo dirigido aciclico G(S). Llamando
H(S) a la longitud del camino critico en G(S) el problema consiste en encontrar la
seleccion S con

M(S™) = ming_, u(S)

Una extension de este modelo al problema open shop se ha presentado en
el capitulo III.

2.2. Modelo de Dietrich y Escudero (1990)

Este es un modelo que permite resolver problemas que se presentan al
planificar tareas con un horizonte temporal acotado y tiempos de preparacion (“set
up”). Se tienen que realizar n trabajos {J,,...,J,!. Cada uno de los cuales consta de
una Unica operacion o tarea J; = {O;}, y N = n. Las tareas se agrupan en clases o

k

tipos I;, I,,...,1,....Iy de tal forma que UIS = {0y,..,0On} = TA, siendo I las

s=1

operaciones del tipo s-ésimo.

Si T; son las operaciones que pueden realizarse en la maquina M;, entonces
I;; serian las operaciones de tipo s que se deben realizar en la maquina M;. De

donde LkJIl.S =T.

s=1

Cada maquina M; dispone de un tiempo de procesamiento U;. Si se denota
por

T}s = tiempo que la maquina M; emplea en procesar la operacion O; del tipo
I, supuesto que O; € I;;.

Sis = tiempo de preparacion de M; para procesar el primer objeto de la clase
L.

A;s = costo de preparacion de M; para procesar la clase /.
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Bjjs = costo de proceso por M; de la operacion O; del tipo /; supuesto O;&ljq.

el problema consiste en asignar los trabajos a las maquinas de modo que el tiempo
de procesamiento empleado por cada maquina no exceda de su tiempo disponible
y se minimice el coste total.

Las variables de decision tomadas por Dietrich y Escudero para conformar
este modelo son:

ijs

1, silatarea ta; de clase I se procesa por M,
0, otro caso

is

{1, si existen tareas de I . procesadas por M,

0, otro caso

y la formulacién del problema seria:

min i i (Aiszis + Z BiisxifSJ

i=1 s=1 Jel
S.a.:

Xjs Szis Vi€lyse{l. k) Vil<is<m (1)

dDx,=1 Vel )

i=1/jel

Zk:(SisZm + ZTM;/S] <U, (3)

s=1 JEl

xijs; Zis € {0; I} (4)
donde (2) indica que cada tarea la procesa una Unica maquina; y (3) que la

cantidad de tiempo que cada maquina procesa no excede del tiempo de
disponibilidad de la maquina.

158



Diversos modelos

2.3. Modelo de Escudero y Pérez (1990)

Se trata de modelizar los problemas que se presentan cuando se deben
seleccionar los trabajos a realizar y planificarlos en modo que el aprovechamiento
de los recursos se optimice. Es decir, es una planificacion y seleccion de trabajos o
proyectos con recursos limitados.

Sea J = {Jy, Ji, ..., Jo} una familia de trabajos o proyectos a realizar. Sea
TA = {ta,, ...,tay} las tareas a realizar si decidiésemos efectuar todos los trabajos
de J. Los elementos de J se interpretan como conjuntos constituyentes de una
particion de 74 de modo que ta; € J, , con g # 0, si, y solo si, la tarea ta; forma
parte del trabajo J,. Y Jj representa las tareas comunes a todos los trabajos. Asi
mismo, si 7; denota las operaciones o tareas que puede procesar la maquina M,
entonces 7j, ..., T,, configuran un recubrimiento de 7A. En este modelo cada
maquina necesita un tiempo de preparacion para comenzar a procesar las
operaciones, pero existen ciertas clases /; de tareas tales que, una vez preparada la
maquina para procesar una operacion de la clase, el resto de operaciones puede
realizarse sin consumir tiempo de set up. Estas clases /;, ..., I;. constituyen una
particion de TA. Si, ademas, denotamos por [;; a las tareas de la clase /; que se
pueden procesar por M; resulta

LkJ[l.S =Ty Lmjll.s = 1.
i=1

s=1

Como los recursos son limitados se tiene también una particion del
conjunto J'={J;,...,J,} de trabajos o proyectos formando una familia C={C},...,C)}
de modo que el problema consiste en decidir un unico trabajo a realizar de cada
una de estas p clases, y después planificar los trabajos elegidos para que se
optimice cierta funcion objetivo. Cada maquina M; esta disponible una cantidad de
tiempo limitada U..

Se supone que en cada instante de tiempo una maquina sélo puede realizar
una tarea, y que el conjunto de operaciones esta dotado de un orden parcial. Dicho
orden parcial indica un orden de preferencia en el procesamiento de las tareas. Se
considera la hipotesis de que las tareas se procesan consecutivamente y que cada
tarea ta; lleva asociado unos valores 7, d;, y t; que se corresponden,
respectivamente, con el tiempo de preparacion empleado, su fecha limite, y el
tiempo de procesamiento.

Para realizar las tareas se precisan consumir recursos de tres tipos R, R’,
R’ donde R’ representa los recursos consumidos por los trabajos que se deciden
procesar (por ejemplo, recursos de inversién de capital, etc.); mientras que R’
denota los recursos consumidos en la fabricacion de items necesarios para el
procesamiento de las operaciones (por ejemplo, recursos de materias primas). Su
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disponibilidad varia durante el periodo de planificacion; y R’ son los recursos
consumidos en la realizacion de las operaciones, cuya disponibilidad permanece
constante durante todo el horizonte de planificacion (por ejemplo, los utensilios
para la fabricacion).

El problema consiste en determinar los tiempos de inicio del
procesamiento de cada tarea y decidir que operaciones debe realizar cada maquina
para que, cumpliendo las restricciones impuestas, se minimice el costo total.

Dicho problema puede formularse de la siguiente manera. Sea G= (V,4) un
grafo que modeliza las preferencias entre las tareas; siendo V = {j /j=1,..,N} los N
indices de las tareas y 4 = {(j,/) tales que la tarea fa; precede inmediatamente a la
tarea ta;}. Se tienen los valores:

¢ = costo asociado de elegir el trabajo J, para su procesamiento.
¢j; = costo de comenzar a procesar fa; en el instante de tiempo .
TI; = periodo de tiempo en el que se puede comenzar a procesar ta;.

Las variables de decision seran:

{1, si M; comienza la tarea ta; € I en el instante
xi' =
st

0, otro caso

1, sisedecide procesar el trabajo J,
y =
€ 10, otro caso
{1, si ta; comienza a procesarse en el instante t
X, = ‘
Jt

0, otro caso

Una formulaciéon matematica del modelo se expresa a continuacion:

N n
min > DX, + e,y
g=1

Jj=1teTl,
sujeto a:
dYx,=1 v (1)

teTl;

ijm =y, WVtajeJ, cong=) (2)

teTll,

Y=l vk 0)

geCy,
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th./t tx, +q,x, < thm Yj.j1) € 4 4

tell; 4 ETIII

siendo ¢, e tiempo que debe transcurrir desde que se acaba de procesar ta; hasta
que se comienza a procesar #a;;.

> > x,<1, VheH Vi (5)

JET; 1€ (h)
siendo H el horizonte de planificacion y 7;(h) = {teTl;/ h - t;; - pausa; + 1 <t <
h}, donde pausa; denota el tiempo que debe transcurrir entre la asignacion
consecutiva de dos tareas a M;.

i Z Za;‘rk Wy S brlh VheH  (6)

i=1 jeT4; teT;;(h)
siendo Tyi(h) = {teTl;/ h - t; + 1 <t <h}; a’ = la cantidad de recurso r requerida
por j durante el k-ésimo periodo de asignacion; w,, = Z X 5 Y by 1a

s con jel

cantidad de recurso r disponible para r € R’.

Za;yg <b?, vreR’ 7
g=0

siendo @’ o la cantidad de recurso r requerida por las operaciones que constituyen
el trabajo J; y b*, denota la cantidad disponible de recurso r € R; y

1 3 3
> Ya,w, < b veR (8
JETA €Tl
. 3 . . e
siendo a’j; la cantidad de recurso r requerida por la operacion #a; supuesto que su
asignacion comienza en el periodo #; y b, indica la cantidad disponible de € R’.

Las restricciones (1) indican que todas las tareas de Jy deben realizarse; las
restricciones (2) garantizan que, una vez seleccionado un trabajo, todas sus
operaciones se procesan. (3) obliga a que de cada una de las p clases Cj se elija un
unico trabajo. (4) establece que se respeten las precedencias; y (5) garantiza que
en cada maquina M;, y en cada instante de tiempo ¢ no se comienzan a procesar
mas de una tarea. Las tres ultimas restricciones indican que el consumo del
recurso 7 no puede superar a la cantidad disponible.

2.4. Modelo de Fischetti, Martello y Toth (1992)

Se trata de un modelo para resolver el problema de planificar n trabajos
{Ji,..., J,} en maquinas no especializadas idénticas de manera que el nimero de
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maquinas requeridas sea minimo. Cada trabajo J; tiene una fecha de disponibilidad
r; y una fecha limite d;. Este tipo de problemas se denominan FJS (“Fixed Job
Schedule”). Fischetti, Martello y Toth (1992) consideran dos generalizaciones de
este problema. Si Jy) y Ji son respectivamente el primer y ultimo trabajo
asignados a la maquina M;, se impone una cota superior s (“tiempo de extension”)
sobre la diferencia dj; - ry;) para cada maquina M. Este problema se denomina
FJSS (“Fixed Job Schedule con restricciones Spread-time”). El tiempo de proceso
del trabajo J; se define como d; - r;. Imponiendo una nueva cota superior w
(“tiempo de trabajo”) sobre la suma de los tiempos de proceso de los trabajos
asignados a cada maquina, se produce el problema FJSW (“Fixed Job Schedule
con restricciones Working-time”). FJS, FJSS, FJSW son casos particulares de un
problema mas general que es el BDSP (“Bus Driver Scheduling Problem”).

FJS puede resolverse en tiempo polinomial O(n log n) por los algoritmos
dados por Gupta, Lee y Leung (1979) y Nakajima, Hakimi y Lenstra (1982). FJSS
y FJSW son NP-duros. Fischetti, Martello y Toth (1987,1989) presentan
algoritmos eficientes de ramificacion y acotacion, y algoritmos polinomiales para
las relajaciones de estos problemas en las que se permiten interrupciones.

El modelo que Fischetti, Martello y Toth (1992) proponen para el BDSP lo
describen de la siguiente manera: dada la planificacion diaria de la compaiia de
transportes, se definen n partes del trabajo J; que requieren una conduccion sin
interrupciones desde el instante inicial 7; al instante final d; (j=1,...,n). Se trata de
encontrar el minimo nimero de conductores necesarios para realizar todas las
partes de los trabajos satisfaciendo las restricciones impuestas por la union
contractual y las regulaciones de la compafiia. Estas restricciones pueden variar
segun los diferentes contextos practicos (Martello y Toth (1986)), pero siempre
estan presentes dos de ellas: para cada conductor M; existe un limite w sobre el
tiempo total de conduccidon y un limite temporal s sobre la duracion total del
servicio.

En el modelo, los autores suponen, sin pérdida de generalidad, que:
(a) todos los datos son enteros positivos
(b)0<di-r;sw=<s
(c) cada conductor realiza una parte del trabajo J; en el intervalo de tiempo
(rj’ dj]
dr; <r; <. <ry

Dada una cota superior m <n al numero de conductores se introducen las
variables binarias
1, siinterviene el conductor M,
Yi=

0, otro caso
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Xij

B {1, si el conductor M, realiza parte de J

0, otro caso

de donde el problema BDSP puede formalizarse en la forma:

min Yy, ey
i=1
X <y vi=1,...m; Vj=1,..,n 2)
> ox, =1 Vi=1,...n 3)
i=1

xj txp <1 Vi=l...m; Vj=1,.,n-1; Vke{l>j: r; < d}} 4)
x; € {01} Vi=I,...m; Vj=1,..n %)
yvie {01} Vi=I,..m (6)

xjtxg <1 Vi=l...om; vj=1,..n-1; Vke{l:d;>r; + s} 7

D, —r)x, <i Vi=l..m (8)
J=1

Fxy) =0 )

Las restricciones (2) imponen que y; valga 1 en el caso de que se utilice el
conductor M;, (3) que cada parte de un trabajo se asigna a un Unico conductor, y
(4) que ningun conductor realiza partes de trabajos que se solapen en el tiempo.
Por tanto, (1)-(6) da el problema FJS (las partes de los trabajos corresponden a las
tareas y los conductores a los procesadores o maquinas). Las restricciones (7)
imponen la cota superior al tiempo de extension (“‘spread time bound”); por tanto
(1)-(7) da el problema FJSS. Las restricciones (8) imponen la cota superior al
tiempo de trabajo (“working time bound”), por tanto, (1)-(6) y (8) dan FJSW.
Finalmente, (9) expresa las restricciones establecidas por la union contractual y las
regulaciones de la compaiiia para el problema BDSP.

2.5. Modelo de Daniels y Mazzola (1994)

Estos autores consideran el problema flow shop estatico consistente en un
conjunto de n trabajos independientes {J;,...,.J,}! y disponibles desde el instante
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inicial r; = 0 Vj. Suponen que cada trabajo tiene exactamente una inica operacion
en cada una de las m maquinas {/,.,m}. Las maquinas estdn siempre en
disposicion de realizar trabajos. Al ser un problema flow shop, la trayectoria de
maquinas que siguen los trabajos es la misma para todos ellos. Se supone, sin
pérdida de generalidad, que las maquinas han sido numeradas de modo que el
orden creciente es la trayectoria comun que deben seguir los trabajos.

Los autores consideran una extension del modelo en la que suponen la
existencia de un recurso disponible en cantidad limitada R, y que se utiliza en el
proceso de produccion. La cantidad existente de este recurso no cambia durante el
proceso de produccion. Modelizan que cada operacion (7,j) puede procesarse en Kj;
modos posibles, siendo p;; el tiempo de proceso de la operacion (i,j) cuando ésta
se procesa en el modo k. El valor 7 representa las unidades del recurso adicional
requeridas para el procesamiento de (7,j) en el modo k. Sin pérdida de generalidad,
puede suponerse que p;, 7« son enteros y decrecientes en el indice k.

Si C; representa el instante de completacion de la operacion (i,j);
Chnax=max; {C,;} es el instante final de completacion de todos los trabajos; y

m n
T :Zz P; €s una cota superior de C,y, siendo M una constante
i=1 j=1

suficientemente grande, los autores consideran las variables de decision:

{1, si el trabajo j precede al h
yjh =

0, otro caso

1, siJ,; secompleta en la maquina i trabajando

X = esta en el modo k en el instante t
0, otro caso

y el problema consiste en:

min Cpgy
sujeto a:
Chax 2Coj Y (1)

Kl/ T
Py = Z Pij zxijkt Vi, vj ()
k=1 =1

Cin- Cy + M(1-yn) = pin Vi, h #j (3)

Yin vy =1V, h#j 4)
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C,-j 2C,~_1j + pi Vi, j %)

T Ky
Zr(Zx,,-k,}C,,- vij  (6)

m n Ky t+pyp-1
D20 D S R w=LLT (8)
i=1 j=1 k=1 h=t

Yin X € 10,1} Vi, h#, ikt (9)
Ci 20 Vij (10)

El significado de (1) es evidente y no requiere comentario. Cada restriccion (2)
mide el tiempo de proceso real en la realizacion de la operacion (i,j) una vez que
se ha elegido el modo para su realizacion. Las restricciones (3) garantizan el no
solapamiento entre operaciones consecutivas, mientras que (4) indica que si /
precede a j, j no puede preceder a h. Las restricciones (5) garantizan que las
operaciones que se realizan mas tarde tienen tiempo de completacion mayor. Cada
restriccion (6) indica que el instante en que se completa el procesamiento de la
operacion (i,j) es precisamente Cj. En (7) se indica que se elige un unico modo
para realizar la operacion (ij). Con (8) se asegura que no se excede la
disponibilidad del recurso limitado en ningln instante de tiempo. Finalmente, (9)
y (10) son restricciones evidentes.

2.6. Modelo de Matta y Guignard (1994)

Estos autores tratan el problema denominado CPS (“capacited-oriented
production scheduling”). Este problema concierne a la asignacion de productos
que compiten entre ellos para ser procesados por lineas de produccion de diferente
capacidad en un numero finito de periodos de tiempo.

En el modelo de produccion que proponen consideran:

P = numero de productos a planificar.

L = numero de lineas de produccién disponibles.
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T = namero de periodos del horizonte de planificacion (usualmente
semanas).

j = indice de las lineas de produccion (j=1,...,L).

i = indice del producto (i=0,...,P); donde si a la linea j se le asigna el
producto 0 quiere decir que la linea j esta parada.

t = indice del periodo de produccion (z=1,...,T).
s = indice del periodo de demanda (s=/,..,7+1).

L; = conjunto de lineas de produccion en las que puede planificarse para ser
producido el producto i .

P; = conjunto de productos que pueden planificarse en la linea de
producciénj. (0 € P; V).

¢jj = costo unitario de produccion del producto 7 en la linea ;.
h; = fin del periodo de mantenimiento del costo para el producto i .

q;; = costo de cambiar el producto i a la linea j, independientemente de cual
sea el producto producido previamente al producto i en la linea j (si
i=0y la linea no estaba parada, entonces se pone gy, suficientemente
grande para que sea prohibitivo)

pij = radio de produccion, es decir, nimero de unidades del producto i
producidas en la linea j durante un periodo de tiempo. Obviamente

Po=0Vj.

d;; = la demanda del producto i durante el periodo s. Se asume que la
demanda al final del periodo de tiempo se toma arbitrariamente como
dir+1 = max; py;.

cijis = costo total de manufactura en la linea j durante el periodo ¢,
manteniendo hasta el final del periodo s la demanda para el producto i
, es decir, ¢y = (cjj + (s - 8) hy) djs.

Se definen las variables de decision:

x;is = fraccion de la demanda para el producto i en el periodo s producida
durante el periodo # en la linea ;.

166



Diversos modelos

xjr+1 = holgura, en la restriccion de la capacidad; es decir, unidades
sobrantes del producto i producidas en la linea j desde el periodo ¢
hasta el periodo T+/ después de satisfacer la demanda para el
producto i desde el periodo ¢ al 7.
viir = 1, si el producto i se produce en la linea de produccion j durante el
periodo ¢ (yg; = I quiere decir que j esta parada durante el periodo 7)
= (), en otro caso.
vjir = 1, si en la linea j la produccion cambia al producto i al comienzo del
tiempo ¢
= (), otro caso.

y el problema se establece como:

L T T+1
v(CSP) = min z ZZ{Z CijisXis T+ qijvl.ﬂ} (D)

j=lieP; t=1 {s=1

S.a.:

Z‘ixm =1 Vi I<s<T ()

JeL; t=1

T+l1

Ydx,, =py, Vgt (3)
s=t

Zyi/t =1 Vit 4)

icP,
Vijit 2Vijt - Yiji-1 i, jeL,t (5)
0 <xjj; <1 Vijts (6)
Vi =0 Vi, j, t (7)
0 <y <1 Vi, j, t (8)
Vi enteros Vi, j, t )
El conjunto de restricciones (2) indican que debe satisfacerse la demanda del

producto i en el periodo s. (3) indican que cuando la produccion del producto i se
hace en la linea j durante el periodo de tiempo ¢, exactamente p; unidades del
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producto se deben producir. (4) marca el hecho de que en cada linea de
produccion j y en cada periodo ¢ solo puede estar produciéndose un tUnico
producto. Las restricciones (5) indican que ocurre un cambio cuando y;; = 1 'y yi
1 =0.

Una cota inferior para el problema CSP puede calcularse mediante
relajacion lagrangiana (Geoffrion, 1974). Al dualizar las restricciones de la
demanda (2) usando los multiplicadores u;;, obtenemos el problema lagrangiano
LR

v(LR) = min z z z {g CinsXiis T 45 Vi } + i i U, (1 - z i xWJ

Jj=lieP; =1 i=l s=1 JjeL; t=1

sujeto a las restricciones (3), (4), (5), (6), (7), (8), y (9).

La funcion objetivo también puede escribirse en la forma:

741 p T
V(LR) = min Z ZZ{Z (Cytv - “m)xym T+1xijT+1 + qijvijt} + zzuis

Jj=lieP; t=1 i=1 s=1

Al resolver este problema se obtiene una cota inferior para el problema CSP.

2.7. Modelos de Trick (1994)

Muchos modelos tradicionales de planificacion y secuenciacion
deterministica suponen que el tiempo que un trabajo requiere en una maquina no
esté bajo control, es decir, el tiempo de proceso es un dato fijado inicialmente. Sin
embargo, en algunos problemas, no sé6lo se requiere la asignacion de los trabajos a
las maquinas, sino que ademas deben elegirse tiempos de proceso, reflejando las
capacidades fisicas de las maquinas. En este sentido, Trick (1994) trata el
problema en el que se debe elegir la velocidad de la maquina. Considera dos tipos
de modelos de multiples maquinas con velocidad variable.

En el primer tipo de modelo, la capacidad de cada maquina se fija en el
transcurso de la planificacion. Se tienen n trabajos (indizados por j) y m maquinas
(indizadas por i). No se asume que las maquinas sean idénticas, pero si de
caracteristicas similares. Cada trabajo debe asignarse a las maquinas. Si el trabajo
j se asigna a la maquina 7, la maxima cantidad de tiempo que la maquina utiliza es
u; incurriendo en un costo de c¢;. El trabajo j al menos precisa /; unidades de
tiempo para ser procesado por la maquina i. Realizar los trabajos a una velocidad
mayor origina un costo mayor. Asi, por cada unidad de tiempo que el
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procesamiento del trabajo j en la maquina i dure menos de u; se incurre en un
costo no negativo s; (el costo de la velocidad). La maquina i estd disponible b;
unidades de tiempo. Cada trabajo se asigna a exactamente una maquina, es decir,
los trabajos son indivisibles. El objetivo es minimizar el costo total.
Una formulacion de este problema podria ser:
min 2; 2jcijziy + 2 25 sy (uyzip - xp)
s.a.:
ij,-j < bl' Vi
2izy =1 vj
Zijzij _<x,-j _<I/l,'jZ,'j Vl,j

zj 20 enteros Vij

donde z;; se interpreta como la fraccion del trabajo j asignada a la maquina i , y x;;
es la cantidad de tiempo que el trabajo j se esta procesando en la maquina i .

Esta formulacion resulta adecuada para las técnicas estandar de
ramificacion y acotacion. Trick, al proponer un método heuristico para resolver el

problema mediante una relajacion lineal, prefiere apoyarse en la siguiente
formulacion alternativa con las variables de decision y;; € y’;.

min 2; 2icyy’y + 2i 2 (ciy + sy (uy - 1y) ) vy
s.a.
2i(lyyy + uyy'y) <b; Vi
ity =1 Y
yi tyy €{0,1}  Vij
Vi ¥y 20 Vij
donde los valores y; se interpretan como la fraccion del trabajo j que se realiza

usando el minimo tiempo en la maquina 7 ; e y’; es la fraccion usando el méximo
tiempo.
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Como un trabajo que utilice una cantidad de tiempo intermedia puede
entenderse como que cierta porcion del trabajo usa el tiempo maximo y el resto se
realiza usando el tiempo minimo, los dos modelos anteriores son equivalentes.

En el segundo tipo de modelos la cantidad de tiempo disponible de las
maquinas no se conoce a priori. Se trata de planificar los trabajos indivisibles en
las maquinas de modo que se minimice la suma del tiempo total de completacion
de los trabajos y los costos operativos de realizacion de los mismos. Este
problema ha sido considerado por Potts (1985), Lenstra, Shmoys y Tardos (1990)
sin variables de velocidad y sin costos operativos de realizacion.

Manteniendo la notacion anterior, y considerando variables de velocidad y
costos de realizacion, el modelo puede formularse en la forma:

mink +23; Xjcijzy + 2i 2 sy (uyzij - X)
2ix; <k Vi
2izj =1 v
lij zij <xij Suyj zi; 7i,j
x; =0 enteros  Vij
donde para un valor fijo de £ se tiene el primero de los modelos del tipo anterior.

Sobre los modelos propuestos, Trick (1994) elabora heuristicas para
resolver los problemas correspondientes.

2.8. Modelo de Mc Cormick y Pinedo (1995)

Los autores consideran el problema de planificar n trabajos con
restricciones de precedencias en m maquinas uniformes, es decir, idénticas salvo
en la velocidad. El trabajo j tiene tiempo de proceso p;, y la maquina i tiene
velocidad s;. Si m > n, pueden eliminarse las m - n maquinas mas lentas y
entonces puede suponerse en el modelo que m <n. Se supone que los indices de
las méaquinas estan ordenados de modo que s; =5, =... =5, > 0 (de la mas rapida
a la mas lenta) y que los indices de los trabajos estan ordenados 0 < p; <p, <... <
pn (del mas corto al mas largo). En el modelo se contempla la posibilidad de
interrumpir el procesamiento de los trabajos. Se estd interesado en encontrar los
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optimos de Pareto o puntos no dominados para los objetivos JC; y Ca=max
{C;} (tiempo de proceso y tiempo de finalizacion de todos los trabajos).

Mc Cormick y Pinedo presentan un algoritmo polinomial que produce una
planificacion con 2C; minimo sujeto a que el valor de C,,, es inferior a cierta cota
D. Su algoritmo alterna entre la regla SP7-FM (“shortest processing time on
fastest machine”) y la regla LRPT-FM (“longest remaining processing time on
fastest machine”). Los autores estudian como cambia la conducta del algoritmo
cuando D varia paramétricamente. El conocimiento de la estructura de las
planificaciones Optimas permite caracterizar los puntos de ruptura en la funcion
lineal a trozos que une todos los puntos de Pareto. Como se permiten

m+1
interrupciones existen a lo sumo mn - ( 5 j = O(mn) puntos de cambio de las

pendientes de los segmentos de recta que unen los puntos eficientes. El algoritmo
que proponen, algoritmo P-SPT-FM-D, (“parametric SPT-FM with deadline™)
puede calcular un nuevo punto de cambio en tiempo medio del O(m?). Por tanto,
P-SPT-FM-D puede calcular todos los puntos de Pareto en un tiempo del O(m’n).

Si se ponderan los objetivos, se tiene el problema

min 2C; + w Cpax
s.a.:
w =0 (D)

entonces s6lo se necesitan encontrar los puntos de cambio w entre dos pendientes
adyacentes w; y w; tales que w € [w;, w,/.

Si se quiere

min 2C;
s.a.
Chax <D 2)

se encuentran los puntos de cambio adyacentes cuyos valores C,,, alcanzan a D,
(donde D es una fecha limite comtn) y encuentran el correspondiente valor JC;
por interpolacion. Puede también hacerse el razonamiento contrario si se prefiere,
esto es

min  Cuux
s.a.:

2C; < nF 3)

donde F' es una cota superior al tiempo medio de permanencia de los trabajos.
También pueden considerarse los problemas
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min 2C;
s.a.:

Cmax = C*max (4)
y

min  Chax
s.a.:

20 =2C% (5)

donde C*,,x y 2C% son los valores optimos de las funciones objetivo
respectivas.

En la practica, el decisor puede no estar satisfecho con ninguna de las
soluciones dadas por (1)-(5). En estos casos, el algoritmo que proponen Mc
Cormick y Pinedo genera informacion adicional de sensitividad que permite al
decisor conocer como cambian los valores de los objetivos (1)-(5) cuando w, D, 6
F cambian. De hecho, pueden predecir localmente como cambiara cada C; (6 w, D,
6 F) en un rango de variacion de p; mediante un analisis de sensitividad clasico.

Su aproximacion genera una curva de puntos de Pareto enfocando primero
su atencion en el problema (2) 6 problema UMD (“uniform machines with
deadline”). Este problema puede entenderse como un problema de transporte
considerando el trabajo j como una fuente de la que salen p; unidades, y la
maquina i como un sumidero al que llegan s;D unidades. Desafortunadamente esta
formulacion no contempla la posibilidad de que varias partes de un mismo trabajo
se realicen simultaneamente. Los autores desarrollan un algoritmo SPT-FM y
LRPT-FM que alterna entre ambas reglas para resolver UMD. Luego investigan
como cambia la soluciéon dada por su algoritmo al variar D construyendo asi el
algoritmo P-SPT-FM-D para determinar los 6ptimos de Pareto del problema.

Para concluir el presente epigrafe, digamos que en la resolucion de cada
uno de estos modelos los autores aplican diferentes técnicas de programacion
matematica tales como ramificacion y acotacion, planos de corte, relajacion
lagrangiana, algoritmos heuristicos, etc. El estudio detallado de todas estas
técnicas iria en una direccion distinta a los objetivos de la presente memoria.

Veremos a continuacion, y para finalizar este capitulo, el analisis de un
problema de planificacion real correspondiente a un taller de reparaciones.
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3. Modelizacion de un taller de reparaciones de audio, video y
television

Planteamiento del Problema

En este epigrafe se estudia un caso practico donde se plantean problemas
de planificacion. Se trata de un taller que se dedica a la reparacion de videos,
televisores y equipos de alta fidelidad en la isla de Tenerife.

Se pretende construir un modelo lo mas representativo y adecuado posible
que planifique la administracion de recursos y mano de obra para la ejecucion de
las tareas de reparacion de los aparatos de audio-video-tv que entran al taller.

Descripcion del taller

El taller realiza reparaciones tanto en sus dependencias como a domicilio.
Hay 6 personas dedicadas a reparaciones en el propio taller y otras 6 dedicadas a
reparaciones en domicilio. Al ser un taller oficial de una conocida marca de
aparatos de audio, video y tv., y segun la normativa de consumo de servicio
oficial, esta obligado a mantener un servicio exterior de reparaciones y atenderlas
antes de las 48 horas de su solicitud. Las averias de reparacion que se atienden en
el exterior son solo de television. Si una de estas averias alcanza cierta
complejidad de reparacion se convierte necesariamente en una averia de taller
dejando de ser domiciliaria.

Las seis personas destinadas a reparacion en taller se "especializan" de la
siguiente manera:

1 técnico de audio / sonido reparaciones equipos hi-fi

3 técnicos de television reparaciones aparatos de television

2 técnicos de video reparaciones aparatos de video 'y
(1 de ellos especialista camaras de video
en camaras de video)

El especialista en video camaras hace las veces de Jefe de Servicio Técnico
y es el encargado de distribuir el trabajo conforme va llegando al taller. Existe una
séptima persona, el Director del taller, especialista en reparaciones de aparatos con
tecnologia Laser Disk. Tanto el Jefe de Servicio Técnico como el Director son
personas "comodin” en el sentido de que pueden afrontar la reparacion de
cualquier aparato que llegue al taller. En ocasiones uno de los técnicos de
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television puede ayudar al técnico de audio / sonido. Cuando una averia se
complica sobre manera se acude a una de las personas comodin.

El horario de taller es de 8 horas diarias, 5 dias a la semana. De 8:30 a
13:30 y de 16:00 a 19:00; de lunes a viernes. Es decir, 40 horas semanales. La
recepcion y entrega de aparatos es continua, sin dias prefijados. Generalmente, y
debido simplemente a habitos de los clientes, se suelen concentrar las recepciones
los primeros dias de la semana, y las entregas los tltimos.

Los aparatos entran en el taller por orden de solicitud (recepcion). La fecha
de entrega del aparato reparado se establece en 2 dias después de su recepcion.
Los aparatos con averias mas sencillas se reparan primero. Generalmente las
averias mas complicadas son las que presentan los modelos de aparatos que se han
incorporado al mercado mas recientemente, ya que estas averias no estan aun
catalogadas, ni se tiene ninguna referencia directa de su modo de reparacion.

Normalmente, el hecho de que la reparacion de un aparato requiera
repuestos no presenta problemas ya que el taller tiene almacenados repuestos en el
98 % de los casos. Cuando se deben pedir repuestos, comiunmente via Madrid, el
tiempo de espera suele ser de 15 a 30 dias.

Tipos de averias, frecuencias y tiempos de proceso

En el modelo se van a considerar las averias de equipos de audio, de video,
y de television. Se han dividido los aparatos en bloques, de modo que las averias
que acontecen en las componentes de un bloque concreto suelen tener el mismo
grado de dificultad y el mismo tiempo de proceso, independientemente de la
componente de que se trate.

Frecuencias

Los bloques en los que estructuraremos las averias de video (VCR),
television (TV), y audio (HIFI) y las frecuencias en que aparecen son las que a
continuacion se citan. Los datos hacen referencia al afio 1994, y, segun el criterio
de las personas experimentadas en este tipo de reparaciones, pueden suponerse
que se mantienen mas o menos constantes a lo largo de los afios.
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Bloques de aparatos de video Frecuencia de averias
Fuentes de alimentacion y CPU 20 %
Mecdnica y servocontroles 28 %
Placa senial 5%
Conjunto ascensor 40 %
Placa de frecuencia intermedia (RF/FI) 2%
Estéticas (teclados, etc.) 5%
Bloques de aparatos de television Frecuencia de averias
Fuentes de alimentacion 15 %
Oscilador de lineas 1%
Oscilador vertical 7%
Circuitos correccion y convergencias 8%

Salida vertical 10 %

MAT (Muy Alta Tension) 25 %

FI (Frecuencia Intermedia) 6%
Sintonizador 6%
Presintonias 1%

Audio 5%
Circuito y Serial 10 %

Salida RGB 6%
Bloques de aparatos HI - F1 Frecuencia de averias
Fuente de alimentacion 15 %
Mecdnica 60 %
Placa seial y display 2%
Placa RFFI (Radio Frecuencia, 4%
Frecuencia Intermedia)

Procesamiento Digital 3%
Grabacion / Reproduccion 10 %
Servocontroles 6%

Tiempos de proceso

Los tiempos de proceso dependeran de si la arquitectura del aparato es
modular o no, y de si la averia es una averia nueva o una averia ya conocida. Los
aparatos modulares se desmontan y montan mas rapidamente. Las averias nuevas
requieren un tiempo de diagnoéstico y localizacion normalmente superior.
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Los tiempos de proceso, en términos aproximados y en minutos de las
averias que acontecen en los diferentes bloques son los que a continuaciéon se

relacionan.

Tiempos de Proceso (minutos)

Primera Vez

Sucesivas Veces

Modulares No Modulares Modulares No Modulares

Bloques de aparatos de

video
Fuentes de 40 de 40 a 180 15 15
alimentacion y CPU
Mecadnica y 120 de 120 a 180 70 70
servocontroles
Placa seiial no existen reparar: no existen 20
de 30 a 180
cambiar:
15
Conjunto ascensor 30 30 30 30
Placa frecuencia reparar: no existen reparar: no existen
intermedia (RF/FI) 90 90
(algunas irreparables) cambiar: cambiar:
15 15
Estéticas reparar: reparar: reparar: reparar:
(teclados, etc.) 40 a 50 40 a 50 40 a 50 40a 50
cambiar: cambiar: cambiar: cambiar:
15 15 15 15

176




Modelizacion de un taller de reparaciones

Tiempos de Proceso (minutos)

Primera Vez

Sucesivas Veces

Modulares No Modulares Modulares No Modulares
Bloques aparatos
television
Fuente de alimentacion 40 de 40 a 180 15 15
Oscilador de lineas 25 25 25 25
Oscilador vertical de20a?25 de 25 a dias de20a25 de25adias
Circuitos de correccion 20 40 20 20
y de convergencias
Salida vertical 15 50 15 30
MAT (Muy Alta 15 de 40 a 180 6 15 15
Tension) mas
FI (Frecuencia reparar: 120 reparar: 30
Intermedia) 90 90
cambiar: cambiar:
15 15
Sintonizador irreparable  irreparable  irreparable  irreparable
cambiar: cambiar: cambiar: cambiar:
15 40 15 15
Presintonias 40 de 40 a 180 15 15
Audio 20 de 20 a 100 20 20
Circuito y Sefial de 30 a 40 de 30 a dias 20 20
Salida RGB 20 de 20 a 60 del5a20
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Tiempos de Proceso (minutos)

Primera Vez

Sucesivas Veces

Modulares No Modulares

Modulares No Modulares

Bloques de aparatos

HI -FI
Fuente de alimentacion 40 de 40 a 180 15 15
Mecdnica 120 de 120 a 180 70 70
Placa seiial y display  no existen reparar: no existen 20
de 30 a 180
cambiar:
15
Placa RFFI reparar: no existen reparar: no existen
(algunas irreparables) 90 90
(Radio Frecuencia, cambiar: cambiar:
Frecuencia Intermedia) 15 15
Procesamiento Digital de 40a 60  de 40 a 60 40
Grabacion / no existen  de 40 a dias  no existen
Reproduccion
Servocontroles no de 60 a 120 no de 60 a 120
aparecen aparecen
Precedencias

En el caso de que en un mismo aparato deban realizarse dos 6 mas
reparaciones, €stas deben seguir una secuencia logica para su reparacion. Asi, por
ejemplo, si un televisor tiene averia en su fuente de alimentaciéon y en su
sintonizador, es claro que primero habra que reparar su fuente de alimentacion y,
posteriormente, comprobar si dicho televisor sintoniza bien. Por tanto, se
establecen unas precedencias entre las averias a reparar. Quizas sea mejor utilizar
el término jerarquias en lugar de precedencias. Dichos niveles de jerarquias o

precedencias vienen dados por las tablas siguientes:
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Nivel Bloques de aparatos de video Numero
Bloque
1 Fuentes de alimentacion y CPU 1
2 Conjunto ascensor 2
3 Mecanica y servocontroles 3
4 Placa senal 4
5 Placa frecuencia intermedia 5
(RF/FI)
6 Estéticas (teclados, etc.) 6
Nivel  Bloques de aparatos de television = Numero
Bloque
1 Fuente de alimentacion 1
2 Oscilador de lineas 2
3 MAT (Muy Alta Tension) 3
4 Salida RGB 4
5 Oscilador vertical 5
5 Salida vertical 6
6 Circuito y Senial 7
7 FI (Frecuencia Intermedia) 8
8 Presintonias 9
8 Sintonizador 10
9 Audio 11
10  Circuitos correccion y convergencias 12
Nivel Bloques de aparatos Numero
HI - FI Bloque
1 Fuente de alimentacion 1
2 Mecanica 2
3 Procesamiento Digital 3
4 Servocontroles 4
5 Grabacion / 5
Reproduccion
(originados por I en su
mayoria)
6 Placa senial y display 6
7 Placa RFFI (Radio 7
Frecuencia, Frecuencia
Intermedia)
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Posibles modelos para la resolucion del problema

En el momento de modelizar un problema concreto deben respetarse su
estructura y sus restricciones correspondientes. Si el problema es muy especifico,
puede ocurrir que ninguno de los modelos existentes para resolver problemas
similares siga siendo valido para el problema en cuestion. En este ejemplo
concreto se ha optado por realizar una modelizacion especifica del problema.

a) Construccion de un modelo de Programacion Entera 0-1

Para la construccion del modelo dividimos el problema en secciones
independientes y planteamos un modelo para cada seccion. Asi, tenemos: la
seccion de television, para la cual disponemos de tres técnicos, la seccion de video
en la que hay dos técnicos, y la seccion de audio con un Unico técnico. Para cada
aparato consideramos tantos tipos de averias posibles como bloques
caracteristicos del aparato. Se estima que los tiempos de reparacion de las averias
de un determinado bloque son los mismos y en ese sentido las averias dentro de un
mismo bloque pueden ser tratadas como idénticas. Se tolera la posible
interrupcion en la reparacion de cualquier averia y se modelizan las precedencias
entre sus reparaciones. Sin pérdida de generalidad se toma el tiempo como una
variable discreta medida en unidades tan pequefias y precisas como queramos.
Hablandose del instante ¢ donde ¢ € {0,1,...,T} siendo T el horizonte temporal que
puede fijarse por ejemplo a una semana, un mes, un trimestre, un afo, etc.

Datos del Problema

De acuerdo a los datos recogidos en los epigrafes anteriores, sean m, = 3,
m, = 1, m;, = 2 el nimero de técnicos que se disponen para arreglar las averias de
los n;, televisores, n, aparatos de audio, y n, aparatos de video que se presentan
en el taller, respectivamente. Cada televisor puede presentar, como vimos, a lo
sumo ¢, = 12 tipos de averias distintas, mientras que cada equipo de audio puede
presentar ¢, = 7 y cada video a lo sumo ¢, = 6 averias distintas.

Propondremos a continuacion una expresion general para formular el
problema de cada seccion de modo independiente. Supondremos que fijada la
averia i del aparato j, cualquier técnico k del conjunto de m, técnicos capaces de
arreglarla tarda el mismo tiempo en resolverla, es decir p; = p, Vk=1,..,m_,

siendo p;; el tiempo requerido para reparar la averia i en el aparato j; y my € {myy,
m, m,} viene determinado por el tipo de aparato que sea j. La suposicion de los
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tiempos de proceso viene motivada por la informacion dada por el propio taller.
Dichos tiempos dependeran de si la averia es modular o no y de si es la primera
vez 0 no que se presenta la averia. Su valor serd 0 cuando el aparato j no presente
la averia i.

Otros datos asociados al problema son los siguientes: el instante r; en el
que se presenta el aparato j en el taller y la fecha limite, d; = r; + 48 horas, en la
que todas las averias existentes en el aparato deben estar reparadas.

Las precedencias existentes entre las ¢, averias, con ty € {t;, ¢, t,}, vienen
dadas por los grafos dirigidos aciclicos Gy=(Vy, 4y que veremos a continuacion.
Los conjuntos de vértices son los tipos de averias V,={1,...,m,/}, y los arcos vienen
dados por Ay, donde X € {TV, A, V} representa la seccion en la que nos
encontramos.

Para la seccion de television:

Viv=1{1,2,3,4,5, 6}

Apy = {(1.2), (2.3), (3.4), (4.5), (4.6). (3.7), (6.7), (7.8), (8,9), (8,10), (9,11),
(10,11), (11,12)}.

BONR
»>(2 )» > @*@
@@@@I@.Q

Figura 1. Grafo Gy = (Vy, A7) de precedencias entre averias de television.
Para la seccion de audio:

=71,2,3,456, 7
={(12), (2,3), (3,4), (4.5), (5.6), (6,7)}-

(L»(2) »(3)»(a)»(s) »e) »D
Figura 2. Grafo G, = (V,4, A,) de precedencias entre averias de audio.

Y para la seccion de video:

Vv=1{1,23435 6}
Ay =1{(1,2), (2,3). (3.4). (4,5, (5.6)}.

w2 (3456

Figura 3. Grafo Gy = (V), Ay) de precedencias entre averias de video.
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Variables de Decision

Las variables de decision enteras 0-1 que podemos considerar en el modelo
asociado a la seccion X € {TV, 4, V} son las que a continuacion se indican. Los
indices varian de la forma siguiente: i = /,...,¢, indice de averias; j = /,...,n, indice
de aparatos a arreglar; k = I,...,my indice de técnicos; ¢ = 0,/,...,T indice de
instantes de tiempo.

1, sienelinstantet el tecnico k esta reparando
ik = la averia i en el aparato j Vi, Vj, Yk, Vt
0, otro caso

1, si eninstante t aun no se ha completado

Vi = la reparacion del aparato j V), V't
0, otro caso

1, sien el instante t aun no se ha completado
Zy = la averia i del aparato j Vi, Vj, Vt
0, otro caso

Las variables x;;, son variables indicadoras de actividad del técnico & en el
instante ¢ sobre la averia i del aparato j.

Las variables y;, son variables indicadoras de las condiciones

ty my 't

Ix
z Z Z Xijge, < Zpi, Vj, Vt
i=l k=11,=0 i=1

que son ciertas cuando en el instante ¢# ain no se ha completado la reparacion del
aparato j.

Las variables z.;, son las variables indicadoras de las condiciones

ijt
my t

szijktl <P,-j Vi, Vj, VYt

k=11,=0

que son ciertas cuando en el instante 7 aun no se ha reparado la averia i del aparato
J-

Notese que existe la siguiente relacion no lineal entre las variables:
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Yy=max;_

Objetivos

Lty d 2t VI, VL.

Los objetivos que pueden considerarse en el problema podrian ser
funciones regulares en los tiempos de completacion de las reparaciones de los
aparatos. Estos tiempos vienen dados por:

Asi, por ejemplo, F; = C; -

T
Cj:Z:yjt Vj

r; denota el tiempo de permanencia del aparato

J; L; = C; - d; la demora en su reparacion; 7; = max {0, L;} la tardanza en su

reparacion, etc. Pudiendo tomarse por objetivos a ZC/., ZF/, ZT,, a los

correspondientes  ponderados

Cax=max;{C;}.

Restricciones del Modelo

J=1 J=1

n n n
20,C,. YoF, >ol, 6 b a
=1 =1 j=1

En el modelo deben considerarse la siguiente familia de restricciones:

Ix Ny
DIPIEES
i=1 j=1
ty my
50,51
i=1 k=1
my T

22 K =Dy

k=1 t=0

Ix My

Vk, Yt (1)
Vj, Vit )
Vi, Vj 3)

ZZZ tjkt1 Zplj<1 yﬂ Vj,Vt (4)

i=l k=11,=0

Ix My

i=1 k=11,=0

my

ZZXW pll<1 Z,

k=11,=0

my

szukt +pu ijt —pu

k=11=0

ZZ qukn (ZX: piij = 21’0‘ Vj, vt (5)

Vi, V), Vit (6)

Vi, Vj,Vt (7)
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1=z, -%,,,20  V(.i)ed, Y)Ykt (8)

it
Cuyo significado es el siguiente:

e (1) fijado el instante ¢, el técnico k£ no puede estar arreglando mas de una averia
en cualquier aparato. Son m (7T+1) restricciones.

e (2) fijado el instante ¢, a lo sumo puede estar trabajando un tnico técnico en el
aparato j. Son n(T+1) restricciones.

e (3) fijado el aparato j, el nimero total de instantes en que algiin técnico esta
reparando la averia i es exactamente igual al tiempo que se tarda en reparar
dicha averia. Son #,n restricciones.

* (4) obliga a que y;,=1 < en el instante ¢ no se ha completado la reparacion del
aparato j. Son ny(7T+1) restricciones.

* (5) obliga a que y;=0 < en el instante 7 ya se ha completado la reparacion del
aparato j. Son ny(T+1) restricciones.

* (6) obliga a que z;;=1 < en el instante 7 no se ha completado la reparacion de
la averia i del aparato j. Son #n,(T+1) restricciones.

* (7) obliga a que z;70 < en el instante ¢ ya se ha completado la reparacion de
la averia i del aparato j. Son #,#,(7+1) restricciones.

e (8) garantiza que se respetan las relaciones de precedencias. Son 39n,,(T+1),
6n(T+1), 6 bien 10n,(T+1) restricciones dependiendo de la seccion en la que
nos encontremos.

Notese que si no existiesen relaciones de precedencias entre las averias
podriamos prescindir de las restricciones (6), (7), y (8) y de las variables z,

Si, como la realidad nos invita, tenemos que considerar relaciones de
precedencia, podemos aprovechar la relacion existente entre las variables z;, y las
Y, y sustituir las 2ny(T+1) restricciones (4), (5) por las 2ny(T+1) restricciones (A),
y (B) siguientes:

vi<Dz, ViV (A)
i=1

Ix

Dz, —1,y, S0 V)Vt (B)

i=l1

b) Construccion de un modelo de Programacion Entera 0-1 Mixto

El modelo de Programacion Entera 0-1 Puro tiene el inconveniente de que
el numero de variables crece considerablemente al tener la necesidad de
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discretizar el tiempo e indizar en ¢él. Por tanto, y como alternativa, se ha optado
por construir otro modelo para el problema.

En este nuevo modelo no se divide el problema en secciones sino que se
aborda de manera global. Para ello consideramos las siete personas que estan en el
taller, entre las que contamos las personas "comodin” que son el Jefe de Servicio
Técnico (JST) y el Director del Taller (DT). Las personas del taller son capaces de
reparar ciertos aparatos de modo preferente y, ocasionalmente, pueden reparar
otros. Estos datos se recogen en la siguiente tabla, en la que P denota "de modo
preferente" y O denota "ocasionalmente":

Persona: Puede arreglar:

Especialista Audio Television Video Video Laser
en: camaras  Disk

1 audio P - - - -

2 tv 0] P - - -

3 tv - P - - -

4 tv - P - - -

5 video - - P - -

6 (JST) comodin 0] 0] P P -

7(DT) comodin 0] 0] 0] 0] P

La informacion de la tabla anterior nos permite construir la siguiente tabla:

Numero de personas capaces de arreglarla:
Averia: de modo preferente ocasionalmente total
Audio 1 3 4
Television 3 2 5
Video 2 1 3
Video camaras 1 1 2
Laser Disk 1 0 1

De acuerdo a esta informaciéon y teniendo en cuenta los grafos de
precedencias ya expuestos y las fechas de disponibilidad r; y fechas limite d
podemos formular el problema de la siguiente manera:

Datos del problema

Denotemos por py, el tiempo que requeriria el técnico k para reparar la
averia i del aparato j. Dicho tiempo puede ser cero si el aparato j no presenta la
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averia i; y podemos tomarlo a +eo ¢ a un valor M suficientemente grande para
indicar que el técnico k no esta cualificado para arreglar la averia en cuestion. La
variacion de los indices es la siguiente: £ = 1,...,7 dado que hay siete técnicos en el
taller; j = 1,....n siendo n el numero total de aparatos, de cualquier tipo y
condicidn, que se presentan en el taller desde el instante O al instante 7, con T el
horizonte temporal estudiado. Y, finalmente, i = L,...,m; donde m; es el nimero de
averias que presenta el aparato j. De esta forma (i,j) representa la averia i del
aparato j.

En el caso de que una misma averia pueda ser reparada por varios técnicos
podemos estar interesados en que su reparacion la lleve a cabo, no necesariamente
el técnico mas habil, sino otro de modo que el mas habil quede liberado para
realizar otras funciones en el taller. Tal es el caso del Jefe de Servicio Técnico y el
Director de Taller que, por su experiencia, repararian mas velozmente ciertas
averias pero deben reservar parte de su tiempo para desempefiar labores
administrativas, de abastecimiento y de planificacion del taller. Estas
circunstancias pueden modelizarse con unas ponderaciones ®;, que indicarian el
"costo" o "penalizacion" asociada a la asignacion de cualquier averia del aparato j
al técnico k.

Variables de decision
Consideramos en el modelo las siguientes variables enteras 0-1:

1, siel tecnico k repara la averia i del aparato j o
i = Vi, Vj, Vk (1)

0, otro caso

1, siel tecnico k debe arreglar ambas averias (i, j,) e (i,, J,)
ijiigjak 0 (2)
, otrocaso
V(ij;jl)’ v(i2’j2)’ Vk
s - 1, siel tecnico k debe arreglar (i, j,) antes de (i,, j,) (3)
WAk 0, otro caso
V(ij;jl)’ v(i2’j2)’ Vk
£ = 1, siel tecnico k debe arreglar (i,, j,) antes de (i,, J,) 4)
WAk 0, otro caso

V(). V), Vk

y las variables continuas:
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s;; = instante de comienzo de la reparacion de la averia i del aparato j Vi, Vj (5)

Las variables (1) determinan la asignacion de averias a técnicos. Las
variables (2) indican, para cada par de averias, si las tiene que realizar el mismo
técnico o no. En caso afirmativo, las variables (3) y (4) fijan la secuenciacion
sobre el técnico para garantizar que éste no tenga que simultanear la ejecucion de
dichas tareas. Para cada averia existente hay una variable (5) que indica el instante
en el cual se comienza su reparacion. Supondremos que una vez comenzada la
reparacion de cierta averia, se lleva a término sin interrupciones. Las
interrupciones se permiten, pues, en la reparacion de los aparatos y no de las
averias.

Formulacion del Problema

Un modelo para el problema podria ser el siguiente:

nom

min e 2 2L @y Py (6)
sujeto a:
7
Ddxy=1 Vj=l..n Vi=l..m, )
k=1
D> puxp ST, Vk=1,..7 )
Jj=1i=1
Xt e{O, 1} Vk=1,.,7Vj=L..,nVi=1,.,m )
r<s; Vji=l..,nVi=l,..,m, (10)
7
;4 D Pk S8, Vi=l.,nV(i,l) € 4, (11
k=1
5;20 Vi=l..,n Vi=l,...m, (12)
X, - =1 Siljl +pi1j1k S Sizjz
x”‘“ _1}: o exclusivo Vk=1,..,7 V(i,j,) V(i) (13)
e Supy T Pk S5,

El objetivo (6) nos indica que buscamos una planificacion donde el tiempo
real penalizado empleado en las reparaciones sea minimo.

Las restricciones (7) nos indican que cada averia la repara un tUnico
técnico. Ante el peligro de saturar de trabajo al técnico mas habil, las restricciones
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(8) garantizan que ninglin técnico estara realizando alguna reparacion mas de 7,
instantes de tiempo. (9) expresan el caracter binario de las variables indicadoras de
actividad de los técnicos.

Las restricciones (10) recogen el hecho de que se respetan los instantes de
llegada. El aparato j sera un aparato de television, de audio, de video, una video
camara 6 tendra tecnologia laser. En cualquier caso, las averias que de ¢l tengan
que repararse tendran una estructura de precedencias compatible con uno de los
cinco grafos asociados. El grafo correspondiente es el 4;. Las restricciones (11)
garantizan que se respetan estas precedencias. La no negatividad de los instantes
de comienzo de las reparaciones viene garantizada por (10) y por (12).

La condicion logica (13) indica que si un determinado técnico debe
arreglar dos averias distintas, entonces tendra que hacerlo de modo no simultaneo.
Esta condicion puede modelizarse utilizando las variables indicadoras o descritas
anteriormente de la siguiente manera:

xil.ilk +xi2.f2k - 5i1./1i2./2k <1 Vk = 1""’7 v.]l # j2 = 1""’” (14)
=X~ X120, <0 Vi=l..m Vi=1,..m
Siljl +pi1j1k _Sizjz = M(l_ éjwmk) Vk = 1’.“’7 VJI * j2 - 1’“.’]/1 (15)
Sy TP =Sy, SMA=0" ) Vii=l..m Vi =1l..m,
Vhk=1,.,7 Yj,#j,=l.n
s 48 =5 ‘ 16
v T Qe T Oiiik = m Vi =1em, (16)
Vhk=1,.,7 Yj,#j,=1,...n
511/1!2/2* ’ 5121/112% ’ 5i1j1i2j2k € {0’ 1} (17)

Vi, =1,...,m,

i Vi, = l,...,m‘.

J2

Donde cada par de restricciones (14) determina el valor de & que sera 1
solo si el par de averias correspondiente debe ser reparado por el mismo técnico.
En ese caso, (16) y (17) obligan a que una tinica de las variables 8!, 6 bien 82 sea 1
y la otra 0. Mirando el par de restricciones asociado en (15) se tiene determinado
que averia debe realizarse primero por el técnico y cual después. En caso
contrario, si & es 0, (16) y (17) obligan a que las otras variables sean también
nulas, con lo que las restricciones de (15) no son tales puesto que M es una
constante suficientemente grande.

Digamos por ultimo, que para resolver los problemas planteados podria
utilizarse alguno de los métodos especificos para resolver problemas de
Programacion Matematica y apoyarse en el software existente.
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Apéndice A: Experiencia computacional para los
problemas sobre una maquina.

En el capitulo II se ha estudiado el problema /|| 27; comentando que es un
problema NP-duro (Du y Leung (1990)), y se han citado diferentes algoritmos
exactos existentes en la literatura. También se propuso un método heuristico para
resolverlo.

En el presente apéndice se realiza un estudio computacional comparativo
de los algoritmos exactos citados, el algoritmo heuristico propuesto y otros
algoritmos heuristicos existentes. Para ello se han codificado los algoritmos en
lenguaje de programacion C y se han obtenido tiempos en un ordenador personal
80486 DX a 50 Mhz.

Los problemas test utilizados son los mismos problemas generados por
Potts y van Wassenhove (1982). De acuerdo con este generador, los tiempos de
proceso de cada trabajo se generan de la U/1,100]. Posteriormente se generan las
fechas limite dj , para lo cual se evalta la suma de los tiempos de proceso P = Jp;

y se obtienen dichas fechas limite de la U [P(l —TF — ?), P(1-TF + ?)}

donde los parametros TF y RDD varian en los conjuntos de valores {0.2, 0.4, 0.6,
0.8, 1.0} y {0.2, 0.4, 0.6, 0.8} respectivamente. Por tanto, para cada valor de n, y
cada conjunto de tiempos de proceso generados se construyen 20 problemas. Para
los algoritmos exactos se ha establecido un limite temporal de 5 minutos, salvo
para algunos de ellos y algunos valores de n en los que se ha ejecutado el
programa sin limite de tiempo. Los valores de n estudiados con los diferentes
algoritmos exactos son los siguientes:

Algoritmo Exacto Valores de n
Programacion Dindmica Bdsico 5,10, 15
Srinivasian 5,10, 15
Lawler 77 5,10, 15
Lawler 77 (Restriccion de delta) 5,10, 15
Schrage y Baker 5,10, 15, 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80, 90
Schrage y Baker (Elmaghraby) 5,10, 15, 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80, 90
Lawler 79 5,10, 15, 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80, 90
Lawler 79 (Elmaghraby) 5,10, 15, 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80, 90
Potts y Van Wassenhove 5,10, 15, 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80, 90, 110,

120, 130, 140, 150
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y con los algoritmos heuristicos:

Algoritmo Heuristico Valores de n

Wilkerson e Irwin 10, 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80, 90, 100, 110,
120, 130, 140, 150

Fry, Macleod, Vicens y Fernandez 10, 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80, 90, 100, 110,
120, 130, 140, 150

Sicilia y Alcaide 10, 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80, 90, 100, 110,
120, 130, 140, 150
Holsenback y Russell 10, 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80, 90, 100, 110,

120, 130, 140, 150

Las tablas que a continuacion se relacionan hacen referencia a los
algoritmos exactos. Los significados de los titulos de las columnas son los
siguientes:

n = numero de trabajos

nprob = nimero de problemas generados

res = numero de problemas resueltos antes del tiempo limite (5 minutos, o bien

sin tiempo limite).

t_medio = promedio de los tiempos de ejecucion.

t_peor = maximo de los tiempos de ejecucion entre los problemas que no exceden
el tiempo limite.

conjuntos = nimero de conjuntos generados en las recursiones de la programacion
dinamica empleada.

Los tiempos vienen dados en segundos CPU de un ordenador personal 80486 DX
a 50 Mhz.

Programacion Dindmica Bdsico

n  nprob res t medio t peor conjuntos
5 100 100 0.007 0.055 32

10 100 100 0.341 0.549 1024
15 100 100 30.212 30.879 32768

Programacion Dindamica Srinivasian

n  nprob res t medio t peor conjuntos
5 100 100 0.001 0.055 5

10 100 100 0.026 0.330 79

15 100 100 2.969 30.440 3796
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Programacion Dindamica de Lawler

n  nprob res t medio t peor conjuntos
5 100 100  0.015 0.055 6
10 100 100  0.025 0.055 18
15 100 100  0.044 0.330 33
20 100 100  0.120 1.209 111
30 100 100 1510 46.978 763
40 100 98  16.829  202.033 2997
50 100 88 24.435 283.462 3649
60 100 79 12792  155.769 2724
70 100 59 @ 4.395 32.143 1083
80 100 58  4.308 64.121 954
90 100 57  6.356 43.846 1287

Programacion Dindamica Lawler (Elmaghraby)

n  nprob res t medio t peor conjuntos

5 100 100  0.016 0.055 6

10 100 100 0.018 0.055 16

15 100 100  0.039 0.275 44

20 100 100  0.105 0.989 84

30 100 100 0.737 11.099 428

40 100 100 11.485 189.121 1968

50 100 93 17919 182.637 @ 2731

60 100 85 15608 271.099 @ 2418

70 100 70 9.992 84.945 1719

80 100 66 7.959 79.890 1235

90 100 69 11.222  94.560 1606

DP Schrage y Baker

n  nprob res t medio t peor conjuntos
5 100 100 0.003 0.055 6
10 100 100 0.013 0.110 18
15 100 100 0.083 1.429 55
20 100 100 0.338 7.473 115
30 100 100 34.151  1090.967 808
40 100 79 14.197 205.604 467
50 100 69 20.091 243.462 581
60 100 61 33.034 245.000 742
70 100 56 14.947 169.505 496
80 100 56 21.580 227.143 493
90 100 51 18.234 254.231 426
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DP Schrage y Baker (Elmaghraby)

n  nprob res t medio t peor conjuntos
5 100 100 0.004 0.055 6
10 100 100 0.013 0.165 18
15 100 100 0.079 1.429 35
20 100 100 0.334 7.418 115
30 100 100 34171 1093.626 808
40 100 79 14.220 205.714 467
50 100 69  20.119 243.516 581
60 100 61 33.034 245.440 742
70 100 56  14.981 170.000 496
80 100 56  21.635 227.198 493
90 100 51 18.295 254.231 426

Algoritmo de descomposicion de Lawler

n nprob res t medio t peor conjuntos
5 100 100 0.002 0.055 12

10 100 100 0.116 0.330 498
15 100 100 4.640 16.648 18639

Alg. de descomposicion de Lawler (restriccion de 0)

n  nprob res t medio t peor conjuntos
5 100 100 0.003 0.055 7

10 100 100 0.073 0.275 236
15 100 100 3.108 22.747 9254

Potts y Van Wassenhove

n  nprob res t medio t peor conjuntos
5 100 100 0.001 00.055 4
10 100 100 0.003 00.055 11
15 100 100 0.004 00.055 25
20 100 100 0.015 0.055 45
30 100 100 0.054 0.440 187
40 100 100 0.130 0.824 411
50 100 100 0.383 6.923 1179
60 100 100 0.861 24.505 2669
70 100 100 1.938 27.582 6012
80 100 100 4.751 155.879 14373
90 100 100 4.755 71.374 14420
100 100 100  10.386 225.110 29765

110 100 100  25.332 380.495 68583
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120 100 100  104.676 4558.846 274545
130 100 100 90.390 1572.912 230954
140 100 100 413.945 17608.297 1038676
150 100 100 591.719 22586.209 1503148

Las proximas tablas hacen referencia a los algoritmos heuristicos. En este
caso se han resuelto todos los problemas sin fijar ningin tiempo limite de
ejecucion. Los heuristicos han sido comparados con el algoritmo exacto de Potts y
van Wassenhove, calculando el radio solucion optima / solucion heuristica. Los
significados de los encabezados de las columnas son los siguientes:

n = numero de trabajos
nprob = nimero de problemas generados
t exacto = promedio de los tiempos de ejecucion empleados por el algoritmo
exacto.
t heur = promedio de los tiempos de ejecucion empleados por el algoritmo
heuristico

opt = numero de 6ptimos encontrados por la heuristica.
*

% = promedio de los radios de ejecucion Z—xlOO, donde z* es el valor de la
Zy

solucion optima y z, el valor de la solucion heuristica.

Los tiempos vienen dados en segundos CPU de un ordenador personal 80486 DX
a 50 Mhz.

Holsenback y Russell

n  nprob opt % t exacto t heur
10 100 93  99.92 0.004 0.002
20 100 80 99.71 0.015 0.003
30 100 64 99.35 0.051 0.004
40 100 52 99.08 0.115 0.007
50 100 41  98.92 0.336 0.008
60 100 34  98.50 0.788 0.012
70 100 35 9821 2.027 0.015
80 100 33 98.56 5.004 0.022
90 100 32 98.77 4.992 0.027
100 100 31 9796 10.960 0.027
110 100 30 9852 25332 0.034
120 100 31 9851 104.676 0.042
130 100 30 9820  90.390 0.044
140 100 28 97.68 413.945 0.057
150 100 28 97.85 591.719 0.060
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Wilkerson e Irwin

n  nprob opt % t exacto t heur
10 100 76  98.10 0.004 0.000
20 100 61 98.68 0.015 0.002
30 100 47  96.39 0.051 0.002
40 100 40 96.58 0.115 0.004
50 100 35 9575 0.336 0.008
60 100 33 9503 0.788 0.015
70 100 35 9497  2.027 0.024
80 100 31 95.24 5.004 0.034
90 100 35 96.39 4.992 0.045
100 100 31 9547  10.960 0.063
110 100 29 9580  25.332 0.102
120 100 29 9541 104.676 0.147
130 100 30 9594  90.390 0.206
140 100 25 94.80 413.945 0.251
150 100 28 9389 591.719 0.322
Fry, Macleod, Vicens y Ferndndez
n nprob  opt % t exacto t heur
10 100 84 99.58 0.004 0.003
20 100 69 99.30 0.015 0.013
30 100 56 98.41 0.051 0.035
40 100 47 98.41 0.115 0.071
50 100 42 98.41 0.336 0.134
60 100 36 98.23 0.788 0.223
70 100 40 98.51 2.027 0.349
80 100 35 98.52 5.004 0.521
90 100 35 98.48 4.992 0.722
100 100 34 98.42 10.960  0.981
110 100 32 98.49 25332  1.304
120 100 29 98.05 104.676 1.668
130 100 33 98.20  90.390 2.116
140 100 30 98.36  413.945 2.624
150 100 29 98.22  591.719 3.184
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Sicilia y Alcaide

n  nprob  opt % t exacto t heur
10 100 69 97.75 0.005 0.002
20 100 55 97.57 0.015 0.014
30 100 37 97.20 0.051 0.045
40 100 35 97.98 0.114 0.108
50 100 37 97.97 0.342 0.236
60 100 32 98.12 0.785 0.432
70 100 31 97.26 2.027 0.754
80 100 30 98.37 5.004 1.168
90 100 30 97.98 4.992 1.761
100 100 27 98.42  10.960 2.593
110 100 29 98.75  25.332 3.680
120 100 29 98.52  104.676  4.954
130 100 29 98.14  90.390 6.521
140 100 24 98.24  413.945  8.423
150 100 29 98.25  591.719 10.774

Conclusiones

A tenor de las tablas ilustradas se observa que los algoritmos de
programacion dindmica analizados presentan un comportamiento limitado en
cuanto a capacidad de resolucion de problemas por encima de 15 trabajos. Con el
algoritmo de descomposicion de Lawler, basado en su teorema de
descomposicion, no parecen mejorar significativamente los resultados.

No obstante, al aplicar las propiedades de dominancia de Emmons en los
métodos de programacion dinamica se consigue aumentar la dimension de los
problemas resueltos. Asi se llegan a resolver, en tiempos aceptables y sin grandes
requerimientos de memoria, incluso problemas de 90 trabajos. Ademas la
incorporacion de la regla de dominancia, basada en el lema de Elmaghraby, en el
algoritmo de programacion dinamica de Lawler reduce significativamente el
nimero de conjuntos a considerar y la cantidad de memoria necesaria para ello.

El algoritmo exacto que mejor comportamiento ha mostrado en los
problemas considerados (problemas de 5 a 150 trabajos) ha sido el de Potts y Van
Wassenhove, de ahi que se haya tomado como referencia para estudiar los
algoritmos heuristicos.

Dada la complejidad del problema, y como demuestra la experiencia

computacional, los algoritmos heuristicos parecen ser la manera mas adecuada de
obtener soluciones aceptables en tiempos razonables cuando el nimero de trabajos
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supera el centenar. Las tablas precedentes muestran que las heuristicas garantizan
una precision en torno al 98%. Entre ellas, atendiendo al grado de precision de la
heuristica, la que mejor comportamiento tiene para un numero pequefio de
trabajos (menor que 100) es la de Holsenback y Russell, seguida de la de Fry,
Vicens, Macleod y Fernandez, la de Sicilia y Alcaide, y la de Wilkerson e Irwin.
Mientras que, para problemas con mas de 100 trabajos parece ser que el mejor
comportamiento, siempre en términos de precision, lo tiene la heuristica de Sicilia
y Alcaide, seguida de la de Fry, Vicens, Macleod y Fernandez, la de Holsenback y
Russell, y la de Wilkerson e Irwin.
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Apéndice B: Experiencia computacional para problemas sobre
varias mdquinas

Experiencia computacional para el problema O|Cmax.

Se ha codificado en lenguaje de programacion C el procedimiento de
blisqueda tabt y los algoritmos heuristicos LPT, LIS, y SPT propuestos en el
capitulo IIl para el problema O||/Cmax. Se han considerado dos versiones del
método de busqueda tabti: 750 y 7S1. La primera version 750 considera so6lo la
estructura de vecinos N/, mientras que 7S/ considera NI y N2 periddicamente.
Los periodos vienen limitados por las “vueltas atras” de la busqueda para
recomenzar desde el mejor grafo que se haya encontrado hasta ese momento.

La experiencia ha sido realizada en una estacion de trabajo Digital DEC
5000/240 segundos. Los problemas han sido aleatoriamente generados.

Las tablas 1, 2, y 3 hacen referencia a problemas donde los tiempos de
proceso son generados de la U[/1,100], U[20,100], y U[50,100] respectivamente.
La tabla 4 hace referencia al conjunto de 60 problemas propuesto por Taillard
(1993). Los resultados tabulados son promedios de 10 problemas para cada par de
valores (m,n). Los nimeros entre paréntesis “(' )" indican el nimero de problemas
para los que el algoritmo alcanza la cota inferior. En la tabla 4, los nimeros entre
corchetes “/ /” indican el nimero de problemas para los cuales se alcanza una
nueva cota superior. Los titulos de las columnas significan lo siguiente:

LB = promedio de las cotas inferiores.

UB = promedio de las cotas superiores (solo tabla 4).

LPT = promedio de las soluciones propuestas por el algoritmo LPT.
LIS = promedio de las soluciones propuestas por el algoritmo LIS.
SPT = promedio de las soluciones propuestas por el algoritmo SPT.
TS0 = promedio de las soluciones propuestas por el algoritmo 7:S0.
TS1 = promedio de las soluciones propuestas por el algoritmo 7S1/.
% UB = promedio de los cocientes cota superior / cota inferior.

% LPT = promedio de los cocientes solucion LPT / cota inferior.

% LIS = promedio de los cocientes solucion LIS / cota inferior.

% SPT = promedio de los cocientes solucion SPT'/ cota inferior.

% TS0 = promedio de los cocientes solucion 7SO / cota inferior.

% TS1 = promedio de los cocientes solucion 7S/ / cota inferior.
tiempo 0 = tiempo en segundos CPU para TS0.

tiempo 1 = tiempo en segundos CPU para TS/.



Apéndice B

Se observa que las heuristicas LPT, LIS y SPT son las mas rapidas. Sus
tiempos de ejecucion son realmente pequeios, nunca superiores a un segundo. Por
tanto, estos tiempos no han sido tabulados. Sin embargo, las columnas %LPT,
%LIS y %SPT indican que sus soluciones estan atn lejos de la cota inferior en
muchos problemas. De ahi que estas heuristicas por si solas no garanticen siempre
buenas soluciones. Las heuristicas tabu propuestas utilizan a estas como
soluciones iniciales. Obviamente su precision es mejor. Tal es asi que alcanzan
soluciones optimas o proximas a ellas, incluso si las soluciones semilla iniciales
estan alejadas.

Por otra parte, los tiempos de ejecucion de las heuristicas tabu no son
excesivos con respecto al tamafio del problema. Recuérdese que el problema
O||Cmax es NP-duro.

Comparando los procedimientos tabu 750 y 7SI se deduce que, en general,
el primero de ellos da una solucién mas preferible. Ninguno de los algoritmos
domina al otro en términos de tiempos de ejecucion.

En problemas rectangulares (m # n) los algoritmos obtienen soluciones
optimas, 6 proximas a ellas, mas rapidamente que en problemas cuadrados (m=n).
Mas aun, en problemas cuadrados los tiempos de ejecucion se incrementan
notablemente en comparaciéon con los problemas rectangulares con el mismo
niamero de maquinas. Noétese que, aunque ninguno de los algoritmos 750, TSI
domina al otro en términos de tiempo, cuando se precisa una intensificacion de la
bliisqueda con la estructura de vecinos N2 en el algoritmo 7S/ se produce un
crecimiento de los tiempos de ejecucion con respecto a 7.S0.

Llama la atencion el alto nimero de soluciones optimas alcanzadas por las
heuristicas tabu en las tablas 1, 2, y 3, como puede verse en las columnas 750 y
TS1. Ademas, en la tabla 4, ndtese que para ciertos tamafos de los problemas se
obtienen mejores resultados que los de Taillard (1993).
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Tabla 1
Estacién de trabajo Digital DEC 5000/240 segundos.

pi.; generados uniformemente en [1,100]. Resultados promedio sobre 10 problemas para cada par m,n.

m| n LB LPT LIS SPT TS0 TS1 %LPT | LIS | %SPT | %TS0 | %TS1 | tiempo0 | tiempol
31 5 | 3090 | 3242 (3) | 3207 (5 | 3625 (2) (10) (10) | 104.99 | 104.08 | 117.82 | 100.00 | 100.00 | 0.070 | 0.071
3 [ 10 | 5689 | 5784 (5) | 594.1(2) | 591.6 (3) (10) (10) | 101.60 | 104.54 | 104.10 | 100.00 | 100.00 | 0.111 | 0.080
3 [ 25 | 14044 | 1415.9 (2) | 14185 (4) | 14604 (1) | (10) (10) | 100.83 | 101.00 | 103.91 | 100.00 | 100.00 | 0.073 | 0.111
3 50 | 2686.2 | 2698.1 (4) | 2706.9 (6) | 2756.4 (1) | (10) (10) | 100.44 | 100.76 | 102.58 | 100.00 | 100.00 | 1.616 | 1.123
3 | 100 | 5352.6 | 5357.8 (1) | 5384.2 (2) | 5390.9 (2) (10) (10) 100.09 | 100.59 | 100.70 | 100.00 | 100.00 0.761 1.176
3 | 250 | 13166.7 | 13168.9 (6) | 13177.7 (7) 13241.6 (10) (10) 100.01 | 100.08 | 100.50 | 100.00 | 100.00 1.566 1.518
5 5 356.5 404.4 (2) 420.5 457.0 (10) (10) 113.01 | 118.24 | 127.59 | 100.00 | 100.00 0.283 0.640
) 10 594.7 648.7 (1) 691.5 (1) 694.4 (10) (10) 110.00 | 116.48 | 117.06 | 100.00 | 100.00 0.175 0.231
5 | 25 1427.7 1445.0 (4) 1505.3 1510.2 (10) (10) 101.23 | 105.52 | 105.80 | 100.00 | 100.00 0.846 0.825
5 | 50 | 2771.6 | 2802.2 (1) | 2856.1 (1) | 2868.0 (2) | (10) (10) | 101.11 | 103.06 | 103.51 | 100.00 | 100.00 | 0.450 | 0.471
5 | 100 | 5469.8 5493.0 (1) 5611.5 5565.2 (10) (10) 100.42 | 102.57 | 101.75 | 100.00 | 100.00 1.876 1.868
5 | 250 | 13289.4 | 13304.5 (2) 13481.3 13425.5 (10) (10) 100.11 | 101.44 | 101.02 | 100.00 | 100.00 | 17.851¢ 16.736¢
10 | 10 676.8 824.2 913.4 888.3 677.0 (9) | 677.3 (9) | 122.15 | 135.51 | 131.61 | 100.03 | 100.08 | 351.653% | 391.803¢
10 | 25 | 1487.8 1554.2 1718.5 1718.2 (10) (10) 104.45 | 115.57 | 115.53 | 100.00 | 100.00 0.308 0.308
10 | 50 | 2866.8 2925.5 3127.3 3066.5 (10) (10) 102.04 | 109.07 | 107.01 | 100.00 | 100.00 0.281 0.245
10 | 100 | 5555.4 5613.9 5937.3 5811.8 (10) (10) 101.04 | 106.89 | 104.60 | 100.00 | 100.00 0.986 0.961
10 | 250 | 13396.0 13542.9 13937.8 13729.0 (10) (10) 100.34 | 103.28 | 101.72 | 100.00 | 100.00 1.771 1.798
15 | 50 | 2889.5 3000.0 3322.8 3251.2 (10) (10) 103.83 | 115.01 | 112.51 | 100.00 | 100.00 1.974 1.960
15 | 100 | 5589.7 5663.3 6107.2 5990.5 (10) (10) 101.32 | 109.30 | 107.07 | 100.00 | 100.00 2.176 2.430
15 | 250 | 13541.7 13590.2 14256.3 13959.7 (10) (10) 100.35 | 105.29 | 103.10 | 100.00 | 100.00 3.826 3.653
25 | 25 | 1587.3 2027.8 2363.6 2271.3 1669.4 1681.5 127.81 | 148.96 | 142.51 | 105.21 | 105.97 | 5400.0 5400.0
25 | 100 | 5710.4 5884.4 6568.5 6317.2 (10) (10) 103.04 | 115.09 | 110.64 | 100.00 | 100.00 | 13.276 13.145
25 | 250 | 13635.4 13749.5 14749.4 14266.7 (10) (10) 100.83 | 108.18 | 104.63 | 100.00 | 100.00 23.115 22.644
50 | 100 | 5748.8 6213.8 7387.9 6956.8 5769.2 (4) | 5771.7 (2) | 108.08 | 128.54 | 121.06 | 100.35 | 100.40 | 3518.974 | 4576.809

?S4lo 2 problemas més de 1 segundo, ° sélo 4 mas de 4 segundos, ¢ sélo 4 mas de 3 segundos.




Tabla 2
Estacién de trabajo Digital DEC 5000/240 segundos.
pi,; generados uniformemente en [20, 100] Resultados promedio sobre 10 problemas para cada par m,n.

m| n LB LPT LIS SPT TS0 TS1 BLPT | %BLIS | %SPT | %TS0 | %TS1 | tiempo0 | tiempol
3| 5 | 3224 | 3416 (1) | 3714 (2) | 368.1(2) (10) (10) | 106.02 | 125.79 | 114.67 | 100.00 | 100.00 | 0.070 | 0.026
3 10 662.2 680.8 (3) 692.5 (4) 727.8 (10) (10) 102.82 | 104.69 | 110.09 | 100.00 | 100.00 0.046 0.036
3 25 1585.3 1623.0 1633.3 (1) 1644.5 (1) (10) (10) 102.35 | 103.05 | 103.79 | 100.00 | 100.00 0.025 0.022
3 | 50 | 3146.6 3163.4 (1) 3155.0 (3) 3208.1 (1) (10) (10) 100.53 | 100.27 | 101.96 | 100.00 | 100.00 0.276 0.195
3 | 100 | 6220.4 | 6231.7 (1) 6281.9 (1) 6262.9 (3) (10) (10) 100.17 | 100.99 | 100.68 | 100.00 | 100.00 0.761 1.211
3 | 250 | 15358.6 | 15368.4 (2) | 15375.6 (6) | 15405.6 (3) (10) (10) 100.09 | 100.11 | 100.30 | 100.00 | 100.00 1.680 1.765
5 5 368.7 469.4 467.2 477.5 369.0 (9) 369.3 (9) | 127.21 | 126.75 | 129.95 | 100.09 | 100.17 | 30.170° 36.198°
5 10 698.2 750.9 (1) 797.1 815.7 (1) (10) (10) 109.28 | 116.26 | 118.98 | 100.00 | 100.00 0.213 0.205
5 25 1627.9 1680.6 1739.2 1768.6 (10) (10) 103.21 | 106.84 | 108.63 | 100.00 | 100.00 0.075 0.070
5 50 3182.6 3221.4 (1) 3311.5 3332.2 (10) (10) 101.20 | 104.08 | 104.93 | 100.00 | 100.00 0.468 0.456
5 [ 100 | 6361.2 | 63945 (1) | 65065 | 64905 (2) (10) (10) | 100.52 | 102.28 | 102.03 | 100.00 | 100.00 | 0.221 | 0.223
5 | 250 | 15570.6 15608.1 15751.1 15738.1 (10) (10) 100.24 | 101.15 | 101.07 | 100.00 | 100.00 0.953 1.018
10 | 10 737.2 942.0 1029.5 1020.0 740.7 (8) 741.0 (7) | 128.00 | 139.78 | 138.76 | 100.50 | 100.55 | 843.386¢ | 965.083¢
10 | 25 1669.0 1808.1 1993.3 1962.8 (10) (10) 108.37 | 119.50 | 117.67 | 100.00 | 100.00 1.536 1.523
10 | 50 | 3289.0 3394.9 3588.8 3556.5 (10) (10) 103.20 | 109.15 | 108.13 | 100.00 | 100.00 0.778 0.763
10 | 100 | 6423.6 6502.5 6860.8 6680.1 (10) (10) 101.23 | 106.82 | 103.99 | 100.00 | 100.00 1.151 1.170
10 | 250 | 15680.2 15782.0 16274.0 15883.1 (10) (10) 100.64 | 103.79 | 101.29 | 100.00 | 100.00 2.611 2.733
15| 50 3289.0 3442.9 3794.2 3717.4 (10) (10) 104.67 | 115.37 | 113.03 | 100.00 | 100.00 2.781 2.771
15 | 100 | 6462.0 6598.3 7105.1 6886.5 (10) (10) 102.10 | 109.96 | 106.56 | 100.00 | 100.00 4.171 4.883
15 | 250 | 15835.4 15986.0 16541.8 16209.4 (10) (10) 100.95 | 104.47 | 102.36 | 100.00 | 100.00 9.983 9.676
25 | 25 1742.5 2377.9 2704.7 2593.5 1934.2 1950.9 133.02 | 155.23 | 148.86 | 111.00 | 111.96 5400.0 5400.0
25 | 100 | 6468.4 6712.2 7532.1 7181.4 (10) (10) 103.76 | 116.45 | 111.02 | 100.00 | 100.00 18.678 18.728
25 | 250 | 15953.0 16165.0 17312.4 16567.3 (10) (10) 101.33 | 108.53 | 103.85 | 100.00 | 100.00 | 40.938 43.518
50 | 100 | 6562.8 7113.4 8446.1 8054.3 6687.2 (1) | 6682.8 (1) | 108.40 | 128.71 | 122.74 | 101.90 | 101.84 | 5070.365 | 5065.118

®S4lo 2 problemas mas de 2 segundos,

sé6lo 3 més de 2 segundos, ¢

s6lo 5 méas de 30 segundos.




Tabla 3
Estacién de trabajo Digital DEC 5000/240 segundos.
pi,; generados uniformemente en [50, 100] Resultados promedio sobre 10 problemas para cada par m,n.

m| n LB LPT LIS SPT TS0 TS1 %LPT | LIS | %SPT | %TS0 | %TS1 | tiempo0 | tiempol
3| 5 | 405.6 | 4614 | 4648 (1) | 4913 (1) (10) (10) | 113.78 | 114.58 | 12153 | 100.00 | 100.00 | 0.036 | 0.035
3 [ 10 | 8004 | 8455 (1) | 860.6 (2) | 866.7 (2) (10) (10) | 105.60 | 107.63 | 108.26 | 100.00 | 100.00 | 0.041 | 0.031
3 25 1937.6 | 1968.7 (2) | 1991.2 (2) 2024.7 (10) (10) 101.62 | 102.79 | 104.52 | 100.00 | 100.00 0.168 0.123
3150 | 3850.2 | 3896.1 (1) | 39288 (2) | 3955.6 (10) (10) | 101.18 | 102.14 | 102.73 | 100.00 | 100.00 | 0.293 | 0.216
3 | 100 | 7669.2 7731.7 7725.7 (2) 7760.5 (10) (10) 100.81 | 100.73 | 101.19 | 100.00 | 100.00 0.075 0.105
31250 | 19081.6 | 191257 | 19127.9 (4) | 19140.0 (2) | (10) (10) | 100.23 | 100.24 | 100.30 | 100.00 | 100.00 | 0.231 | 0.236
5 5 422.7 542.9 544.7 596.6 422.9 (9) (10) 128.33 | 128.91 | 141.18 | 100.05 | 100.00 31.681% 27.416%
5 10 806.8 835.6 932.1 963.0 (10) (10) 115.08 | 115.58 | 119.48 | 100.00 | 100.00 0.421 0.430
5 25 1970.7 2065.0 2117.8 2132.8 (10) (10) 104.78 | 107.52 | 108.25 | 100.00 | 100.00 0.130 0.133
5 50 3890.4 3995.7 4093.9 4106.6 (10) (10) 102.72 | 105.23 | 105.55 | 100.00 | 100.00 0.333 0.336
5 1100 | 7710.4 7805.2 7983.4 7945.0 (10) (10) 101.23 | 103.54 | 103.04 | 100.00 | 100.00 0.326 0.325
5 | 250 | 19112.2 19212.6 19430.2 19222.7 (10) (10) 100.52 | 101.66 | 100.57 | 100.00 | 100.00 0.651 0.628
10 | 10* 835.4 1151.4 1257.6 1284.8 869.8 877.4 137.89 | 150.58 | 153.89 | 104.16 | 105.07 | 3034.197 | 3598.180
10 | 25 1994.1 2237.7 2414.5 2407.6 (10) (10) 112.20 | 121.10 | 120.73 | 100.00 | 100.00 2.865 2.880
10 | 50 | 3928.2 4150.0 4508.8 4333.6 (10) (10) 105.66 | 114.79 | 110.32 | 100.00 | 100.00 1.921 1.910
10 | 100 | 7751.6 7962.6 8410.7 8165.9 (10) (10) 102.72 | 108.50 | 105.34 | 100.00 | 100.00 2.270 2.336
10 | 250 | 19224.4 19457.0 20232.4 19578.3 (10) (10) 101.20 | 105.24 | 101.84 | 100.00 100.00 6.241 5.826
15| 50 3932.8 4268.2 4678.4 4540.4 (10) (10) 108.53 | 118.97 | 115.47 | 100.00 | 100.00 9.846 9.801
15 | 100 | 7781.4 8107.7 8705.6 8381.0 (10) (10) 104.19 | 111.88 | 107.71 | 100.00 | 100.00 8.938 9.209
15 | 250 | 19254.8 19560.9 20562.5 19772.1 (10) (10) 101.58 | 106.79 | 102.78 | 100.00 | 100.00 19.496 19.411
25 | 25 | 2049.1 2815.0 3218.1 3148.6 2367.6 2365.0** | 137.40 | 157.05 | 153.68 | 115.55 | 115.78** 5400.0 5400.0
251100 | 7807.4 8347.8 9179.6 8828.1 (10) (10) 106.92 | 117.57 | 113.07 | 100.00 | 100.00 80.866 78.896
25 | 250 | 19298.8 19785.7 21225.3 20202.1 (10) (10) 102.52 | 109.98 | 104.68 | 100.00 | 100.00 108.031 106.926
50 | 100 | 7863.4 8904.8 10116.8 9759.7 8320.6 8329.2 113.24 | 128.65 | 124.11 | 105.81 | 105.92 5400.0 5400.0

*Sobre 5 problemas, ** sobre 4 problemas. * Sélo 4 problemas mas de 2 segundos.




Tabla 4

Estacién de trabajo Digital DEC 5000/240 segundos.
Problemas de Taillard. Resultados promedio sobre 10 problemas para cada par m,n.

m=mn | LB UB LPT | LIS | SPT | TS0 TS1 | WUB | WLPT | %LIS | %SPT | %TS0 | %TS1 | tiempo0 | tiempol
4 227.4 233.0 299.9 285.2 311.9 232.7 234.0 | 102.46 | 131.85 | 126.31 | 137.33 | 102.55 | 102.88 27.438 57.343
[1]
5 306.5 311.5 411.4 | 427.1 447.7 311.9 313.2 | 101.66 | 133.88 | 139.74 | 145.50 | 101.79 | 102.20 | 177.060 361.300
7 437.8 443.3 563.2 603.7 619.3 441.0 | 443.8 | 101.24 | 128.72 | 137.69 | 141.34 | 100.71 | 101.36 | 1345.479 | 731.166
(2) [6] | [2]
10 598.0 601.6 789.2 874.5 904.0 602.3 603.7 | 100.58 | 131.86 | 146.26 | 150.09 | 100.70 | 100.94 | 2000.158 | 3354.897
(4) (3) [3] | (1) [2]
15 912.4 | 913.7 | 1190.0 | 1325.7 | 1369.7 | 924.6 | 930.6 | 100.14 | 130.42 | 145.33 | 150.11 | 101.34 | 102.00 | 4622.958 | 5097.600
(8) (2) (1)
20 1235.4 | 1236.6 | 1593.6 | 1875.0 | 1793.5 | 1283.0 | 1295.9 | 100.09 | 129.02 | 151.85 | 145.21 | 103.90 | 104.94 5400.0 5400.0
(7)




Experiencia computacional

Experiencia computacional para el problema Plprec|2Tj

Se ha codificado en lenguaje de programacion C los algoritmos propuestos
en el capitulo IIT para el problema P|prec|2T;. Estos algoritmos proponen una
solucion optima del problema para el caso en el que el nimero m de maquinas sea
superior al maximo niimero n* de trabajos por nivel en el grafo de precedencias, y
una solucion heuristica en caso contrario.

La experiencia ha sido realizada en una estacion de trabajo HP 9000 serie
700, modelo 712, a 80 Mhz.

Los problemas test experimentados han sido generados aleatoriamente de
la siguiente manera.

El nimero » de trabajos varia en el rango {10, 20, 30, 40, 50, 100, 150,
200, 250, 500}, mientras que el numero m de maquinas toma los valores {3, 10,
20, 30, 40, 50}. Para cada par de valores (m,n) se generan 5 problemas test.

Los tiempos de proceso p;, j=1,...,n son valores enteros de la U[1,100].
Una vez generado cada valor p;, se genera la correspondiente fecha limite como un
valor entero d; € U[p;, pi+20].

El grafo G = (V, A) que modeliza las precedencias existentes entre los
trabajos se genera de la siguiente manera. El conjunto de vértices V = {k /
k=1,..,n} representa los n trabajos a realizar. Para cada vértice k, el nimero de
arcos que salen de él, es decir, su grado exterior d,(k), es un nimero entero
aleatoriamente generado de la U/0, min {5, n-k}]. De esta manera, para cada
k=1,...,n-1 se generan d,(k) enteros j en Uf[k+I,n]. Todos estos arcos (k)
constituyen el conjunto 4.

En las tablas siguientes se muestran los resultados promedio obtenidos
sobre 5 problemas test para cada par (m,n). En cada tabla, fijada la fila, tenemos
los datos correspondientes a un valor m fijo del nimero de méquinas; y, fijada la
columna, tenemos los datos correspondientes a un valor n fijo del nimero de
trabajos. En la tabla 1 vienen los promedios, sobre 5 problemas test para cada par
(m,n), del valor del objetivo 2T}, mientras que en la tabla 2 se recogen los tiempos
promedio empleados en la resolucion de dichos problemas. La tabla 3 es una tabla
complementaria en la que se tabulan los valores promedio de los instantes finales
de completacion C,,,, de todos los trabajos que configuran el problema.
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Apéndice B

Tabla 1. Valores promedio del objetivo JT;

m\n 10 20 30 40 50 100 150 200 250 500
5 6 963 1351 1366 3175 3057 12692 32067 57349 86420
10 8 903 1127 1666 3820 2994 6625 9362 13598 25035
20 1 893 1323 1487 3111 2624 5997 9344 12046 12745
30 S5 745 1421 1123 2989 3191 6167 9412 11056 12951
40 8§ 956 1121 1169 3211 3244 6361 9378 11286 13070
50 3 993 1321 1061 3452 2812 6386 9153 11646 12998

Tabla 2. Tiempos promedio (en segundos).

Magquinas\Trabajos 10 20 30 40 50

5 0.014000 0.038000 0.070000 0.128000 0.188000
10 0.018000 0.044000 0.082000 0.136000 0.202000
20 0.016000 0.046000 0.088000 0.140000 0.198000
30 0.014000 0.048000 0.082000 4.546000 0.200000
40 0.014000 0.046000 0.090000 0.142000 0.208000
50 0.014000 0.046000 0.082000 0.140000 0.216000
Tabla 2. Tiempos promedio (en segundos). (continuacion).
Magquinas\Trabajos 100 150 200 250 500
5 0.252000 0.942000 1.852000 3.144000 4.594000
10 0.264000 0.958000 1.860000 3.190000 4.830000
20 0.268000 0.968000 1.866000 3.120000 4.638000
30 0.270000 0.980000 1.910000 3.136000 4.642000
40 0.266000 0.956000 1.872000 3.118000 4.662000
50 0.272000 0.974000 1.892000 3.128000 4.651999
Tabla 3. Valores promedio para Cg,.
m\n 10 20 30 40 50 100 150 200 250 500
5 104 331 465 613 929 1019 1668 2518 3226 3877
10 104 324 465 613 1015 1064 1846 2477 3304 4353
20 93 341 465 671 1212 1077 1946 2518 3569 4188
30 104 331 465 584 1023 1314 1846 2505 3561 4371
40 110 293 465 643 989 914 1445 2705 3170 4600
50 98 311 465 641 1008 1142 1366 2128 3645 4542
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Experiencia computacional

Notese que para valores de n menores o iguales a /00, salvo el par
(m,n)=(30,50), el algoritmo otorga siempre una solucion en menos de 0.3
segundos. Para n = 150, 200, 250 y 500 nunca precisa mas de 1, 2, 4, y 5
segundos, respectivamente. Esto da idea de la velocidad de convergencia del
algoritmo.
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Apéndice C: Experiencia computacional para problemas bicriterio

En este apéndice se recoge la experiencia computacional realizada sobre
un problema de planificacion bicriterio. Para resolverlo se han generado
aleatoriamente datos y se han programado en lenguaje de programacion C los
algoritmos propuestos en el epigrafe 3.1. del capitulo IV. La experiencia se ha
desarrollado en un ordenador personal AT 80486 a 33 Mhz.

Se desean planificar n = 30 trabajos en una maquina, cuyos tiempos de
proceso p; vienen generados de una variable entera U/1,100/. Los pesos w;;, wy;
son generados de una variable entera U/1,10]. El problema bicriterio a4 3|(¥, ¥)
que se considera es el problema /||(2,w;,C;, 2;@;C;). Los problemas unicriterio
asociados con este problema se resuelven en tiempo polinomial por la regla WSPT
debida a Smith (1956). Dicha regla nos indica que el trabajo i es anterior al j en la
planificacion activa Optima para el problema unicriterio si, y solo si, p; / w; <p; /
wj, siendo w;, w; los pesos de los trabajos i y j en dicho criterio.

Los datos vienen dados por las siguientes tablas:

T; Di Wiy Wy I; Di Wi Wy
1 15 6 10 16 31 5 6
2 16 5 2 17 17 5 3
3 87 6 4 18 11 10 8
4 4 7 7 19 73 7 5
5 66 4 3 20 15 4 2
6 38 6 6 21 48 10 7
7 74 4 2 22 90 7 6
8 2 8 9 23 20 5 4
9 4] 3 5 24 74 9 8
10 13 3 8 25 86 6 4
11 100 3 4 26 31 4 10
12 41 6 9 27 59 3 10
13 34 10 10 28 82 9 6
14 58 6 10 29 17 9 8
15 83 8 9 30 58 7 8

Los puntos eficientes generados por el algoritmo dados en el orden de
generacion son:



Apéndice C

78920 | 85282 83811 | 76123 81424 | 77159 79546 | 80369
85909 | 75845 83513 | 76190 81192 | 77383 79403 | 80915
80613 | 78113 83707 | 76146 81262 | 77312 79372 | 81039
82617 | 76424 83421 | 76212 80959 | 77650 79035 | 83171
84081 | 76069 82867 | 76352 80979 | 77626 79248 | 81724
85209 | 75889 82987 | 76320 80836 | 77814 79321 | 81297
85627 | 75851 82720 | 76394 79367 | 81059 79339 | 81201
85754 | 75847 81733 | 76891 79720 | 79839 79287 | 81491
85449 | 75863 82237 | 76598 80212 | 78750 79265 | 81622
84693 | 75965 82303 | 76566 80516 | 78251 79152 | 82348
85139 | 75898 82378 | 76532 80549 | 78201 79045 | 83079
84502 | 75997 81886 | 76792 80231 | 78717 79059 | 82982
84255 | 76039 82044 | 76702 80100 | 78981 78943 | 84424
83279 | 76246 82222 | 76606 80154 | 78866 78973 | 83952
83769 | 76132 81935 | 76764 79788 | 79679 79018 | 83375
83905 | 76103 81807 | 76838 79982 | 79244 78980 | 83858
83985 | 76087 81101 | 77481 79624 | 80093 78934 | 84660
84070 | 76071 81337 | 77236 79629 | 80079 78938 | 84532

Si ordenamos los puntos eficientes de acuerdo al orden creciente

primer criterio tenemos la lista de puntos:

del

78920 | 85282 79403 | 80915 81192 | 77383 83421 | 76212
78934 | 84660 79546 | 80369 81262 | 77312 83513 | 76190
78938 | 84532 79624 | 80093 81337 | 77236 83707 | 76146
78943 | 84424 79629 | 80079 81424 | 77159 83769 | 76132
78973 | 83952 79720 | 79839 81733 | 76891 83811 | 76123
78980 | 83858 79788 | 79679 81807 | 76838 83905 | 76103
79018 | 83375 79982 | 79244 81886 | 76792 83985 | 76087
79035 | 83171 80100 | 78981 81935 | 76764 84070 | 76071
79045 | 83079 80154 | 78866 82044 | 76702 84081 | 76069
79059 | 82982 80212 | 78750 82222 | 76606 84255 | 76039
79152 | 82348 80231 | 78717 82237 | 76598 84502 | 75997
79248 | 81724 80516 | 78251 82303 | 76566 84693 | 75965
79265 | 81622 80549 | 78201 82378 | 76532 85139 | 75898
79287 | 81491 80613 | 78113 82617 | 76424 85209 | 75889
79321 | 81297 80836 | 77814 82720 | 76394 85449 | 75863
79339 | 81201 80959 | 77650 82867 | 76352 85627 | 75851
79367 | 81059 80979 | 77626 82987 | 76320 85754 | 75847
79372 | 81039 81101 | 77481 83279 | 76246 85909 | 75845
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A las rectas que unen estos puntos en ese orden corresponden las

pendientes:

-44.428571

-32.000000

-21.600000

-15.733333

-13.428571

-12.710526

-12.000000

-9.200000

-6.928571

-6.817204

-6.500000

-6.000000

-3.954545

-5.705882

-5.333333

-5.071429

-4.000000

-4.000000

-3.818182

-3.538462

-2.800000

-2.637363

-2.352941

-2.242268

-2.228814

-2.129630

-2.000000

-1.736842

-1.635088

-1.515152

-1.375000

-1.340807

-1.333333

-1.200000

-1.188525

-1.076923

-1.014286

-1.013333

-0.885057

-0.867314

-0.716216

-0.582278

-0.571429

-0.568807

-0.539326

-0.533333

-0.484848

-0.453333

-0.451883

-0.291262

-0.285714

-0.266667

-0.253425

-0.239437

-0.239130

-0.226804

-0.225806

-0.214286

-0.212766

-0.200000

-0.188235

-0.181818

-0.172414

-0.170040

-0.167539

-0.150224

-0.128571

-0.108333

-0.067416

-0.031496

-0.012903

Las planificaciones correspondientes a los puntos obtenidos son las de las
tablas siguientes, donde el nlimero de la primera columna es el niimero de orden
en el que el punto, asociado a la planificacion que figura en la fila, fue generado
por el algoritmo. Estas planificaciones vienen dadas en orden creciente del primer

criterio.
D84 118(29| 1| 2131712012310 (21|16| 6 |12(26|24(30|28(14|15(19]122|9 1253 |5 |7 |27|11
7D 8| 4 [18(29 1| 2 |13|17|120123|10|21|16]| 6 | 121262413028 |14151191221 9 |25|3 | 5|27 7 |11
T 8 | 4 [18(29 1 | 2 |13|17|20123|10|21|16| 6 | 1212630242814 \15119122| 9 |25|3 | 5|27 7 |11
67)| 8 | 4 11829 1 | 213171201023 [21|16| 6 |12(26]|30(24|28|14|15(19122| 9 (25| 3|5 (27| 7|11
68)| 8 | 4 | 18|29 1 | 2 | 131712011023 |21|16| 6 | 121263024 |14|28|15(19(22 9 |25 3|5 27| 7 |11
7O 8 | 4 [18(29| 1 | 2 |13|17|10)120|23|21|16]| 6 | 1212630241428 1511912219 |25|3 | 5|27 7 |11
69)| 8 | 4 11829 1 | 2131711020123 [21|16| 6 |12(26]|30(24|14(28|15(19122| 9 (25| 3 |27|5 |7 |11
S8 8| 4 [18(29 1|2 (13171012023 (21|16 6 |12|126|30|24 142815119 9 (221253 (27| 5| 7|11
65)| 8 | 4 118291 |13 2 (1711020123 [21|16| 6 |12[26]|30(24|14[28|15(19] 9 [22|25| 3 |27|5 |7 |11
66)| 8 | 4 118291 |13 2 (101720123 [21|16| 6 |12(26]|30(24|14[28|15(19] 9 [22|25| 3 |27|5 |7 |11
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64| 8 | 4181291 1321101171201 23|21|16| 6 |12[26[30(24|14(28]|15]119] 9 1221251273 |5 |7 |1
SOl 8 | 4181291 (13| 210[17]120(23[21|16| 6 |12126|30|24|14[28|15|19[ 9 |22127(25|3 |5 |7 |11
63)| 8 | 4 [18129| 1 131102 |17]120(23|21[16| 6 |12]126(30|24|14|28]|15[19] 9 |22]27|125|3 |5 |7 |11
62)| 8 | 4 (18129 1 |13]110]) 217120123 |21|16| 6 [26[12[30(24|14[28]|15]119] 9 122127|125|3 |5 |7 |1
60)| 8 | 4 [18129] 1 |13110] 2 |17]120(23|21[16|26] 6 |12|30|24|14(28|15[19]| 9 |22[27|25|3 |5 | 7 |1
6| 8| 4181291 131102 117120123|21|16|26|12| 6 [30(24[14[28]115]119] 9 122127125|3 |5 |7 |1
43)| 8 | 4118129 1 110132 [17|20(23[21[16[26|12] 6 |30|24|14128|15|19]| 9 [22({27(25|3 |5 |7 |1
SO 81 41181291 (10132 [17]23(20(21|16]26|12] 6 |30|24|14[28|15119[ 9 122127(25)13 |5 |7 |11
56)| 8 | 4118129 11101132 |17|23[20[21[26[16|12] 6 |30124114128|15119] 9 |22(27(25]|3 |5 |71
S5) 81 4118129 11101132 [17]23[20(21[26[16|12] 6 |30124|14128|15119]| 9 [27({22{25|3 |5 | 7|1
S)1 8|1 41181291 (10132 [17]123](20(21126]16|12] 6 |30|14124[28|15]119[ 9 127122({25)3 |5 |7 |11
SO 8 | 4118129 1110113172 |23[20(21[26[16|12]| 6 |30|14124128|15119]9 (2722|253 |5 |7 |1
44| 8 | 4 [18[29]| 1 (1013|172 |23[20(21|26|16|12]| 6 |30|14|24[15|28|19[ 9 |27122(25|3 |5 |7 |1
S| 8|1 41181291 (10131172 ]123(20(21126|16|12] 6 |30|14124[15|28] 9 [19]127122(25)3 |5 |7 |11
S2)| 8 | 4118129 1 110113172 |23[20[{21[26[16|12] 6 |30|14124)15|128) 9 271922253 |5 | 7|1
49| 8 | 4 181291 (1013172 ]123](20(26|21|16|12] 6 |30|14124[15|28]| 9 [27119]122(25)|3 |5 |7 |11
S0 8 1 4118129 1110113172 |23[20[26[21[16]12] 6 |30114124115|128127]9 [19(22(25(3 |5 |71
45)| 8 | 4 118129 1 1013|172 |23[20(26[21[16|12]| 6 |14]130124)15|128127| 9 (1922|253 |5 |7 |1
48)| 8 | 4 [18129] 1 [10|13|17] 2 123(20(26|21|12|16]| 6 |14|30|24[15|28|27[9119]122(25|3 |5 |7 |11
46)| 8 | 4 118129 1 1013|172 |23|20(26[21[12]16] 6 |14]130124)15|127128| 9 [19({22({25|3 |5 |7 |1
A7) 8 | 4 118 1 12911013172 |23[20(26[21[12]16] 6 |14]130124)15|27128] 9 (1922|253 |5 |7 |1
D8 | 41181 [29110[13|17]2[23126]|20(21]12]16| 6 |14[30(24115[27128] 9 (19221253 |5 |7 |11
42)| 8 | 4 118 1129110113172 |23[26[20[21[12]16] 6 |14]130124)127|15128] 9 |19(22(25|(3 |5 |7 |1
40)| 8 | 4 |18 1 |29[10|13|17[ 2 |23(26(20|21|12|16]| 6 |14|30|24[27|15]| 9 [28|19]122(25|3 |5 |7 |11
4D 8 | 4 [ 18| 1 1291013117 [23] 2 [26[20|21|12|16]| 6 |14|30|24[27|15] 9 [28119]122({25)3 |5 |7 |1]
35)| 8 1 41181 129110)13|17(23| 2 [26[20[12[21]16] 6 |14]130124)127|15) 9 |28|19(22(25|(3 |5 |7 |1
38| 8 | 4 |18 1 |29[10|13|17[23|26| 2 [20|12|21|16]| 6 |14|30|24(27|15]| 9 [28]119]122(25|3 |5 |7 |11
391 8 | 4 18] 1129101317 [23126| 2 [20|12]16|21)| 6 |14|30124[27|15] 9 [28119]122(25)3 |5 |7 |11
36)| 8 | 4 118 112911013 |17(26|23| 2 [20[12]16|21]| 6 |14]130124127|15) 9 |28[19(22(25|3 |5 |7 |1
37)| 8| 4 |18 1 129[10|13126(17]23| 2 [20)12]16|21)| 6 |14|30|24[27|15] 9 [28119]122({25)3 |5 |7 |1]
26| 8 | 4 118 1 1291101312617 |23| 2 [20[12]16|21]| 6 |14130127)124|15) 9 128[19(22({25|3 |5 |7 |1
349)| 8 | 4118 1129110113126 (17|23| 2 [12]20[16|21]| 6 |14]130127124|15) 9 |28[19(22(25|3 |5 |7 |1
30| 8 | 4 18| 1 129[10|13126(17]123| 2 [12120]16|21]| 6 |14|30]|27[24| 9 |15[28119]122(25)|3 |5 |7 |11
)8 1 41181 1129110113126 17|23| 2 [12]16[20]21]| 6 (14130127124 9 115128|19(22({25|3 |5 |7 |1
3D 8| 4118 1129110113126 17|23[12]2 [16[20]121] 6 |14]130127124| 9 |15|28[19(22{25|3 |5 |7 |1
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32)| 8 | 4118 1129110113126 (17|23[12]2 [16[20]21]| 6 14130127124 9 |15|28(19(22(25|3 |5 |11]|7
27) 8 | 4 |18 1 129[10|13126(23|17(12] 2 |16[20|21]| 6 |14|30]|27[24| 9 |15[28|19]122(25)|3 |5 |11]|7
289 8 | 4 1181 1110129113126 |23|17[12]2 [16[20]121]| 6 (14130127124 9 |15|28|19(22(25|3 |5 11| 7
29 8 | 4 118 1 1101291312623 |17[12]16| 2 [20](2]1]| 6 14130127124 9 |15|28[19(22(25|3 |5 |11]| 7
4) 1 8| 41181 1012913126123 (17|12116| 2 |20[21| 6 |14[27|30124| 9 |15]128[19|22125|3 |5 |11|7
25)| 8 | 41181 1110129113126 |23|12|17]16] 2 [20]12]1]| 6 14127130124 9 |15|28|19(22(25|3 |5 11| 7
23)| 8 | 4 118 1 1101291312623 |12|17]16] 2 [20(2]1]| 6 14127130 9 |24|15|28[19(22(25|3 |5 |11]| 7
29| 8 | 4 |18 1 110(29|13126(23|12(17[16]| 2 [20|21|14| 6 |27)|30] 9 |24|15[28)19]122({25)3 |5 |11]|7
149)| 8 | 4 |18 1 [10[29[13[26|23[12[17]116] 2 120)14|21| 6 |27|30( 9 [24[15[28]19]22]|25|3 |5 11| 7
22)| 8 | 4 [ 18| 1 110[{29|13126[23|12[17[16]| 2 |14[20]121]| 6 |27]|30] 9 [24]|15[28119]122{25)3 |5 [11l]|7
2000 8 | 4 |18 1 110(29|13126(23|12(17[16]| 2 [14|20] 6 |21|27)|30] 9 |24|15[28)19]122(25)3 |5 |11]|7
2D 8 | 4 1181 1110129113126 |23|12|17[16[14] 2 [20]6 |21]127)|130) 9 |24|15|28|19(22(25|3 |5 |11]|7
15)| 8 | 4181 [10129[13|26|23[12|17|16[14] 2|6 [20121[27|30] 9 [24|15]|28(19|22|25(3 |5 |11|7
198 | 41181 [10129[13|26123[12|1716[14]) 2|6 [21120[27(30] 9 |24|15]|28[19|22|25(3 |5 |11|7
16)| 8 | 4 |18 1 [10[29[13[26|23]12|17]116]|14] 6| 2 |21[20|27|30( 9 [24[15[28]19]22]125|3 |5 11| 7
I7)| 8 | 41181 [10129[13|26|23[12|1716[14] 6 |21 2120[27|30] 9 [24|15]|28[19|22|25(3 |5 |11|7
18| 8| 4 |18 1 [10[29[13[26|12]23(17]116]|14])6 |21 2 |20|27[30( 9 [24[15[28]19]22]125|3 |5 11| 7
5)1 8141181 [10129(13[26[12[23[17]16|14] 6 |21120)2 27|30 9 |24|15|28(19[22|25|3 |5 |11]|7
13)| 8 | 41181 [10129[26|13112(23|17|16[14] 6 [21[20) 2 [27|30] 9 |24|15]|28[19|22|25(3 |5 |11|7
12) 8| 4 |18 1 [10[29[26]13]12]2317116]|14] 6 |21|20(27| 2 |30( 9 [24[15[28]19]22]125|3 |5 11| 7
10)| 8 | 4 |18 1 [10]129[26|13|12(23|17|16[14] 6 [21[27120] 2 [30] 9 [24|15]|28(19|22|25(3 |5 |11|7
1D 8| 41181 [10129[26|13112(23|1716[14] 6 [27[21120] 2 |30] 9 [24|15]|28[19|22|25(3 |5 |11|7
6) | 8| 4118 111012912613 |12|23|16[17[14] 6 [27]121120] 2 |30) 9 |24|15|28|19(22(25|3 |5 |11|7
9| 814181 110[(29|26|13[12)12316[17|14[27| 6 |21|20| 2 30| 9 |24]15[28|19]22(25|3 |5 |11]|7
)8 411811 110129(26)13[12|23|16[17|14|27| 6 |21]120(30) 2|9 [24|15[28|19]122{25| 3 |5 |11]7
)| 8 41181 [10129(26(13[12[23]16|1714]27]| 6 (21130120 2| 9 |24|15|28(19[22(25|3 |5 |11]|7
)| 8| 411811 [10129[26|1312(23116|17[14]127] 6 (2113020 2| 9 [15)124]|28[19|22125|3 |5 |11|7
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Apéndice C

En este ejemplo concreto, al obtener los puntos eficientes extremos se
observa que so6lo hay un punto eficiente que no es eficiente extremo. Las
coordenadas, o valores de los objetivos, para dicho punto son (79372, 81039). En
el proceso de generacion, este punto ocupa el numero de orden 57 entre los puntos
generados. La planificacion correspondiente a dicho punto es:

(57)] 8 | 4 [18]20] 1 |10]13] 2 117]23]20]21]16]26]12] 6 |30]24]14]28)15]19] 9 [22]27]25] 3] 5] 7]11]

El tiempo necesario para calcular 72 puntos eficientes por un AT 80486 a
33 Mhz. ha sido de 0.2197800 segundos CPU.

La grafica de los puntos eficientes se muestra a continuacion.
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