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Resumen

El objetivo de este trabajo es el estudio de los métodos para la resolucion de problemas de
valor inicial (PVI) en ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO), en especial una clase de
métodos de un paso, los métodos Runge-Kutta explicitos. Estudiaremos el orden de dichos
métodos desarrollando la teoria de las series de Butcher, asi como su convergencia y su
estabilidad lineal. Finalmente llevamos a cabo un experimento numérico con la ecuacion del
calor aplicando el método de lineas donde haremos uso de varios Runge-Kutta explicitos,
entre los que se encuentran los métodos Runge-Kutta- Chebychev.
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Abstract

This work deals with numerical methods for the solution of initial value problems (IVP)
in ordinary differential equations (ODE). In particular, a class of one-step methods is
considered, the explicit Runge-Kutta (ERK) methods. We study the order of these met-
hods by deriving the Butcher series theory, their convergence and their linear stability.
Finally, a numerical experiment is presented where the method of lines is applied to the
well-known heat equation. Several explicit Runge-Kutta methods are implemented such
as the Runge-Kutta-Chebychev methods.

Keywords: Numerical methods, Runge-Kutta methods, Butcher series
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Capitulo 1

Introduccion

En el estudio de las ecuaciones diferenciales las herramientas numéricas han jugado
un papel importante debido a que la mayor parte de las ecuaciones que aparecen en los
problemas no se pueden resolver exactamente y, por tanto, hay que recurrir a algin tipo
de aproximacién de la solucién. Sin embargo, durante el siglo XIX y buena parte del
XX no se usaron muchos de los métodos que se desarrollaron teéricamente ya que no
existian maquinas en los que se pudieran computar. Este hecho cambié a mediados del
siglo X X con la aparicién de ordenadores que ya poseian una cierta capacidad de calculo
y de almacenamiento de datos.

Los métodos numéricos usados para la resolucién de problemas de valor inicial (PVI) en
ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO)

y = f(t,y), y0) =y, te[0,T], y, feR" (1.1)
pueden clasificarse en dos grupos:

(a) Métodos de un paso: Se usa la informacién de la solucién en un instante ¢ para
obtener una aproximacion de la solucién en un instante ¢ + h. Mas formalmente, si
conocemos una aproximacion ¥, a la solucién en un punto t,, el método lo que nos
proporcionard sera una nueva aproximacion y,11 en el punto t,41 = t, + h.

(b) Métodos multipaso: Se usa la informacién calculada en varios puntos previos
{th—k,tn—t+1,..-,tn} para conseguir la aproximacién del siguiente punto t,i.

En esta memoria nos centramos en el estudio de una clase de métodos de un paso, los
métodos Runge-Kutta explicitos (RKE). Ilustramos estos métodos con un ejemplo
clasico de la Astronomia, el problema de los tres cuerpos restringido [5, 12]:

Ejemplo 1.0.1 Se contemplan dos cuerpos de masas 1-pu y i en rotacion circular en
un plano y un tercer cuerpo de masa despreciable moviéndose en el mismo plano, como
por ejemplo el movimiento descrito por un cuerpo en el campo gravitatorio creado por la
Tierra y la Luna. Suponemos que la Luna describe una orbita circular plana alrededor
de la Tierra y que el cuerpo se mueve en el plano Tierra-Luna. Tomamos un sistema de
coordenadas cartesianas de tal manera que la Tierra aparezca fija en el punto (—u,0) y



Cuadro 1.1: Errores globales de los métodos

N h Euler Runge orden 3 Kutta orden 4
6000 | 2.84420e-03 | 7.91523e+02  7.453224e-01 2.59667e-01
12000 | 1.42210e-03 | 2.05898e+-01 1.46501e-01 1.22188e-02
24000 | 7.11051e-04 | 1.88980e+00 2.02286e-02 1.15963e-03
48000 | 3.55525e-04 | 5.80318e-01 2.90717e-03 6.55000e-05

la Luna en el punto (1 — u,0), y las coordenadas (y1,y2) del tercer cuerpo verifican las
siguientes ecuaciones:
B M/yl +p

Dy (1.2)

Y2 Y2
/! — _ 2 /e g
Y2 Y2 B —p Dy ,UD2

7

vl = y1+ 25

Las distancias del cuerpo a la Tierra y a la Luna son:

D= (+m?+u3)*?  p= 0012277471
Dy= ((y1 —p')2+y3)%? W= 1—pu
Ezisten valores iniciales como, por ejemplo,

y1(0) =099 41(0) =0  2(0) =0
y5(0) = —2,00158510637908252240537862224
tend = 17,0652165601579625588917206249

para los que la solucion es periddica de periodo ten,q. El problema es C*° con la excepcion
de las singularidades

p=—p yp=1—p  y2=0

Considerando las derivadas primeras ys =y, ya = v transformamos este PVI en uno de
tipo (1.1) de dimension 4 de la forma usual. En el Cuadro 1.1, presentamos una compara-
cion de los resultados obtenidos por tres métodos numéricos de un paso que detallaremos
posteriormente en el Capitulo 2: Euler, Runge de orden 3 y Kutta de orden 4 integrados a
paso fijo, es decir, prefijado un numero de pasos N, los métodos calculan aproximaciones
Yn a la solucion en t, = nh,n =1,2,...,. N donde h = te,q/N es el tamano de paso. En
dicho cuadro mostramos los errores globales del método que hemos obtenido en tenq para
los pasos que hemos elegido. Los errores globales de un método de un paso se definen
como

en = |ly(tn) —ynl para n=0,1,...N



Figura 1.1: Runge y Kutta N = 12000, Euler N = 48000

----- Método de Euler
‘‘‘‘‘ Runge de orden 3|
% | —— Kutta de orden 4 ]

=
3
‘

y(®)
Q

donde y(t) es la solucién del problema de valor inicial e {yn}nNzo son los valores numéricos
dados por el método en {tn}gzo. Se dice que un método de un paso es convergente
cuando los errores globales se aproriman a cero si h — 0.

En el Capitulo 2 veremos que el método de Euler es bastante simple de programar y solo
hace una evaluacion de f(t,y) en cada paso, pero su principal inconveniente es que para
lograr buenas aprorimaciones debemos tomar h muy pequerios, en cuyo caso los errores son
proporcionales a h. Como vemos en el Cuadro 1.1 Euler empieza a dar errores aceptables
a partir de N = 48000, obteniendo malos resultados para un nimero menor de pasos.

Los métodos Runge de orden 3 y Kutta de orden 4 hacen cuatro evaluaciones de f(t,y)
en cada paso y convergen de forma mas rdpida con una longitud de paso no tan pequena
como el caso de Fuler. Los errores en el caso del método de Runge son proporcionales a
h3 y en el caso del método de Kutta son proporcionales a h*, por lo que su convergencia es
mucho mejor. Esta diferencia en la velocidad a la que convergen los distintos métodos nos
llevard al estudio del concepto de orden de convergencia en el Capitulo 3. Asi veremos
que el método de Runge tiene orden 3 mientras que el de Kutta es 4.

Si estudiamos los errores obtenidos por el método de Euler frente a los errores obtenidos
por el método de Runge y el de Kutta, para que esta comparacion sea justa tenemos que
comparar el error obtenido para un numero de paso N de Runge y Kutta con el obtenido
por Euler con 4N pasos, pues asi todos tienen un coste computacional similar es decir, el
mismo numero de evaluaciones de f(t,y). Si comparamos los datos N = 24000 para Euler
y N = 6000 para los otros dos métodos, vemos que aun asi los errores obtenidos por los
métodos de Runge y Kutta son mucho mejores que el de Fuler. Completando el estudio de
la convergencia obteniendo cotas del error local y global de los métodos en el Capitulo 4.

En la grdfica 1.1 dibujamos la solucion obtenida para los tres métodos también con



un coste computacional equivalente. Ahi se ve que el dnico que es capaz de simular el
comportamiento periodico de la solucion exacta es el de Kutta. Este método no sélo tiene
mayor velocidad de convergencia sino que también aporta una solucion numérica de mejor
calidad a lo largo de toda la integracion. Por ello es necesario estudiar otras caracteristicas
de los métodos como la de su estabilidad. Dedicaremos el Capitulo 5 al estudio de la
estabilidad de los métodos sobre problemas lineales.

Finalmente en el Capitulo 6 realizamos un experimento numérico con la ecuacion del
calor aplicando el método de lineas con el que vemos una aplicacion prdctica de lo
estudiado en los capitulos anteriores.



Capitulo 2

Métodos Runge-Kutta

2.1. Meétodo de Euler

El método de Euler fue uno de los primeros en usarse para la integraciéon numérica de
problemas de valor inicial (PVI) del tipo:

y =f(ty), y0) =y, te[0,T], y, feR™ (2.1)

Supondremos en lo que sigue que f es C* ([0,T] x IR™) y verifica una condicién de Lips-
chitz respecto de y, es decir, AL > 0 tal que || f(t,y)— f(t, 2)|| < L||ly—=z||, Yy,z € R™,Vt €
[0,T7.

Para poder aplicar el método se toma una particién cualquiera del intervalo de integracién
[0,7] con N + 1 puntos, que denotamos

P:{0:t0<t1<t2<...<tN:T} (2.2)

donde las cantidades h; = t;11 —t;, j = 0,1,..., N — 1 se denominan tamanos de paso
del método.

Supongamos, cuando m = 1, que tenemos la curva solucién de la ecuacién diferencial y(t)
y trazamos la recta tangente a la curva en el punto dado por la condicién inicial yy. La
ecuacién de esta recta tangente serfa y = yg + m(t — tg) con m = y'(tg) = f(to,%0), esto
es y = yo + f(to,yo)(t — to). Supongamos que t; es un punto cercano a tg, t; = tg+ h, y
consideramos la aproximaciéon y(t1) ~ y1 = yo+ho f(to, yo). Para obtener una aproximacién
y2 = y(t2) repetimos el mismo proceso considerando el punto (t1,y; ). Por tanto, si tenemos
el punto (¢,,y,) obtenemos la férmula general del método de Euler como

Yn+l = Yn + hnf(tm yn) (2'3)

N

Asi el método de Euler va obteniendo aproximaciones {yy},_g,

de la particién P partiendo de yo = y(0).

a la solucion en los puntos

Teorema 2.1.1 Teorema de la convergencia del método de Euler: Consideremos
el PVI (2.1). Si {yn}gzo es la solucion numérica dada por el método de Euler sobre la
particion P (2.2) para dicho PVI, y la solucion exacta y(t) verifica

ly" @)l <Yz, Ve[0T (2.4)



entonces,

tn,EP L

donde hpar = max hj y L es la constante de Lipschitz de f.

, YQGLT 1
mibx [y — gt >H_( )hm

Para la demostracion de este Teorema necesitamos el siguiente resultado:

Lema 2.1.1 La solucion de la inecuacion

e0=0, e, <Cpep-1+D,, C,D,elR, n=1223,.. (2.5)

n n n
verifica e, < Z H Cix| Dj  denotando H Cy=1.
j=1 | k=j+1 k=n+1

Demostracién: Aplicamos induccién. Para n = 1, tenemos que e; < Cieg + D1 = Dy,

por lo que es trivial. Supongamos que e,_1 < Z H Ck | D;. Probémoslo para n

k=j+1
n—1 n—1
en < Cnen1+Dn <Cp |> ] CkDj| +Dn < Z H Cy| D;.
J=1k=j+1 j=1k=j+1

O
Veamos ahora la demostracién del Teorema 2.1.1:
Demostracién: Denotamos por e, := |y, — y(t,)| a los errores globales del método.
Recordemos el desarrollo de Taylor de orden 1 con resto integral

g(x) = gla)+ 9/1(!@) (r —a) + /j %)(az — t)dt.

En nuestro caso, aplicindolo a la solucién exacta y(t) con a = t,, x = t, + hy,

tn+1
Y(tn + ha) = y(tn) + 3/ (t)hn + / y"() (tn + hn — 5)ds.
tn

tn+1
Tenemos que y'(t,) = f(tn, y(tn)) y lamamos I, = / y"(s)(tn + hy — 8)ds por lo que
tn

nos queda,
Y(tn + hn) = y(tn) + haf (tn, y(tn)) + ln. (2.6)

Veamos qué ocurre con [,,. Hacemos el cambio de variable
s=tp+60h,, ds=h,dd 0¢c(0,1).
Como, t,, + hy, —s = h,(1 —0)

1 1
I, = / ot + Ohn) (i (1 — 0))nd) = B2 / o (b + O (1 — 0)d0.
0 0

6



Tomando normas y recordando (2.4)

n

1 Y-
LI <h2Y, [ (1—6)do =h2-2
n 2

0

y de (2.6)
ent1 < yn =y @)l + ha [[f s yn) = F(En, y(tn)) [| 4 |l
prop.Lipschitz
5 Yo 2 Y2
Luego,

Y:
%Hg%u+mm+@§.

Aplicando la propiedad de la funcién exponencial 1 + x < exp(z), Va € IR, tenemos que
1+ h,L < exp(h,L) y, por tanto, los errores globales satisfacen

Y-
e0 =0, ept1 <epexp(h,L)+ hi;, n=0,1,...,n— 1. (2.7)
. 5 Yo
Aplicando el Lema 1 con Cy = exp(Lhg_1), Dy = hk_17
n—1 n—1 %
2
n < Z H exp(Lhy) Eh? n=12,.. N.
5=0 \k=j+1
n—1
Como Z hi =ty —tjx1y hj < hipae, tenemos que
k=j+1
y. n—1 n—1 N
2 2
en < 3 Z h? exp(L(ty, —tj41) < Z hjexp(—Ltjq1) 5 exp(Ltyn)hmaz -
=0 =0

(*)

Basta observar que (*) es la suma inferior de Riemman de exp(—Lt) en [0, ¢,], que siempre

, . . X tn —Lt 1 _ e—Ltn
serd menor o igual que la integral que aproxima, e “tdt = —7 por lo que
0
1 —exp(—Lt Yo exp(Lt,) — 1\ Y5
€n S <%> gexp(l’tn)hmax - <% Ehmax-
Por tanto, el maximo resulta
, , [exp(Lt,) —1\ Y; exp(LT)—1\ Yo
gllg); €n S g}gﬁ < ( Ln) _> 7hmax = 7( L) 7hmax.



Observacion 2.1.1 En (2.6) 1, es lo que se suele llamar el error local del método, es
decir, es el error que cometeria el método de Fuler si sélo diésemos un paso partiendo de
la solucion exacta en t,,.

Resaltar la importancia de la demostracion anterior ya que implicitamente nos dice que
el error global en el método de Euler se comporta como Ch, donde C es una constante
que dependera del problema y h es el tamano méximo del paso. Si se quisiera dar una
precision de 6 decimales por ejemplo, se necesitaria dar alrededor de un millén de pasos.
Esto explica los resultados obtenidos en el problema de los tres cuerpos restringido del
Ejemplo 1.0.1 del capitulo anterior.

En [5, Cap.I] se puede ver una versién de este teorema local, esto es, que demuestra la
convergencia del método en un entorno D = {(t,y)/to <t < X, |y — yo| < b} cuando el
(2.1) es escalar y que ademds demuestra la existencia y unicidad de solucién de dicho PVI.

2.2. Formulacién general de los métodos Runge-Kutta (RK)

Se define un método Runge-Kutta de s etapas como un método numérico que
dada una aproximacién y, a la solucién del PVI (2.1) en un punto ¢, € [0,7], nos da
una aproximacién a dicha solucién en el punto ¢, + h € [0, 7], que denotamos por y,1,
mediante las siguientes férmulas:

s
K = f(tn +cih,y, + hzalej)
j=1

Ky = f(tn + CQh,yn + hZQQjKj)
i=1 (2.8)

S
K; :f(tn+cih,yn+hzainj) 1<i<s
\ j=1

Ynil = Y+ h Y bk (2.9)
=1

donde los vectores K1,Ko,....,K se llaman etapas del método RK.
Se define la tabla de Butcher asociada al RK (2.9)-(2.8) como

C1|am a2 ... ais
C2 | az1 az2 ... QA2g
Cs | As1 Qg2 ... (QOgs

b b bs




donde la matriz A = (a;5); j—; se llama matriz de coeficientes del RK, el vector ¢ =
(c1,c2,...,cs)T es el vector de nodos o vector nodal del RK, y el vector b = (by, ba, ..., bs)T
es el vector de pesos del RK. Con la ayuda de esta notaciéon podemos denotar a un
método RK como RK(A4,b,c).

Con la representacion de la tabla de Butcher trabajamos matricialmente con los coeficientes
del método.

Segun la forma de la matriz A de los métodos RK se suelen dividir en dos grandes grupos:

e Cuando la matriz A es triangular inferior estricta, el método RK se dice explicito
(RKE), obteniéndose sus etapas de forma recursiva.

( Kl - f(tnyyn)
Ky = f(tn + c2h,yn + hKy)

(2.10)
i—1
Ki=f(tn+chyyn+h > _K;), 1<i<s
7=1
S
Uni1 =Yn +h D _bK; (2.11)
=1

e Cuando a;; # 0 para algin j > 4, el método se dice implicito (RKI), y para calcular
sus etapas tendremos que resolver un sistema implicito (2.8) de dimensién s x m.

En esta memoria sélo se estudiaran los métodos RKE tomando como guia el Capitulo I1.1
de [5] pero los resultados de esta seccién son vélidos para todos los métodos RK, incluidos
los implicitos.

Definicién 2.2.1 Un método Runge-Kutta es de orden p si para problemas suficiente-
mente requlares, se verifica que

ly(ao +h) — w1l < CAPT! (2.12)

esto es, si la serie de Taylor para la solucion exacta y(xo + h) y para yi coincide hasta el
término hP.

Usualmente se supone que

S S
dhi=1 y D ay=c i=12..,s (2.13)
=1 i=1

Estas condiciones, que ya asumié Kutta en su primera formulacién de estos métodos en
1901, expresan que en todos los puntos donde f es evaluada se tienen aproximaciones de
primer orden y simplifican enormemente la deduccién de condiciones para los métodos de
mayor orden.



Para ver esto en maés detalle, podemos escribir las condiciones anteriores vectorialmente
como b'e =1, Ae = cdonde e = (1,1,...,1)7, y el RK(A, b, ¢) se puede denotar RK(A, b).
Las demostraciones de los siguientes teoremas son variantes simplificadas de las dadas en
[4].

Teorema 2.2.1 Un RK(A,b) tiene al menos orden 1 < ble = 1.

Demostracién: Para tener al menos orden 1 debe verificarse que
ly(t +h) =l <Ch?, h—0

esto es, si la serie de Taylor de y(t9 + h) y de y;1 coinciden hasta orden h.
El desarrollo de Taylor de la solucién exacta, cuando h — 0, es

y(to + h) = y(to) + hy/(to) + O(h?) = yo + hf(to,yo) + O(h?). (2.14)

Por otra parte, la solucion numérica en tg+h es y1 =yo+h Z b; K; donde las etapas del

i=1
método se desarrollan en (¢p,yo) por Taylor como
i—1
Ki=f|to+chy+h> ai;K;| = f(to,yo) + O(h), i=1,2.,s.
j=1

Luego,

s

=yo+ th (to,y0) + O(h)) = yo +h <Z bi) f(to,y0) + O(h?).

i=1

Comparando con (2.14)

y(to+h) — yl—h<1—zb) (to, yo) + O(h?).

Por tanto para que coincida al menos hasta orden h es necesario y suficiente que

(1—ibi> =O=>ibi=1.
=1 i=1
g

Teorema 2.2.2 Un RK(A,b) da exactamente la misma aproximacion cuando se aplica al
PVI no auténomo

v =f(ty), ylto)=w vy feR" (2.15)
que cuando se aplica sobre el problema auténomo asociado:
7 =g(2), z(to) =z zgeR"! (2.16)

z:<;> 9(2):<f(t1,y)>’ ZO:(éE)

siysolosible=1y Ae=c

10



Demostracién: Aplicamos al RK(A4,b) a ambos problemas,

i—1 s
K; = f(tn+0ih,yn+hzaz’jKj), Ynt1 = yn+hzbiKi- (2.17)
j=1 i=1
i—1 s
UZ' :g(zn—l—hZaijUj), Zn+1 = Zn+hzszz (218)
7=1 =1

Tenemos que probar que

zn:<tn> Vn > 0.
Yn

Lo probamos por induccién sobre n. Para n = 0 ya lo tenemos por definicién de zg.
Supongamos cierto para n y probémoslo para n + 1. Denotamos

T Tn+1
U; = Zptl = ri, T € IR, wuj wpe1 € R™
Uq Wn+1

Por la hipétesis de induccién

i—1
tn +h Z Q5T
7j=1

i—1 i—1
tn €T i—
Zn—i_h,glaijUj:(yn)—i_hE aij<u3>: i—1
J:

— j
j=1 Un + 1Y aiju
j=1
Por tanto,
i—1
tn+h Z QijT; !
U. = g ‘7::1 = — <
i i—1 fltn +hZaijxj,yn +hzaijuj
Yn+hY aiju i=1 7=l
j=1

i—1 i—1
De aqui tenemos inmediatamente que x; =1 vy u; = f | t, +h Z iy Yn + Z iU
j=1 j=1

paral <17 <s.
Como u; = f(tn,yn) = K1, iterativamente sale que
i—1
u; = K; <— Zaij =¢ paratodoi=1,..,s <= Ae=c
j=1

En este caso, andlogamente por (2.18)

tn - 1Y
Zn+1—<yn>+h;bz<ul>—

11

tn + hibi
=1

=1



Luego,
t S S
Zn4+1 = < ntl > = th+1 :tn+hzbz < sz =1.
Yn+1 i=1 i=1
d
Ejemplo 2.2.1 Veamos los métodos RKFE que se aplican al problema del Ejemplo 1.0.1

con su tabla de Butcher:
Método de Euler:

Formulacion 1 etapa: Tabla de Butcher
Ki = fu 00
{ Ynt1 = Yn + hE 1
Método de Runge (1905) de orden 3:
Formulacion 4 etapas: Tabla de Butcher
K= f, 0|0 0 0 O
K2:f(tn+g,yn+gK1) % % 000
K3 = f(tn + h,yy + hK>) 110100 (2.19)
Ky = f(ty+ hyyn + hK3) 1jo 0o 10
it =+ + 2 H + 2 K) L2, ]
Método de kutta (1905) de orden 4:
Formulacion 4 etapas: Tabla de Butcher
(K1 = fa 0/0 0 0 0
KQ:f(thrg,ynJrgKl) % % 0 00
Ky = f(tn + 500+ 5 K2) |05 00 O
Ky = f(tn + hyyn + hK3) 110 0 10
\yn+1:yn+h(%+% % %) é % é %

12



Capitulo 3

Estudio del orden de los métodos
Runge-Kutta. Series de Butcher

En este capitulo estudiaremos el orden de convergencia de los métodos Runge-Kutta
(2.8)-(2.9) que verifican las condiciones (2.13). Como ya hemos visto en el Teorema 2.2.2
anterior, al exigir estas condiciones aseguramos que si un RK alcanza un orden p sobre
problemas auténomos:

y' = f(y), yl(to) =0, yE€lto,T] (3.1)

entonces alcanza el mismo orden sobre cualquier PVI (2.1). Por ello estudiaremos el orden
sobre estos PVIs (3.1).

Expresando la Definicién 2.2.1 de forma més general, sabemos que el RK (A, b) tiene orden
p > 1, siy sélosiel error local verifica

I(to, h) == y(to + h;to, yo) — yri (to + hsto, yo) = O(APT) (3.2)

donde y(tg + h;to,y0) € yri (to + h : to, yo) denotan respectivamente la solucién exacta y
numérica en ty + h que tienen el mismo valor inicial y(tg) = yo.
Por el desarrollo de Taylor de la solucién exacta local y(¢;to,yo) tenemos

(a(¢ (a(¢
Y q(! 0) hi = Zthq, C,= y(to) (3.3)

o0
y(to + ha tO) yO) = Z |
4=0 >0 T

Si consiguiésemos un desarrollo parecido para la soluciéon numérica,

yri (to + hito,yo) = Y Cne
q>0

tendriamos una condicién inmediata para calcular el orden del método RK:
I(to,h) = O(KP*Y), siy solosi, Cp=CFF 0<q<p.

Esta fue la idea que llevé a J.C. Butcher (Nueva Zelanda, 1933) a inventar un nuevo tipo
de desarrollo en serie: el desarrollo en serie de Butcher. Para explicar este desarrollo
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introducimos varias notaciones y conceptos nuevos.

Notacién. Cuando estemos tratando con funciones vectoriales de la forma f : U C IR™ —
IR™, denotaremos las derivadas parciales de cada componente de f; de f como:

L s
ox;” VT Qmgow " Owyy.0x,

Cuando estemos trabajando con vectores en lugar de funciones vectoriales, los superindices
no denotaran derivadas, sino componentes.

fl =

Definicién 3.0.2 Consideramos una funcion cualquiera f : U C IR™ — IR™ e yg € U.
Si f admite derivadas k-ésimas en yg, se define la derivada de Frechet k-ésima en 1y
como la aplicacion

F, :f(k) =f® . R™x R" x..* x R™ —» R™

[vo] —

f (3.4)

(ul,uz,...,uk) — f* (ul,u2,...,uk) = :

Fr,

donde si k> 1
m
F;, = fi(k) <u1,u2, ,uk) = Z fijm"'jk(yo)ujl-lui...u;“‘k, 1<i<m (3.5)
F10d2se s de=1

y S = (o).

3.1. Derivadas sucesivas y arboles ordenados monétonamen-
te

Consideramos que la solucién exacta de y(t) del PVI local auténomo (3.1) es suficien-
temente derivable. En el punto t; = tg + h para un tamano de paso dado h > 0 tiene
el desarrollo de Taylor (3.3). El problema de este desarrollo en serie de potencias es que
depende de las derivadas de la solucién exacta y(¢). En la préctica, lo que conocemos del
PVI es la funcién derivada f. Haciendo uso de las derivadas de Frechet resolvemos este
problema, como se hace en [3].

Proposicién 3.1.1 Sea y la solucion exacta de PVI local auténomo (3.1). Se tiene, en
funcion de las derivadas de Frechet de f en yg:

y'(to) = f

Y (to) = f'(f)

y"(to) = f"(f. /) + f'(f'(f))

y" (to) = f""(f £, 1)+ ) )+ £/ F1CE) + F/(F (), ) + f1UF(F, ) + f’((f’(J;’(f)))
3.6

14



Demostracién: Por definicién tenemos 3/ (tg) = f(yo). Para simplificar la notacién vamos
(n

a denotar y(™(t) = Y;_1(to) a la componente i-ésima de y("(to) y obviaremos la dependencia
de yo en las derivadas de f. Derivando y(to):

vlto) = > il =" = F).

Ji=1 j1=1
Volviendo a derivar
T N [ DSEA PRND of
Ji1=1 J2=1 Jo=1
=S b+ > R = FED A+ ).
Jije Jj1jz2=1

Derivando de nuevo cada sumando

m m

v = D o fa PR b+ B R s |+

Jij2=1 \Js=1
m m . . . . . . . . .
D I il I 3 AR o Fl E P H F g
Jij2=1 \Js=1

m . . . m . . . m . . .

= > PR Y R DY R

J1j2j3=1 J1j273=1 J1j273=1

m m m
jads g, 4] 2 piad j2 pia pi
Y R Y PRt Yo R

J1j2j3=1 J1j233=1 J1j273=1

Esta ultima expresién es la componente i-ésima de la suma de derivadas de Frechet dada
en (3.6). O
Para simplificar estos sumandos y poder generalizarlos a cualquier derivada se usan un
tipo de aplicaciones, que llamaremos arboles, que se asocian a cada derivada de Frechet
como veremos a continuacion.

Definicién 3.1.1 Se llama drbol ordenado mondtonamente de orden q > 2 a cualquier
aplicacion

7:{2,3,....q} = {1,2,....g— 1} conT(i) <i, 1=2,3,...,q.

Llamaremos p(7) = ¢ al orden del arbol 7. Por definicién, 79 : 1 — 0 es el tnico arbol
de orden 1 y se denota ) al inico arbol de orden 0, que es el drbol asociado a la
derivada de orden 0, esto es, y;(t9). LT, denota el conjunto de todos los arboles de orden ¢
y LT = {0, 7o} U{Ug>2LT,} es el conjunto de todos los arboles ordenados monétonamente.
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Cuadro 3.1: Relacién entre las derivadas de Frechet y su drbol

Derivadas Orden Arboles Grafos
yi = fi orden 1 7o °;
7:{1} — {0}
_ 2
yl = Z 12 fi orden 2 7(2)=1 ! 1
J2
T:{2} — {1}
o= Z FP98 5, Fis orden 3 T(2)=7(3) =1 ?'\‘/1
J2J3
J2 £J3 3
+> R 7:{2,3} — {1,2} 7(2) =1, 7(3) =2 2
— 1
Jj2J3

"t
)

= > PP fu

J2J3j4

+‘j€: fg2j3f?;j}3j}4

Jkl

+ > R

J2J3ja

B DN e PN
J2J3ja

+ zg:: .fgztfi§]4123.fj4

J2J3j4

+ Y fPIR

J2J3J4

orden 4

7:{2,3,4} — {1,2,3}
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Estas aplicaciones se representan graficamente mediante los grafos dados en el Cuadro 3.1.
En estos grafos, los puntos numerados se llaman nodos y el correspondiente al nimero 1
se llama raiz del drbol.

A continuacion, relacionamos formalmente los drboles definidos anteriormente con las de-
rivadas de la solucién exacta del PVI para poder generalizar a cualquier derivada sucesiva.
Como hemos visto, inductivamente cada derivada sucesiva ygq
componer en la suma de un numero de derivadas de Frechet de f. Cada uno de los su-
mandos va a asociarse a un arbol 7 € LT y se va a llamar la diferencial elemental de
f asociada a 7 en yp, y se denotara por F;(7)(yo).

Por definicién, se considera

de la solucién se va a des-

Fi(7)(y0)
Fi(0)(yo) =yo, Fi(ro)=fi, 1<i<m, ysi F(7)(y)= : se tiene:
Fn(7)(10)

Teorema 3.1.1 FExiste una relacion biunivoca entre todos y cada uno de los términos de
la derivada g-ésima de y(t) con los drboles ordenados mondtonamente de orden q, o sea,

y(te) = > F(7)(wo)- (3.7)

TELTy

Demostracion: Para ¢ = 0 es trivial. Para el caso ¢ = 1 tenemos sélo un arbol de orden
1. Para cada componente j; = 1,...,m:

°1 yﬁ( 0) = fir = Fj, (1) (o)

Si anadimos una rama con un nodo obtenemos el caso ¢ = 2, sélo un arbol de orden 2.

2

Lo R0 =S R = By (1) ()

Je=1

Para obtener ¢ = 3, partimos del arbol de orden 2 y le afiadimos una rama con un nuevo
nodo a cada nodo asi tenemos dos arboles de orden 3

3 m
Q.\.{ Z fjijszfj3 = Fjl (7—) (yO) E Z fjs = ( )(yO)

J2,j3=1 J2,j3=1

Asi,
vy (to) = Z R b+ > 2= > Fi() (o)

J2,j3=1 J2,93=1 TELTs

Para obtener ¢ = 4, se anade una nueva rama con un nuevo nodo a cada nodo de cada
arbol de orden 3. Del primer arbol de orden 3 obtenemos los siguientes arboles de orden
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2 3 4 m (/ 3 m {/ 9 m
N > FRER L fifi 1 S PR 1 S PR

J2Jjsja=1 J2j3ja=1 J2Jj3ja=1

Del segundo arbol de orden 3:

m

L
1 S R ) Z J2 f103 £ Fia § > B

J2j3ja=1 J2J3ja=1 J2J3ja=1

= NOCO

Asi,
yA(to) = Y F(r)yo)
TeLTy
y no hay mas arboles ordenados monétonamente de orden 4.
Inductivamente para un g general suponemos cierto (3.7) y tenemos que verlo para g + 1.
Para obtener los y(4*1(ty) tenemos que derivar cada uno de los F/(7). De esta manera, para
cada 7, de orden ¢, se van a generar al derivar g arboles de orden ¢+1 aﬁadiendo una rama

y un nodo a cada nodo del arbol 7,. Es decir, si 7, € LT}, F}, (14)(yo) Z e Iq

J2---Jq
donde cada I}, es el conjunto de todos los indices correspondientes a las derivadas de f},

definidas por 7,. Entonces derivando

d d 1 I
21 En () (o) = — Z o
J2.--Jg=1
m m m
I I, I pI
=1 U S (D SRUALEN SN FFN/() SRR U SIV/ON U SRT/SEUr
Jo-dg=1 \Jgr1=1 J2--Jg=1 Ja+1=1
I I Jg+1
= > R i et D D fi
J2--Jg+1 J2---Jg+1

y se obtienen los arboles de orden ¢ + 1 correspondientes a anadir una nueva rama y un
nodo a cada nodo de 7,. Ademds, al estar mondétonamente ordenados cuando se hace con
todos los drboles posibles de LT, se obtienen todos los posibles de LT} ;1. O

Aplicando (3.7), obtenemos directamente el siguiente resultado:

Corolario 3.1.1.1 Siy(t) es analitica en yy, se tiene el desarrollo en potencias de h:
hP(T)
ylto+h) = D F(r)(yo)——;

-
TeLT p(T)
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Por tanto hemos obtenido la relacién que buscabamos, es decir, se tiene el desarrollo de
la solucién y(t) del PVI, en funcién de las diferenciales de f y en potencias de h. Este
desarrollo todavia se puede simplificar méas, ya que muchos de los sumandos se repiten.

Definicion 3.1.2 Dos drboles 7 y 1o se dice que son equivalentes y se denota por
T ~ To, St Yy Solo si son del mismo orden q y existe una permutacion o del conjunto
{1,2,...,q} con o(1) =1 tal que

00T =T900

sobre el conjunto {2,3,...,q}.

7 7

Teorema 3.1.2 La relacion 7 ~ 7 entre drboles de LT definida anteriormente es una
relacion de equivalencia en LT, es decir, verifica las siguientes condiciones:

a) T~T. b)TI~Te=S T NTI. C)TI T YT~ T3 = T~ TS
Demostracién:
a) Tomando o = identidad, o(i) =i, Vi es inmediato.

b) Si ¢ es la permutacién que hace 7, ~ 7o basta hacer & = 0!

para tener 7o ~ 73 0 Sea, 0 0Ty =T 0O0.

como permutacién

c) Si o1 es la permutacién que hace 71 ~ T2 y 02 es la permutacién que hace 1 ~ T3
considerando ¢ = 09 0 01 tenemos 7| ~ T3, es decir, G o1 =T300 U

Por tanto, podemos definir el conjunto cociente de esta relacion de equivalencia, esto es,
el conjunto de las clases de equivalencia. Se define el conjunto de los arboles de raiz
como el conjunto cociente T'= LT/ ~. Se define también

T, = {7 €T tal que p(7) =q}.

Ademés, para cada 7 € T se define el cardinal de 7 = (1) = card(7) =nimero de arboles
de LT equivalentes a 7. La representacion grafica de estas clases de equivalencia 7 € T es
igual que para los 7 € LT pero sin etiquetas en los nodos.

A partir de esta relacién, es inmediato que

T1 ~ To, entonces F'(71)(yo) = F(72)(yo)-

Ejemplo 3.1.1 Sean dos drboles

o Fi(m)wo)= Y. P @) =n) =1, n(3) =2
J2J3j4=0
T F(m)wo) = Y PR fe e m2(2) = 12(3) =1, Ta(4) =2

kok3ks=0

es claro que F(71)(yo) = F(m2)(yo) simplemente haciendo la permutacion de los contadores
ko = j2, k3 = ja, ka = js.
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Corolario 3.1.2.1 Si la solucion exacta y(t) del PVI es analitica en ty:

1. yl9(t) = Y a(m)F(7)(y0)-

T€Ty

2. y(to+h) =Y a(r)F(7)(y)

T€T

Con este tultimo resultado ya tenemos un desarrollo més simple que el dado en el Corolario
3.1.1.1 . Pero todavia este desarrollo se puede simplificar mas.

Definicién 3.1.3 Dados k drboles no vacios 11,7, ..., € T, denotaremos como
T = {T17 T2y eey Tk}

al nuevo drbol construido de la forma

cuyo orden es p(1) = p(11) + p(12) + ... + p(7) + 1. En este caso, a los drboles T1,Ta, ..., T
se les llama arboles hijos de 7.

Noétese que el orden de colocacién de los arboles hijos es indiferente. También se puede
descomponer la diferencial elemental de 7 en funcién de las derivadas de Frechet de las
diferenciales elementales de sus hijos de forma univoca, como vemos en el siguiente Teorema
que se demuestra inductivamente (ver [3]):

Teorema 3.1.3 Si 7 = {m,7o,..., 7k}, entonces

F(r)(yo) = fEF) W) Fr)wo)) = [ D (o) Fyy (m1) (o) - F, (i) (0)
J1sensdi=1 i—1

3.2. Series de Butcher y condiciones de orden

En la seccién anterior hemos visto un desarrollo en serie de la solucién exacta del PVI
(2.1) en funcién de las diferenciales elementales de f. En esta estudiaremos un desarrollo
similar de la solucién numérica de un RK(A,b).

Definicién 3.2.1 Sea a una aplicacion a : LT — IR que verifica a(m1) = a(12) si 11 ~ Ta.
Se define la serie de Butcher asociada a a en el punto yy como la serie formal en
potencias de h:

B(a,yo)(h) == Y a(r)F(7)(y0)——;



Definicién 3.2.2 Dada g : Iy C IR — IR™ de clase C*°(1y) siendo Iy un entorno en el
origen, se dice que g es representable en serie de Butcher si y sdlo si existe una
aplicacion

a:T — IR tal que g'9(0) = Z a(r)a(r)F(T)(yo), ¢=0,1,2,... (3.8)
TETY

entendiéndose que ) es el inico drbol de orden 0 con F(0)(yo) = yo y To €l unico drbol de
orden 1 con F(70)(y0) = yo y T0. Es decir, si

g(h) = B(a,yo)(h), h € Iy.

Teorema 3.2.1 Sea U abierto de R™, yo € U, f:u C R™ — IR™ analitica y sea g(h)
representable como B-serie con g(h) = B(a,yo)(h), a(@) = 1. Entonces hf(g(h)) es una
B-serie
hf(g(h)) = B(@,yo)(h)
donde a : LT — IR estd definida recurrentemente por
a(0) =0, a(r) =1, a(r)=p(r)a(r)a(r2)...a(rx) para 7={r,...,7%}.

Demostracién: Desarrollaremos aqui la demostracién dada en [3]. Sea

c(h) = hf(g(h)).
Queremos ver que c(h) es una B-serie, esto es existe una aplicacién a : LT — IR tal que
(0) = Z a(T)F(7)(yo) parai=0,1,... (3.9)
TELT;
e Parai =0, ¢(0) =0, LTy = {0}. Por tanto necesariamente se verifica (3.9) si y sélo

si a(0) =0 ya que F(0)(yo) = yo-

e Para i = 1. Derivando ¢/(h) = f(g(h)) + hdih(f(g(h))) Por hipétesis ¢(0) = yo. Por

tanto, ¢/(0) = f(g(0)) = f(yo). Por otro lado LT} = {70} por lo que (3.9) se verifica
sii f(yo) = a(10)F (10)(yo). Por tanto necesariamente a(ry) = 1.

e Para derivar en los casos ¢ > 2, aplicamos la regla de Leibnitz

i i : k i—k
s =3 () 0 g (7o)

k=0

(5 ) rascsaom + (1)1t

c(i(h) =

lo que implica que
; ) di—l
(0) = Zm(f(g(o)))-
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Cuadro 3.2: Correspondencia entre derivadas y arboles

i=1](fog)0) =11 )
i=2 | (fog)(0) = fl,(9h) I

i=31(fo9)"(0) = f,(90,90) + fi,0(90)

:

i=4 | (fo9)"(0) = fl5 (90,90 90) + 35 (905 90) + fl,0)90"

[y0] [yo]

R
v A
i=5 1| (fo9)"(0) = fi(90:90: 90 90) + 6.f[;01(90> 90 90) .\.\C I\V

+4f[y0 (90" 90) + 3f[y0 (90, 90) + f[yo]glm

Aplicando la regla de la cadena, comenzamos a calcular las derivadas sucesivas (f o
9)'(0), (f © g)"(0), ... correspondientes a ¢”’(0),¢”(0),... y usando las derivadas de
Frechet obtenemos la columna central del Cuadro 3.2, teniendo en cuenta que g(0) =

Yo y denotando g(()]C = ¢ (0).

Aplicando un razonamiento andlogo al que se vio en la seccién anterior para calcular
las derivadas sucesivas, se observa que las derivadas sucesivas de la funcién estan
en correspondencia biunivoca con los arboles en los que sélo hay ramificaciones en
la raiz correspondientes al niimero de veces que se deriva f. Esta correspondencia
que se ve claramente en la columna del Cuadro 3.2, donde el coeficiente por el que
aparece cada derivada de Frechet es el cardinal del arbol considerado.

Para formalizar esto denotaremos u = {uy, us,...,ux} € LT; los drboles cuyos hijos
son de la forma I

. 3.10
uj:I con p(u;) ZI+1—2 ( )

se denominan arboles de tipo raiz de orden i

Llamamos SLT al conjunto de todos los drboles de este tipo y se caracterizan por
SLT ={ue LT/ card(u™(1)) <1, 1 = 2,3, )
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esto es, cualquier [ > 2 puede ser imagen sélo de uno o de ninglin elemento de
{2,3,...,p(u)}. Ver ejemplo en la Observacién 3.

Andlogamente al caso de LT, denotamos por SLT; = {u € SLT/p(u) =i} y a cada
u € SLT, como vimos en el Cuadro 3.2, si u = {uq,...,u} le asociamos la derivada
de Frechet

Gu)(h) = 30, g (B), .., g (). (3.11)

Por tanto, la suma de todas las derivadas de Frechet (3.11) de todos los drboles de
SLT;, 1> 2 nos da la derivada

(fog)™DO)= > G)O)= Y  fid(g"(0),....g"(0)).

ueSLT; ueSLT;

Como g(h) = B(a,yo0)(h), entonces por (3.8), denotando F(7;) = F(7;)(yo) tenemos
por linealidad de derivadas de Frechet que

(fog)ib(O) = ) f[yo] > alm)F(n), . Y a(m)F(7)

ueSLT; T1€LT[1 TkELT]k

= Y Y .3 a(ﬁ)...a(rk)f[ga(F(ﬁ),...,F(Tk)).
ueSLT; 11 €LTy, Tk GLT],C
Por el Teorema 3.13, fii ) (F(11)(yo). F(72) (40). - F (1) (90)) = F ({71, -, 78)} (40)-
Luego,

0) = i(fog) D) =i Z Z Z VE({71y e T ).

ueSLT; T1€LT[1 TkELTIk

k
Teniendo en cuenta que p({71,...,7%}) = Zp(Ij) + 1 = 4, tenemos

i=1

= > > > edms e mha(m)a(re)-a(me) F({r1, .. i}

UESLT TIELTII TkeLTIk

Si llamamos a ({71...7x}) = p({71...7x } )a(11)...a(7) tenemos

=3 Y Y aneen) P en) o). (312)

ueSLT; 11 GLT]I Tk GLT]k

Por tanto para demostrar el teorema tenemos que ver que el sumatorio (3.12) es
igual a
Y aln)F(r)(yo)- (3.13)
TELT;
Esto se tiene si y sélo si las dos sumas (3.12) y (3.13) tienen los mismos sumandos.
Veamos que todos los sumandos de (3.12) estdn contenidos en la suma (3.13) y
viceversa:
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" " Seaw € SLT; = u = {u1,...,u},p(u;) = I;,j = 1,...,k para ciertos {I;}.
k
Cualquier 7 = {71,..., 7} con 7; € LT, tiene orden p(1) = Zp(Tj) +1l=i=r71¢€
j=1
LT; = todos los sumandos estan en (3.13).

" 2" Sea T e LT, 7 = {71,..., 7} (1 > 2) con p(75) = I;,j = 1,...,k. Para cada I;
fijo consideramos u = {uy,...,u;} con p(uj) = I; nodos de la forma (3.10) y, por
tanto, a(7)F(7)(yo) estd entre los sumandos de (3.12). O

Observacion 3.2.1 En la demostracion anterior hemos introducido el conjunto SLT.
Para aclarar mejor esta definicion tomemos por ejemplo dos drboles u y v

u:2—1 3—=1 4—-3 5—4 v:2—1 3—1 4—-3 5—3.

Es claro que u € SLT ya que card(u=1(1)) <1 con | = 2,3,4, mientras que v € LT pues
card(v™1(3)) = 2.

Para aplicar esta serie de Butcher a los RKE (2.10) hay que reescribirlos. Estos métodos
(2.10) sobre el PVI auténomo (3.1) llamando ¢g; = hK;, dando un paso de ¢y a to + h
resulta:

i—1
g =hflyo+> ayg) i=1.s
=t (3.14)

S
yio=yo0+ Y big;
j=1
Lema 3.2.1 Cada g; es representable como serie de Butcher en la forma

9i = B(pi,yo)(h)
donde p1(10) =1, 1(7) = 0, V7 # 79 y para todo i =2, ..., s por p;(0) =0, ¢;(19) =1

i—1

0i(T) = p(T) D iy, 05 (1) s (1) si T = {71, T} (3.15)
Il Ji=1

Demostracién: Denotamos ¢g : LT — IR tal que ¢(0) = 1,09(7) = 0 V7 # 0 por lo
que yo = B(po,y0)(h).

e Para i = 1 es claro que g1 = hf(yo) = B(e1,40)(h) donde ¢1(10) = 1,¢1(7) =
0 V71 # 19.

e Suponemos cierto para todos los gj con j <i— 1,7 > 2
gj :B(@],yo)(h) j:1,2,...,’i—1.

24



e Veamos que vale para i. Por un lado

i—1

gi =hf(yo+ Y _ aijg;) = hf(Ys)
j=1
i—1
donde Y; = yo + Z a;;gj. Por hipétesis de induccién
j=1
i—1
Y; = B(o,50)(h) + > aij B(gj, y0) (h).
j=1
Por linealidad de las derivadas,
i—1
Y; = B(¢i,yo)(h), @i= o+ Zaz'j@j-
j=1

Por el Teorema 3.2.1, g; = B(y;,y0) donde ¢;(0) =0, () =1
oi(1) = p(T)pi(11)...0i(T) st 7= {71,...,; Tk}

En consecuencia de lo anterior para 7 = {7y,..., 7% }

i—1 i—1
0i(T) = p() |po(r1) + D aijiei, (1) | - [wo(m) + > aij 5, (i)
Ji1=1 Jrk=1
donde ¢o(7;) =0,Vj =1,..., k. Por tanto, se obtiene el sumatorio (3.15). O

Para expresar estas funciones de forma matricial necesitamos introducir un nuevo producto
vectorial:

Definicién 3.2.3 Dados dos vectores cualesquiera u, v, € IR®, se define el producto di-
recto de uy v como el vector de IR® u-v = (ulvl...umvm)T = (uwjv;)*y.

Observemos que definiendo la aplicacién ¢ : T — IR™ por () = (01(7)...om(7))” las
ecuaciones (3.15) las podemos escribir matricialmente como

o) =0, (o) =¢e, (1)=pT)Ap(T)" ...+ Ap(Tg) si T ={71,..., Tk} (3.16)

Corolario 3.2.1.1 Podemos representar la solucion numérica de un método RK(A,b)
como

y1 =10+ Y _biB(gi,y0)(h) = B(w,yo)(h) (3.17)

i=1

S
donde w:T - IR w=yo+ Z bip; o, matricialmente,
i=1

w(®) =1, w(r) =ble(r), V1 con p(T) > 1.
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Cuadro 3.3: Condiciones de orden

Orden p 1 2 3 4

Ple=1|p" =1/2| b'?=1/3 v =1/4  bl(c-Ac)=1/8
bAc=1/6 | bTA? =1/12 bTA%2c=1/24

Condiciones

Todavia hay una forma mas sencilla y manejable de expresar las etapas del método RK
como B-serie. Para ello definimos la siguiente aplicacién, v : T — IR

1(0) =~(10) =1, 7(7) = p(r)y(m) A7) st 7={m, - 7} (3.18)

Lema 3.2.2 La funcion ®(7) = ﬁgp(T) queda determinada recurrentemente por:
T

() =0, ®(r9) =e, @(r)=(ADP(11)) - (AD(12)) ...  (AD(7)) st T={r1, -+ ,Tk}.

(3.19)
Demostracién: Por (3.16) y (3.18):
o)) = @w«b) —0, O(r) = ﬁm) p
_ p(7) ) . ) = p(11) o ¢(7k)
20 = )t AT (Ae(m) A(vm)) A(vm))'
]

A partir de estas aplicaciones podemos enunciar el siguiente teorema:

Teorema 3.2.2 Un método RK(A,b) tiene orden p > 1 si y sdlo si

1
V'd(r)=——, V7 conp(t)<p
)= ()
donde (1) y ®(7) estdn definidas por (3.18) y (3.19) respectivamente.

Demostraciéon: Por el Corolario 3.1.2.1, tenemos que la solucion exacta verifica

hP(T)

ylto+h) =yo+ > @(T)F(T)(yo)m

T€T,p(T)>1

y la solucién numérica del método RK por (3.17)

yr(to+h) =y =yo+ Y a(r)(r)F (1) (w0) 2,
TET,p(1)>1 '
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Comparando las soluciones obtenemos que el método tiene orden p > 1 si y sélo si w(1) =
1, VT € T con 1 < p(1) < p. Por (3.18) y el Lema 3.19, es claro que w(7) = b7 ®(7)¢p(7),
de lo que se tiene directamente el Teorema. ]

Asi podemos establecer el orden de convergencia de un método numérico haciendo uso de
condiciones algebraicas con los coeficientes A, b y ¢ de la tabla de Butcher. Por ejemplo, las
condiciones que debe satisfacer un método para tener orden p desde 1 hasta 4 estdan dadas
en el Cuadro 3.3 donde ¢* = (clg);l entendiendo que para tener orden p los coeficientes
del método deben verificar todas las condiciones hasta orden p. Es decir, en el caso del
método de Euler (2.3) se verifica sélo la primera condicién por lo que es de orden 1, el
método de Runge de orden 3 (2.19) verifica las condiciones 1, 2 y 3. El método Kutta de

orden 4 (2.20) las cumple todas hasta orden 4.
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Capitulo 4

Convergencia de métodos
Runge-Kutta

En el Teorema 3.2.2 del capitulo anterior se ha visto un criterio para determinar de
forma practica qué orden de convergencia puede alcanzar un método RK dado basado en
la serie de Butcher. Pero en ningiin momento se consideré la convergencia de dichas series
o qué ocurre cuando la solucién del PVI no es analitica. En este capitulo abordaremos
el problema de dar cotas rigurosas del error de estos métodos. De forma andloga a la
demostracién del Teorema 2.1.1, para acotar el error global primero hay que acotar el
error local, como se ve en [5, Cap.I1.3]. Consideremos el PV I

y = f(t,y), ylto) =yo tE€lto,ty], y,feR" (4.1)

suponiendo que tiene solucién tnica y(t) en [tg,ts]. Denotemos por

Ts ={(t,y) : lly —y()|| <}

un tubo de amplitud ¢ alrededor de la solucién exacta y(t). Para integrar (4.1), usamos un
método RK(A,b) (2.8)-(2.9) de s etapas de orden p > 1, es decir, que verifica el Teorema
3.2.2.

Teorema 4.0.3 Acotacién del error local: Si el RK(A,b) es de orden p y f € CP(T5),
existe h* > 0 tal que para todo |h| < h* se tiene

hpt1 S
R —y i (th £,y ()] < ix |ly®TL(t + sh 1 b;| méx ||KP(sh
ly(t-+0) =y (ths .y ()] < =gy | e 970+ shll + (0 + );! | méx 1K (sh)]
donde o
KP(h) = ——L(h).
i ()= ()

Demostracién: Como f € CP(Ty), la solucién exacta y(t) del PVI (4.1) es derivable
hasta orden p + 1, por lo que aplicando el desarrollo de Taylor con resto integral hasta
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orden p de y(t) se llega a que

p h ) hp+1 1 (o1
y(t+ h) Z —, - /0 (1 —0)Py'P*L(t + Oh)do (4.2)
O
Por otra parte,
yric(t + hit,y(t)) +thK (4.3)

donde las etapas vienen dadas por

Ki(h) = f(t+cihy(t) + 1Y _ayK(h), 1<i<s.
Asi, existe un h* > 0 tal que K; € CP(]0, h*]) pues f € CP(Tj). Aplicando Taylor de orden
p —1 a cada K;(h) en 0, obtenemos:

pzl g hP

_ Gy ! -1z
h)_jZ%Ki (o)ﬂ + 1)!/0 (1 — )P LK (0h)d6. (4.4)

Llevandolo a (4.3) tenemos:

yr (t+ hit,y(t)) =yt +Z]—1 <ZbK -1 )

oD Z b; / 0)P~ K" (0h)do.

Como el RK es de orden p, las potencias de h en (4.2) y (4.5) hasta orden p coinciden,
por tanto, restando ambas ecuaciones y tomando normas queda

hpﬂ (4.5)

ly(t + h) — yr (t+ hst,y(8)]] <

1
hp“{ / 1017 a1+ Ch)ab + Zyb y/ 1 67! e K (Ch)HdH}
p! ¢elo,1] 1)!
1
= pptl yPtl t+ Ch)|| + b; maX K Ch
{(p+1) H ( | ,Zl | it K" (Ch)|
Obteniendo finalmente el resultado del teorema. O

Para acotar al error global se necesita del siguiente resultado:

Definicién 4.0.4 Se llama funcién incremento de un método RKE (2.10) a la funcion

o(t,y, h ZbK t,y,h
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Teorema 4.0.4 La funcion incremento ¢(t,y,h) tiene una constante de Lipschitz Q2 res-
pecto de y en [0,T] x Ty x [0, hg, o sea, V t € [0,T),Vy,y € Ts,Vh € [0, ho]

6(t,y, h) — (t, 7, h)|| < Qlly —7Fll, Q= Lb|"(I —hoL|A]) e

siendo L es la constante de Lipschitz de f respecto de y en Ts y |b|T = (|b1],...,|bs]) ,
| Al = (laij|)i j=1, ho > 0.

S S
Demostraciéon: Denotamos ¢ = ZbiKi y ¢ = Z b;K; siendo K; = K;(t,y,h), K; =
i=1 i=1 -
K;(t,y,h). Usando que f es Lipschitz respecto de y, veamos que | K; — K;|| < L;|ly — 7|
para ciertas constantes L;.
Para i = 1,[|K — Ki| = Ift,y) — f(t,9)|| < L1|ly — ||, con Ly = L. Supongamos cierto
|K; — K;|| < Lj|ly — y|| para V1 < j <i— 1. Vedmoslo para i.

i—1 i—1
|Ki = Kll < Llly =gl + Lh Y lagl 1K = Kl < | L+Lh Y lag|Ly | lly =3
j=1 J=1
i—1
<\ L+Lho ) laylLy | lly—9ll < Lilly — 7.
j=1
Lo pasamos a notacion vectorial
L
L L+ Lh0|a21 |L1 L Ly
Ly L + Lho(|as1| Ly + |asa|Lo) L Ly
v=| Ls | =| =| L | +Lhola]| Ls
L, s—1 L L,
L+ Lh Y lasi|L;
j=1

Asi, V. = Le 4+ Lho|A|V donde e es el vector unitario y A es la matriz de coeficientes
del método. Es decir (I — Lhg|A|)V = Le. Como p(A) = 0 por ser una matriz triangular
estricta existe la inversa de (I — Lhg|A|) [1]. Luego,

V = L(I — Lho|A|)e.
Por tanto,

¢ = @ll <> bl | Ki — Kill < <Z |bz'|Lz‘> ly — 9
i—1 i=1

= [bI"Vlly = gl = LObI" (I = Lholl AN e)lly — ]I-
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Teorema 4.0.5 Acotacién del error global: Si un RK(A,b) es de orden p y f €
CP(T5), y consideramos una particion cualquiera P = {ty < t; < ... <ty =t} de [to,tf]
con hpqg = max; h; < h* donde h* es el valor dado en el Teorema 4.0.3 y L la constante
de Lipschitz de f, entonces se tiene que

C _
ly(ta) = yull < ey [¢2 7 =1], n=0,1,...N

donde

1
= — P+ 1 b K®(t,h 4.6
(p—i- 1)! {tE[t t Hy ( )H * p+ Z’ ‘te[tO,tf] he(0,h*] H ( )H ( )

Ki(t,h) = f(t+cihy(t) + 7Y ayK;(t,h), 1<i<s

y 0 es la constante de Lipshitz de la funcion incremento de ¢ del RK dada en el Teorema
4.0.4.

Demostracion: Esta demostracién sigue un razonamiento andlogo al del Teorema 2.1.1.
Denotemos

en = [ly(tn) — ynll, Un = YRrK (tn; tn—1,Y(tn-1))-
Claramente el error local en t,, es l,, = ||y(tn) — yn||. Por tanto, sumando y restando en e,
el vector yp:

en < by 4 Y0 — yall
<+ [y(tn-1) + hn-10(tn—1,y(tn-1), hn—1)) — (Wn—1 + hn—10(tn—1,Yn—1, hn—-1))|l-
Aplicando el Teorema 4.0.4 tenemos que
en < ln + [[yn—1 =yl + Qhn-1lyn—1 — y(tn-DIll] <l + (1 + Qhpi1) en—1.
Como 1+ Qhy,—1 < exp(Qhy,—1), obtenemos la inecuacién en diferencias
ep=0 e, <exp(Qhp_1)en—1+1, n<l

Resolviéndola como hicimos en la demostracion del Teorema 2.1.1 usando en Lema 2.1.1
con Cy, = exp(Qhp_1), Dy =1,

n—1 n—1 n—1
en < Zexp Q Z hi | L1 < exp(Qty,) Ze —Qtj1)lj.
Jj=0 k=j+1 Jj=0

Aplicando el Teorema 4.0.3, se tiene que I, < Chf:ll < Chy—1hb0z,¥n con C dado por
(4.6) por lo que

n—1
en < Cexp(Qty) Zexp (—=Qj41)hi | Ao
7=0

El paréntesis anterior engloba a la suma inferior de Riemann de exp(—¢) en [t, t,], por
lo que se acota por su integral y se consigue finalmente el resultado del Teorema. O
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Capitulo 5

Estabilidad lineal de los métodos
Runge-Kutta

A continuacién vamos a realizar un experimento numérico. Consideramos dos problemas
de valor inicial lineales con coeficientes constantes no homogéneos propuestos en [9, Cap.6]:
Problema 1:

(- (2 () (o) ()=

Problema 2:

( gy/;; > = ( 9—933 —;99 > ( z; > + ( 999(c§ss;linjsint) > < zﬁg; ) - < :23 )

Observamos que los problemas son muy similares. Ambos presentan la misma solucién
exacta:
y1(t) = 2e " +sint, yo(t) =2e"" 4 cost.

Integramos los dos problemas con dos rutinas de Matlab [7] diferentes:

e Rutina ode45: funcién que implementa a paso variable el par explicito RK DO-
PRI(4,5). Es un método explicito de 7 etapas y orden 5 que usa estimacién del error
local con el par encajado de orden 4.

e Rutina ode23t: es una implementacién de la regla trapezoidal, es decir, esta basado
en un RK implicito de 2 etapas y orden 2, que usa un método de orden 3 encajado
para estimar el error local.

Para ver los detalle de ambas rutinas, recomendamos ver la documentacién del Matlab
[7]. Usamos para los dos métodos la misma tolerancia del error absoluto y relativo ABSTOL =
RELTOL = 102 y paso inicial hg = 0,1, t € [0,10]. En la Figura 5.1 dibujamos las com-
ponentes de las aproximaciones numéricas de ambos métodos.

Con la rutina ode45 los resultados obtenidos para los problemas son muy diferentes. En
el primer problema da 17 pasos y 115 evaluaciones de la funcién, mientra que para el
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y(t)

Figura 5.1: Soluciones numéricas de ode45 y ode23t
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segundo problema da 3011 pasos y 19,309 evaluaciones de la funcién. Por tanto, vemos
que para conseguir una buena solucidon para el segundo problema necesitamos un coste
computacional exagerado, lo que se refleja en la gréfica en la que los puntos se superponen.
Con la rutina ode23t los resultados obtenidos sobre los dos problemas son iguales, da 31
pasos y 40 evaluaciones de la funcién. En este método conseguimos una soluciéon buena y
barata computacionalmente en ambos problemas.

Asi tenemos dos PVIs muy similares que se comportan de manera muy distinta cuando los
abordamos numéricamente. Vemos que el problema 1 es resuelto sin mayor dificultad con
ambos métodos mientras que para la resolucién del problema 2 el esfuerzo computacional
del ode45 lo hace impracticable. Este fenémeno que aparece en el problema 2 se llama
stiffness, y el problema se dice stiff. El problema 1 no lo es.

No hay una definicion matematica estricta de lo que es un problema stiff. La definicién
mas aceptada es que un problema stiff es un problema sobre los que los métodos
explicitos no van bien.

Un modelo que explica la diferencia del comportamiento de los métodos explicitos e implici-
tos es el problema lineal escalar test

y'(t) =X @), y(0)=wo, t=0, reC. (5.1)

cuya solucién exacta es bien conocida, y(t) = exp(At)yo. Para que el problema (5.1) sea
estable es necesario que ReA < 0 pues si ReA > 0 y partimos de dos valores iniciales
diferentes yg e ¥:

[y(t) = 71(8) = | exp(\) (0 — 0)| = exp(ReA)lyo — ol — o0 si t —> o

donde y(t),y(t) son las soluciones de (5.1) correspondientes a yy e 7y respectivamente.
Por tanto, vamos a aplicar al problema (5.1) con ReX < 0 dos métodos sencillos:
e Euler explicito: a paso fijo h, t, = nh
Ynt1 = Yn + Af(tnsYn) = Yn + hAy, n=0,1,2, ..
Si llamamos z = Ah se obtiene y,+1 = (1 + 2)y,. Si partimos de otro valor inicial g
tenemos Yn+1 = (1 + 2)yo. Asi
Ynt1 = Gl = [T+ 2llyn — Gnl = 11+ 2" yo — G0l
Para que no se vaya a oo cuando n — oo (t,, — 00) tiene que ocurrir [1+ 2| < 1, o sea z
tiene que estar en el interior del circulo de centro —1 y radio 1. Por ejemplo, si A = —1000,
esta condicién sé6lo se da si 0 < h < 2/1000. Por tanto, para integrar este problema en

t € [0,10] se tendria que dar al menos 5000 pasos.
e Euler implicito:

Yn+l = Yn + hf(tn+la ynJrl) = Yn + hAynJrl-

1
Igual que en el caso anterior, llamamos z = Ah y despejando obtenemos y,4+1 = <1 ) Yn -
—z
1

Si tomamos otro valor inicial gy tenemos ¢, +1 = (1—> Un, luego,
-z

_ 1 _ 1 _
[Yn+1 = Ynt1| = m\yn —nl = m\yo — Yol-
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Asi para que este método vaya bien sobre este problema se necesitara que

<l<=|l-22>1
1 - 2|

es decir, z tiene que estar en el exterior del circulo de centro 1 y de radio 1. Es evidente
que para cualquier A con ReA < 0 y cualquier h > 0 se verifica esta condiciéon y por tanto
el método funcionard bien sobre este problema para cualquier h.

Este diferente comportamiento de muchos problemas sobre métodos implicitos y explicitos,
que no tiene que ver con su orden, es la principal caracteristica de los problemas stiff.

5.1. Problemas stiff

A pesar de la falta de definicién estricta, lo que si se ha estudiado en detalle son las
caracteristicas méas habituales de dichos problemas destacando como una de las mas de-
terminantes la siguiente:

Si los autovalores \i(t) de la matriz jacobiana Of /0y de la funcién derivada de f de un
PVI

yl = f(t7y)7 y(to) =Y, t€ [t07tf]

sobre la solucion y(t) verifican las dos condiciones siguientes:
1. Eziste k tal que Re\k(t) = pu con |u| pequerio de modo que ReX;(t) < p, Vi.
2. Existe algin j tal que Re\;(t) es negativo con médulo grande.

Entonces el PV 1 es stiff.

En el ejemplo numérico visto en la seccién anterior, el problema 1 tiene autovalores —1
y —3 mientras que el problema 2 los autovalores son —1 y —1000. Por eso el segundo es
stiff, mientras que el problema 1 no lo es.

El estudio del comportamiento de los métodos RK en general sobre el problema lineal test
(5.1) se llama teoria de la estabilidad lineal o A-estabilidad de los métodos RK.

5.2. A-estabilidad de los métodos Runge-Kutta

Siguiendo las ideas de [6, Cap.IV.2 y Cap.IV.3], aplicamos un método RK(A4,b) de s
etapas general

S
K; = f(tn + cih, yn +hzainj)7 1<i<s
s =t (5.2)
Yntl = Yn + hz b K;

=1
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a la ecuacion lineal test (5.1). Para cada 1 < < s:

S
Ki =\ {yn +hzainj
=1

: T - . .
Considerando el vector K = (K71, ..., Ks)" € IR’ es facil ver que estas ecuaciones se escriben
de forma compacta como:

K = Xey, + \hAK = (I — AhA)K = dey,. (5.3)

Considerando h suficientemente pequeiio para que exista (I — AhA)~! y llamando 2z = Ah,
se tiene

Y1 = (1+2b" (1 — 2A) " e)yn = R(2)yn (5.4)
donde R(z) se llama funcién de estabilidad de un método RK(A,b).
Aplicandolo reiteradas veces obtenemos y,11 = R(2)"yo y tomando otro valor inicial
o, resulta

[Ynr1 = Tn1] = [R()[" yo — 7ol-

Para evitar que tienda a co cuando n — 0o es necesario que |R(z)| < 1 Vz. Por tanto, a
partir de esta restriccién para la funcién R(z) llamamos al conjunto

S={z€C :|R(2)| <1}

dominio de A-estabilidad de un RK(A,b). Denotando €~ = {z € C: Rez < 0} se
dice que un RK(A,b) es A-estable si y sélosiC~ C S.

Por otra parte, se define [—fg, 0] como el mayor segmento del eje real negativo contenido
en Sy Og se llama frontera de estabilidad real del método, valor que cobra mayor
importancia cuando se integran problemas stiff con autovalores reales negativos como se
ve en [8] y [11].

Veamos algunas propiedades de esta funcién R(z):

Teorema 5.2.1 Si un RK(A,b) tiene orden p entonces
R(z) = exp(2) + O(z"T)  (z — 0).

Demostracién: Consideramos el problema lineal test (5.1) con yo = 1. Por tanto, y(h) =
exp(z). Aplicamos un paso del RK de longitud de paso h. Por (5.4), y1 = R(2)yo = R(2).
Como es de orden p, y(h) —y1 = O(RPT!) = exp(z) — R(z) = O(zP*1) 2 — 0. O

Teorema 5.2.2 [6, Cap.IV.3] Dado un RK(A,b) de s etapas, se tiene

det(I — z(A — eb?))
R = —T =

y por tanto R(z) € [1,,s :={p(2)/a(2) : p(2),q(z) polinomios de grado < s}.
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Demostracién: Si en (5.2) llamamos K; = f(t, + ¢;h,Y;), el RK se puede expresar
entonces como

S
Y; :yn+hzaijf(tn+cjh,1/}), 1<i<s.
j=1

Yni1 = Un + D> biftn +¢;h, ).
Jj=1

Lo aplicamos al problema (5.1) con yo = 1 y un paso h, z = Ah, obteniendo

s S
YVi=142)» a;V; 1<i<s, p=1+2» bY] (5.5)
j=1 Jj=1

Igual que hicimos con K; en (5.3), matricialmente tenemos (I — 2zA)Y = e, donde Y =
(Y1,Ya, ..., YS)T € IR°. Asi podemos expresar este sistema (5.5) como

(5 )(2)-()

Para calcular y, aplicamos la regla Cramer

I—-—2A e
det( T 1 )
det(M)
Calculando del determinante de M por bloques obtenemos detM = det(I — zA). Por

otra parte, para el numerador, aplicamos operaciones elementales sobre la tltima fila para
obtener ceros en la tltima columna.

B _ T
det<I zA e>:d6t<I zA + zeb 0>:det([—zA+zebT)

Y1 =

| —2bT 1

Como y; = R(z) por (5.4) tiene el cociente dado por el Teorema. Como ambos determi-
nantes son de dimensién s, al desarrollarlos obtendremos potencias de z hasta orden 2% y
por tanto R(z) € [,/ O

El objetivo de este Teorema 5.4 es obtener el siguiente corolario:

Corolario 5.2.2.1 Si un RK(A,b) de s etapas es explicito entonces R(z) es un polinomio
de grado < s. Por tanto, ningun RK explicito puede ser A-estable.

Demostraciéon: Sabemos que la matriz A de los métodos RK explicitos es triangular
inferior estricta, asi det(I — zA) = 1. Por el Teorema 5.2.2, necesariamente R(z) es un
polinomio de grado < s. Precisamente por eso cuando z — oo no estaré acotado, esto es,

|IR(z)| >1, |z|>C, zeC~

para una cierta C. Por tanto, no puede ser A-estable. O
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Capitulo 6

Experimento numérico con la
ecuacion del calor

Una de las ecuaciones diferenciales parciales clasica es la ecuacién que describe la con-
duccién del calor en un cuerpo sélido [2]. La primera investigacién importante sobre la
conduccién del calor fue llevada a cabo por Joseph B. Fourier (1768 — 1830) .

Esta ecuacién modeliza la conduccion de calor a lo largo una barra recta de secciéon uni-
forme y material homogéneo. Elijamos el eje z a lo largo del eje de la barra y denotemos
por x = 0y x = [ los extremos de la barra. Supongamos ademds que los lados de la barra,
excepto posiblemente los extremos x = 0,1, estan perfectamente aislados de modo que
no pase calor a través de ellos y que las dimensiones de la seccién perpendicular son tan
pequenas que la temperatura u puede considerarse constante sobre cualquier seccién recta
dada. Entonces, u es una funcién sélo de la coordenada axial z y el tiempo t.

La variacién de temperatura en la barra se expresa por una ecuacion diferencial parcial,
denominada ecuacién del calor y tiene la forma

ug(z,t) = Puge(z,t), = €[0,1, t>0. (6.1)

donde a? es una constante que se conoce como disipacién térmica. El pardmetro o de-
pende tinicamente del material de la barra y se define por o? = k/pS donde k es la
conductividad térmica, p es la densidad y S es el calor especifico del material de la barra.
Ademsds, supongamos que se da la distribucién inicial de la temperatura en la barra, es
decir, conocemos lo que se llama como condicién inicial: u(z,0) = ug(z), z € [0,1] donde
ug es una funcién dada.

Por ltimo, supongamos que los extremos de la barra se mantienen a temperatura fija
igual a 0°, obteniendo asf las condiciones de frontera de Dirichlet homogéneas: u(0,t) =
0, u(l,t) =0,t>0.

Por tanto, tenemos el siguiente problema:

ug = & ugy, x€10,1, t>0.
(6.2)

u(z,0) = up(z), w(0,t) =0, wu(l,t)=0.
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El problema fundamental de la conduccién del calor es encontrar u(z,t) que satisfaga la
ecuacién diferencial (6.1), la condicién inicial y las condiciones de frontera.

Para aproximar numéricamente la solucién u(z,t) vamos a aplicar el método de lineas
[8, 9], que permite resolver la ecuacién parabdlica en derivadas parciales (6.2) como un
PVI de ecuaciones diferenciales ordinarias. Veamos en qué consiste este método.
Definimos en [0, (] los nodos z; = jAxz con Az =1/(m+1). Para cada z; vamos a denotar

uj(t) = u(xj,t), t>0.

Noétese que los valores en los extremos de la barra vienen dados por las condiciones de
frontera, uo(t) = um+1(t) = 0, pero no son conocidos los que corresponden a los otros
indices. Se aproximan las derivadas segundas uz,(x,t) mediante diferencias centrales de
segundo orden

ey, ) = A0 21&)’;) tulnnh) L o(ar?) Ao,

Por otra parte, us(xj,t) = u;-(t), Jj = 1,...,m. Si denotamos por v;(t) la aproximacién

buscada de u(z;,t), nos queda

a2

vi(t) = A2 (vj-1(t) = 2v;(t) +v5(t))  1<j<m. (6.3)

Definiendo los vectores

0(t) = (01(t) s Om () V' (E) = (W1(8) ey ()T, 00(8) = (w0(1) e w0(m))T
podemos expresar el sistema de ODEs (6.3) con las condiciones de frontera y los valores
iniciales como el PVI de dimensiéon m lineal de coeficientes constantes:

V() = Av(t), v(0) =", t>0 (6.4)
donde la matriz A del problema es la matriz tridiagonal
-2 1 0 0 -~ 0 0 O
1 -2 1 0 --- 0 0 O
A o2 o 1 -21 - 0 0 O
(B
o o0 o0 0 -~ 1 =2 1
o o o0 o0 -~ 0 1 =2

Por tanto, para obtener una aproximacion numérica a la solucién de la ecuacién del calor
(6.1) a los puntos {xj}gﬂ:l basta con aplicar un método RK al PVI (6.4) resultante.

Para seleccionar el RK a utilizar es importante estudiar el cardcter mas o menos stiff que
presenta este sistema lineal, ya que esto nos condicionara a usar unos métodos numéricos
u otros. Este cardcter depende de los autovalores de la matriz A, que vienen dados por

—4a? g
P in2 =1, ...
7T B <2<m+1>>’ I e
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por ser una matriz Toeplitz [10]. Obsérvese que

—do” S <A <A 20, 1<5<

W_ m S Aj S A= U, SJ=m
y que todos son reales y negativos. Cuanto mas pequeno es el tamano de paso Ax maés
negativos seran los autovalores, por tanto el PVI (6.4) serd mas stiff. Como vamos a aplicar
métodos RK explicitos para su resolucién, por el Corolario 5.2.2.1 sabemos que el dominio
de estabilidad & de dichos métodos va a ser una region acotada de €. En la Figura
6.1 (a) dibujamos el borde de dichos dominios para los métodos de Euler (2.3), Runge de
orden 3 (2.19) y Kutta de orden 4 (2.20), y en el Cuadro 6.1 representamos sus fronteras
de estabilidad real SBg.
Para que estos tres métodos vayan bien con un tamano de paso temporal h fijo, por la
teoria de estabilidad lineal vista en la seccién anterior, cuando m es grande necesariamente

402
z= _Wh € [~Br. 0]
o lo que es lo mismo
2
0<h< B, (6.5)

402
lo que supone un gran restricciéon de paso para estos métodos. Este comportamiento
numérico se refleja claramente en las primeras columnas del Cuadro 6.2. Para elaborar
dicho cuadro hemos computado diferentes particiones de m nodos espaciales con los cita-
dos métodos con diferentes tamanos de paso temporales h fijos. Lo que aparece en cada
entrada del cuadro para cada (m,h) y método fijo es el error obtenido cuando ¢ = 1.
Para calcular este error, se ha computado una solucién de referencia {ug(x;, 1)};”:1 con
la rutina ode23t de Matlab [7] con mucha precisién y luego hemos computado

error = lrgnégin |URK(33ja 1) - UR(@"J" 1)

Asi podemos observar que la restriccién (6.5) es determinante, lo que hace que para los
valores de m > 160 ninguno de los tres sea capaz de dar una solucién con tamano de paso
h relativamente razonables.

Una alternativa para mejorar esto es disefiar métodos explicitos que tengan una funcién de
estabilidad con Sr mayor. Esta es la idea que estd detras de los llamados métodos RK
explicitos estabilizados [6], y en particular, una clase muy eficiente de estos llamados
Runge-Kutta-Chebychev (RKC) [6, 8, 11]. Un RKC es un método s etapas de s > 2
y orden 2 que tiene una regién de estabilidad formada por una franja estrecha que puede
extenderse a lo largo del eje real negativo aumentando s. La frontera de estabilidad de
dicho métodos es B ~ 0,653s2. Su féormula general de s > 2 etapas sobre PV Is (4.1) es

Yo = yn, Y1 =Yo + hkpy
Y}‘ = (1 — i = T)j)YO + quj_ijj_g + /jth}‘—l + ’thFo, j = 2, R (66)

Yn+1 = Y
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Figura 6.1: Dominio de A-estabilidad
@) (b)

4 T T T T T T 4

3t

RKC3 RKC2

Cuadro 6.1: Frontera de estabilidad real de los métodos

Euler | Runge | Kutta | RKC2 | RKC3
Br | 2 2 9.7852 2 6.1802

donde los coeficientes tiene las siguientes expresiones:

T (wo) T (wo)
52213,w0:1—|—582,wlzsi,b>:]72§j§s,b0:b2,b1:b2
/ / T(wo)’ ¥ = Tl(wn))?
2b;w —b; 2b;w )
1 = biwy, p = =2 O,sz Lo =2 17'Yj:_(l_bj—lTj—l(wo))ﬁj2§]§8-
bj_g bj—2 bj—l

donde los T} son los polinomios de Chebychev de primera especie de grado j esto es,
Tj(x) = cos(j arccos ).
Estos métodos pertenecen a la clase de métodos RKE (2.10). En particular, para s = 2
(RKC2) y s = 3 (RKC3) se tienen las siguientes tablas de Butcher:

0 0 0 0
2 2
ol o o 5025735 | 5025735 0 .
53925088 | 53925088

13| 13

51l 51 Y 42955 | —5197555 42955 0
14 on 113288 | 13254696 55692
13 13

—70817 26962544 113288
42471 15077205 128865
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Cuadro 6.2: Errores de los métodos

m h Fuler Runge Kutta RKC2 RKC3

40 1/80 1.167e+47 1.816e+131  5.722e+94  8.124e+74  1.163e-02
1/160 1.411e+30  1.398e+66 2.724e-03 5.896e+37  4.225e-03
1/320 4.990e-03 6.311e-04 9.967¢-05 1.582e-03  8.187e-04
1/640 1.889e-03 4.213e-05 3.826e-06 2.711e-04 1.536e-04
1/1280 | 9.075e-04 3.820e-06 1.931e-07 5.521e-05  3.288e-05
80 1/320 | 1.441e+193 - - 3.070e+301 5.687e-03
1/640 | 7.552e+119 4.867e+250  1.228¢-03  2.675e+146 2.031e-03
1/1280 2.420e-03 2.886¢e-04 4.481e-05 7.481e-04  3.890e-04
1/2560 | 9.312e-04 1.954e-05 1.742e-06 1.292e-04  7.343e-05

160 | 1/1280 - 8.859e+303 - - 2.810e-03
1/2560 - - 5.829e-04 - 9.954e-04
320 | 1/5121 - 1.338e+-303  2.409e+-303 - 1.396¢-03
1/10241 - - 2.839e-04 - 4.927e-04

Sin embargo, se suele preferir la notacién (6.6) pues fue la que usaron sus diseniadores para
mejorar otras caracteristicas de estos métodos, como la llamada estabilidad interna (ver
[8, Cap.IV.1]).

En la Figura 6.1 (b) y en las dos tltimas columnas del Cuadro 6.1 se presentan los dominios
de estabilidad S y las fronteras Sr del RKC2 y RKC3 respectivamente. En el Cuadro 6.2
vemos los resultados obtenidos con estos dos métodos sobre la ecuacién del calor (6.4).
Evidentemente RKC2 no mejora respecto de los otros pues Sr = 2, pero la ventaja de usar
RKC3 es clara pues su frontera Sr es bastante mayor, integrando sin ninguna dificultad
este problema para los valores de (m, h) considerados.

Hay que observar que, a pesar de que RKC3 es un método sélo de orden 2, se comporta
mucho mejor que el Runge de orden 3 y el de Kutta de orden 4. Por tanto, la mejora
de la estabilidad de los métodos RK es fundamental para que puedan aplicarse de forma
eficiente, independientemente del orden que tengan.

Por otra parte, también se puede ver en el Cuadro 6.2 que una vez que la restriccién de
estabilidad (6.5) se ha superado, el orden determina la velocidad de convergencia y la
precision de los métodos.
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