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Resumen - Abstract

Resumen

En esta memoria damos una introduccion matemdtica a la relativi-
dad especial. La formulacion matemdtica estd hecha en el contexto
de la geometria afin. En el primer capitulo, presentamos algunas de-
finiciones y propiedades en espacios afines y espacios de Minkowski.
Después, en el sequndo capitulo, recordamos algunos resultados sobre
mecdanica cldsica y electromagnetismo. Introducimos los postulados
de la relatividad especial, y terminamos estudiando las transforma-
ciones de Lorentz. Utilizandolas junto con el espacio de Minkowski,
obtenemos algunos efectos relativistas.

Palabras clave: Espacios afines — Métrica de Minkowski — Experi-

mento de Michelson-Morley — Relatividad especial — Transformacion
de Lorentz — Espacio de Minkowski.

Abstract

In this memory we give a geometrical introduction to the special
relativity. The mathematical formulation is done in the context of
affine geometry. In the first chapter, we introduce some definitions
and properties of affine and Minkowski spaces. Then, in the second
chapter, we remember some results about classical mechanics and
electromagnetism. We introduce the postulates of the special relati-
vity, and we finish studying the Lorentz transformations. Using them
together with the Minkowski space, we obtain some relativistic effects.

Keywords: Affine spaces — Minkowski metric — Michelson-Morley
experiment — Special relativity — Lorentz transformation — the Min-
kowski space.
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Introduccién

La relatividad especial viene motivada por la necesidad de compatibilizar
dos teorias de la fisica clédsica: la mecdnica newtoniana(é mecénica clésica) y el
electromagnetismo.

La mecénica clasica se enuncia de idéntica manera considerando observadores
que se mueven unos respecto de otros con movimiento rectilineo uniforme (Prin-
cipio de relatividad de Galileo) en lugar de observadores inméviles. De esta
manera, las ecuaciones de la mecanica son invariantes por transformaciones de
Galileo.

Sin embargo, este principio de relatividad no se cumple en el electromagne-
tismo, puesto que es necesario fijar un observador inmovil. Las ecuaciones del
electromagnetismo (6 ecuaciones de Maxwell-Lorentz) no son invariantes por
transformaciones de Galileo. Ademas, con el experimento de Michelson-Morley
se manifiesta que la velocidad ¢ de la luz es la misma en todo sistema inercial y
no verifica la ley de adicién de velocidades establecida en la mecdnica de New-
ton. Con el fin de compatibilizar ambas teorias, Albert Einstein introduce la
relatividad especial en 1905.

Objetivos y plan de trabajo.

El objetivo de este Trabajo de Fin de Grado es realizar una introduccién a
la Relatividad especial.

Este plan de trabajo se divide en tres etapas. En la primera hemos recordado
algunos conceptos y resultados sobre la geometria afin y los espacios vectoria-
les de Minkowski, que son fundamentales en el desarrollo de la memoria. En la
segunda, nos adentramos en la mecanica de Newton y recordamos el papel de
los sistemas inerciales en la mecdnica clasica y en el electromagnetismo. Para
finalizar, introducimos los postulados de la relatividad especial, a partir de los
cuales se estudiaran las transformaciones de Lorentz, el espacio de Minkowski y



X Introduccién

algunos efectos relativistas aplicando los conceptos geométricos introducidos.
Contenido y discusién de resultados.

La memoria estd estructurada en esta introduccion, tres capitulos en los cua-
les desarrollamos los contenidos y las conclusiones obtenidas.
En el primer capitulo explicamos qué es un espacio afin, cuyas propiedades ve-
remos en la secccién 1.1. Continuaremos repasando algunos conceptos ya estu-
diados durante la carrera, como es el caso de subespacio afin o espacio vectorial
euclideo. Posteriormente veremos qué es una aplicacién afin y sus propiedades
junto con dos resultados importantes que utilizaremos posteriormente: las pro-
posiciones 1.1 y 1.2. Terminaremos introduciendo el espacio de Minkowski y
probando algunas de sus propiedades.
En el segundo capitulo nos introducimos en la mecanica de Newton, recordando
conceptos, propiedades y resultados, como la ley de adicién de velocidades, la
transformacién de Galileo o el principio de relatividad de Galileo. A continuacién
recordamos las leyes del electromagnetismo, y comprobamos que la ecuacion de
onda electromagnética

¢ 9%¢  0*¢ 1 0% _0

Ox2 * Oy? + 022 2 0t2 7
en la que ¢ representa un campo eléctrico o magnético, no permanece invarian-
te mediante una transformaciéon de Galileo. En otras palabras, no verifica el
principio de relatividad de Galileo. Finalmente, recordamos el experimento de
Michelson-Morley, de que se deduce que la velocidad de la luz es la misma en
todo sistema inercial. Esta fue una dréstica conclusién para los investigadores
de la época y ademéas marcard el comienzo del tercer capitulo.
En este ultimo capitulo introducimos los principios de la relatividad especial:
el principio de relatividad y el principio de invariancia de la velocidad de la
luz. Con ellos se consigue compatibilizar por fin la mecénica clasica y el elec-
tromagnetismo. Por otro lado, se asocia a cada par de sistemas inerciales S, S’
una, aplicacién biyectiva f: R* — R* demoninada transformacién de Lorentz,
y nuestro principal objetivo consiste en demostrar que f es una afinidad, esto
es, el teorema 3.11. Posteriormente, obtenemos las ecuaciones de una transfor-
macién de Lorentz tomando sistemas inerciales adecuados. Viene dada por las
ecuaciones 3.6, y la transformacién inversa, por las ecuaciones 3.7. Con la trans-
formacion de Lorentz estudiamos algunos efectos relativistas: contraccion de las
longitudes, dilatacién del tiempo y simultaneidad de los sucesos.
Terminamos introduciendo el espacio de Minkowski(espacio-tiempo & espacio de
sucesos) donde formalizamos geométricamente la relatividad especial. Aqui ha-
cemos una interpretacion geométrica de algunos fenémenos fisicos: dilatacién del
tiempo, contraccion de las longitudes y la paradoja de los gemelos.
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Geometria afin y de Minkowski

En este capitulo repasaremos algunos conceptos y resultados sobre geo-
metria afin y de Minkowski que utilizaremos posteriormente.

1.1. Espacios afines

Dado un conjunto E # (), a cuyos elementos llamamos puntos, y un espacio
vectorial real V' de dimensién n, decimos que F es un espacio afin sobre V' (con
direccién V) si existe una aplicacién

0: EXE —YV
(A, B) — 6(A, B) = AB
que verifica las siguientes propiedades:

1. Para cada punto A € E y cada vector ¢ € V, existe un tnico punto B € F
tal que 1@ =1.
2. Dados A, B, C puntos de F,

0(A,B)+6(B,C)=0(A,C)
Si lo escribimos en forma vectorial, E + B? = 1@ , lo que se conoce como
Relacion de Chasles.

Siv = Ag, diremos que ¥ es el vector con origen en A y extremo en B. La
dimension del espacio afin E se define como la dimensién del espacio vectorial
asociado V. Una definicién equivalente viene dada mediante una aplicaciéon

p: ExV —FE
(A,7) — p(A,0) =A+7T

que verifica las siguientes propiedades:
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1. Dados A, B € F, existe un tnico vector v € V tal que B = A+ v.
2. SSA€EE, 0,0 eV, (A+7)+ @ =A+ (7 + w)

Si B = A+ 4, se dice que B es el trasladado por ¥ del punto B. Si fijamos
P € FE, por la propiedad 1, dado cualquier X € F existe un unico ¢ € V' tal que
X = P+ . Asi podemos escribir E = P+ V, donde V = {P—Xz/X € E}.

Para utilizar coordenadas en un espacio afin debemos introducir los sistemas de
referencia. Dado un espacio afin E de dimensién n sobre un espacio vectorial V,
un sistema de referencia cartesiano es un par formado por un punto O € F
llamado origen de la referencia y una base {€i,...,¢€,} del espacio vectorial V.
Se representa por R = {O;¢€7,...,€en}.

Fijado un sistema de referencia R, llamamos coordenadas de un punto X € F
a las coordenadas del vector bT? respecto de la base {€1,...,€é,}, esdecir, X € E

n
tiene coordenadas (1, ..., x,) respecto de R, si _O—} = Z TiE5.

i=1
El origen de coordenadas de cualquier sistema de referegcia siempre tiene coor-
denadas (0,...,0) ya que 0? = (. Dado un subconjunto F, se dice que F es
un subespacio afin de E si existe un subespacio vectorial U de V tal que F es
un espacio afin sobre U con la aplicaciéon §: £ x E — V restringida a F' x F.
Es equivalente a decir que ' = A+ U, con A € F y U subespacio vectorial
de V. Si F es un espacio afin de dimensién n, una recta es subespacio afin de
dimension 1; un plano es un subespacio afin de dimensién 2, y un hiperplano es
un subespacio afin de dimensién n — 1.

Sea E un espacio afin sobre V, R = {O;€j,...,€,} una referencia de E y F =
P + U un subespacio afin de dimensién k con vectores directores {ui, ..., Uk},
es decir, U =< 43, ..., u; >. Supongamos que P tiene coordenadas (p1,...,pn)

n
v u; = Zuﬁe}, t=1,...,k. Entonces X = (z1,...,z,) € F,ﬁ = Zle i,
j=1

con \; € R, para todo ¢ = 1,...,k. Tomando coordenadas respecto de la base
B:

(x1 —p1,- T —Pn) = M (W11, -+ -5 Un1) + oo+ AUk - - -5 Unk)

que podemos reescribir como

Ty —p1 = MU+ ...+ AU Ty =p1+Auir + .o Apugg

: : =

xn_pn:)\lun1+---+>\kunk xn:pn+)\1un1+~-~+)\kunk
siendo \; € R, paratodoi =1,...,k. A este sistema se le denomina ecuaciones

paramétricas del subespacio afin F respecto de R. Las ecuaciones implicitas
de un subespacio afin se obtienen eliminando los pardmetros de las ecuaciones
anteriores. Asi obtenemos n — k ecuaciones:
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a11x1 + ...+ A1nTn + a1pg = 0

p—k1T1 + -+ AnpnTp + an—ko =0

Para estudiar longitudes, angulos y ortogonalidad en un espacio afin debemos
introducir los espacios vectoriales euclideos. Sea V' un espacio vectorial real. Un
producto escalar sobre V' es una aplicacién

-V xV —R
(0,7) — u -

que verifica las siguientes propiedades:

1@ 6=0-4
2. (+7) W=7 0+7 0
3. (A-id)-T=\- (- 7),YAER
A d-7>0

5. i i=0d=0

Un espacio vectorial euclideo es un par (V) formado por un espacio vectorial
V' y un producto escalar “-”. La norma de un vector ¥ € V' esta definida como
||| = V¥ - ¥ > 0. Cumple las siguientes propiedades:

L ||t =0&7=0

2. ||Adl| = |- [|7]]

3. Desigualdad de Schwarz: |@ - o] < ||@]| - ||¥]]
4. Desigualdad triangular: ||@ + o] < ||| + ||7]|

Un espacio afin euclideo en un espacio afin E cuyo espacio vectorial asociado
es un espacio vectorial euclideo (V). Si E es un espacio afin euclideo, se define
la distancia entre dos puntos X,Y € E como la norma del vector que determi-
nan: d(X,Y) = [|XY|| = VXY - XY.

Un sistema cartesiano R = {O;{é1,...,€,}} se dice rectangular si {é1,...,€,}
es una base ortonormal.

Empezaremos recordando el concepto de aplicacién lineal entre espacios vecto-
riales antes de introducir las aplicaciones afines.

Dados dos espacios vectoriales V' y W, una aplicacién f: V — W se dice que
es una aplicacién lineal o un homomorfismo entre espacios vectoriales

si verifica:
J\G 4 pv) = N f(@) 4 pf(V), Vi, v € V,VA, p e R.

Se dice que f es un isomorfismo si f es biyectiva. Si f es un isomorfismo entre
espacios vectoriales reales, entonces f~': W — V también es un isomorfismo.
Un endomorfismo es una aplicacion lineal f: V — V. Un automorfismo es
un endomorfismo biyectivo.

Sean dos espacios afines F1, Fs con espacios vectoriales asociados Vi, V5. Una
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aplicacién f: E; — FEs se dice que es una aplicacion afin si existe una
aplicacién lineal f: Vi — V5 tal que para todo X € E;,U € Vi se tiene:
f(X+0)=f(X)+ f(). Si existe P € Ey para el cual se cumple esta condicién,
se cumplird para todo X € Fj. Se puede probar que una aplicacion f: E1 — Fy
es afin si y sélo si existe una aplicacion lineal f : Vi — V5 tal que

VXY € By, f(XV) = FO (V).

Ahora citaremos algunos resultados que usaremos maés adelante.

Sea f: E1 — Fs una aplicacién afin con aplicacién lineal asociada f Vi — L.
Se cumplen las siguientes propiedades:

1. f es inyectiva <= f es_inyectiva.
2. f es sobreyectiva <= f es sobreyectiva.
3. f es biyectiva <= f es biyectiva.

Sif:E1— E>y g: Ex — Ej son aplicaciones afines con aplicaciones lineales
asociadas f: V3 — Vo y g: Vo — V3 entonces go f: £ — Fj3 es afin y
ademds go f = go f. Dados dos espacios afines F1, Fs sobre Vi, V5 se tiene:

Proposicion 1.1. Sean ﬁg: Ey — E dos aplicaciones afines que coinciden
en un punto P, esto es, f(P)=g(P) y f =g. Entonces f = g.

Proposicion 1.2. Sea I: Vi — V5 una aplicacion lineal, P € E1 y Q € Es.
Entonces, existe una inica aplicacion afin f: E1 — Eo tal que f(P) = Q y

—

F=1l

Para terminar, recordaremos las ecuaciones cartesianas de una aplicacién afin.
Sean E7, Es espacios afines de dimensiones n y m con direcciones respectivas
V1,Va. Sean Ry = {O;é1,...,6,} y Re = {O';43,...,um} bases de Ey y F»
respectivamente. Supongamos que f: Fy — Fs es una aplicacién afin con
aplicacién lineal asociada j?: Vi — Va. Sea A = (ai;) la matriz asociada a

— —

[ respecto de las bases {€1,...,€,} de Vi y {ui,...,un} de Vo. Asi,f(€;) =
m
Zaiﬂfi,j =1,...,n. Ahora si X € F; tiene coordenadas (x1,...,2,) y deno-
i=1

tamos por (Y1, -.,Ym) y (b1,....bm) alas coordenadas de f(X) y f(O) respecto
de la referencia {O’; 43, ..., un} se sigue que

yi =bi+anxi+ ...+ anz,
Y2 =by+anxi + ...+ apr,
Ym = bm + @m1x1 + ... + GmpTy

que son las ecuaciones cartesianas de la aplicacién afin respecto de las referencias
fijadas. En forma matricial se escribird asi:
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1 by aip ... Qin Z1

Ym bm m1 - OGmn T

1.2. Espacio vectorial de Minkowski

Sea R* con su estructura canénica de espacio vectorial real, con base
{é,é5,¢3,€1}. Si v € RY, & = E vi€; y (v1,v9,v3,v4) serdn las coordenadas

de v respecto de dicha base.
En R* definimos la aplicacién

g:RYxRY — R

de la siguiente manera: si @ = (uy,usg,us,uq) y ¥ = (v1,v2,v3,v4) entonces
9(U, V) = urv1 + ugvg + uzvs — uyvy, ¢ € R. Verifica las siguientes propiedades:

1. Es simétrica, con lo cual g(#, ) = ¢(¥, @), Vi, v € R%.

2. Es lineal en cada uno de sus argumentos por separado, es decir, Vi, 7, 0 € R*
v A, 1 € R se tiene
s (M + pt, @) = Ag(d, W) + pg (v, D).
w g(U, \U+ pd) = Ag(@, ¥) + pg (i, o)

3. Es no degenerada: si g(i, ¥) = 0 para todo © € R* entonces @ = 0.

A g se le denomina métrica de Minkowski, y al par (R%, g) espacio vecto-
rial de Minkowski(de dimensién 4). Respecto de la base canédnica, la matriz

asociada a g viene dada por G = (g;5),%,j = 1,...,4 con g;; = g(€;,¢€;). G sera
la matriz:
100 0
010 0
G = 001 O
000 —c?

Dos vectores i, v € R* se dicen ortogonales si g (i, 7) = 0.
Sea @ € R*.

1. 4 es temporal si g(u, @) < 0. Si ug > 0, 4 es temporal positivo.
2. @ es espacial si g(u, @) > 0.
3. @ es nulo si g(,u) = 0,4 # 0.

Pasaremos a probar ahora algunas propiedades en el espacio vectorial de Min-
kowski.
Propiedades:
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1. Un vector nulo es ortogonal a si mismo.

2. Si u,v son vectores nulos, 4 + ¥, — ¥ son vectores ortogonales tales que
cumplen una y sélo una de las siguientes propiedades:

w g(U+ U, U+0)=g(d—0,4—7)=0
s g+ U+ V)= —g(d—U,d—0)

3. Dos vectores nulos ortogonales son proporcionales.

4. Cualquier vector ortogonal a un vector temporal @ es espacial o 0.

5. Cualquier vector ortogonal a un vector nulo @ es proporcional al vector 4 o
es un vector espacial.

6. Si u, ¥ son vectores temporales positivos entonces i + ¥ es también temporal
positivo. Ademds, g(, v_j < 0. De la misma forma, si @, 7 son temporales
negativos, i + ¥ es temporal negativo.

Demostracion.

1) Se sigue de la definicién de vector nulo.

2) Tenemos que #, ¥ son vectores nulos. Entonces:

o gli+7,d-7) = g(,d) - g(5,5) = 0

o g(U+7,u+7Y)=29(d,0)

o g(d—7,u—7)=—-2¢9(u,0)

Asi @+ Uy 4 — ¥ son ortogonales y g(4+ ¥, @+ ¥) = —g(d — ¥, 4 — ¥) 6 ambos
son vectores nulos.

3) Sean dos vectores @ = (uy,us,us,ug) y ¥ = (v1,v2,vs3,v4). Consideremos
los vectores 4,7 € R? tales que 4 = (u1,uz,u3) y ¥ = (v1,v2,v3). Entonces
podemos escribir @ = (@, uq), 0 = (U, v4).

Como 1, ¥ son vectores nulos, podemos escribir:

g(il,@) =0 =1 -1 —c*u? =0 = u- u=cu?,

—

De la misma forma, ¢g(¥,7) = 0. Si ademds &, ¥ son ortogonales

g(i,7) =0 = -0 = Fulvi.
Por la desigualdad de Schwarz en R?, aunque en este caso se da la igualdad,
se concluye que @ y ¢ son proporcionales, esto es, u; = Av;, ¢ = 1,2, 3. Veamos
que ug = Avg. En efecto, c2ugvy = @ = A(00) = Ac?v3, por lo cual uy = Avy.
En resumen, 4 = \v.
4) Sea @ un vector temporal y ¥ un vector ortogonal a «. Entonces g(u, ¥) =
v + Uy + uzv3 — cugvy = 0. Como 4 es temporal, uy # 0. Se sigue

(Ul’Ul + U2 + U3’L)3)2 1_1,2 . 172
(Puy)? = (Puyg)?’
donde @ = (i, uy) y ¥ = (¥,v4). Como @ es temporal, ua < c?u?.
_9 =2
, u® v v . .
Asi (v4)? € ——— < .Siw-v#0, 92 > v, por lo que ¥ es espacial.

Siu-v=0,v4= 0 vy U es espac1al o igual al vector nulo.
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= 5) Sea @ un vector nulo y ¢ un vector ortogonal a @. Ponemos @ = (@, u4) y
¥ = (U, v4). Entonces

L, . u-v
Como 4 es nulo, uy # 0y asi podemos poner v4 = ——. Usando ahora la
C Uy

desigualdad de Schwarz,

es decir, c?v? < 92, Asf:
Si 92 — c®v7 > 0, ¥ es espacial.
Si 92 — c®v7 = 0, ¥ es un vector nulo y por lo tanto es proporcional a .
= 6) Sean @, ¥ vectores temporales con uqvy > 0. Asi, si @ = (4, uq) y U = (7, v4),
se sigue que @2 < uic? y 12 < vic?. Entonces

g(U+0, 4+7) = g(it, @)+g(T, 0)+2g (i, V) = 0% —c2u24+0* —c2vi+2(av—c*ugvy)
Ahora, como 4% — c?u? < 0y 92 — cuj < 0 se sigue que (@ + ¥, + T) <
2(uv — c*uqvy). Por otro lado, @ - v < |4 - |9 = Va20? < \Juvic* = ugvyc?
Asi g(@ + 0,14 + ¥) < 0. En consecuencia, @ + ¥ es temporal y ug + v4 tiene
el mismo signo que uy y v4. Finalmente, g(@,v) = 4 - v — c*uqvs y como
a5 < cPugvy se tiene que g(@,7) < @-v — |u||v] <0, y asi g(@, 7) < 0.

Antes de continuar, recordemos que en R* con un producto escalar(definido
positivo) se tienen las siguientes desigualdades:

1. Desigualdad de Cauchy-Schwarz: (i -9)? < (4 - u)(v - )

2. Desigualdad triangular: /(i + ) - (4 + 9) < Vi -4+ VU - 7

Se verifican en cualquier espacio vectorial euclideo. Para ver cémo quedan en
un espacio de Minkowski, consideraremos primero el espacio de Minkowski de
dimensién 2, es decir, (R?, g), donde g es el producto escalar definido como sigue:
si 7= (v1,v2) y @ = (w1, ws), entonces g(7,w) = viw; — c>vawsy. Entonces se
tiene

Lema 1.3. En el espacio de Minkowski bidimensional, se cumple que:
9@, @) > g(¥,0)9(, F), V7, .
Demostracion. De la definicién de g, se trata de probar

(viwr — vowa)? > ((v1)? — ¢ (v2)?) (w1)? — A (w2)?)
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Desarrollando la desigualdad anterior:
(v1w1) %+t (vaws) 2 —2c2v1w1v9ws > (V1w )24 (vaws)? =P (v1ws) 2+ (vawr )?),

llegamos a que —2viwvawac? > —c2(v1wq)? — c(vawr)?, que equivale a decir
que viw3 + v3w? — 2uiwivews > 0, esto es, (viws — vowy)? > 0, siempre cierto.

Ahora probaremos que esta misma desigualdad se da en el espacio de Minkowski
(R%, g) cuando uno de los vectores es temporal.

Proposicion 1.4. Desigualdad inversa de Schwarz.
En el espacio de Minkowski (R*,g), sea ¥ un vector temporal y W un vector
cualquiera. Entonces g(v,)? > g(¥,¥)g(w, ).

Demostracion. Consideremos el subespacio vectorial de R* generado por ¥y 1,
esto es, H =< ¥,w >. Si ¥ = AW, la desigualdad se convierte en una igualdad.
Ahora suponemos que Uy w no son proporcionales, es decir, v # Aw. Entonces
el espacio H es un subespacio de dimensién 2 en el que consideramos el pro-
ducto escalar de Minkowski y de R*. Asi, (H, g) es un espacio de Minkowski de
dimension 2, y usando el lema anterior se obtiene la desigualdad.

Proposicion 1.5. Desigualdad triangular inversa.
En el espacio de Minkowski (R*, g), si ¥, son dos vectores temporales positivos
entonces

N N
9(0+ 0,0 +10) > ~+/9(5,0) + =/ g(0, 0)

Demostracion. Por la propiedad 6, ¥ + @ es un vector temporal positivo. Asi
9(¥,7) <0, g(w, W) < 0y g(v+w, ¥+w) < 0 por lo cual tienen raices imaginarias.
Dividiendo por ¢, sus raices son niimeros reales. Elevando al cuadrado los dos
miembros de la desigualdad, queda de la forma:

Tenemos que probar que g(¥, ¥)+g(w, W) +2+/g(, U)+/ g(W, &) > g(T+w, T+0).
Ahora, como ¢(¥ + W, ¥ + W) = g(¥, V) + g(W, W) + 2¢g(7, @), la desigualdad que

queremos probar es g(v,w) < /g(v,v)\/g(wW,w). Al ser g(v,w) < 0, los dos
miembros de la desigualdad son negativos, y elevando ahora al cuadrado se
quiere probar que

9(v,@)?* > ¢(7, 9)g(, @),

la desigualdad de Schwarz probada antes.
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Sistemas de referencia en la fisica clasica

2.1. Mecanica de Newton y sistemas de referencia

En su teoria, Newton suponia que todos los cuerpos fisicos estaban en el
espacio R? y existia un punto inmévil, que se podia considerar como el origen
de un sistema de referencia canénico en R3. También suponia que tenfamos un
reloj preciso que marcaba el tiempo de forma absoluta. De este modo, todos los
sucesos que ocurrian en el espacio se podian referir al tiempo marcado por aquel
reloj, que marcaba el “tiempo oficial”.

Definicién 2.1. El espacio-tiempo de Newton (o espacio de sucesos) es el pro-
ducto R® x R. Un suceso se representa mediante un punto (P,t) € R® xR, donde
P indica donde ha ocurrido el suceso y t, el momento en el que ha ocurrido.

Para describir los sucesos, se fija un sistema de referencia en R?.

Definicién 2.2. Un observador consiste en un punto O € R3 y un sistema de
referencia(por lo general, cartesiano) de ejes XY Z con origen en O. Un suceso
visto por él estd determinado por cuatro coordenadas (x,y,z,t), donde (x,y, z)
indica el punto donde ha ocurrido el suceso y t, el instante en el que ocurre.

Si una particula P se mueve, su posicién en cada instante ¢ viene determina-
da por el punto P(t) € R3. Describird una curva en R? parametrizada por t:
P(t) = (x(t),y(t), 2(t)). Suponiendo que P(t) es una curva diferenciable de clase
suficiente (con derivadas suficientes), se define la velocidad de P en el instante

dP(t
t como el vector ¥(t) = % y la aceleracion de P en el instante ¢ como
i)
)= ——.
a(t) = —,

Definicién 2.3. Una particula P se desplaza con movimiento rectilineo unifor-
me si el vector velocidad U(t) es constante, es decir, U(t) = U = cte, Vt.
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Fijado un observador O con sistema de referencia asociado XY Z, supongamos
que A y B son dos particulas materiales que se mueven (respecto de O). Sean
74 =7a(t) y 5 = 7p(t) los vectores que determinan las posiciones de A y B en
cada instante de tiempo. Podemos definir entonces ¥4 = 7 — 74, y de aqui,
TBA = —TAB.

Figura 2.1. Particulas materiales en movimiento respecto a un observador.

—

Las velocidades de A y B respecto del observador O serdn v'4 = %, Up =

—dgf. La velocidad de B respecto de A sera:
S drpa drfp  dra
UBA = =

b dt  dt
Anélogamente, la velocidad de A respecto de B sera:

drpa dra drp

dt  dt dt

Queda comprobado que v4p = —UR4, esto es, la velocidad de B respecto de A
es igual y opuesta a la velocidad de A respecto de B. Ademads, vga = U — Ua.
Derivando esta expresién obtenemos la aceleracion de B con respecto de A:

VAB = —

. dipa dvp dvia . L

apaA = i —W—W—GB_U:AjaAB—_GBA-

A continuacién vamos a obtener la transformacion de Galileo.

Consideremos dos observadores O ,0’ que se mueven uno respecto al otro con
movimiento rectilineo uniforme. Supongamos que O’ se mueve respecto de O con
velocidad constante ¥. Ademés, O y O utilizan ejes XY Z,X'Y'Z’ tales que los
ejes OX, OX’ estén en la linea del movimiento de O’ respecto de O y los ejes
OY y OZ son paralelos a O'Y’ y O'Z’. También suponemos que para t = 0 los
origenes O y O’ coinciden.
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Figura 2.2. Dos observadores que se mueven uno respecto al otro con movimiento
rectilineo uniforme.

Como ¥ es la velocidad de O’ respecto de O en el tiempo ¢ se tendra que

|

00" = vt, ¥ =wvél = (v,0,0). Supondremos que {€7, €3, €3} son los vectores

bésicos en la direccién de los ejes coordenados. Sea una particula A. Denotamos
— - —/>
= 0OAyr"=0'A. Entonces

=

7 / - — ] — — —

O0'+0'A=0A = dt+r' =¥ = 1 =r—1ut

Usando coordenadas 7 = (z,y, 2), r/
/ / !/

(‘T Y, 2 ) = (I7yaz) 7t(1}3070)'
Suponiendo ademéas que ambos observadores utilizan el mismo tiempo, afiadimos
la ecuacién t' = t a las ecuaciones anteriores. Al conjunto formado por estas
cuatro ecuaciones se le denomina transformaciéon de Galileo,

= («',y',2"), ¥ = (v,0,0), se sigue que

o =x—tv
Yy =y
2z =z
t =t

que nos permite relacionar las coordenadas de la particula A respecto a O y
O’ en cada instante de tiempo. Ahora vamos a comparar las velocidades de A
respecto a O y O’. La velocidad « de la particula A respecto de O serd

dr  dx , dy _, dz

U:a dt€1+d€2+de37

y la velocidad o de la particula A respecto de O’

- dr’ daf N dy' L% dz’ &
u = — —_— 1 — €2
dt — dt dt dt
Usando la tranformacién anterior, como ' = ¥ — ¥t se sigue que v/ =i — ¥, o lo
que es lo mismo, & = u/ + U. Esta relacién se conoce como ley de adiciéon de



12 2 Sistemas de referencia en la fisica clésica

velocidades.

Si calculamos ahora las aceleraciones, denotando por @ y a' las aceleraciones de

A respecto de O y O’ respectivamente y teniendo en cuenta que ¥ = cte se sigue

que @ = a'. Esto quiere decir que la aceleracién de una particula es la misma

para todos los observadores en movimiento rectilineo uniforme.

A continuacién obtendremos la expresién general de una transformacién de Ga-

lileo. Elegimos dos sistemas de referencia que se mueven uno respecto al otro con

movimiento rectilineo uniforme, tales que para t = 0 el primero tiene su origen

en O y base ortonormal en la direccién de los ejes {€7,¢é3,€3} y el segundo con

origen en O’ con OO’ = —d (para t = 0) y base ortonormal {e_’i, e_’;, e_’;}. Supon-

3 . 3. 3 .

gamos que €; = Z a;je,, 4= Z ae;,, U= Z u;e}, siendo ¥ la velocidad de
i=1 i=1 i=1

O’ respecto de O (¥ = cte). Entonces tenemos:

Figura 2.3. Dos sistemas de referencia que se mueven uno respecto al otro con movi-
miento rectilineo uniforme.

— — — —
OX = -G+ 00 +0'X = —d+t5+O'X, es decir, O'X = OX + @ — t7.
Usando coordenadas:

—

17 17 [V ~ = 7 v
xel+ye2+ze37mel+yeg+zeg+E aieiftg Vi€,

3 3 3 3 3
=x< E a;ie; —|—y( E aige;) —|—z< E aigeg) + E ae; — g tv;el
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

En forma matricial

x a1y a1z ai3 x V1 ax
/

y | = | ao1 a9z a3 y| —tlv|+|a
!

z a31 a3z a33 z U3 as

: t 1 Py ot t

Si ponemos X" = (3371/72’)7 X" = (1‘ Y,z )7 v = (U17U27U3)' a” = (&1,0,2,&3) y

A = (a;;) la expresion anterior se expresard como X = AX —tv+a, la expresién
J ) p
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general de una transformacién de Galileo. Anadiendo la ecuacién t' = t + tg

relacionamos los tiempos.

Sean ahora dos observadores O, O’ que se mueven uno respecto del otro con

movimiento rectilineo uniforme, y sea P una particula. Como ya indicamos, la

aceleracién de P respecto de O’ es la misma que la aceleracién de P respecto

de O. Cuando el observador O ve que la particula P se mueve, de acuerdo a

la segunda ley de Newton F= md, atribuird el movimiento a la acciéon de una
= d*P() . e o

fuerza F' = m——— = mapo. El observador O" atribuird el movimiento a la

accién de la misma fuerza, al ser appr = apo.

De esta manera, los conceptos de aceleracién y fuerza coinciden para observado-

res inméviles o que se mueven uno respecto de otro con movimiento rectilineo

uniforme. Lo mismo sucede con la ley de Gravitacién Universal de New-

ton, que la podemos enunciar asi:

La interaccion gravitacional entre dos cuerpos puede expresarse por una fuerza

de atraccién central proporcional a sus masas e inversamente proporcional al

cuadrado de la distancia que separa.

—

kmm]( i ﬁ]

-5

P; son los vectores de posicién de los cuerpos P; y Pj con masas m;, m; y Fij
es la fuerza de atraccién de P; sobre P;.

En forma vectorial, esta ley se expresa asi: Fij = , donde PZ y

Figura 2.4. Interaccién gravitacional entre dos cuerpos.

Esta ley no depende del observador. El primer miembro de la expresion
anterior no cambia si utilizamos el sistema de origen en O’ (se trata de una
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fuerza) y el segundo tampoco porque si referimos las posiciones a O’ resulta
P — P (P OO’) (P OO’) P — P

Lo mismo ocurre con la ley de choque de partl’culas y con el principio de la
mecanica de fluidos. De hecho, toda la mecédnica clasica se enuncia de idéntica
manera si en vez de considerar observadores inméviles consideramos observado-
res que se mueven con respecto de otros con movimiento rectilineo uniforme. Asi,
podemos afirmar que existe una clase privilegiada de observadores, que se mue-
ven unos respecto de otros con movimiento rectilineo uniforme, para los cuales
las leyes de la mecénica se expresan de la misma forma(principio de relativi-
dad de Galileo). Se les conoce como observadores inerciales, y a los sistemas
de referencia que eligen, sistemas de referencia inerciales. Sin embargo, las
consideraciones anteriores no se aplican al electromagnetismo.

2.2. Elctromagnetismo. Experimento de
Michelson-Morley.

Las leyes del electromagnetismo (ecuaciones de Maxwell-Lorentz)
cambian si en vez de referirnos a un observador inmovil nos referimos a cualquier
observador que se mueva con movimiento rectilineo uniforme. En el espacio libre
sin cargas, las leyes del electromagnetismo se reducen a

divE =0
. 19FE
tB = ———
o c Ot
o, 10B
th = ———
o . c Ot
divB =

donde E = E(Z,t) y B = B(Z,t) representan los campos eléctrico y magnético
respectivamente. De estas leyes se deduce que las componentes de los campos
eléctrico y magnético satisfacen la ecuacién de onda. Veamos, por ejemplo, que
las componentes del campo eléctrico cumplen la ecuacién de onda. Si a la tercera
ecuacion de la expresion anterior le volvemos a aplicar el rotacional:

8§)

. 1
rot (rot F) = —frot ( 5

Ahora, rot (rot E) = grad (divE) — AE, donde A es el operador laplaciano. Se
sigue:

grad (divE) — AE

I

|

|
—
[}
=

1 (3§> _13rogt(§)
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. ~  10E —-16%E
Como divE = 0y rotB = ——— se sigue que —AEF = — . Asi, si E =
c Ot 2 o2
> 1 9?E;
E E;é;, se obtiene que las funciones F; verifican la ecuacién AFE; = - 87521’
c

i=1
2Ei 2Ei 2Ei
Ahora AE; = g + g + g ,y asi las E; cumplen la ecuacién de onda
Ox? Oy? 022

O°E; aQEiJra?Ei 1 0°F

Ox2 Oy? 922 2 o2

De forma andloga se prueba que las componentes B; del campo magnético sa-
tisfacen la ecuaciéon de onda. Para terminar, comprobaremos que la ecuacion
de onda no permanece invariante por una transformacién de Galileo. Suponga-
mos que tenemos un sistema de referencia inmévil S con coordenadas (x,y, z) y
tiempo t y consideramos la ecuaciéon de onda

0% 0% 0°¢ 1 0% _0

902 © Jy? T2 2ae TV
donde ¢ representa un campo eléctrico o magnético. Como vimos anteriormen-
te, esta ecuacién se obtiene directamente de las ecuaciones de Maxwell-Lorentz.
Supongamos que existe otro sistema de referencia S’ que se mueve respecto de S
con movimiento rectilineo uniforme, y que el cambio de coordenadas viene dado
por una transformacién de Galileo de la forma

/

T =x—tv
y =y
2=z
t =t
Expresemos ¢ en funcién de las coordenadas z’,%/,2',t (gzﬁ = ¢(x,y,2,t) =

¢(:c(x’,y’,z’,t’),y(:r:',y’,z’,t’),z(m’,y’,zﬂt’),t(w’,y’,z',t’))) y expresemos aho-
ra la ecuacién de ondas en las coordenadas (2,9, 2',t') para comprobar si se
mantiene invariante. Usando la regla de la cadena tendremos:

dp 09 0x' 0 Oy 0 07 0 O  0¢

or ox Oz oy ox "02 0 ot oz ox

0 09 ¢ 9%
es decir, 9 = 9 Deg;/ando;l;evan;i;te se Z(l;tlene que 922 = a2 .aliroce-
diendo de igual forma, 2 = 3972 Y 5.2 = 9.2 Calcularemos ahora 52
0 dp 0z’  0¢ Oy 09 02 0¢ O 0 0 3 0

ot _ox Ot oy ot 97 ot ot ot  ox ot~ Uox ot
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Derivando nuevamente

Py _0 0000y (PO b oy B ov Fo ory
otz ot ox' ot/ oz’ Ot  0x'dy’ Ot 0’9z Ot OOt Ot
o ou o o) Po 0 06 o o, P ,0%
ovox’ ot ovoy ot | ovox ot ovor ot o2 oo | oz
Sustituyendo ahora en la ecuaciéon de onda se sigue:
0? 0? 0? 1 /02 0? 0?
¢ 0% ¢_7( ¢ ¢ 2 ¢):o,

(v (v
022 Ty T o2 T 2\arr T Vowor TV 922

esto es,

¢ Po 9% 162¢_1<262¢ ) 32¢)

- = =—(v -2
ox'2  Oy2 022 c2ot?2 2\ 917 ox' ot

que no coincide con la férmula original al aparecer el

1(v282¢ 5 0% )

término — — 20—
Ox'? oz’ ot

2
Ambas ecuaciones sélo coinciden cuando v = 0. Esto quiere decir que la
expresiéon de la ecuacion de ondas sélo se conserva para observadores inméviles.

En la teoria del electromagnetismo se habia llegado a la conclusiéon de que la
luz era una onda, por lo cual debia propagarse a través de un medio. A fina-
les del siglo XIX se suponia que el espacio vacio estaba lleno de ”éter”, una
especie de ente invisible e inmévil a través del cual se propagaban las ondas
electromagnéticas. Se consideraba como un sistema inercial absoluto donde la
velocidad de la luz es ¢ = 2,997925 - 10® metros por segundo. Si este éter existia,
se podrian disenar experimentos para manifestar cualquier movimiento respecto
de él. Se idearon una serie de experimentos para estudiar como afectaria el mo-
vimiento de la Tierra, a través del éter, a la velocidad de la luz medida desde la
propia Tierra. Si se moviera a través del éter con velocidad v, la velocidad de
la luz respecto de ella dependeria de su direccién de propagacién . Debia valer
v’ = ¢ — v si un rayo luminoso se propaga en la direccién del movimiento de la
Tierra; v/ = ¢ + v si se propaga en la direccién opuesta, y v = v/c¢Z — v?2 para
un rayo perpendicular al movimiento de la Tierra.

Sin embargo, en 1887 destacé un importante experimento realizado por Albert
Abraham Michelson y Edward Morley. Construyeron un interferémetro formado
por un semiespejo que dividia la luz en dos haces que viajaban perpendicular-
mente y se recogian en un punto comtun. Midieron la velocidad de la luz en dos
direcciones perpendiculares entre si y con diferente velocidad relativa al éter.
Se concluy6 que la velocidad de la luz es la misma en todas las direcciones.
Ademsds, este resultado es contrario a la ley de adicién de velocidades deducida
de la transformacién de Galileo.
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Relatividad Especial.

3.1. Los postulados de la relatividad especial.

Partiendo de las suposiciones de Newton, vamos a estudiar la posicién
de los cuerpos escogiendo un sistema de referencia en R3 formado por un ori-
gen(observador) y tres ejes rectangulares. También hemos elegido una unidad de
distancia para obtener las coordenadas de cualquier punto.

Por otro lado, necesitamos un reloj que marque la hora uniformemente. Para
decir que un observador inmoévil respecto de ti ha visto una particula, es impor-
tante que todos los observadores inméviles tengan sus relojes sincronizados al
tuyo. Explicaremos bien este concepto exponiendo un primer método.
Supongamos que en dos puntos A y B inmdviles respecto al mismo observador
hemos colocado dos relojes, que los denotaremos por R4 y Rp. Desde A se emite
un rayo de luz hacia B en el instante ty del reloj de A, llega a B en el instante
tor del reloj de By, reflejado por un espejo, regresa hacia A en el instante ¢; de
su reloj.

Definicién 3.1. Decimos que Ry y Rp estan sincronizados si se cumple la
relacidn tf, —to = t1 — 1.

Ahora explicaremos otros dos métodos de sincronizacién de relojes.

Un método consiste en poner nuestros relojes en posicién y sincronizarlos me-
diante senales. Todas ellas necesitan un tiempo finito para recorrer una distancia,
y la mas adecuada es aquella que depende del menor nimero de factores posi-
ble. Se escogen las ondas electromagnéticas porque no necesitan un medio para
transmitirse, se conoce su velocidad de propagacién (3 - 107km/s) y es igual
para todo observador inercial, lo mas importante para un método universal de
sincronizacién. Supongamos ahora que existe un observador y una fuente de luz
junto a cada reloj, y llamamos L a la distancia entre los relojes(observadores).
A prendera su fuente de luz cuando su reloj marca ¢t = 0, y cuando B reciba
la senal pondrd el suyo en t = L/c. Si B prende su fuente de luz en el instante
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t, A recibira la senal en el instante ¢t + L/c. El otro método consiste en poner
una fuente de luz en el punto medio de la recta que une A y B y decir a cada
observador que ponga su reloj en t = 0 cuando reciban la senal de encendido
de la luz. Desde el punto medio de la recta, tardard lo mismo en llegar a ambos
observadores.

Proposicién 3.2. Los métodos anteriores son equivalentes, es decir, ty — to =
th—ty &ty =to+ L.

Demostracion. Veremos primero la implicacién hacia la derecha. Como el rayo
de luz tarda el mismo tiempo en ir hacia B y regresar, t; = ¢y + % + % ==t =
to + % Sustituyendo en la definicion:

th—to =1t —thy =>th —to =to+ 2L —t) — 2t :2(to+%):>t’ =to+ L.

Veamos ahora la implicacién contraria.

t62t0+L/C t/0:t0+L/C
t1:t0+2L/C tl :t6+L/C

De aqui se concluye que t, — tg = t; — t{,, la definicién de relojes sincronizados.
Es evidente que el ultimo método expuesto es equivalente a los otros dos.

Definicién 3.3. Llamaremos sistema de referencia al conjunto de tres ejes
perpendiculares del espacio con un origen comun sobre cada uno de los cuales
hemos elegido una orientacion. Ademds, suponemos que hemos elegido una uni-
dad de distancia y que en cada punto A del espacio inmovil respecto a estos ejes
hay un reloj Ra, de manera que los relojes R4 y Rp correspondientes a dos
puntos inmdviles A, B respecto a estos ejes estdn sincronizados.

De igual forma que en la mecanica de Newton, el espacio-tiempo o espacio