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Resumen - Abstract

Resumen

Esta memoria gira entorno al Teorema de aproximacién de Runge del
que presentamos dos pruebas ambas basadas en la formula integral de
Cauchy. La primera usa el hecho de que el niicleo de Cauchy es racionaly la
segunda, también cldsica y de cardcter funcional, se basa en el Teorema de
representacion de Riesz. Como novedad, presentamos una curiosa relacién
entre el Teorema de aproximacion de Runge y las ecuaciones en derivadas
parciales, en este caso, la ecuacion no homogénea de Cauchy-Riemann.
Por la complejidad de su demostracion, solo enunciamos el Teorema de
Mergelyan y probamos algunas generalizaciones del mismo.

Palabras clave: Teoremas de Runge y Mergelyan — La ecuacion d — La
transformacion integral de Vitushkin — Teorema de localizacion de Bishop.

Abstract

This memoir swivels around Runge’s approximation Theorem about
which two proofs, both based on Cauchy’s integral formula, are given.
The first uses the fact that Cauchy’s kernel is rational and the second, also
classic and with a functional analysis taste, is founded in Riesz represen-
tation Theorem. As a novelty, we include an intriguing relation between
Runge’s theorem and partial differential equations, in this case, the non
homogeneous Cauchy-Riemann equation. Due to the complexity of its
proof, we only formulate Mergelyan’s theorem and prove some generaliza-
tion of this theorem.

Keywords: Runge’s and Mergelyan’s Theorems — The 3-equation — Vitush-
kin’s integral transform — Bishop’s localization Theorem .
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Introduccion

Sea K un subconjunto compacto de C: sea P(K) la clausura uniforme en C(K)
de polinomios en la variable z, R(K) la clausura uniforme en C(K) de las funciones
racionales holomorfas en un entorno de K (sin polos en K) y sea A(K) la subdlgebra
de C(K) que consiste en aquellas funciones continuas en K que son holomorfas en su
interior K°. Las inclusiones

P(K) c R(K) c A(K) < C(K)

son evidentes como es el hecho de que A(K) = C(K) si, y solo si, K no tiene interior.

El problema que abordamos en esta memoria es el siguiente:

Problema de aproximacién: Encontrar condiciones en una funcién f € C(K) para
que f € P(K) 6 f € R(K), o decidir para qué compactos K se tiene que P(K) = A(K) 6
R(K) = A(K).

El Teorema de Weierstrass clasico resuelve el problema cuandon=1y K cR
es un subconjunto del eje real; en este caso, cualquier funcién f € C(K) se puede
aproximar uniformemente en K por polinomios holomorfos. De forma mds general,
dicho Teorema muestra que todas estas dlgebras coinciden con C(K) cuando KcRc
C.

En el plano complejo (K < C), muchos son los resultados conocidos. Empezan-
do con el Teorema de Runge tenemos

e Teorema de Runge (1885)1: Si f es holomorfa en un entorno de K entonces
f € R(K). Siademds C\ K es conexo entonces f € P(K).

e Teorema de Hartogs-Rosenthal (1931): Si K tiene area cero entonces R(K) =
C(K).

e Teorema de Levrentiev (1936): P(K) = C(K) si, y solo si, K° =@ yC\K es
conexo.

! Curiosamente en este mismo afio fue probado el Teorema de Weierstrass sobre aproximacién
polinémica en intervalos.
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e Teorema de Keldish (1945): Si el complementario de K es conexo y K° es
denso en K, entonces A(K) = P(K).

e Teorema de Mergelyan (1951): A(K) = P(K) si, y solo si K tiene complementa-
rio conexo.

e Teorema de Bishop (1958): Si f € C(K) es tal que todo z € K tiene un entorno
en el que f se puede aproximar uniformemente por funciones racionales, entonces
feRK).

En esta memoria se lleva a cabo un estudio medianamente exhaustivo del
Teorema de Runge del que presentamos dos pruebas ambas basadas en la férmula
integral de Cauchy, la primera mads directa e intuitiva y la segunda de indole funcional.
En cualquier caso, en todos los problemas de aproximacién para funciones analiticas
en el plano complejo, el problema principal se reduce a aproximar la funcién z — ﬁ
en un dominio dado Q c C.

Consideremos el problema de extensién de funciones holomorfas. En general,
dados dos dominios planos Q ¢ Q y funcién holomorfa f en Q, en general, no existe f
holomorfa en Q tal que f = f |q- A este respecto [13, Remark 16.4] no es dificil construir
funciones holomorfas en Q que no admiten extensiones holomorfas a ningtin domino
que lo contenga propiamente: si A es un subconjunto de Q sin puntos de acumulacién
pero que cada punto de Q) sea un punto de acumulacién de A entonces, la funcién
holomorfa (no nula) que se anula precisamente en A (Teorema de Weierstrass), no
puede extenderse a ningtin dominio propio de contenga a Q. Si f es holomorfa en
un dominio Q que contiene a Q y extiende a f, entonces el conjunto de ceros de f
tendria puntos limite en Q que es una contradiccién. Sin embargo, como veremos a lo
largo de la memoria, este problema de extension es cierto para la clase de funciones
C™ vy, en particular, estd relacionada con la existencia de particiones de la unidad:
para cualquier compacto K c Q existe una funcién y € C*(Q) tal que y =1 en un
entorno U relativamente compacto en Q que contienea Ky y =0en C\ Q.

Volviendo al problema de extensién de funciones holomorfas, si f es holomorfa
en un entorno de un compacto K c Qy y es una funcién C*(Q) talque y =1 enun
entorno de K, la funcién y f es claramente C*(C), coincide con f cerca de K pero
no es entera. Ahora, y a la vista de lo anterior, nuestra esperanza radica en perturbar
¥ f para construir otra funcién f entera tal que fy y f, aunque no pueden coincidir,
estén lo suficientemente préoximas en K. Esta idea se puede llevar a buen puerto
si estamos dispuestos a entrar, y asi lo haremos, en el campo de la ecuaciones en
derivadas parciales.

La memoria continta con un estudio de la aproximacién de funciones en
A(K). Comenzamos con el teorema de Mergelyan de aproximacion por polinomios
cuya demostracién no incluimos porque escapa del alcance de este trabajo, y donde
al compacto K se le exige que tenga complementario conexo. Damos también un
ejemplo donde no se tiene aproximacion si C \ K es no conexo, incluso sustituyendo
de modo légico los polinomios por funciones racionales. Este ejemplo es el conocido
como "Queso suizo"de Alice Roth. Para concluir esta seccion introducimos el operador
de localizacién de Vituhskin que usaremos para dar una prueba del Teorema de
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localizacién de Bishop. Una de sus aplicaciones permite dar una generalizacién
del Teorema de Mergelyan, a saber, R(K) = A(K) si C\ K tiene un nimero finito de
componentes.

Para finalizar, hemos incluido un apéndice donde se recogen las herramientas,

en su mayoria aquellas que se refieren a Teoria de la Medida, que se usan a lo largo de
esta memoria.






1

Aproximacién compleja en compactos.

1. Preliminares.

Sea K un subconjunto compacto del plano complejo C. A lo largo de esta
memoria utilizaremos la siguiente notacion,

=  C(K) es el espacio de las funciones complejas continuas en K.

= P(K) denota el conjunto de todas las funciones que son limites uniforme en K de
polinomios en z, esto es la clausura uniforme en C(K) de polinomios.

= feR(K),si f eslimite uniforme en K de funciénes racionales con polos fuera de
K, es decir la clausura uniforme en C(K) de funciones racionales sin polos en K.

= Diremos que f es holomorfa en K y lo denotaremos por f € H(K), si existe un
abierto Q que contiene a K donde f es holomorfa (f € H(Q)).

= fe A(K) si f es una funcién holomorfa en el interior de K y continua en K, es
decir, A(K) = C(K)n H(K?).

Ademds para referirnos a la norma uniforme de una funcién f acotada en un
conjunto A c C, en algunos casos denotaremos

[ flla=suplf(2)l.
ZEA

Definicién 1.1. Si X es un espacio topolégico, una curva en X es una aplicacion con-
tinua 'y de un intervalo compacto [a,b] < R en X. Llamaremos a la imagen dey la
traza dey y la denotaremos por tr{y}. Ademds si el punto inicial y(a) coincide con su
punto finaly(b), diremos quey es una curva cerrada. Un camino es una curva en C
continuamente diferenciable a trozos.

Supongamos que y1,Y2,...,Y» Son caminos en el plano y sea M = tr{y;} U tr{ys} U
...utr{y,}. Cada y; induce un funcional lineal y; en el espacio vectorial C(M) por la
férmula
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Yl =/ f(2dz. 1.1
Yi
Definamos
T=y{+...+Vn. (1.2)
Explicitamente, T(f) = ¥1(f) +...+¥»(f) para cada f € C(M). La relacion (1.2) sugiere
que introduzcamos una "suma formal"

T=y+... 4y, (1.3)

y definamos
/f(z)dz=l~“(f). (1.4)
r

Entonces, (1.4) es simplemente una expresién abreviada de la relacién
/ f(@)dz= Z f(z)dz, (f e C(MD). (1.5)

Obsérvese que (1.5) sirve como definicién del miembro de la izquierda.

Definicién 1.2. Los objetosT" definidos de este modo se llaman cadenas, y si caday j en
(1.3) es un camino cerrado , entonces se dice queT es un ciclo. Ademds siT viene dada
por (1.3) se puede hablar de la traza de la cadena y

tril’} = triy1u---Utriyn}.

2. ElTeorema de Runge: Una demostracién constructiva.

Sabemos que si una funcién es holomorfa en un disco abierto, existe una suce-
sién de polinomios que converge uniformemente sobre compactos a dicha funcién.
Basta considerar las sumas parciales de su serie de potencias. ;Podriamos generalizar
este resultado para un abierto cualquiera? es decir, si f es una funcién holomorfa en
un abierto  ;existird una sucesioén de polinomios que converja uniformemente a f en
subconjuntos compactos de dicho abierto? La respuesta es no, como prueba el siguien-
te ejemplo. Consideramos Q ={z:0 < |z]| <2}y f(2) = % Observemos que f € H(Q),
supongamos ahora que existe una sucesién de polinomios {p,} que converge unifor-
memente sobre compactos de Q a f. En particular, si tomamos K = {zeC:1<|z| < 3
y € =1, existe ng tal que si n = ny, se tiene que supzeKI% -pn(@)| <1l.Asi,en|z| =1,
tenemos que

1> =1-zpu(2)l @.1)

! (2)
PR

y como g(z) = 1-zp,(z) es una funcién entera, por el principio del maximo, (2.1)
se verifica para todo z € D(0, 1), sin embargo, para z =0 en (2.1) se tiene que 1 < 1,
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esta contradiccion resulta al suponer que existe una sucesiéon de polinomios que
convergen uniformemente sobre compactos a f.

En esta seccion estudiaremos la posibilidad de aproximar funciones holomorfas
en un entorno de un compacto K por polinomios y, mds generalmente, por funciones
racionales con polos fuera de K. El principal resultado es el Teorema de Runge [14]
del cual daremos dos demostraciones, una que llamaremos constructiva ([1] y [2]) y
otra donde utilizaremos algunos resultados de andlisis funcional y que parece mas
directa.

Comenzaremos con una primera proposicién que se puede ver como una
version de la formula integral de Cauchy:.

Proposicién 2.1. Sea K un compacto contenido en un abierto Q). Existen segmentos
Y1-..Yn contenidos en Q\ K, paralelos a los ejes y que forman un ciclo tales que para
toda funcién f holomorfa en Q se tiene que:

noq
f@=Y 5= /y T@ 4, ek 2.2)

k=1 P W2

Demostracion. Consideramos una malla en C formada por cuadrados R;, cuyos la-
dos son paralelos a los ejes de coordenadas y tienen una longitud é con 0 < § <
%dist(K, C\ Q). Nétese que 6 puede ser elegido ya que al ser K compacto, C\ Q cerra-
doyC\K = @, se tiene que dist(K,C\Q) > 0. Como K es compacto, existe un niimero
finito de cuadrados Ry, ..., R, que intersecan a K y ademds estdn contenidos en Q ya
que la diagonal de los cuadrados es menor que v/26. Para j = 1,.., m denotamos por
OR; alafrontera del cuadrado R;, orientada positivamente. Ahora llamamos y; ...y,
alos segmentos, con sus orientaciones, que forman parte deunsolo Rj, 1< j<m.
Entonces, para toda funcién ¢ continua en U ;": 10R; se verifica que:

Z @(z)dz= Z/ @(z)dz, 2.3)
k=1Y7k

j:l aRj

puesto que si R; y R; tienen un lado comun, R; N R; = {0;} = {0}, donde 0; y 7
denotan al mismo segmento y ya que se recorren en sentidos opuestos, se tiene que:

/(p(z)dz+/ @(z)dz=0.
g gi

J

Es claro que yy,..., 7, estdn contenidos en Q\ K, pues si algin yy intersecase
a K, existirfan dos rectdngulos R; y R; que lo tendrian como lado comtin, lo cual es
imposible por construccién delos v, 1 < k < n.
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Probaremos ahora que la identidad (2.2) se verifica para todo z€ K\ u ;”: 10R;.

= —f(w),we
z

Fijamos z€ K\ U GR consideramos ¢(w
) “ 1y )= -

U;":IGR]', que es una
funcién contlnua enuU ;”: 16R - Entonces

L[ e, L[ g,

2mi U™ 0R; W~ 2 2mi Ry @ z
=

=f2)

donde la tltima igualdad se obtiene al aplicar el teorema de Cauchy, y siendo R}, el
cuadrado al que pertenece z. Por tanto, de la identidad (2.3) tenemos que,

n
L / S, -3 | pwido=se
U

27 }”:151?]‘ a)—z Ye
por lo que (2.2) se verifica para todo z € K \ U;.":laRj.

f(w)

Veamos ahoraqueparal <k <n, g(z) = / ——duw es una funcién continua
e

en K. Sean zg € K y € > 0, debemos encontrar > 0 tal que si z € D(z, ) entonces,
|g(z) — g(zp)| < €. En efecto,

/ f(w)dw_/ f@ 1
ka_z qu)—Zo

Fl—2=2 o)

i lw - z|lw — 2o

|g(2) - g(z0)| =

Tomamos 0 <7 < idist(yk,l(), entonces, |w — zg| y |w — z| son mayores que
n cuando zj € K, z € D(zp, f),w € yi. Por otro lado, sabemos que f € C(Q) y en
particular, en la traza de y, que es compacta. Por tanto, existe M > 0 tal que | f (w)| <

2
M, w € tr(yy). Eligiendo = min{idist(yk,K), %} se tiene que,
|z — 2o M
| f(@)| ———————|dw| = — long(yi)lz— zo| <€.
ka PET—— 2 ons 0

Luego, la funcién g es continua en K 'y como K\uU ;”: 10R; es denso en K, resulta
que

f()—Z F@ e, zek.

127 Y W—2
O

La siguiente proposicién proporciona un primer resultado de aproximacién por
funciones racionales para funciones definidas por la integral de Cauchy, construidas
a partir de las sumas de Riemann que definen dicha integral.
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Proposicién 2.2. Seany un camino contenido en el plano y K un conjunto compacto
tal que Kn tr{y} = @. Si f es una funcion continua en la traza dey y € > 0 entonces,
existe una funcién racional R(z) con todos sus polos en la traza dey tal que

/Z;(—w;dw—R(z)
y -

<Eg, zeK.

Demostracioén. Sea f € C(tr{y}) y consideramos que y estd parametrizada en [0, 1].
Como por hipétesis, KNntr{y} = @ existe un ntimero r verificando 0 < r < dist(K, tr{y}).
Teniendo en cuenta que |y(?) — z| > r, para x € [0,1] y z € K y que como K y tr{y}
son compactos y f € C(tr{y}), existe una constante C > 0 tal que |z| = C para z € K,
ly(Ol=Cylfly(t)l<Cparatel0,1], se tiene que

fa@) _ faO) | IFa@yE) - fM)z = Far(Dy @) + fy ()2l
Y-z y@l)-z ly () = zlly(s) - 2|

1
< ﬁ[lf(y(t))l [y () =y @O+ y (DI f(y(s) = fy®)]
+ 1zl f(y(s) = fFiy(ll

2C
<z (ly®)=yDI+I1fy) - fly@)l], s tel0,1],z€K.

Ahora, como yy foy son funciones continuas en [0, 1], son uniformemente continuas,
por lo que dado € > 0, existe una particion P ={0=f) < f; <... < t, = 1} tal que para
j=1,..,n

fy@) o)) e

y(t) -z y(t))—z|" long(y)’

ti-1<t<tj, zek.

n ti_ ti)—vy(ti-
Definimos R(z) = Z Fortt-0)y () ~y -0l ,z € K, una funcién racional
j=1 Y(tj-1)—z

cuyos polos son y(¢;-1) con j = 1,..., n pertenecientes a la traza de y. Puesto que

L
/ Y (0dt=y(tj) —y(tj-1) se tiene que
7551

/%d(u—R(z)
y -

n ti n Lj— i
5" i fly) y’(t)df-ZM/] Y (0)dt
PPN (OR =YD =2 Sy
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(f(Y(t)) Forttj 1)
(1) (tj_l)—Z

)y%ndt

_ Jf(g-1)
y(8) - Yﬁpﬂ—

3

j=171j-

‘I "(n)ldt

"(Hdt<e.
long(}f) Z 17’( ) €

O

Como consecuencia inmediata de las Proposiciones 2.1 y 2.2 se puede enunciar
el siguiente resultado.

Proposicién 2.3. Sea K un subconjunto compacto de un abierto Q). Entonces, existe
un ciclo formado por segmentos vy ...y, en Q\ K tal que para toda funcién holomorfa
en Q y para cada € > 0, existe una funcién racional R con polos en los segmentos vy,
k=1,..,n, que verifica que

|f(z)—R(2)|<e, z€eK.

Demostracién. Sean f € H(Q)ye > 0, por la Proposicion 2.1 existen y1, ..., Y, segmen-
tos contenidos en Q\ K tal que

n
fla) = ZLZ/ f(w) w, zeKk.

En virtud de la Proposicién 2.2, para cada k = 1, ..., n se encuentra una funcién racional
f(w)

Yk w—z2

Ry con polos en la traza de y de manera que 2m Zk 1 f dw - Ry (z)| <e/npara

z€ K. Considerando R(2) =YL]'_, R,z € K sellegaa que
If(z)-R(2)| <€, z€K.

O

Esta tltima proposicién establece la aproximacién de funciones holomorfas en
Q por funciones racionales cuyos polos se encuentran en €, a continuacién, vamos
a demostrar el método conocido por desplazamiento de polos que nos permitird
considerar funciones racionales con polos fuera de Q. Puesto que cualquier funcién
racional puede escribirse como R(z) = Py(z) + Z?:l P( P, polino-

miosy a; € C,i =1,...,, n basta considerar la siguiente proposicién para el caso leu

Proposicién 2.4. Sea K un conjunto compacto del plano.
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(i) Si V es una componente conexa de Coo \ K y a,b € V, entonces, la funcion Zfla se

puede aproximar uniformemente sobre K por polinomios en ﬁ.
(ii) Si Vi es la componente no acotada de Coo \ K y a € Vi, la funcién ﬁ se puede
aproximar uniformemente en K por polinomios.
. . 1 . . ..
(iii) Reciprocamente, sia ¢ K y - se puede aproximar uniformemente por polinio-
mios en K, se tiene que a € V.

Demostracion. En primer lugar, probaremos el apartado (i). Sean V una componente
conexa de C, \ Ky b e Vyconsideremos el conjunto

1 1
A= {a evV: es limite uniforme en K de polinomios en 5 } .
z—a z—

Queremos ver que A = V. Para ello utilizaremos un argumento de conexidad:
probaremos que A es un conjunto abierto y cerrado en V conexo y que A es no vacio
(pues claramente b € A).

Veamos que A es cerrado en V. Sean a € V'y (a,) nen € A tal que (ay) nen cON-
verge a a. Se tiene que dist(a,,K) =r,neNydist(a,K) = r, para algin r > 0. Asf,

1 1

z—a z-—ap

a—a a—a
la-a, _la—ayl

, zeK,neN.

Tz—allz—a,l ~ 12

Por tanto, ( Z_lu ) , converge uniformemente a ﬁ en K. Por definicién de conver-
nJne
gencia uniforme, dado € > 0 existe np € N tal que
1 € -
su - <= n=ny.
ZEE z—a z—ap| 2
Como ap, € Aexiste {P, (-15)} . tal que ——— es limite uniforme de P, (1)
o n\z-bJSneN z—ap n\z-p)

por lo que existe n; € N tal que

sup
zeK

1 p ( 1 )‘<e -
- = n=n.
z—an, \z—b 2 !

Eligiendo N = méx{ng, n1}, se tiene, por desigualdad triangular, que sin = N,

(=)
z—a "\z-b

Luego, a€ Ay Aes cerrado en V. Veamos ahora que A es un abierto en V. Sean
ae Ayr>0tal que D(a,r) c V, basta probar que para todo w € D(a, r) se tiene que
w € A.Seaw € D(a, r). Podemos escribir

<Eg, zeK.

1 1 1 X (w—a)”
=2

= = y zeK.
z-w z-a-(w-a) (-a(l-%22) ZE-a"t!
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Esta serie es uniformemente convergente en K pues | £

= aI <1,yaque
D(a,r)cVyz¢V.Por tanto, ﬁ se puede aproximar uniformemente sobre K por
P, (Zflu), que a su vez como a € A, se puede aproximar uniformemente en K por
Py, (45). Por transitividad como en el caso anterior, se concluye que w € A.

Para probar (ii) tomamos M = méx{|z|: z€ K}y b € Cde maneraque |b| > M+1,
asi b € V. Ahora,

1 1 —1 & ( )
=—= zeK.
z-b b(f- b n;,
Esta serie es uniformemente convergente en K pues ‘E‘ < Wil <1, porlo
que -— se puede aprox1mar uniformemente en K por polinomios. Como a € V, por

el apartado anterior, —— se puede aproximar uniformemente en K por P, ( g b) y por
transitividad, Zflu se aproxima uniformemente sobre K por polinomios.

Por tltimo, para (iii) consideramos a ¢ Ky (Py) nen una sucesiéon de polinomios
que converge uniformemente en K a -—. Procediendo por reduccion al absurdo
vamos a suponer que a € V, una componente acotada de C \ K.

Es claro que 0V c K, por lo que (P,) nen cOnverge uniformemente a ﬁ endV.
Entonces, para todo € > 0y para n suficientemente grande, se tiene que

1
P,(z)—- ——|<e¢, z€eOV.
Z—a

<1
2diam(V)
el principio del maximo,

Tomando € < se sigue que |(z— a)Py(2) — 1| <e€lz—al < %,z €0V y por

1 _
I(Z—a)Pn(z)—llsz, zeV.

Esta desigualdad es imposible si z=a € V. Por tanto, a € V.
]

Estamos en condiciones de probar el Teorema de Runge, principal objetivo de
esta seccion.

Teorema 2.5 (Teorema de Runge). Sean K un conjunto compacto del planoy E = {a j}
un conjunto que contiene un punto en cada componente de Co, \ K. Si Q) es un abierto
que contiene a K y f € H(Q) entonces, dado € > 0 existe una funcién racional Rg con
polos en el conjunto E tal que

|f(z)—Rg(z)l<e, ze€K.

Podemos tomar el co como el punto preasignado en la componente conexa no
acotada, ya que es el caso mads interesante.
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Demostracién. Sean f una funcién holomorfa en Q, un abierto que contiene a K, y
€ > 0. Por la Proposicion 2.1 existe un cicloI' c Q\ K tal que

f(w)
f()_Zm w2 dv, VzeK

y una funcién racional R con polos en la traza de I' que verifica

|f(z)—R(z)|<§, z€eK. (2.4)

La funcién R(z) se puede poner como suma de polinomios en _=— 7 Cj ¢K.

Asi,
N M 1
s (L) ol
i=1 —4aj) =1 z=Dbj
N——

R Ry

donde a; € Voo, i = 1,.., Ny bj, j = 1,..., M, pertenece a las componentes conexas
acotadas de Co, \ K

Veamos que podemos aproximar la funciéon R por funciones racionales con
polos en E. Por la Proposicién 2.4 (ii), para cada S;, i = 1,..., N, existe un polinomio
P; que la aproxima uniformemente en K, tomando P = Zé\i , Pi se tiene que

|R1(2) — P(z)| < €/4, zeK.

Para aproximar uniformente R serd suficiente con demostrar que ﬁ, bé¢
Voor b & K se puede aproximar uniformemente en K por funciones racionales con
polos en E. Sea V la componente acotada de C, \ K que contiene a b. Por hipotesis,
existe a j, € VNE. Aplicando la Proposicién 2.4 (D se tiene que - b se puede aproximar
uniformemente sobre K por polinomios en ———. Como R, tiene todos sus polos en

jo
Coo \K, podemos encontrar un funcién racional Q con todos sus polos en E verificando
que

|R2(2) - Q(2)| <el4,  zeK.

Asi, para z € K se tiene que |f(z) — Rg(z)| < € siendo R = P + Q.
O

A continuacidn establecemos un resultado topolégico que seré de utilidad en
lo que sigue.

Proposicién 2.6. SiQ es un abierto en C, existe una sucesion {K,} nen de subconjuntos
compactos de Q tal que Q = U,en Ky, que ademds verifican:

(l) Kn c (Kn+1)0, nenN.
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(ii) Para cada compacto K c Q existe un ng € N tal que K c K, para n = ny.
(iii) Cada componente conexa de Coo \ Ky, n €N, contiene una componente de Coo \ Q.

Demostracién. Para cada n €N, definimos el conjunto
1
K,={z:|z| < n}n{z: dist(z,C\Q) = —}.
n

Obsérvese que K, es compacto ya que Kj, es cerrado por ser interseccion de
cerrados y ademas es acotado por estar contenido en el disco cerrado D(0, n).

Veamos que Q = UuenKy. Es claro que para cada n € N, si z € K, como
dist(z,C\ Q) >0 entonces, z € Q.

Por otro lado, si z € Q, como Q es abierto, existe r > 0 tal que D(z,r) c Qy por
tanto, dist(z,C\Q)>r > Mio, paraun cierto My € N. Ademas, z € D(0, M), para algin
M; € N. Tomando ny = max{My, M;} se concluye que z € Kj,,.

En primer lugar veremos que (i) se cumple pues
1
Ky,c{z:|lzl<n+1}n {z:dist(z,C\Q) > ?} = (Kp41)°.
n

Para probar (ii) consideramos K un compacto de Q. Como {(K,)°}en €5 un
recubrimiento por abiertos de K, se tiene que K Uﬁ.V: . (Kp)? < Uﬁ.\i 1 Kn;, para cierto
N eN. Teniendo en cuenta el apartado (i) basta elegir ng = max{n;, ..., ny}.

Finalmente, para demostrar (ii7) denotaremos por V, a la componente conexa
no acotada de Cy, \ Q. Sabemos que C, \ Q € C, \ K. En particular, Voo € Coo \ K,
por tanto, Vo, que es conexo, estard contenida en la componente no acotada de
Coo \ Ky, por maximalidad. Ahora consideramos V una componente conexa acotada
de C, \ K, yelegimos z € V tal que dist(z,Co0 \ Q) < % Observese que z puede ser
elegido pues z ¢ K,,. Por definicién de distancia, existe w € Co, \ Q tal que |z —w]| <
’—11. La bola B(w, %) c Coo \ K, ya que de existir y € B(w, %) N K, se produciria una
contradiccion; ademas, B(w, %) es conexo, por tanto, B(w, %) c V. Denotamos por V; a
la componente conexa de Co, \Q2 que contiene aw. Comow € VNV yCoo\Q € Coo\ K},
por maximalidad se tiene que V; c V.

O

Corolario 2.7. Consideramos Q) un abierto en C, E c Coo \ Q tal que E interseca a cada
componente de C, \ Q y denotamos por R(Q), E) al conjunto de funciones racionales
cuyos polos estdn en E. Entonces, para cada funcion f holomorfa en Q, existe una
sucesion {R,}5° | en R(Q, E) tal que

f=lim R,.

n—oo

donde la convergencia se entiende uniformemente sobre compactos.
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Demostracién. Sean f € H(Q) y {K,}nen la sucesiéon de compactos que verifica la
Proposicién 2.6. En virtud del teorema de Runge (Teorema 2.5), para cada n € N existe
una funcién racional R, € R(Q, E) tal que

1
If(z)—Rn(z)|<Z, z€ K. (2.5)

Veamos que la sucesion {R,},en converge a f uniformemente en compactos.
Sea K un compacto en Q y consideramos € > 0y n; € N tal que ni < €. Por la Pro-
posicién 2.6 (ii) existe ny € N tal que K < K,,. Tomando ng = max{n;, nz} por (2.5)
tenemos que para n = ny se verifica

If(z)—Rn(z)|<%<e, ze K.

O
Otra consecuencia directa del Teorema de Runge es la siguiente aplicacion.

Corolario 2.8. Sean Q un abierto en C y K un subconjunto compacto de Q tal que
cualquier componente conexa de C\ K interseca a C\ Q. Entonces, cualquier funcién
holomorfa en un entorno de K se puede aproximar uniformemente en K por funciones
holomorfas en Q.

Demostracion. Basta aplicar el Teorema de Runge (Teorema 2.5) considerando el
conjunto E que aparece en el enunciado del teorema de modo que haya un punto de
cada componente conexa de C\ K que a su vez esté en C\ Q.

d

Definicién 2.9. Sean Q un abierto en C y A < Q. Decimos que A es relativamente
compacto en Q si existe un compacto B tal que Ac Bc Q.

Lema 2.10. Sea K un compacto contenido en Q un abierto de C. Entonces,

(i) Para toda componente conexaV de Q\K se tiene que QNOV estd contenido en K. Si
ademds, V es relativamente compacto en Q) entonces, para toda funcioén f € H(Q),
v <l flik.

(ii) Cualquier componente conexa Vy de C\ K contenida en Q) es una componente
conexa de Q\ K. Si ademds, Vy es acotada entonces, Vy es relativamente compacta
en(.

Demostracién. Sea V una componente conexa de Q \ K y supongamos que existe
aeQnodV,acC\K.ComoaeQ\KyQ\K esabierto, existe un disco D, centrado
en a tal que D, < O\ K. Ademads, como a € dV se tiene que D, NV # @. Por tanto,
por maximalidad, D, < V' y a seria un punto interior de V, esto contradice al hecho
de que a € V. Supongamos ahora que V es relativamente compacto en Q entonces,
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QNoV =0aV que por la primera parte, 3V < K. Aplicando el principio del médulo
maéximo, || fllv <l fllk, f € H(Q). Asi (i) queda demostrado.

Para probar el apartado (ii) consideramos 1 una componente conexa de C\ K
contenida en Q y V; una componente conexa de Q\ K tal que Vj < V3. Sabemos que
V1 cQ\K c C\K, ademas V; c VyuVj < V. Por otro lado, Vyu V; es un conexo en C\K
contenido en él, por tanto, V; c V. Asi Vj es una componente de Q \ K. En particular,
si Vp estd acotado, entonces Vy = VoUadV, es compacto. Aplicando el apartado anterior
siendo Q = C se tiene que CNoVy = 0V < K < Q. Luego, Vj es relativamente compacto
en Q, yaque Vo c Vo c Q.

O

El siguiente teorema muestra una version generalizada del Teorema de Runge.

Teorema 2.11. Sean Q un abierto en C y K < Q un compacto. Los siguientes enunciados
son equivalentes:

(i) Ninguna componente de Q\ K es relativamente compacta en Q).
(ii) Toda componente acotada de C\ K interseca a C\ Q.
(iii) Cualquier funcién holomorfa en un entorno de K se puede aproximar por funciones
racionales con polos fuera de Q).
(iv) Cualquier funcion holomorfa en un entorno de K se puede aproximar por funciones
holomorfas en Q.
(v) Para todo a € Q\ K, existe una funcion h € H(Q) tal que |h(a)| > ||hl|k.

Demostracion.

(1) = (i1) Supongamos que existe Vj, una componente acotada de C\ K que no interse-
caaC\Q, entonces Vp < Q. Por el Lema 2.10 (i7), V es una componente de Q\ K, que
ademds, por ser acotada, es relativamente compacta en Q. Por tanto, se contradice la
hipétesis.

(if) = (iii) Se prueba aplicando el Corolario 2.8.

(iii) = (iv) Basta observar que todas las funciones racionales con polos fuera de
Q son funciones holomorfas en Q.

(iv) = (i) Sean V) una componente conexa de Q \ K relativamente compacta en
Qvy p € V. Consideremos f(z) = lep’ z # p, que es holomorfa en K. Por (iv), dado
€ =1/diamK, existe una funcién g € H(Q) tal que | f(2) - §(2)| < 772, z € K. Puesto
que diamK > |z— p|, z € K, se sigue que

11-(z—p)g(2)l < 1 1

- < R z€ K.
|z—pl diamK |z—-pl|

Z—p_g(z)‘:
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La funcién h(z) =1—(z— p)g(z), z€ Q, es holomorfa en Q, y en particular en
Vo. Ademas,
lh(2)|=11-(z-p)g(2)l<1, zeK. (2.6)

Como 0V c K (Lema 2.10), por el principio del médulo maximo, la desigualdad
2.6 se verifica para todo z € Vj. Sin embargo, si tomamos z = p, llegamos a que 1 < 1.
Esta contradiccién viene de suponer que en Q \ K hay alguna componente conexa
relativamente compacta en Q.

() = (v) Sea a € Q\ K. Las componentes conexas de O\ Ky Q\ (KU {a}) son iguales,
salvo la componente de Q \ K que contiene a a. Por otro lado, si a una componente
conexa no relativamente compacta le quitamos un punto, esta nueva componente
sigue siendo una componente conexa no relativamente compacta. Por tanto, (i) se
verifica para K U{a}, y por implicaciones anteriores, (iv) también. De este modo, dado
U entornode Ken Qyr>0talque D(a,r) cQyD(a,r)nU = @, la funcién

f(z):{(lJ, zelU

, z€D(a,r)
es holomorfa en un entorno de K U {a} y se puede aproximar uniformemente en
K u{a} por funciones holomorfas en Q. En particular, existe una funcién h € H(Q) tal
que

1
If(2) — h(z)| < > Z€ Ku{ajl.
Por tanto,

lhllk <3
lh(a)- 1< § = |h(a)| = 1.

(v) = (i) Sea V una componente conexa de Q\ K relativamente compacta en Q.
Por el Lema 2.10 (@), se tiene que || fllv < || fllk, f € H(Q), que es una contradicciéon
yaque por (v), || fllx <l fllv.

O
Definicién 2.12. Sea K un subconjunto compacto de C. La envolvente polinomialmen-

te convexa de K denotada por K se define como el conjunto de todos los puntos w tal
que para todo polinomio P se tiene que |P(w)| < ||P||x. Entonces,

K={weC:|P(w)| <||Pllk, P polinomios}.
Observacion 2.13. I%Q = {K U componentes relativamente compactas de Q \ K en Q}

Los enunciados del teorema anterior (Teorema 2.11) son equivalentes al hecho
de que K = Kq, lo que implica que Q y K tengan los mismos “ agujeros".

Observacion 2.14. Si Q = Cy K = Kq entonces, K no tiene agujeros, es decir, C\ K es
conexo, lo cual implica que C\ K no tiene componentes acotadas.
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2.1. Sucesiones de polinomios que convergen puntualmente pero no
compactamente

Es fécil construir sucesiones de funciones continuas que convergen puntual-
mente a funciones que tienen puntos de discontinuidad. Pero resulta mas dificil
encontrar sucesiones de funciones holomorfas que converjan puntualmente a funcio-
nes que no sean holomorfas. A este respecto cabe mencionar el Teorema de Osgood
[12, seccion 7.1.5%] que afirma que si una sucesion de funciones holomorfas converge
puntualmente en un abierto Q, entonces lo hace uniformemente en compactos de
algtin abierto denso D c Q. Como consecuencia del Teorema de Runge podemos
enunciar el siguiente resultado

Proposicién 2.15 ([12]). Sea R* = {x € R / x = 0}. Existe una sucesion de polinomios
{pn} con las siguientes propiedades

(@) lim p,(0) =1, lim p,(2) =0 para todo z # 0.
n—o0 n—oo
(b) r}im pﬁ,k(z) =0paratodozeCytodok=1.
—00

(¢) Paracadak =1 la sucesion {p(nk} converge uniformemente en compactos de C\R*,
pero ninguna de ellas lo hace en algiin entorno de cualquier punto deR*.

Demostracion. Sea K, = {0} U [1/n,n]U L, donde L, = {z € A(0,n) / dist(z,R*) =
1/n}, n=1. K, es compacto y C\ K,, conexo (figura 1.1). Ahora afiadimos rectangulos
R,y S, alrededor de 0y del intervalo [1/n, n] respectivamente de tal forma que

* Ry, S; vV Ly sean disjuntos dos a dos,
e K,cE,donde E,;:=R,US, ULy yC\ E, sea conexo.

Figura1.1:

Para cada n = 1, la funcién

0,size E;\ Ry,
1,size Ry,

gn(2) = {
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es holomorfa en un entorno de E,,. Asi, por el Teorema de Runge, existe un polinomio
pn tal que
lpn—gnllg, <1/n, n=12,... 2.7

Puesto que g, es constante en E,, podemos incluso elegir los polinomios p,, que
también satisfagan'

ISl <1/n, k=1,2..,n,n=12,.. 2.8)

Puesto que UK, =C, (a) y (b) siguen inmediatamente de (2.7) y (2.8).

Por construccion las sucesiones { pglk} convergen uniformemente en compactos
de C\R" y, ciertamente, {p,} no lo hace en ningun disco centrado en el origen.
Ademas, y esto prueba (c), si {pqu} convergiera en algin disco A, centrado en algin
x > 0, entonces convergeria en dA(0, x) (la frontera del disco centrado en 0 y radio x).
Por el principio del maximo la convergencia tendria también lugar en todo el disco
A(0, x) que es imposible. m]

Figura 1.2: Arcos circulares

2.2. Conjuntos limite de funciones holomorfas

Sea f una funcién holomorfa en el disco unidad A y { € T = 0A. El conjunto
radial limite de f en { consiste en aquellos w € C para los que existe una sucesion
deradios 0 < rj <1 tales que f(r;{) — w, es decir, la adherencia de la imagen bajo f
del radio que termina en ¢. Como consecuencia del Teorema de Runge tenemos el
siguiente [7]

Teorema 2.16. Existen funciones holomorfas en el disco unidad cuyo conjunto radial
limite es todo el plano complejo en cualquier punto{ € T.

1 Esto sigue inmediatamente de la estimaciones de Cauchy en subconjuntos compactos [13,
theorem 10.26] [9, teorema 1.10].
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Demostracién. Sea py /17 una sucesion creciente de niimeros positivos con limite
1y e\, 0" otra decreciente de nimeros positivos con limite 0. Consideremos los
arcos circulares I'y, = {leig / er <0 <2n} (figura 1.2) y un conjunto S = {wilfe, =C
numerable denso.

Asi, para cualquier w € Cytodo { € T existe una sucesion k; tal que g;{ € I'y,
y wg; — w. La estrategia ahora consiste en usar el Teorema de Runge para aproximar
la funcién que es constante wy en I'y por una funcién f analitica en todo en disco.
Esto lo haremos por induccién como sigue: sea f la funcién constante w;. Si ya
hemos construido la funcién f_; observemos que el conjunto I'y UA(0,px-1) < C es
compacto y tiene complementario conexo y, por el Teorema de Runge, podemos en-
contrar un polinomio f;, tal que |fm(z) - fm_l(z)| <1/2™si |z| < p—1 mientras que
|fm(z) - wm| < 1/2™ para z € T';,,. Consecuentemente, la serie }_ (fn - fn,l) converge
uniformemente en |z| < p,,—1 para todo m y asi, uniformemente en compactos de A
auna funcién f € H(A)

f@ = lm_fu(2) = i@+ ) (/@)= fi-1(2).
o n=2

Puesto que f = fin + X psm (fn — fn-1) podemos estimar

|f (@) = wm| < |fm(@) = wm|+ Y |fa@) - fum1(2)| <27™+ Y 27" =2!""
n>m

n>m

para z € I'y,. Esto implica que
lim f(pk,¢) = lim wy, = w
Jj—o0o J j—o0o J

y cualquier complejo w pertenece al conjunto radial limite de f en (. O

3. ElTeorema de Runge: Una demostracién funcional.

En esta seccién daremos una prueba distinta del Teorema de Runge (Teorema
2.5) basada en ciertos resultados del andlisis funcional como pueden ser el teorema
de representacion de Riesz o el teorema de Hahn-Banach.

Teorema 3.1 (Teorema de Runge). Sean Q) un abierto en C y K c Q un compacto.
Consideramos E c C formado con al menos un punto de cada componente conexa de
Coo \ K. Si f € H(Q), entonces, para cada € > 0 existe una funcion racional R(z) con
polos en E tal que

|f(z) —R(2)| <€, zeK.

Demostracion. Denotamos por M al subespacio de C(K) formado por las restriccio-
nes a K de funciones racionales con polos en E.
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Sea f € H(Q). El teorema afirma que f € M. En virtud del Corolario A.4.2
tenemos que ver que todo funcional acotado que se anula en M también se anula en
f y ademas por el Teorema de Representacion de Riesz (Teorema A.2.3), debemos
probar que si pu es una medida de Borel compleja en K tal que

/de:o, ReM, 3.1)
K

entonces/ fdu=0.

K
Sea u una medida compleja verificando (3.1) yI' un ciclo en Q\ K, como el de
la Proposicién 2.1. Podemos escribir f como

L [fE
f(()—zm,/rz_( z, (eK.

Aplicando el Teorema de Fubini (Teorema A.3.3) obtenemos

1 1
/Kf(()d'u(():_%/r(/KCTZdu(O)f(Z)dZ

Denotamos d
h(z):/u—((), z€Co\ K,
K

Veamos que h =0 en C \ K, lo que permite concluir que / fdu=0,pues tril'} c
K

Q\K c C \ K. Para ello, basta probar que /& = 0 en cada componente conex de Co \ K.
Fijamos a € E'y V la componente conexa de Co, \ K que contiene a ¢ y tomamos r >0
tal que D(a,r)c V.

Por el Teorema de Identidad de funciones holomorfas es suficiente establecer
que h(z) =0, z€ D(a, r) para un cierto r > 0.

Sea z € D(a, r). En primer lugar consideramos a # co. En este caso,

8

1 _ 1 _ 1 _
(-z (-a-z+a (-a(-£5)

(z—a)"

= ((_a)n+1’

(€K,

donde en la tltima igualdad se ha tenido en cuenta que |z —a| < |{ —al, { € K. La serie
converge uniformemente en K, es decir, la sucesién de sumas parciales,

N

Ry =y E=9

P T (€K,

es uniformemente convergente en K. Ademas, {Ry}nyen € M. Asi,

h(z)z/wz/ lim R,({)d{= lim /RN(()dCZO, z€ D(a,r).
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Consideramos ahora a = co. En este caso, se tiene que |z| > r y entonces

1 -11 -1, Ny N
:——(:— Iim Z(—) =— lim Z(W)) (EK

(—Z Z 1-% Z N—oo,=3\Z N—oo ;5

De manera andloga al caso anterior,
(n
h(z) = llm / —du@).

Noétese que para n € N, R,({) = {"* < M. Luego, por (3.1) tenemos que h(z) =0,
z2€ D(oo,T).

O

4. Laecuaciénd y el Teorema de Runge.

La ecuaci6n 0 consiste en resolver el siguiente problema: dada una funcién
f € C*(Q) encontrar otra funcién u € C*(Q2) tal que

ou=f 4.1)
en Q, donde
5u_6u_1(6u+i6u)

oz 2\ox  ay)
Estoes,siu=a+if,dondea,f:QcC—Ryz=x+iy, entonces

6u_0a+ 0,6

dx 0x ox
y

ou 0a+ Oﬁ

oy oy oy’

Observamos que si du = 0, entonces u es holomorfa en Q, ya que entonces,

5, 0u_1(da 0p .Oa 6ﬁ) (6a op (6ﬁ+6a)) .

E‘E 0x 0dy

0z 2\ox Gx ay oy

de donde se obtienen las ecuaciones de Cauchy-Riemann:

oa_ 3p
ox oy
o Oa

ox 6y
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4.1. Solucién de la ecuacién @

La importancia de la ecuacién (4.1) cuando se trata de una ecuacién homo-
génea (f = 0), radica en su uso para la construccién de funciones holomorfas que,
por su rigidez (no existen particiones de la unidad holomorfas) hacen de ella una
herramienta extremadamente ttil. A continuacién probaremos, usando el Teorema
de Runge, que la ecuacién (4.1) tiene solucién para cualquier f € C*(Q). La idea
es ver que la ecuacién (4.1) se puede resolver localmente para luego utilizando el
Teorema de Runge construir una solucién global corrigiendo estas soluciones locales
en las superposiciones ([11]).

Teorema 4.1. Sea Q) un abierto del plano. La ecuacién ou= f tiene solucion u € C*°(Q)
para toda f € C®(Q).

Demostracion. Sea {K,},en una sucesion creciente de subconjuntos compactos de Q
que cumplen las condiciones dadas en la Proposicién 2.6, y donde elegimoa Ky = @.
Consideramos {¢,}nen € C°(QQ) tal que ¢, = 1 en Ky, n € N. Por el Corolario A.6.3,
existen uj, up € C*°(Q) tal que

51/!1 =¢)1f y 511!2 =¢72f.

Notese que ¢ = ¢, en Kj, pues Kj < K. Por tanto, 5(u2 —u))=(p2—P1)f=0en K
asi, la funcién u, — 11 es holomorfa en K. Supongamos ahora que hemos construido
ui, ..., Uy € C*°(Q) que verifican

(7) 5uj = quf
(1) Ujr1 — Uj € H(K]o)

(#i) |u-+1—u-|<ienK-_1 araj=1,..,n—1.
j JI< 27 j-1paraj

Para construir 1, consideramos v € C*(Q) tal que v = ¢n+1f- Nuevamente,
¢n = ¢n+1 en K, de modo que ov— Up) = (Pp+1—dn)f =0en K. Asipues, v—u, €
H(K}). Teniendo en cuenta la Proposicion 2.6 (iii) y la consecuencia del Teorema de
Runge dada en el Corolario 2.8 podemos encontrar w € H(Q) tal que |v — u, —w| < Zi,,
en K;,_;. Eligiendo u,.; := v — w se tiene que 5un+1 =0(v-w)=0v-0w = bn1 f,
pues w € H(Q). Asimismo, u,+1 — u, € HK}) yaque v—u, € HK?) y we H(Q). Fi-
nalmente |,y —Upl =V —w—uy| < Zl,, en K;,_1, por la elecciéon de w.

Tenemos asi una sucesion {u,} ey € C*°(Q) tal que

(9) 5un =¢nf.
(i) ups1—un € HKY).
(iiD) |Up1 — Unl < zin en K.

Definimos ahora la funcién u en QQ, mediante,

o0
u=ur+ Yy (Uns1 — ).
n=1
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Esta funcién estéd bien definida. En efecto, veamos que 377, (un+1 — Up) converge
uniformemente en cualquier compacto K < Q. Sea K un compacto contenido en Q. En
virtud de la Proposicién 2.6 (i) existe ng € N tal que K < Kj,, y entonces K c K, n = np.

Escribimos

00 no [ee]
Y un1(2) — un(@ = Y luns1(2) —up(@+ Y |ups1(2) — un(2)l, z€ K.
n=1 n=1 n=np+1

Para estudiar la convergencia uniforme de esta serie en K observamos por un lado
que al ser u,, n €N, funciones continuas, para cierta constante Cy, >0,
no o
lun+1(2) —un(2)| <2 ) lluplx < Cpy z€K.
2 )

n=1 n=1

Para acotar el segundo sumando aplicamos la prueba M de Weierstrass. Observamos
que paracada n = ny+1, K < K;,_1 y entonces se tiene que |uy+1(2) —uy(2)| <1/2", z €
Kj;—1 por lo que se deduce que

(e o] o0 1
Y lupn (@ —un@l< Y or <o zeK.
n=np+1 n=np+1
En particular, podemos escribir
(e}
u—uy= ) (Ups1—un)  N>ng. (4.2)
n=N

Ademds, up+1 — Uy € HKp)) paran=noy Y52, (Un+1 — Uy) es el limite uniforme de
una sucesion de funciones holomorfas en el interior de Ky, asi, Y57 \(t4p+1 — Uy) €
H(KY). Por ende, u € C*(Ky) y como N es arbitraria, u € C*(Q). De (4.2) se sigue
que, para todo N = ng,0(u — uy) =0 en K3 Luego, Ou=0uy = ¢n [ en K. Por la
arbitrariedad de N se concluye que du = f en Q.

Sea K un subconjunto compacto de un abierto Q en C. Resulta interesante que
los siguientes problemas

Problema A: Dado K un compacto y Q un abierto tal que K c Q. ;Se puede apro-
ximar uniformemente funciones holomorfas en K por funciones holomorfas en
Q?

Problema H: Dado € >0y f € C*(Q) tal que Knsopf = @. ;Se puede encontrar
una solucién u € C*°(Q) dela ecuacién ou = f en Q tal que |u(z)| <e,z€ K ?

son equivalentes.
En efecto, veamos primero que el problema A implica el problema H :
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Sea K un compacto en Q tal que Knsop f = @ y sea uy € C*°(Q) una solucién
del problema du = f, f € C®(Q). Puesto que dug =0 en Q\ sop f, ug es holomorfa en
Q\sopf, abierto que contiene a K, por tanto, uy € H(K). Como estamos suponiendo
que el problema A tiene solucién, dado € > 0 existe una funcién k € H(Q) tal que
|lug(2) —h(z)|<e,zeK.

Tomando u = 1y — h tenemos que u es solucién de du = f en Q, ya que

ou 611()

0z 0z =f-0=1

Probemos ahora que el problema H implica el problema A:

Sea g una funcién holomorfa en U, donde U es un abierto tal que K < U c Q
y consideremos una funcién ¢ € C°(U) tal que ¢ = 1 en algin entorno de K cuya
clausura esté contenida en Uy ¢ = 0 en Q\U. Tomamos f = gd¢. Por construccion f €
CX(Q)ysopfnK = @.Como por hipétesis el problema H se verifica, dado € > 0 existe
una funcién u € C°°(Q) solucién de ou= fen Q tal que |u(z)| <€,z € K. Debemos
probar A, luego como la funcién g € H(K), tenemos que encontrar una funcién h
holomorfa en Q que la aproxime uniformemente en K. Para ello, consideramos h =
g¢—u.porunlado h € H(Q) pues dh = d(g¢p) —du=0(gp) - f = (p5g+)g§6—)g§6: 0

en Qy por otr, como ¢(z) =1,z € K sigue que
18(2) — h(2)| = 1g(2) — gp(2) —u(2)| = u(z)| <€, zeK.

Por lo que ya tenemos probada la equivalencia de los problemas.

Como sabemos, si el problema A tiene solucion, IQ'Q = K es decir, cualquier
componente acotada de Q \ K contiene una de C\ Q. Esto se puede ver directamente
del problema H:siae Q\ Ky ¢ e C(Q) talquep=1enunentornodeayp=0en
algiin entorno de K entonces, para K = KU {aj} se tiene que K nsop 5<p = @y por tanto,
si relativo a K el problema H tiene solucién u con f = d¢ entonces h = u— ¢ € H(Q),
|h—1| <ecercade ay|h| <esobre K. Asi, tomando € <1/2, |h(a)| >1—€ =€ > ||hl|k.
Puesto que a € Q\ K es arbitrario concluimos que Kq = K.

Teorema 4.2. Sea K c Q un subconjunto compacto de un abierto Q c C. Son equiva-
lentes:

(i) Cualquier funcion holomorfa en un entorno de K se puede aproximar uniforme-
mente en K por funciones holomorfas en Q.
(ii) Para todo e >0y toda funcion f € C°(Q) tal que K nsopf = @ existe una solucion
ueC>®(Q)dela ecuacion ou = fenQ tal que|u(z)| <e, ze K.
(ii)) Ko =K.
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5. Teorema de Mergelyan.

Si K es un subconjunto compacto de Cy f € H(K), el Teorema de Runge (Teo-
rema 2.5) afirma que f es el limite uniforme en K de polinomios o de funciones
racionales con polos fuera de K. En general los limites uniformes en K de estos tipos
de funciones nos dan funciones continuas en K que son holomorfas en el interior
de K (f € A(K)). Luego, si queremos extender el Teorema de Runge aumentando el
conjunto de funciones a aproximar, tenemos que el hecho de que f € A(K) es condi-
cién necesaria. El Teorema de Mergelyan ([10]) que enunciaremos a continuaciény
cuya demostracién omitimos ya que se encuentra fuera del alcance de esta memo-
ria, prueba que en el caso de aproximacién polinomial dicha condicién también es
suficiente.

Teorema 5.1 (Teorema de Mergelyan). Sea K un subconjunto compacto deC. SiC\ K
es conexo y f € A(K) entonces, para todo € > 0 existe un polinomio P tal que|f (z) —
P(z)| <€, zeK.

Observamos que cuando K tiene interior vacio A(K) coincide con C(K) y asi el
clasico Teorema de Weierstrass para un intervalo es un caso particular del Teorema
de Mergelyan.

Otra extension del Teorema de aproximacién de Weierstrass y por ende de
Mergelyan, nos la proporciona el Teorema de Carleman ([3]) que permite aproximar
sobre toda la recta real y donde € se puede sustituir por cualquier funcién continua
positiva £(x).

Teorema 5.2 (Teorema de Carleman). Si f € C(R) entonces, para cada funcion conti-
nuace : R — (0,00) existe una funcion entera F tal que

If(x)—gx)| <e(x), xeR.

Si C\ K no es conexo, nos surge la cuestion de si se verifica el Teorema de
Mergelyan con el cambio légico de sustituir los polinomios por funciones racionales
con polos fuera de K. La respuesta en este caso depende, en cierto modo, del nimero
de componentes conexas que tenga C\ K. Asi, si C\ K tiene un nimero finito de
componentes conexas la respuesta es afirmativa como veremos en el Corolario 5.7;
en cambio si C\ K tiene un nimero infinito de componentes conexas el Teorema de
Mergelyan no se verifica en general. Un ejemplo de esta tltima situacién lo propor-
ciona el conocido como “queso suizo" que fue construido por Alice Roth (1938) y que
presentamos a continuacion.
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Queso Suizo (Alice Roth)

Sean D el disco unidad cerrado vy S = {z;} nen una suce-
sién densa en él. Consideramos una sucesién de discos
abiertos {A j} jen que definimos de la siguiente manera:
tomamos A;=A (z1,71) donde r; < 1/2? y A1 D. Para
construir A, elegimos 2, el primer elemento de S que
noestden Ay yry < 1/23 de modo que A1 N Az=@. Su-
pongamos ahora que hemos elegido A, j=1,..,n—-1.
Para definir A, seleccionamos Z; el primer elemen-
to que no pertenezca a U;I;II Ajyrp<1/2"*1 tal que
ﬂ;?zl Aj= @. Obsérvese que Z‘]’.‘;l ri <1lyque{Aj}jen
son disjuntos dos a dos. Asi, el queso suizo se define

como el siguiente conjunto:
& =D\ U(])'Zl Aj.

Claramente .# es cerrado y acotado y por tanto . es compacto. Ademds tiene inte-
rior vacio, ya que si existiese un disco D € ¥ <D, por densidad, existe z;, € Dy por
construccién zj, €U Aj porloque D .

Queremos ver que existe una funcién f € A(%) que no se puede aproximar
uniformemente en .% por funciones racionales con polos fuera de .#. Para ello, defi-

nimos
dv = dz, oD
- —-dz, 0 Aj

y tomamos f(z) =z,z € .. Es claro que f € A(%). Supongamos ahora que existen
{Rn}nen funciones racionales con polos fuera de . tales que z = r}im R,,(z) uniforme-
—00

mente en .. Entonces, por convergencia uniforme se tiene que

/ zdv = lim R, (2)dv.
4 P

n—oo

Observamos que para toda funcién racional con polos fuera de .%#, g, se tiene,
por el Teorema de Cauchy,

(o]
/gdv:/ gdv:/ gdz-) gdz=0.
54 07 oD j=1J04;

Por otro lado,

(o] o0 (e8]
-, — e . .2 . . 2
/ zdv—/ zdz—} zdz=-2mi+ ) 2mir=-2mi+2mi) 1},
54 oD j=1J04; j=1 j=1

ya que si A es un disco de radio r > 0 se sigue que
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/Edz: (x—iy)(dx+idy):/ (xdx+ydy)+i/ (xdy—ydx)
oA oA oA oA

= /dedy+i/—2dxdy:—2ﬂir2.
A A

Teniendo en cuenta que Y% T

contradice el hecho de que z = lim R,(z) uniformemente en .%.
n—oo

2 < Z 1 Tj <1 concluimos que / zdv # 0 1o que
&

Observacién 5.3. & es conexo y su demostracidn es una consecuencia de un resultado
de topologia general que establece que la interseccién encajada de compactos cone-
xos sigue siendo compacta y conexa. Dado que ¥ = n; (D\Dy) con Dy = Ujsk Ajy Dg
es conexo entonces . también es conexo. La prueba de este resultado topolégico va
como sigue: si {K;} > es una familia de compactos conexos encajados (K1 < K;) en
un espacio topologico X'y U, V son abiertos disjuntos tales que K = n;K; c W = UuV
entonces N;K;N X\ W = @ que, por compacidad, implica que Nj<, Kj; N X\W = g ya
que K;n X\ W es cerrado para j = 1. Asi K;,, nX\W =g yportanto K;,, cW=UuUV.
Puesto que Kj,, es conexoy UNV = @ se sigue que Kj,, < U o Kj,, < V. Esto implica
que KcKj, cU o KcKj, cVyK esconexo. Por ultimo K es compacto ya que es
interseccion de compactos. Para j = 1 los conjuntos Kj : x*/j>+y*=1,]yl <1son
conexos y encajados pero, sin embargo K = n;K; = {y = +1} no es conexo. Asi, en
general, la interseccién encajada de conexos no es conexa. Esto prueba que, en el
resultado anterior no se puede omitir la hipétesis de compacidad.

5.1. Elteorema de Bishop.

En este apartado haremos uso de una transformacién integral, conocida como
la Transformada de Vitushkin, muy usada en teoria de aproximaci6n cualitativa y
cuyas propiedades recogemos en el siguiente teorema (ver [5]).

Teorema 5.4 (Operador de Vitushkin). Sea f una funcion continua en C y considera-
mos ¢ € CL(C). Si definimos el operador

flw)-f(2) a¢

Ty (@)= w-z

(w)dm(a)) z ¢ sop(¢),

entonces se veriﬁca:

(i) Ty f se puede escribir como

3
Tpf(2) = f(D)bl(z )+ f(“’) f( Ydm(o).
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(ii) Ty f es continua en C y ademds, Ty f (z) tiende a cero, cuando |z| — oco.
(iii) Ty f es holomorfa en C\ sop(¢).
(iv) Si [ es holomorfa en un abierto 2, entonces Ty [ € H(Q).

(v) Sea d > 0. Si diam(sop(¢p)) < 6, entonces

1Ty flic <28 wr(&)110¢lIc,

donde wy () = max{| f(z2) — f(21)| : |21 — 22| = 6} (mddulo de continuidad). En
particular,

1Ty fllc < 4diam(sop(@))10lic|flIc. (6.1

Demostracion. Por definicién,

o
Tofa) =~ [ {213 ¢(m ™)

T)e w-z

0 0
= &_(/)( Ydm(w) + M_(/)( Ydm(w)
E T -
0
=fmw)+ fW)f(m ()
-1 [ 5

ya que por la Proposicion A.6.1 ¢(z) = ——dm(w). Asi (i) se verifica.
z

c W—
(ii) En primer lugar, veamos que Ty f es continua en C. Como f (2)(z) es continuo en
f (w) 0¢

C por ser producto de funciones continuas, basta probar que — _( Ydm(w)
7

también lo es.

f()¢

Sea F(w) = e

w=2z—-1t, resulta

— (w) y considerando el siguiente cambio de variable donde

G(z) = _—1/ FE=D . (5.2)
T C t

Para ver que G(z) es continuo, dado zp € C y € > 0 debemos encontrar § > 0 tal que si
|z—zg| < 8, entonces |G(z) — G(zp)| < €. Como G tiene soporte compacto tenemos que

1 F(z—t)—-F -t
1G(2) - G(z0)| / (z )t(“ )
C

dm(t)'
T
1

/ F(Z_t)_F(ZO_t)dm(t)‘
7 |JDo,m r

1/‘ Fle=0-F-0l
DO,M) I2]

IA
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Dado que F es uniformemente continua en C existe un 6 > 0, |z — 29| < 6 tal
que |F(z—t)—F(zg—t)| <€/2M. Asi,

1G(2) - Glzo)| < —— dm() __e¢

= 2nM=e.
2nM DO, M) |t| 2nM

. F(w)
Ahora veamos que lim
|z| =00 cw—2

/(—)dm(w)
C w—2

en un compacto estd acotada, se tiene que | F(w)| < A, w € C. Entonces,

/ Fw) dm(w)‘ s/ IF @) sA/ dm(w)
cw—2 D, M) lw - z| D(0,M) lw -zl

dm(w) A AM?n
<A =— dm(w) = <e.
Soin 1B-Ml  B-M 5535 B-M

dm(w) = 0. Para € > 0 debemos encontrar B >

0 tal que si |z| > B, entonces < e. Como cualquier funcién continua

En efecto, basta considerar B > 4% AM T4 M.

Para probar (iii) consideramos z € C\ sop(¢) y D(z,1r) < C\ sop(¢). Tomamos
un tridngulo A c D(z, r) y aplicando el Teorema de Fubini A.3.3, resulta

l/( —f(w)a—gdm(w))d
7T Joa\Jc w—2z 0w

%/(/@Aw z)f( )—dm(cu)

En virtud del Teorema de Cauchy,

/ Tyf(2)dz
0A

= 0. Finalmente, por el Teorema de
oA W—2Z

Morera se puede afirmar que Ty f € H(C\ sop(¢)).
(iv) Sigue por el Teorema de Leibniz, derivando bajo el signo de la integral.

(v) Por los apartados (i7) y (iif) el maximo de | Ty f| se alcanza en zg € sop(¢).
Luego,
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1 0
| Ty f(z0)| = |= MG?( ydm (a))’

T Jc w— 2

< 1 0—? / —f(w)_f(ZO)dm(w)
7|0z ||¢c sop(p) w— 20

_ 1|9 / - fel,
7|0z ||¢c sop(¢) lw =zl

< |2\ w0 am@) _ s f(a)H H
|| 0z C sop(p) lw - zg|

donde la tltima desigualdad se debe a resolver la siguiente integral mediante
un cambio a polares. Consideramos w = zy + rei® donde0<0 <6 y-n<0<m.Asi

7 6
/ dm(©) =/ dm(®) :/ de/ ar,_ oms.
sop(¢) lw — zo| lw—zl<6 10— 2ol - o T

Esto sigue tomando 6 = diam(sop(¢)). Ademds, w(5) < 2|| fllc. Luego,
|
0z ||c

El resultado mds importante de este apartado es el Teorema de Localizacién de
Bishop que permite concluir que la propiedad de aproximacién sobre compactos tiene
caréter local y ademds en ciertos casos permite extender el Teorema de Mergelyan a
compactos cuyo complementario tiene un nimero finito de componentes conexas
(ver [5]).

[Ty flic <4diam(sop(¢)) |lfllc

O

Teorema 5.5 (Teorema de Bishop). Sean K un subconjunto compacto deCy f € C(C).
Sipara cada z € K existe un entorno U, tal que fix, € R(K;) con K, = Kn U, entonces,
feR(K).

Demostracién. En primer lugar, descomponemos f en K. Para cada z € K considera-
mos el entorno U, dado en las hipdtesis del teorema y que, sin pérdida de generalidad,
podemos suponer que es un disco cerrado centrado en z. Denotamos por A al disco
centrado en zy cuyo radio es la mitad del de U. Por compacidad, K se puede recubrir
por una cantidad finita de los discos A, digamos A, j =1,..., n. Por el Teorema A.5.2,
existen ¢, j = 1,...,,n, asociadas a A; tal que Z;‘zl ¢j(z)=1parazeV = U;?ZIA_jy
sop¢ < Uj. Escribimos

Zf](z) f(z)Z<l>](z)+— /f(“’) Y (w)dm(w).
] 1
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Puesto que ¢(z) := Z;’:l ¢j(z)=1enV resulta

F@ 0 amw),  zev. (5.3)
v w—2z0w

& 1
Y fi@=fa)+—
j=1 T Jey

1 w) 0 P

Llamando ®(z) = —/ u —f(w)dm(w) tenemos que ®(z) € H(V?). Esta
T Joww w—2z 0w

ultima afirmacién puede verse tanto por el Teorema [13, Th.10.7] como por el Teo-

rema de Morera. Asi, ®(z) € H(K) y por tanto, en virtud del Teorema de Runge se

deduce que @ € R(K) por lo que, como f = Z;?zl fj — ®, serd suficiente probar que

fi€RK),j=1,..,n.

Sea 1l < j < ny consideramos de nuevo las aproximaciones locales. Tomamos
Kij=Kn 7] y para &1 > 0 dado, existe R; una funcién racional con polos fuera de K;
tal que | f(z) — R;j(2)| < &1, z € K. Tomamos conjuntos abiertos V; y W; con Kj < V;
Vj < W; para los que se tenga que |f(z) - Rj(z)| < &1,z € W] y elegimos e C° (W)
verificando el Lema A.5.1, es decir, ¢ j = 1en V;.Seas; = f—(f—Rj)@; que es continua
enC,yaque fe€ C(O)y e CSO(W]-). Entonces,

o Rj(2), zeV;
SJ(Z)_{f(z), Z€C\W;.

Ademas, || f=sjllc =11 =sjllw; = I(f =Rpejllw; < IIf - Rjllw; <é&1. Utilizando
estas s; definimos g; := Ty, s;. Asi, por la estimacion (5.1) dada en el Teorema 5.4 (v)
resulta,

g = fille = 11Ty, 8 = T fllc = 11Ty, (s} = fllc < 4diam(sopey)l|agylicer = .

En virtud del Teorema 5.4 (iii) se tiene que g; € H(C\sop¢;) y por consiguiente
enC \Fj. La funcién g; también es holomorfa en Vj, pues s; = R; € H(V;). Tenemos
que K c VjUC\Fjpuesto que sizEKyzetC\Fjentonces, zeKnﬁjz Kjc V.
Luego, gj € H(K) y aplicando el Teorema de Runge, tenemos una funcién racional R;
con polos fuera de K tal que |g;j(z) — Rj(z)| <&,z € Ky por tanto, | fj(z) — Rj(z)| < 2¢.
Considerando R = Z?zl Rj la prueba concluye.

d

Teorema 5.6. Sea K c C un compacto tal que el didmetro de las componentes conexas
de C\ K estd acotado inferiormente por una cantidad 6 > 0. Entonces, A(K) = R(K).

Demostracién. Sea z € K y elegimos U un disco centrado en zy de radio /2. Deno-
7 . . 77C .

temos por K; = Kn U, y consideremos su complementario Kf = K°UU,. Si{ € K¢

y { € U, entonces, { € K¢. Por tanto, { pertenece a una de las componentes conexas

de C\ K con didmetro mayor que 6§, por hipétesis. Esta componente debe conte-
7 c c 77 ¢

ner puntos fuera de U,,esto es, K ¢ K podemos conectar { con un punto de U, .
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Luego, Kf es conexo y por el Teorema de Mergelyan (Teorema 5.1) tenemos que
fix, € P(K3)  R(K3). Finalmente, como consecuencia del Teorema de Bishop (Teore-
ma 5.5), se tiene que f € R(K) paratodo z€ K.

O

Corolario 5.7. Si C\ K tiene un nitimero finito de componentes conexas entonces,
A(K) = R(K).

Demostracion. Sea{U;} ;.lz | las componentes conexas de C\ K'y consideramos z; € U;.
Como Uj, j = 1,..,n son abiertos, existen discos D;(zj,r;) contenidos en U;. Por
tanto, para todo j =1,..,nsetiene que

diam Uj > rp = 1/2min{r,j=1,...,n} > 0.

Finalmente, el Teorema 5.6 afirma que A(K) = R(K).
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A.1. Laesferade Riemann

Cuando estudiamos funciones analiticas cerca de singularidades aisladas es
interesante tratar el infinito como un punto mds, de modo que podamos hablar de
funciones continuas o analiticas en él. Para ello se introduce la esfera de Riemann
conocida también como el plano complejo extendido. Como un ejemplo considere-

mos la aplicaién z — — que tiene una singularidad aislada en z = 0 y cuya imagen
z

no contiene al 0. Aladiendo el punto del infinito, co, e imponiendo las reglas % =00

y 0—10 = 0 convertiremos a esta funcién en un homeomorfismo del plano complejo
extendido.

Definicién A.1.1. El plano complejo extendido C, estd formado por el plano complejo
mds un punto extra oo (llamado infinito). En dicho conjunto Co, consideramos la
topologia formada por los abiertos de C mds los conjuntos de la forma (C\ K) U {oo},
siendo K un subconjunto compacto de C. Estos ultimos conjuntos son los entornos de
oo (Obsérvese que realmente estamos considerando la compactificacion unipuntual de
Alexandrov).
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Los conjuntos
B(oo,r):={z€C:|z| > r}u{oo}

constituyen una base de entornos para el punto co.
Geométricamente podemos interpretar C,, como la esfera unidad

S={x, 20 eR: P+ +22=1}

en R3, estableciendo un homeomorfismo entre ambos. Dicho homeomorfismo se
conoce como la proyeccion estereografica y viene definido de la siguiente manera:
consideremos N = (0,0,1) el polo norte de S? y establezcamos una biyeccién 7 de
S?\ {N} en C para luego definir 7(N) = ooy tenerla asi definida de S? en Co:

X+i

Y (xy 2 e AN

n(x,,2) ={ 1-z’
oo, N=(0,0,1),

cuya inversa 77! : Co, — S? tiene la expresion

(2Rez,2lmz, |z|> — 1)
“1,.\ _ , z€C.
o (2)= |z|2 +1

(0,0,1), Z =00,

Geométricamente podemos pensar que para calcular la imagen de (x, y, z) € S, tra-
zamos la recta que une N con (¥, y, z) y la imagen seré el punto donde dicha recta
corte a C, reciprocamente si queremos calcular laimagen de z=x+iy e Cporzn !,
consideramos la recta que une (x, y,0) con N y tomamos el punto donde esta corta a
S2.

Utilizando esta proyeccién estereografica podemos definir el concepto de holo-
morfia en co y ver cudndo una funcién tiene una singularidad en éL

Definicién A.1.2. 1. Una funcién f : B(oo;1) — C es holomorfa en oo si la funcion
0— flw™) loesel0.

2. Una funcion f : B(oo; 1) — C se dice que tiene una singularidad aislada en oo si f
es holomorfa en B(oo, 1) \ {00}, para algiin r > 0. Dicha singularidad es evitable,
polo o esencial si lo es 0 para la funcién w — f(w™'), respectivamente.

Obsérvese que si P(z) es un polinomio es holomorfo en C y tiene un polo en co
asi que la podemos considerar como una funcién racional cuyo tinico polo es el co.

A.2. Elementos de Teoria de 1a Medida

A.2.1. Medidas complejas

Sea 9t una o-algebra en un conjunto X. Una funcién de conjunto u: 9t — C
tal que
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o0
W(E) =) u(E)) 2.1)
j=1
si {Ej}jozl < 2™ es una particién de E = U;E; € M, es decir, Ej N Ex = @ si j # k.

Obsérvese que, al contrario que para medidas positivas, la convergencia de la
serie (2.1) es parte de los requisitos. Puesto que la union de los conjuntos E; no cambia
si permutamos los indices, toda reordenacion de la serie (2.1) también converge. Asi
la serie converge absolutamente.

Si u es una medida compleja, existe una medida positiva || que domina a u
que es lo mas pequena posible. Si A es una medida positiva que domina a ¢ entonces
ME) =Y ; AEj) 2 X |u(Ej)] si {Ej}(;il es cualquier particién del conjunto E < 901.
Resulta que

|ul(E): = sup{z I,u(Ej)I},
j

donde el supremo se toma sobre todas las particiones {E;}7, < 2 de E, es una
medida positiva [13, theorem 6.2]. Claramente, || es minima respecto a la propiedad
de dominacién en el sentido que si A es una medida positiva que domina a p (|u(E)| <
A(E) para todo E € 90), entonces |u|(E) < A(E).

La medida |u| se llama medida de variacion total de u. Por otro lado, por va-
riacion total de p se entiende el ntimero |u|(X). Nétese que |u|(E) = |u(E)| pero en
general no son iguales y que si y es positiva entonces |u| = p.

Aparte de ser una medida, || es, inesperadamente, finita: |p|(X) < oo [13, theo-
rem 6.4]. |u| estd acotada, esto es, |u(E)| < |ul(E) < |ul(X) para todo E € IM(E) y, por
tanto, la imagen de || estd contenida en un disco. A veces a esta propiedad se refiere
diciendo que p es de variacién acotada.

Dadas dos medidas complejas p y fi sobre la misma o-élgebra se pueden definir
(de la forma usual) las nuevas medidas complejas @+ fi y cu (¢ € C) mediante

(u+@(E) = pw(E) + a(E)

(2.2)
(cw) (E) = cu(E)

si E € M. De esta forma, la coleccién de todas las medidas complejas en 21 forman un
espacio vectorial complejo. Si denotamos |||l = |(X), no resulta dificil comprobar
|l -]l es una norma. Asi, este espacio es normado.

Variaciones positivas y negativas

Consideremos el caso en que p sea real (tales medidas se denominan signadas).
Las medidas
pt=Apl+wi2,  p=(pl-wi2 2.3)

son positivas y acotadas y

p=pt -, =gt 2.4)
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Las medidas u* y u~ se llaman variaciones positivas y negativas de p respectivamente.
Esta descomposicién se conoce con el nombre de descomposicion de Jordan de p.
Como consecuencia del Teorema de descomposicién de Hahn! [13, theorem 6.14], de
entre todas las descomposiciones de pu como diferencias de dos medidas positivas, la
descomposicion de Jordan tiene cierta propiedad de minimalidad: si A y A, son dos
medidas positivasy u= A1 — A, entonces A; = utyd, = .

Continuidad absoluta

Sea p una medida compleja en una o-édlgebra 91 y A cualquier otra medida
en M, A puede ser positiva o compleja (recordemos que las medidas complejas
tienen rango en el plano complejo, pero el concepto de “medida positiva” incluye co
como una valor admisible. Asi las medidas positivas no forman una subclase de las
complejas).

Se dice que A es absolutamente continuarespecto a i, hecho que denotaremos
por A < u, si A(E) =0 para todo E € 91 tal que u(E) = 0. Si existe un conjunto A € M
tal que A(E) = A(AN E) para todo E € 901 (equivalentemente, A(E) =0si EN A= @),
decimos que A se concentra en A.

Dos medidas A, y A2 en 9 se dicen mutuamente singulares (1 L 1,) si estan
concentradas en dos conjuntos disjuntos Aj, A, € M.

Ahora podemos enunciar el resultado principal sobre la continuidad absolu-
ta, el Teorema de Lebesgue-Radon-Nikodym. De hecho, este es probablemente el
resultado mas importante en Teoria de la Medida.

Teorema A.2.1 (Lebesgue-Radon-Nikodym). Sea i es una medida positiva o -finita
sobre una o-dlgebra 9 en un conjunto X. Si A es una medida compleja sobre 901,
entonces

(a) existe un tinico par de medidas complejas A, y A5 en N tales que
A=Ag+ A, Aoy, Aglp.
Si A es positiva, entonces A, y As también lo son.

(b) Existe una funcién h e L' (u) tal que

Aa(E) = / hdu (2.5)
E

para todo E € .

1 Las medidas signadas descomponen X = AUB, AN B = @ de tal forma que u* (E) = u(ANE)
y u~ (E) = —u(B N E) para todo E € 1. En otras palabras, en A se concentra la masa positiva
de p y en B sumasa negativa.
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La descomposicién dada en (a) se llama la descomposicién de Lebesgue de A
respecto a .

El resultado en (b) se conoce como Teorema de Radon-Nikodym. La unicidad
de la funcién h es inmediata [13, theorem 1.39(b)]. También, si h es cualquier funcién
en L! (w), la integral en (2.5) define una medida sobre 9 [13, theorem 1.29] que
claramente es absolutamente continua respecto a u. El Teorema de Radon-Nikodym
establece el reciproco: toda A < p (en cuyo caso 1, = 1) se obtiene de esta manera.

La funcién que se obtiene en (b) se llama derivada de Radon-Nikodym de A,
respecto a . Esto se puede expresar como dA, = hdp o incluso h = dA,/d .

Si ambas medidas A y p son positivas y o-finitas, la mayor parte del teore-
ma A.2.1 sigue siendo cierto. Ahora se puede escribir X = U, X,, donde 1(X,) <ooy
W(Xy) <ocoparan=1,2,... Las descomposiciones de las medidas E — A(E N X,,) toda-
via proporciona una descomposicién de Lebesgue A y atin obtenemos una funcién i
que satisface (2.5), sin embargo, ya no es cierto que h sea integrable con respecto a ,
aunque h es localmente integrable, es decir, f X, hdu <ooparatodon=1,2,...

Por ultimo si relajamos la condicién de o-finitud, podemos encontrarnos con
situaciones en las que los dos resultados en el teorema A.2.1 no son ciertos. Por
ejemplo, sea u es la medida de Lebesgue en X = (0,1) y A es la medida contadora®
definida en la o-élgebra de todos los conjuntos medibles Lebesgue. Entonces A no
tiene descomposicién de Lebesgue con respecto a p 'y, aunque p < 1y u es acotada,
no existe h e L1 (A) tal que du = hdA.

El teorema 6.11 en [13] explica el término ‘continuidad’ en la definicién de
A « u:si g es una medida positiva y A una compleja definida en una o-élgebra 901,
entonces A < p si, y solo si, para todo € > 0 existe 6 > 0 tal que |A(E)| < € para todo
E €M con pu(E) < 8. Si he L' (u), esto se puede reescribir como

lim hdu=0.
wWE)—0 /g K

Como consecuencia del Teorema de Radon-Nikodym se tiene

¢ Si p es una medida compleja sobre una o-algebra 9t en X, entonces existe una
funcién medible Lebesgue h tal que |h(x)| =1 paratodo x € X y du = hd|v| [13,
theorem 6.12].

« SipespositivaydA/du=ge L' (u), entonces d|A|/du = |g| [13, theorem 6.13].

A.2.2. Medidas de Radon

En esta seccion recogemos los resultados esenciales sobre conjuntos localmen-
te compactos. En R” sabemos que la medida de Lebesgue interacttia muy bien con su
topologia: los conjuntos medibles se pueden aproximar por abiertos o compactosy

2 Esta medida viene definida sobre las partes 2X en cualquier conjunto X: si E c X, A(E) = o0
si E es infinito y A(E) = #E (el cardinal de E) si E es finito.
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las funciones medibles se pueden aproximar por funciones continuas. De este mo-
do, resulta interesante estudiar aquellas medidas que posean propiedades similares
en conjuntos mas generales. Ademads, resulta que ciertos funcionales lineales sobre
espacios de funciones continuas vienen dados por integracién contra tales medi-
das. Este hecho constituye un nexo entre Teoria de la Medida y Andlisis Funcional y
proporciona una herramienta para la construccién de medidas.

A lo largo de esta seccién, X denota un espacio localmente compacto. %Bx
denota la o-algebra de Borel sobre X, es decir, la o-4lgebra generada por los abiertos
de X:las medidas sobre 2x se llaman medidas de Borel. Las uniones/intersecciones
numerables de conjuntos cerrados/abiertos se denominan conjuntos Fy/Gg.

Funcionales positivos en C;(X)

Recordemos que C.(X) denota el espacio de las funciones continuas con so-
porte compacto en X. Un funcional A en C.(X) se dice positivo si A f = 0 siempre que
f=o.

Si p es una medida de Borel positiva localmente finita, es decir, ©(K) < co para
todo subconjunto compacto K c X, entonces C.(X) c ! (1) y por tanto, la aplicacién
-/ x fdu define un funcional positivo en C;(X). El Teorema de Representacion de
Riesz afirma que el reciproco también es cierto, es decir, que todo funcional positivo se
construye de esta forma. Ademads, la unicidad sigue si se imponen ciertas condiciones
de regularidad a p. Estas condiciones son las siguientes: si ¢t es una medida de Borel y
en un subconjunto de Borel E c X,

» es regular exterioren E si
w(E) = inf{u(U) / Ec U, Uabierto}
 (es regular interioren E si
W(E) = sup{u(K) / K < E, K compacto}.

Una medida regular exterior e interior en conjuntos de Borel se dice regular. Resul-
ta que la regularidad de una medida impone serias restricciones cuando X no es
o-compacto. La nocién adecuada es la de medida de Radon: aquellas que son local-
mente finitas, regulares exteriores en conjuntos de Borel y regulares interiores solo en
conjuntos abiertos. Cabe sefialar que las medidas de Radon son regulares interiores
en subconjuntos o-finitos.

Ahora podemos enunciar el Teorema de Representacion de Riesz para funcio-
nales positivos. Para su enunciado usaremos la siguiente notacién: si U c X es abierto
y fe€CX(X), con f < U sedebe entenderque0< f<1ysopfcU.

Teorema A.2.2. Si A es un funcional lineal positivo sobre C.(X), entonces existe una
tinica medida de Radon tal que Af = [ x fdp para cualquier f € Cc(X).
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Ademds 1 satisface

) =sup{Af / f € Cc(X), f < U} para todo abierto U < X (2.6)

wK) =inf{Af / f € Cc(X), f = xx} para todo compacto K < X. 2.7)

A.2.3. FEldual de Cy(X). El Teorema de Representacion de Riesz

Si X es un espacio topoldégico Hausdorff, Cy(X) es la clausura uniforme de
C.(X) y por tanto, si y es una medida de Radon en X, el funcional Af = fodu
extiende continuamente a Cy(X) si, y solo si, estd uniformemente acotado respecto a
la norma uniforme. De la igualdad (esto es un caso particular de (2.6))

u(X)=sup{/ fdu/fecc(X),Ostl}
X

y el hecho que |fod,u| < fX | fl1du, esto sucede precisamente cuando p(X) <ocoy
en este caso ((X) coincide con la norma de A como operador. Esto identifica los
funcionales lineales acotados y positivos en Cy(X): vienen dados por integracién
contra una medida de Radon positiva.

El Teorema A.2.3 extiende este resultado e identifica el dual (C,(X))".
Teorema A.2.3 (de Representacion de Riesz). Sea X un espacio Hausdorff localmente
compacto. Para p € M(X) y f € Co(X) sea Ayf = fodu. Entonces la aplicacion
p— Ay es un isomorfismo isométrico entre 4 (X) y (Co(X))".

Aqui 4 (X) denota el espacio de las medidas complejas de Radon, es decir, aquellas
cuyas partes real e imaginaria son medidas signadas cuyas variaciones positivas y
negativas son medidas de Radon. Para u € 4 (X), llull = |pl(X) denota la variaciéon
total de p. Si 1 es una medida de Borel compleja entonces p es Radon si, y solo si, |y
es Radon. Ademads, en este caso, .4 (X) es un espacio vectorial y | || una norma en élL.

A.3. Producto de medidas de Radon. El Teorema de Tonelli-Fubini

En esta seccidn recogemos las propiedades mas relevantes que presentan las
medidas de radon en espacios producto. Sean X e Y dos espacios Hausdorff local-
mente compactos y nx, 7y las proyecciones de X x Y sobre X e Y, respectivamente.

SiMx y My son o-dlgebrasen X e Y, la o-digebra productoen X x Y, Mx .y
es aquella generada por las preimégenes 71;(1 (Ex)y n;l (Ey) donde Ex y Ey recorren
todos los medibles Ex c M x y Ey < NMy.
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Definicién A.3.1. A cada funcién f en X x Y y a cada x € X se le asocia una funcion

() =fxy).
Andlogamente, siy €Y, fY es la funcion definida en X por f7(x) = f(x, ).

Teorema A.3.2. Sea f un funcion My x Y -medible eb X x Y. Entonces,

1. Para cada x € X, fy es una funcion My -medible.
2. Paracaday€Y, fY es una funcion My -medible.

Teorema A.3.3. Sean (X;Mx, u) e (Y;My, A) espacios de medida o -finita, y sea f una
funcion Mxxy.

1.Si0< f<oo,ysi

(p(x):/fxd/l, w(y):/fydu (xeX,yeY) (3.1
Y X

entonces @ es Mx -medible, y(y) esNy -medible, y

/(pdu:/ A)z/wd/l. (3.2)
X XxY Y

(p*(x):/lflxd)L y /(p*dy<oo, (3.3)
Y X

2. Si f es compleja y si

3. Si fe LY (ux A), entonces fy € L1 (A) para casi todo x € X, f¥ € L' (u) para casi todo
y € Y; las funciones ¢ y v definidas por (3.1) en casi todo punto estdn en L' (1) y
L, respectivamente, y se verifica (3.2)

A.4. ElTeorema de Hahn-Banach

Teorema A.4.1. Sea M un subespacio de un espacio vectorial normado V. Si A un
funcional lineal acotado en M, entonces A puede ser extendido a un funcional lineal
acotado A en'V tal que | A = || Al

Comentarios:

e Que A sea una extension de A significa que Ax = Ax para todo x € M.
e Lasnormas ||All y | All se entienden calculadas respecto a sus respectivos domi-
nios, es decir,

IAl={IAx]/xeM, Ixl<1},  [Al={lAx|/x€V, x| <1}.

 El cuerpo de escalares puede ser tanto R como C, es decir, V puede ser un espacio
vectorial real o complejo. De hecho las demostraciones en ambos casos son
idénticas.
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Como consecuencia tenemos

Corolario A.4.2. Sea M un subespacio de un espacio vectorial normado V. Entonces
Xo € M si, y solo si, cualquier funcional lineal acotado A en V que se anula en M
también lo hace en xy, es decir, si Ax = 0 para todo x € M entonces Axy = 0.

Demostracién. Por continuidad, si xp € M y A| u = 0 entonces Axp = 0. Reciproca-
mente, supongamos que Xy ¢ M. Entonces existe § > 0 tal que para todo x € M
lx—xoll > 8. En el subespacio M generado por M y xy definamos el funcional Aen M
mediante A(x + Axg) = A. Puesto que

lx+Axoll = Al x/ A+ xoll = |A16

para x € My A # 0 vemos que A define un funcional lineal acotado en M con norma
|All < 1/6. Puesto que por construccion A|1’v1’ =0y Axp =1, el Teorema de Hahn-
Banach permite extender Aa V. O

A.5. Particiones de la unidad

Las particiones de la unidad constituyen un recurso que, en la categoria C*,
permite construir (0 ensamblar) objetos globales a partir de datos locales. Siguiendo
[8], en esta seccién mostramos como construirlas.

Nuestro primer objetivo es construir una funcién C* ¢ : C — [0, 1] tal que, si
0O<a<b

(i) pz)=1silzl=a,
(ii) O0<@p(z)<lsia<]|z|< b,
(iii) @(z)=0silz|=b.

Primero consideremos la funcién a : R — R

o 0, sit<0
alt) =
eV sir>0

ysea B(t) = a(t—a)a(b—1). Siy(t) = ftbﬁ(s)ds/f:ﬁ(s)ds, la funcién ¢(z) = y(|zl)
cumple (i)-(iii).
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I y:l I I
\ [ O\ e
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a b t -b -a 0 a b

LemaA.5.1. Sea K c C es compacto y Q > K abierto. Entonces existe una funcion
peCPW) talqued=¢p=<lyp=1lenk.

Demostracién. Para cada w € K sean A, < Uy, < Q discos centrados en w y elijamos
una funcién ¢, € C*®(Uy,) con soporte en U, talque0< ¢, <lenCyg, =1enA,,.
Puesto que K es compacto, un namero finito de discos ij (j=1,2,...m) recubren
K. Ahorala funcibon ¢ =1 - 1'[].:1 (1 - ¢@uw;) cumple la tesis del lema. O

Teorema A.5.2. Sean w; € Aj < U; una coleccion finita de discos centrados en los
puntos w;. Entonces existen funciones ¢ € C°(U;) tales que0<pj<lenCyy ;=
lenUjA;j.

Demostracion. Sig | las funciones consideradas en la demostracion del lema anterior,
sean D; discos centrados en wj, Aj < D;j tales que ¢; > 1/2 en DLSea v la funcién
que proporciona el lema anterior aplicado al compacto K = U;A; y al abierto Q =
U;D;.Si

_ Qj
¢ kawk’
¢ € C*°(C) ya que en un entorno de  la suma ¥ ¢ es mayor que, por ejemplo, 1/4
yy =0enC\Q. Trivialmente, 0<¢p <1y} ;pj=y=lenUjA;cK. m|

A.6. Soluciones globales de la ecuaci6n @

Proposicién A.6.1. Si f € CE (©), entonces
1 [df/ow(w)
f(2) = —/ f—dA(w) 6.1)
T)e z-w

Demostracion. Por laregla de la cadena (ver la observacion A.6.2), en coordenadas
polares tenemos

9 _1,io (i W i)

oz 2° \ap T p00)
Una demostracién alternativa va como sigue: s6lo hemos de determinar dos funciones
A= A(p,0) y B=B(p,0) tales que 0/0z = A0/0p + B0/00. Para ello basta testar esta
igualdad para las funciones f y f donde f(z) = z = pe'?; para la primera tenemos
e? A+ieoB =0y, paralasegunda, e 0 A—ie ¥pB = 1. Asi

(6.2)
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A+ipB=0 . .
ot = A=e"12,B=ie"/2p.
A-ipB=¢'

Para z = 0, el lado derecho de (6.1) es igual al limite cuando € — 0% de

-5 / / 7 ( iof ) dodp 6.3)

y puesto que para cada p > 0 la funcién 6 — f(Qew) es 2n-periddica, la integral de
0f/00 es 0. (6.3) es por tanto igual a

2w ooaf 1
2 /o alH/tg %dp f(se )d@mf(O)

T 2m o

ya que f(geie) — f(0) uniformemente cuando £ — 0*. Esto prueba (6.1) para z = 0. El
caso general sigue aplicando éste a las trasladadas de f:siaeCy f,(z) = f(a+ z), de
(6.1) para z = 0 tenemos

f(@) = f;(0)= dA(w)

__1/ 0f 1010 (z+ w)
B T Jc w

/dfz/c')w(w)
T[ C w

dA(w)

:l/aflau'/(w)dA(w)
TJc

Z—Ww

haciendo el cambio de variables w < z+ w ya que, como se puede comprobar f4cil-
mente, df,/0w(w) =0f/0w(z+ w). O

Observacién A.6.2. Como se ha dicho anteriormente, (6.2) también sigue de la regla
de la cadena, a saber,
0 o0x0d O0dyad 0 0
———+-=-—=cosf—+senl —
%0 0dpdx dpdy VaxTHNYGy
0 0x0d 0dyad

0
— =—psenf— +pcosf

30 009x 00y ox ay’

por lo que 3/9x = (pcos0d/dp —senfd/060)/p y 0/dy = (psenfd/dp + cos8d/36)/p
Asi,

=3
Nl

/_.\

0 0 1 . 0 (—senf+icosf) 0
+i—|== (c059+tsen9)—+——
ox oy) 2 oo 1Y) 00

((cos@ + zsenH)i + —(cosH + zsene)i)
do o 00

iei+'zea) 1eze(a+’6)
0p o 00) 2 0p a0

N = va—* NI'—*

/—\
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Corolario A.6.3. Sea Q) c C abierto y acotado. Supongamos que f € C'(Q) es acotada y
sea

u(z):l/ MdA(w),zeQ. (6.4)
T faz-—w

Entonces u€ C*(Q) youl/dz = f enQ.

Demostracién. Podemos considerar que f estd definida en todo C sin mds que hacer
f =0fuerade Q. Asi (6.4) se puede escribir como

u(z) = L / TE=W) ). 6.5)
T JC w

Puesto que en esta expresion se puede derivar bajo signo integral, u € C'(Q).
Fijemos a€ Qysea ¢ € CL(Q) tal que ¥ = 1 en un entorno U de a. Si reempla-

zamos f por (1 —v)f en (6.4), la funcién resultante es holomorfa en U y, por tanto, f

se puede reemplazar por v f para el computo de d f/9z(a). De modo que, por (6.1)

Ou 4y = z/wmm
0z T Jc w
_1 [owf)low(w) _
= n/c—z—w dA(w) = (y f)(a)
yaque w f € CL(C). Pero w(a) = 1, por lo que, du/dz(a) = f(a). O

Como ya se ha mencionado en la seccién 4, este corolario combinado con el
Teorema de Runge permite probar que la ecuacion (4.1) admite soluciones globales
cualesquiera que sean Qy f € C1(Q).
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HIS MEMOIR swivels around Runge’s approximation Theorem about which

two proofs, both based on Cauchy’s integral formula, are given. The first
uses the fact that Cauchy’s kernel is rational and the second, also classic
and with a functional analysis taste, is founded in Riesz representation The-
orem. As a novelty, we include an intriguing relation between Runge’s the-
orem and partial differential equations, in this case, the non homogeneous
Cauchy-Riemann equation. Due to the complexity of its proof, we only formu-
late Mergelyan’s theorem and prove some generalization of this theorem.

1. Introduction

G IVEN a compact subset K c C: let P(K) be the uniform closure in C(K)
of holomorphic polynomials, R(K) the uniform closure of rational func-
tions with poles off K and A(K) the subalgebra of C(K) consisting of those
continuous functions on K which are holomorphic in K°. The inclusions
P(K) < R(K) < A(K) < C(K) are evident, as it is the fact that A(K) = C(K) if, and
only if K =@. The Aproximacion Problem consists in finding conditions on
an given function f e C(K) so that f € R(K) or f € P(K), or to decide for which
compact sets K one has P(K) = A(K) or R(K) = A(K).

In this manuscript we carry out a fairly comprehensive study of Runge’s ap-
proximation Theorem to the extend that, under suitable hypothesis, holomor-
phic functions can be locally approximated by rational ones.

Two non standard features of this work lie in the fact that we present a relation
of Runge’s Theorem with the problem of solving the d problem with certain
estimates.

2. Runge’s theorem

Runge’s theorem claims that if K is a compact subset of C, E = {a;} a set with a
point in each connected component of C\K and f € H(K) then, for £ > 0 it exists
a rational function Ry with poles in E such that

1f(2) - Re(2)| <&, zeK.
So, let Q be an open of € and K « Q compact. Then the following are equiva-
lent:
= No connected component of Q\ K is relatively compact in Q.
= Every bounded component of C\ K intersects C\ Q.

= Every f € H(K) can be approximated, uniformly on K, by rational functions
with poles outside Q.

= Every f e H(K) can be approximated, uniformly on K, by functions holomor-
phic on Q.

= For every a € Q\K, it exists h a holomorphic function on Q such that
|h(@)| > ||l = max{|h(2)|,z € K}.

= K = R, where R is the polynomial convex hull of K. This means that K and
Q has the same “holes "

3. equation

Let fe C¥(Q). The 8 equation consists in finding another function u € C*(Q)
such that du = f in Q, where

du=

ou 1 (614 _Bu)
—==|—+i—|.
0z 2\ox dy

Runge’s theorem shows that the inhomogeneous Cauchy-Riemann equation
du = f has a solution on any open subset Q of C. Moreover, the next two prob-
lems are equivalent:

TRABAJO FIN DE GRADO, Convocatoria de Julio, 2018

A problem: Let K be a compact and Q2 an open such that K c Q. Every holo-
morphic function on K can be approximated by holomorphic functions on Q?
H problem: Given ¢ >0 and f € C*(Q) such that Knsopf=g. Can we find a
solution u € C®(Q) to du = f in Q such that |u(z)| <&,z € K?

4. Mergelyan’s theorem

According to Mergelyan’s theorem, if K is a compact set in the plane whose
complement is connected, and f € A(K), then for all £ > 0 there exists a polyno-
mial P such that

|f(2)=-P(2) <€, zeK.

However, what would happen if C\ K is not connected? In case C\K has finitely
many connected components, we can extend Mergelyan's theorem replacing
polynomials with rational functions with poles in C\K. This will be accomplished
with the help of the important localization theorem by Bishop.

On the other hand, if C\K has a infinite number of connected components there
are compact sets for which Mergelyan’s theorem does not hold. We outline the
construction of such an example, know as a Swiss cheese set (Alice Roth,
1938): ~
F=D\UZ, 8,

where D is the closed unit disc and {4 ;= D(z;,r;)} is a countable family of open
discs with the following properties:

= The &; <D are pairwise disjoint.

=yr<l

aD\U A contains no disc, that is, # has no interior.
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