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Resumen - Abstract

Resumen

En la presente memoria se estudian diversos métodos iterativos para resolver
sistemas lineales de ecuaciones. Inicialmente se incluye una breve introduccion
sobre los métodos directos. A continuacién se pasa a analizar los métodos iterati-
vos cldsicos de Jacobi y Gauss-Seidel asi como la convergencia, particularizando
en el andlisis de las matrices estrictamente diagonal dominantes e irreducible-
mente diagonal dominantes. Asimismo, se considera el método de relajacion,
estudiando su convergencia en funcion del pardmetro de relajacion, en concreto
para matrices consistentemente ordenadas. También se introduce otra clase de
métodos iterativos basados en subespacios de Krylov: el método del Gradien-
te Conjugado para matrices simétricas y definidas positivas, y el método del
residual minimo generalizado para cualquier matriz arbitraria. Finalmente se
presentan algunos ejemplos comparando los diferentes métodos segin su tiem-
po CPU, error y numero de iteractones para sistemas lineales resultantes de
la discretizacion espacial de la ecuacion en derivadas parciales con coeficientes
constantes de tipo difusion-conveccién-reaccion.

Palabras clave: Métodos iterativos-Jacobi- Gauss-Seidel-Subespacios de Krylov-
Gradiente Congjugado-Residual minimo generalizado-Precondicionamiento-
Discretizacion espacial de EDPs.



Abstract

In this project several iterative methods are studied to solve linear systems of
equations. First, a brief introduction about the direct methods are included.
Nezt, the classic iterative methods of Jacobi and Gauss-Seidel are considered.
A convergence analysis focusing on strictly diagonally dominant and irreducibly
diagonally dominant matrices is presented. Likewise, the relaxation method is
considered by studying its convergence as a function of the relaxation parame-
ter, specifically, for consistently ordered matrices. Also, other classes of iterative
methods based on Krylov subspaces are introduced: the Conjugate Gradient met-
hod, for symmetric and positive definite matrices, and the generalized minimal
residual method for any nonsingular matriz. Finally, some examples are illus-
trated comparing the different methods according to their CPU time, error and
number of iterations for linear systems arising from the spatial discretization of
diffusion-convection-reaction partial differential equations with constant coeffi-
cients.

Keywords: Iterative methods-Jacobi-Gauss-Seidel-Krylov subspaces-Gradient

Conjugate-Generalized minimal residual-Preconditioning-Spatial discretization
of PDEs.
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1

Métodos iterativos basicos

1.1. Introduccién

A lo largo de este trabajo estudiaremos diferentes métodos para resolver grandes siste-
mas lineales de ecuaciones

Az =b conA € RN Nregular, b € RY, (1.1)

o bien, en forma desarrollada
N
> anjz; = by, k=1,...,N,
j=1

con x4« = A~1b € R solucién tnica. Mediante métodos directos se obtiene la solucién exacta
en un numero finito de pasos. El método directo mas clasico es el método de la Eliminacién
Gaussiana, el cual consiste en descomponer la matriz A en el producto LU donde L es una
matriz triangular inferior y U es matriz triangular superior, de modo que el sistema Ax = b
resulta equivalente a dos sistemas triangulares Ly = by Uz = y que a su vez se resuelven por
sustitucién hacia delante y hacia atrds. En [3, Cap.3-4] pueden encontrarse diversos resultados
que permiten garantizar la existencia de una descomposicién LU bajo condiciones adecuadas.
En particular, de [3, p.144], si det(A(1 : k,1: k)) # 0 para k = 1,..., N, entonces existe una
tnica descomposicion A = LU, con l;; = 1,1 <7 < N.

Por otra parte, si A es una matriz simétrica y definida positiva, es decir, AT = Ay
wT Aw > 0 para todo w € RV\{0}, entonces A se puede factorizar de forma tnica segin la
descomposicién de Cholesky como A = LLT donde L es una matriz triangular inferior con
elementos diagonales positivos [3, p.163]. Por tanto, determinar la solucién del sistema Az = b
equivale a resolver dos sistemos triangulares Ly = by LTz = y.

Tanto la descomposicién LU como la de Cholesky requieren O(N?) operaciones.

Otro tipo diferente de descomposiciéon para una matrix rectangular A se denomina
descomposicién QR, que consiste en factorizar A € RM*N en un producto de una matriz
ortogonal @ € RM*M v yna matriz triangular R € RMXN | (ver [3, p.245]). Recordemos que
una matriz Q € RM*M ge dice ortogonal si QQT = QT Q = I. Ademds, la matriz rectangular
R € RMXN ge dice triangular superior si R;; = 0, para todo i > j.

En particular, esta descomposicién QR se utiliza para hallar las soluciones de proble-
mas de minimos cuadrados. Ademsds, el sistema de ecuaciones normales AT Az = AT b puede
simplificarse en dos sistemas més sencillos y = QTby R =y, ya que 0 = AT (b — Azx) =
RTQT(b— Az) = RT(QTb — Rx).

Finalmente, el calculo de las matrices Q y R puede realizarse en O(M N?) operaciones
por muchos algoritmos entre los que destacaremos: el método de Householder que podemos
encontrar en [3, p.248], una modificacién del método de ortonormalizacién de Gram-Schmidt
y el método de rotaciones de Givens que veremos en el Capitulo 2.

A continuacién introducimos un ejemplo donde se refleja el alto coste computacional
que pueden conllevar los métodos directos.
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Ejemplo 1.1. El problema de Dirichlet para la ecuacién de Poisson con condiciones de frontera
homogéneas en el cuadrado unidad,

0%u  0%u 2
58 5 = en 2:=(0,1)% (1.2)
u=20 en I := 8[07 1}27

donde f : [0,1]2 — R es una funcién continua y la funcién u : [0, 1]2 — R debe determinarse.
Asumimos que el problema (1.2) tiene una unica solucién u que es continua y dos veces
continuamente diferenciable en (2.

Consideramos una malla de puntos equidistantes que abarque [0, 1]2

=kh, y; =jh, k,j=0,1,..M+1, h= 1.3
Tk Y =J J + M1 (1.3)
Con respecto a la malla (1.3), la ecuacién de Poisson —g%ﬁ — 32712‘ = f se considera

solamente en el interior, con puntos (zy,¥;), 1 < k, j < M, mientras que las derivadas parciales
se aproximan por diferencias centrales de segundo orden,

9*u —u(zp_1,Y5) + 2u(@g, y5) — w(@ry1,y;)

_@(xkvyj) = 12 + O(h?),
2 _ . 2 ) .
—ng(xk,yj) _ u(xg,yj—1) + U(}:Jzk,yg) w(Tp, Yj4+1) +O0?), (1.4)
k,j=1,.., M,

siempre que u € C*([0, 1]2). Truncando los términos O(h?) en (1.4), se obtiene el sistema lineal
de N = M? ecuaciones lineales

~Up—1,j — Uk jo1 +4Uk; — Upjo1 — Upy1; = R fry,  1<j k<M (1.5)

para las aproximaciones, Uy ; =~ u(zg,y;) con Uyo = Up,j = 0y fr; = f(xk,y;) para
k,j=1,2,...,M, donde la matriz asociada se puede escribir como
A g
_ -
A I A
o=
7 A1)

con A = Tridiag(—1,4,—1). En la Seccién 3.1 se dard una expresién ain més compacta
para la matriz A usando el denominado producto de Kronecker de matrices.
En concreto, las ecuaciones (1.5) se escriben en forma matricial de la siguiente manera,
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r4 —1 —1 7
. Ui fi,1
-1
L1 .
-1 4 -1 : .
-1 4 -1 i Ui,2 f1,2
L . .
. | . : :
-1 -1 4 . Unr,2 fum2
3 — h2 .
—1
—1 X X
Ui, m fi,m
1 y—] ; ’
-1
-1 Un,mr far, v
i -1 1 4
=A

La matriz A € RVXY es una matriz sparse (dispersa) y servird de referencia para las
clases de matrices que introduciremos en el desarrollo de este capitulo.

Observacion 1.2. En el lado izquierdo de la ecuacién (1.5) aparecen aproximaciones para
u(z,y) en el punto (zy,y;) y cuatro puntos vecinos (Ty+1,¥;+1) para todo (i,7). Por ello el
esquema es conocido como férmula de 5 puntos. Por otra parte, el orden dado en la cuadricula
de puntos para obtener la formulacién matricial se conoce como orden lexicografico (por filas).

En las siguientes secciones, introduciremos los métodos iterativos de Jacobi, Gauss-
Seidel y sobre relajacion sucesiva. En general, estos métodos consideran un vector inicial arbi-
trario z(®) y calculan sucesivamente vectores 2z 2@ 23 . de acuerdo al método aplicado.
Cualquiera de estos métodos involucraran:

= Una o dos operaciones matriciales, cada una de las cuales requiere N2 multiplicaciones.

= Varias operaciones pequeiias, por ejemplo, calcular la suma de vectores que requiere un
total de O(NN) operaciones aritméticas.

En total, la ejecucién de una sola iteracién requiere O(N?) operaciones aritméticas.
Si el rendimiento del método iterativo es suficientemente bueno después de un nimero consi-
derable de n < N iteraciones, entonces la cantidad total serd considerablemente menor que
O(N?3) operaciones ariméticas, que es el costo asociado a métodos directos como la eliminacién
gaussiana, la descomposiciéon de Cholesky o la factorizacién QR.

En el Capitulo 2 presentaremos los subespacios de Krylov en los que se basardn los
métodos iterativos que estudiaremos: método de Gradiente Conjugado para matrices simétricas
y definidas positivas y su variante GCNR para el caso general tratado a través del sistema
de ecuaciones normales AT Az = ATb. Seguidamente desarrolaremos el método del residual
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minimo generalizado para cualquier matriz regular. Por ltimo se presentarian sus variantes
precondicionadas para una mayor eficiencia de los métodos.

Finalmente, en la Seccién 3 se realizaran diferentes ejemplos en Matlab comparando los
tiempos de computacién, los errores y el niimero de iteraciones de los métodos tanto directos
como iterativos.

Observacion 1.3. Durante las siguientes secciones haremos uso de la siguiente notacién. Sea
A = (ay) € RNXN vy 4 € RN, definimos las siguientes normas.
La p-norma de la matriz A es

[Allp := méx [lAv]p, 1<p<oo (1.6)
lollp=1

1/p
n
donde la p-norma del vector v es ||v]|p := | > |v;|P , 1<p<oo, y|v|lw= max |vj|
j=1 1<j<n

N N
R d; Allr == A ij A = A il
ccordemos 4] = mix 3 foig| ¥ Allo = mix 5% Ja
Por otra parte, sean Ay, ..., A\ autovalores de A, denominamos al radio espectral de A
como
A) = ax | Al
p(4) i:T...,Nl il
Con esto, ||All2 = v/p(A*A) siendo A* la matriz traspuesta conjugada de A. Ademds, si A es

simétrica, ||A|l2 = p(A).

Finalmente, definimos el nimero de condicién de A regular con respecto a la norma
matricial || - || como el nimero real cond(A) := ||A||||A~||. En particular, denotamos condy(A)
al ndmero de condicién de la matriz A con respecto a la norma (1.6). Ademds,

Amax (A*A
conda(A) = M
/\rm'n(A*A)
Por otra parte, es interesante tener en cuenta el nimero de condicién espectral

max{|\i(A)/i=1,...,N}
min{|A;(A)/i = 1,...,N}

condsp(A) :=

Claramente, condz(A) = condsp(A) si A es simétrica.

1.2. Meétodos iterativos de punto fijo y algunos tipos
especiales de matrices

Una clase de método iterativo que produce una aproximacién a la solucién z. de la
ecuacién (1.1) es la obtenida reformulando Az = b como una ecuacién de punto fijo de la
forma:

r=He+z (1.7)

donde H € RNXN es una matriz de iteracién adecuada y z € RN un vector fijo. Luego, lo
nico que necesitamos exigir es que la solucién z. € RY sea el tinico punto fijo de (1.7). La
iteracién del método del punto fijo que corresponde a (1.7) viene dada por

x(n+1) _ Hﬂf/‘(n) +2z, n=0,1,.. (1'8)

donde z(® € RN es un vector inicial arbitrario.
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Definicién 1.4. El método de punto fijo (1.8) para determinar la solucion x. € RN de (1.1)
es convergente si, para cualquier valor inicial (00 € RN | se cumple

lim [z — .| =0
n—oo
donde || - || : RN — R es una norma vectorial cualquiera en RN . En caso de que el método no

converja, entonces se dice divergente.

Observacidn 1.5. En lo que sigue denotamos por o [M] al conjunto de autovalores, o espectro,
de la matriz M y p(M) = méx |A| su radio espectral.
A€o (M)

Dada una norma vectorial ||-|| en RY consideramos la norma matricial inducida definida
M.
como ||M]| = sup”” ﬁ” = sup ||Mz| con M € RNXN_ Observar que |M| > p(M), pues
z#£0 || lzl|=1

tomando A € o [M] con || = p(M) y v # 0 autovector de M asociado a X, entonces || M| >
Mv Al||v

2o _ NIl _
llll llvll

Para abordar la convergencia de métodos iterativos de punto fijo consideramos el si-
guiente Teorema (de Von Neumann) cuya prueba puede encontrarse en [5].

Teorema 1.6. ([5, p.256]) Para una matriz A € RNXN los siguientes enunciados son equi-
valentes:

1.o[A] C{AeC: |\ <1}

2. Eaiste una norma vectorial || - || : RN — R tal que | A < 1.
o0

3. La serie Y, AY es convergente.
v=0

4. AY = 0 para v — oo.

Si se cumple al menos una de las anteriones condiciones, entonces (I — A)~! = Dol A,
Teorema 1.7. El método iterativo (1.8) es convergente si y sdlo si p(H) < 1.

Demostracién. Puesto que z« = Ha« + 2, se tiene que z("+1) — z, = H(x(”) —z4), n > 0.
Luego,

o™ — g =H" (2D —z.)  ,n>0 (1.9)
Por lo tanto, la convergencia es equivalente a que se verifique la condicién H™ — 0 para
n — oo. Esto es a su vez, por el Teorema 1.6, equivalente a p(H) < 1. O

A efectos de mejorar la tasa de convergencia del método (1.8) interesa que p(#) sea lo
menor posible. Esta afirmacién esta justificada por los dos resultados siguientes.

Lema 1.8. Para toda matriz H € RN*N o para cada € > 0 existe una norma vectorial
-1l : RN = R tal que |H|| < p(H) +e.

Demostracién. Definiendo a := obtenemos p(aM) = ap(H) < 1y, por el Teorema 1.6,

1
p(H)+e
existe una norma vectorial || - || : RN — R tal que ||[aH| < 1. Luego, ||H|| < p(H) +¢. O

Como una consecuencia directa del Lema 1.8 y la Observacién 1.5 obtenemos el siguiente

Corolario 1.9. Para toda matriz H € RVXN |

p(H) = Inf{||H||/ || - ||[norma matricial inducida por una norma vectorial real}.
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A continuacion, estudiaremos un teorema que nos proporciona una cota del error.

Teorema 1.10. Sea H € RVN*N yna matriz arbitraria. Para cada € > 0, existe una norma
vectorial || - || : RN — R tal que el método iterativo (1.8) cumple

2™ — 2.l < (p(H) + &)™z — 2],  n>0.

Demostracién. Aplicando (1.9) y el Lema 1.9, tenemos que
) — 2| < [H|"|2©@ = 2| < (p(H) + &)@ —z.]l, n=0,1,.. ]

Antes de introducir los métodos iterativos cldsicos, consideramos algunas clases de
matrices especiales.

Definicién 1.11. Una matriz B = (by;) € RNXN se denomina reducible si existen conjuntos
K,J c{1,..,N} tales que

K#0, J#0, KNnJ=0, KuJ=1{1,..,N},

b =0, VkeK, jE€J. (1.10)

En otro caso, la matriz se dice irreducible.

1 20
Ejemplo 1.12. La matriz |—1 1 0| es reducible considerando K = {1,2} y J = {3}.
3 01

Observacion 1.13. Sea Az = b un sistema de ecuaciones con A regular. Si la matriz A =
(ar;) € RNXN es reducible, entonces el sistema lineal se puede descomponer en dos sistemas
m4és pequetios con dimensiones |K| y |J|. En efecto de la Definicién 1.11

(i) Primero, determinamos las incégnitas zy, para k € K:

Zaijj = by, ke K.
JEK

(ii) Luego, determinamos las incégnitas xj, para k € J:

Zakjl‘j=bk—zaijj, ke J.

JjE€ET JEK

El siguiente resultado describe cudndo una matriz tridiagonal es irreducible. Observe-
mos que A = (a;;) € RVXV es tridiagonal si a;; = 0 para todo i,j € {1,..., N} con |i — j| > 2.

Proposicién 1.14. Una matriz tridiagonal es irreducible si y sélo si cada uno de sus elemen-
tos no diagonales son distintos de cero.

Demostracion. Sea B = (by;) € RN*N una matriz tridiagonal.
” = ” Supongamos que B es irreducible y veamos que los elementos no diagonales son
distintos de cero.

Para cualquier indice k. € {1,..., N — 1}, definimos los conjuntos K = {1,....,k«} y
J ={k«+1,...,N}. Para cualquier k € Ky j € J con |k—j| > 2 se tiene que by; = 0 y debido
a que la matriz B es irreducible, entonces by, 1,41 # 0. Andlogamente, podemos concluir que
bk, +1,k, 7 0 intercambiando los papeles de Ky J.
? <=7 Sean ahora dos conjuntos cualesquiera K, J C {1,..., N} verificando (1.10). Entonces
existen k € K,j € J adyacentes, es decir, j = k+ 1 o j = k — 1. Por hipdtesis, para estos
indices by; # 0. Por tanto, B es irreducible. O

A continuacién veamos algunas propiedades de las matrices irreducibles.
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Lema 1.15. Sea B = (by;) € RVN*N una matriz irreducible.
1. Para cada matriz diagonal D € RNXN 1o matriz B+ D es irreducible.

2. Sicr; €R, con ci; # 0, entonces la matriz (cx;by;) € RNXN s irreducible.

Demostracién. Siuna matriz es irreducible, entonces esta propiedad, por definicién, no cambia
si se anaden elementos arbitrarios a la diagonal. También se mantiene la propiedad si se
multiplican los elementos no diagonales por cantidades no nulas arbitrarias. O

Definicién 1.16. Una matriz B = (by;) € RNXN se dice irreduciblemente diagonal domi-
nante por filas si B es irreducible y, ademds, satisface que

N

> lbksl < lbkel, k=1,...,N.

i=1

v (1.11)
> |bkjl < |bkkl,  para al menos un k€ {1,...,N}.

j=1

i#k

Definicién 1.17. Una matriz B = (by;) € RV*N se dice irreduciblemente diagonal domi-
nante por columnas si B es irreducible y, ademds, satisface que

N

kZ bkl < 1bj5l, §=1,...,N.

=1

i#k

N

> |brjl < |bjjl, para al menos un j € {1,...,N}.
k=1

J#k
Ejemplo 1.18. La matriz correspondiente al Ejemplo 1.1 es una matriz irreduciblemente dia-
gonal dominante por filas y columnas.

Teorema 1.19. Si una matriz B = (by;) € RVXN es irreduciblemente diagonal dominante,
entonces es Tegular.

Demostracion. Presentamos la prueba para el caso de dominancia diagonal por filas. Para
el caso por columnas es andloga. Por reduccién al absurdo, supongamos que B no es una
matriz regular. Entonces existe un vector 2 € RN, x # 0, tal que Bz = 0. Definimos los
conjuntos de indices K := {k / |zk| = ||z]|loc }, T = {k / |zk| < ||Z]|cc }- Es claro que KU T =
{1,..,N}, KNJ =0y K # (. Entonces, también J # 0, pues de lo contrario |zj| = ||z]|co se
cumpliria para todos los indices k, y entonces, dado que Bz = 0,

N

lbkkllzel <> 1bjllasl, k=12 .,N

j=1

s
producirfa una contradiccién con la segunda condicién de (1.11). Ahora, como B es irreducible,
existen kx € K, j« € J, con by, j, # 0. Luego,

N
|1
b < b i
bk ke | < 2:1 | m||xk*‘,

JFkx
|5, |

2k, |

siendo [by. 1, | # 0, 2 < 1y || < [ak, | = [l2lloo para j € {1,..., N}. Luego,

|k, |
JF ks JF#kx

- ol _
> Ibk.l < > bkl
j=1 Jj=1

lo que contradice la primera condicién de (1.11). O
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1.3. Meétodo de Jacobi

RNXN

Dada una matriz A € regular y un vector b € RN, el sistema lineal (1.1) es

equivalente a decir que:

N
appTr = by — Z a;x;, k=1,.., N. (1.12)

j=1
i#k
Podemos escribir (1.12) en forma matricial como Dz = b— (L + R)z usando la descomposicién:

A1l e e alN a1 0 0 0 0ai2 ... ain
= + | +
. . AN—-1N
ANT «oe e aNN 0 aNN ani ... anN—1 0 0 0
=A =D =L =R
(1.13)
Definicién 1.20. Sea una matriz A = (ar;) € RNXN regular tal que apy # 0 para k =
1,...,N. Dado un vector inicial £(9) € RN | el método de Jacobi para el sistema Ax =b es:
1 N
e = — o = > agyal™ |, k=1,..,N, n>0. (1.14)
Akk =
J#k

Observacion 1.21. En forma matricial, el método de Jacobi queda de la forma:
("t = D=1y — D=Y(L + R)z™ = M 2 + 2

donde z = D~ 'b y la matriz de iteracién es

0 42 4N
ail a1
am; - - :
Hy=-D"YWL+R)=—| ¢ : (1.15)
. " . AN—1,N
aN—-1,N—-1
an1 AN,N—1 0
ann 77 anN

El siguiente teorema da una condicién suficiente para la convergencia del método de Jacobi.

Teorema 1.22. El método de Jacobi es convergente si se cumple alguna de las siguientes
condiciones:
N
1. A es estrictamente diagonal dominante por filas: Y- |ag;| < |agg|, £ =1,2,...,N.
j=1
;#k
N
2. A es estrictamente diagonal dominante por columnas: Y |ag;| < laj;|, 7 =1,2,...,N.

k=1
k#j

Demostracion. Cada una de las condiciones implica directamente que el método de Jacobi es
factible, esto es que agg # 0 para k =1,..., N.

i) La primera condicién equivale a decir que ||H 7 |lcc < 1, lo cual implica p(H ) < 1.
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ii) La segunda condicién equivale a || — (L + R)D~!|l1 < 1. Ademds, las matrices H s
y —(L + R)D~! son semejantes ya que DH ;D! = —(L + R)D~'. Luego, o [H ;] =

o [—(L + R)D’l] y por lo tanto,
p(H) = p(~(L+R)D™Y) < || - (L+R)D 1 < 1. o

Muchos sistemas lineales que provienen de la discretizacién espacial de EDPs involucran
matrices que no satisfacen las suposiciones relativamente fuertes del Teorema 1.22. El siguien-
te teorema también implica la convergencia del método de Jacobi bajo condiciones menos
restrictivas.

Teorema 1.23. Sea A € RN*N una matriz irreduciblemente diagonal dominante. Entonces
el método de Jacobi es convergente.

Demostracion. Presentamos la prueba para el caso de dominancia diagonal por filas. Para el
caso por columnas la prueba es andloga. Primero veamos que el método estd bien definido. Por
reduccién al absurdo, supongamos que existe algiin elemento nulo en la diagonal de la matriz
A. Por la Definicién 1.16, entonces todas las entradas de la misma fila serian iguales a cero,
pero esto contradice que A sea irreducible.

Ahora, para ver la convergencia del método, tenemos que ver que p(H ) < 1, o lo que es
lo mismo, que para todo A € C con |A| > 1, la matriz Hj; — Al es regular. Por el Teorema 1.19,
es suficiente ver que Hj; — Al es una matriz irreduciblemente diagonal dominante. Pongamos
Hj — M := (by;) y veamos que cumple las condiciones de la Definicién 1.16:

(i) Como A es una matriz irreducible, de (1.13) y el Lema 1.15, concluimos que A+D = L+R,
Hj=—-D"Y(L+ R)yHys— M son irreducibles.

(ii) Ademds, se tiene que:

N N N
|lak,
D laksl < lawkl = > lbrsl = D> 2 S TS| = |bg|, k=1,...,N.
=1 =1 =1 |ak]

7k ik ik

N
Por otra parte, existe k € {1,..., N} tal que > |ag;| < |ag|. Luego, para este k

j=1
ek
o Y. Ja,]
D bkl =D <1< A = [brgl-
i=1 J=1 lakkl
£k ik

Por tanto, la matriz H ; — Al es una matriz irreduciblemente diagonal dominante y, por
consiguiente, es regular.

1.4. Meétodo de Gauss-Seidel

gn), ...,xg:)l para calcular
xl(anrl). Sin embargo, podemos considerar intuitivamente que las aproximaciones x§n+1> x(n+l)

s Ty
son mejores que z§n>, ...,xgcn)l para calcular ccganrl), por lo que se puede definir el siguiente

método de iteracién de punto fijo en el que se van sustituyendo las antiguas aproximaciones
(n) (n+1) (n+1)
3 1 v T

Para el método de Jacobi (1.14) se consideran los valores x

conforme se van calculando.

x(n) or las nuevas =
Ve _1 1% 3]

Definicién 1.24. Sea A = (ay;) € RNXN una matriz reqular donde ayy, # 0 parak =1,...,N.

Dado un vector inicial z(9) € RN | el método de Gauss-Seidel para la solucidn del sistema lineal
de ecuaciones Ax = b viene dado por:
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k—1 N
1 1 1
mI(€n+ ) _ — br — E aij§n+ ) _ E akj;rg.n) , k=1,.., N, n>0.
kk j=1 j=k+1

En forma matricial, el método de Gauss-Seidel es
(D = (D+L)y"'%b—(D+ L)y 'Rz = Hggz™ + 2 para n=0,1,...
donde z = (D + L)~'b y la matriz de iteracion es Hgs = —(D + L) 'R.

A efectos de obtener resultados sobre la convergencia del método de Gauss-Seidel in-
troducimos previamente los siguientes dos lemas.

Definicién 1.25. El mdédulo de una matriz A = (ay;) € RVXN es |A| := (|ag;]) € RV*N.

Definicién 1.26. Sean matrices A,B € RN*M  Escribimos A < B si a;; < bi; para todo
i,§. En particular, A > 0 si a;; > 0 para todo 1, j.

Lema 1.27. Sean matrices A, B € RNXN | Entonces:

(i) 1Al = 0.

(it) |A+ Bl <|A|+|B|.

(iii) |AB]| < |A||BI.

(i) | Allco = [l|Allloc = ll|Al€lloc cone = (1,...,1)T € RN,

(v) 1A < [Bl = [[Alloc < [|Blloo-

Demostracion. Es trivial. O

Lema 1.28. Sean matrices S,T € RVNXN tales que |S| < T y p(T) < 1. Entonces
IS esregulary |(I—8)7 < -T)"1.

k1 . k1 . k1 .
Demostracién. Por el Lema 1.27, obtenemos que || > S7 < > ISP <| > 717
Jj=ko o Jj=ko o Jj=ko o
k1 ) x .
Puesto que p(T) < 1, tenemos que || > TV — 0 para ko < k1, ko, k1 — oo. Luego, > S7
%o |l =0

oS} .

es convergente. Por lo tanto, por el Teorema 1.6, I—S es regular y (I—S)™1 = 3" S7. Ademis,
=0

(1= 8)71 < 52, ISP < 552, T9 = (1= T)~L. D

Una condicién preliminar que es suficiente para la convergencia del método de Gauss-
Seidel viene dada por el siguiente teorema.

Teorema 1.29. Para toda matriz estrictamente diagonal dominante por filas A € RVXN se
cumple que |Haslloo < [Halloo < 1.

Demostracién. Una matriz A € RN XN es estrictamente diagonal dominante por filas si y sélo
si ||Hs|leo < 1. Por lo tanto, nos queda ver que ||Hgs|loo < ||H.|lco- Para ello veremos que
Hasle < IHsllece con e = (1,..,1)7.

Por el Lema 1.27, sabemos que ||Hgs|lco = |[Haslellco. Ademéds, por ser D™'L y
D~1R matrices estrictamente triangulares inferior y superior, respectivamente, tenemos que

|Hsl = D7 LI+ |D7'R|. (1.16)
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Por lo tanto,

[Has| =|— (D + L)~ 'R
=|—-(I+D7'L)"'D7'R)|
<|(I+D L)Y |D7R)|
< (I —|D7'L))7DTIR))|

donde la tltima desigualdad sigue del Lema 1.28, con S = —D~ 'L y T = | — D~!L|. Ahora
de (1.16) obtenemos que:

[Has| < (I — DL [(|1Hs =D+ (I = |D7LL))]
=1+ —[D7'L)~ (IHyl = D).

Luego,
Hasle < e+ (I —|DTIL)TH([Hyle —e).

N-1 ,

Como (I — |[D7'L))"t = 3 |[D7'LY > Ty [Hyle < |[Hlloce, con |H || < 1, sigue que
3=0

N —

[Hasle < e+

1 .
IDlLIJ} (Hslloo = 1) e < [Hslloce. o
j=0

De forma andloga, enunciaremos un resultado similar para matrices estrictamente dia-
gonal dominantes por columnas.

Teorema 1.30. Sea A € RNXN cstrictamente diagonal dominante por columnas. Entonces,
(D + LYHgs(D + L)1 < ||[DHsD~ |1 < 1. En particular, el método de Gauss-Seidel
converge.

Demostracion. Es andloga a la del Teorema 1.29. Primero observamos que A es estrictamente
diagonal dominante por columnas si y sélo si ||(R + L)D~1||1 < 1, o bien, |[DH ;D71 < 1.
Sean Hj := DH;D ' = —(LD™' + RD™ ) y Hgs := (D + L)Hgs(D + L)~ = —R(D +
L)™' = —(RD~Y)(I + LD~ 1)~1. Luego, por Lema 1.28
Has| < [RD7M|I+ LD~ < |[RD7Y(I — |LD™')) ™
=~ _ 11
= [(Fs1 = 1)+ (1= 1LD=))] (1 - 1LD7Y))
=1+ (s =1) (1= LD 1)~

Premultiplicando por e :

=~ = _1pn—1
e'Has| <e' +e (Hsl 1) (I - |ILD7H) .

N—1 . —

Ahora (I — |LD_1|)71 = > |LD™Y > I, mientras que e' (|Hy| — 1) < e"||Hll1 —e'.
7=0

Luego: e [Hgs| <e' +e ([Hylli —1) =eT|[Hsl, y entonces, [[Hasl < [[Hylh <1. O

Observacidn 1.31. De los Teoremas 1.29 o 1.30 no se deduce que p(Hgs) < p(Hs). De hecho,
presentamos el siguiente contraejemplo de matriz estrictamente diagonal dominante, tanto por

filas como por columnas, en el que p(H;) =0y 0 < p(Hgs) < 1, para todo a € (_71, %), con

a # 0.

1 a —a
Ejemplo 1.32.Sea A= | § 1 a | conac (—%, %) de modo que A es estrictamente dia-
-5 —a 1
gonal dominante por filas y por columnas. Ademés, si |a| = %, entonces A es irreduciblemente

diagonal dominante. Para esta matriz se tiene que las matrices de iteracién del método de
Jacobi y de Gauss-Seidel, respectivamente, son
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0 —a a 0 —a a
Hy=|-% 0 —a|, Hes=[0 % —a- %
2 2
3 a0 0—a(%—2) a4 (22

Por tanto, calculando sus correspondientes radios espectrales, tenemos que
0=p(Hys) < p(Has) = iméx {0, ’a(—a2 —Vav8+ a3’ , ‘a(—a2 + a8 + a3‘} <1,
para todo a € [—%, %] ,a # 0.
Otra condicién suficiente menos restrictiva para la convergencia del método de Gauss-
Seidel se da en el siguiente

Teorema 1.33. Sea A € RNXN matriz irreduciblemente diagonal dominante por filas o co-
lumnas. Entonces el método de Gauss-Seidel es convergente.

Demostracion. Consideramos el caso de dominancia diagonal por filas. El caso por columnas
es analogo.

Sea A = (ax;) € RNXN una matriz irreduciblemente diagonal dominante por filas.
Se garantiza que el método de Gauss-Seidel estd bien definido tal como demostramos en el
Teorema 1.23.

Para ver la convergencia del método de Gauss-Seidel necesitamos demostrar que
p(Hes) < 1, o lo que es lo mismo, que para todo A € C con |A| > 1, la matriz Hgg — A es
regular. Observemos que Hgs — Al = —(D + L)"1(AD + AL + R).

Sea A € Ccon |[A\| > 1y A # 0, veamos que M = (AD + AL + R) es regular. Por el
Teorema 1.19, es suficiente ver que M es irreduciblemente diagonal dominante por filas.

1. Por el Lema 1.15, concluimos que M es irreducible.

2. Ahora, veamos que M satisface las condiciones (1.11):

k1 N N
D> Paksl+ D ansl <IN D lakg| < Mlakkl, k=1,...,N. (1.17)
= =kt =1

J

Ademds, existe al menos un k para el que se cumple la desigualdad estricta en (1.17). O

Observacion 1.84. Sin las condiciones adecuadas para la matriz A, cualquiera de los métodos,
Jacobi o Gauss-Seidel, puede converger mientras que el otro no.

1 -2 2
Ejemplo 1.85. (a) Sea A = |—1 1 —1| con la descomposicién de (1.13). Calculando las
—2 -2 1
matrices de iteraciéon de los métodos de Jacobi y Gauss-Seidel:
02 -2 02 -2
H;y=-DY(L+R)=|10 1| yHgs=—-(D+L)"'R=|02 -1
220 08 —6

de modo que p(H ) =0y p(Hes) = 2(14++/2). Luego, el método de Jacobi es convergente,
mientras que el método de Gauss-Seidel no.

(b) A continuacién, veamos un ejemplo en el cual el método de Gauss-Seidel converge pero el

211
método de Jacobi no. Dada la siguiente matriz A = % —2 2 —2| entonces las matrices de
-11 2
0-1-1 1 [0-1-1
. . 1
iteracién son: Hy==12 0 2 | yHgs==|0—-1 1 | de modo que p(Hy) = 5\/5
1-10 200 1

y p(Hgs) = %, respectivamente. Por tanto, el método de Gauss-Seidel converge, mientras
que el método de Jacobi no.
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1.5. Meétodo de relajacién

A continuacién, introducimos el método de relajacién asociado al método de Gauss-
Seidel. Dado w € R y (™) aproximacién a z solucién de Az = b, el método de relajacién
computa una siguiente aproximacién mediante

(D = (") 4 (1 —w)z™ n>0 (1.18)
siendo ("1 la solucién de avance de Gauss-Seidel partiendo z(™). Observar que para la
solucién de avance de Gauss-Seidel se cumple que

2D = (D 4+ L)' — (D + L) *Ra™ = 2™ 4 (D + 1)~! [b - Am(”)] .
El método de relajacién (1.18) coincide entonces con
(D = 2" 4 (D 4 L)~? [b — Am(”)] .

Estas dos tultimas expresiones permiten interpretar ambos métodos en términos del vector
residual Az(") —b.

Observacidon 1.36. Para el método de Jacobi, se puede definir el método de relajacién andlo-
gamente como z("t1D) = (1 — w)z(™ + wz(™+tD con z("*+D) = z(") 4+ D=1(b — Az(™). No
obstante, nuestro andlisis se centrard en el método de relajacién asociado a Gauss-Seidel. Se
puede encontrar un andlisis de convergencia para el método de relajacién de Jacobi en [4,
p-360-362].

Definicién 1.37. Sea A = (ay;) € RVXN con ap, # 0 para k = 1,...,N. El método de
relajacion (SOR) asociado al método de Gauss-Seidel para la solucién de Az = b es:

k—1 N
akkx,(cn+1) =w | by — Z aij§n+1) - Z aijgn) +(1-— w)akka:;cm, 1<k<N,n>0.
j=1 j=k+1

En forma matricial, ("t = (D 4+ wL)~1 [wb+ ((1 —w)D — wR) x<”)], n > 0, con matriz
de iteracion:
H(w) = (D 4+ wL)" (1 —w)D — wR). (1.19)

Podemos observar que para w = 0, H(0) = I; mientras que para w = 1 el método de relajacién
coincide con el método de Gauss-Seidel, esto es, H(1) = Hgs-

Observacién 1.38. Para matrices arbitrarias A € RVXYN no es posible, en general, dar una
expresién explicita para p(H(w)). Por tanto, en general, no es posible determinar exactamente

un valor éptimo para el parametro de relajacion.

Teorema 1.39 (Kahan). Sea A = (ay;) € RN con app, #0 para 1 <k < N, y H(w) la
matriz de iteracion (1.19) del método de relajacion. Entonces,

p(H(w)) > |lw — 1|, w € R.

Demostracién. Sean A1, ..., A\n € C los autovalores de H(w), contando con sus multiplicidades.
De (1.19), sigue que

N

[T M = det(1 —wD~ L)' det((1 — w)I —wD'R) = (1 - w)",

k=1
donde la ultima igualdad es consecuencia de que L y R son estrictamente triangulares. Por lo
tanto, existe al menos un A\g, 1 < k < N, tal que |Ag| > |1 —w|. O
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Corolario 1.40. Si el método de relajacion es convergente entonces 0 < w < 2.
Demostracion. Para w € (0,2) se cumple, por el Teorema 1.39, que p(H(w)) > 1. O

Una condicién suficiente para la convergencia del método de relajacién viene dada por el
siguiente teorema.

Teorema 1.41 (Ostrowski, Reich). Sea A € RN*XN una matriz simétrica y definida (po-
sitiva o negativa). El método de relajacion es convergente para cada 0 < w < 2, es decir,
p(H(w)) <1 para 0 < w < 2.

Demostracién. Suponemos sin pérdida de generalidad que A € RV*XN es una matriz definida,

positiva. Entonces A es regular, sus autovalores son positivos y arpr = e{Aek > 0, para todo
1 < k < N, siendo ey, €l k-ésimo vector canénico de RY. Por lo tanto, el método estd bien
definido. Para demostrar la convergencia del método en primer lugar observamos que

H(w) = (D +wL) (D4 wL) —wA] =T —w(D +wL) LA

Como la matriz A es regular, podemos escribir
1 -1
H(w) =1—2 <2A*1 (—D + L)) =71-2Q+D'=Q-DQ+ID71,
w

de modo que H(w) es una funcién racional de Q := 247! (iD + L) — I. A continuacién

veremos que
o[Q] C {A € C/ReX > 0}. (1.20)

A—1
Habiendo demostrado (1.20), como o [H(w)] = {)\7-"—1 /A€ O’[Q]}, se tendria que

A—1 [A?>—2Rex+1
A+1 7 A2+ 2Red+1

y p(H(w)) < 1, lo cual demostraria la convergencia del método de relajacién.
Nos quedarfa demostrar (1.20). Sea A € C autovalor de Q y © € CN, = # 0, tal que

Qz = Ax. Considerando la definicién de @ y premultiplicando por z* A, siendo z* el vector
traspuesto conjugado de z,

< 1, para Rel > 0,

1 2
AMz*Az) = ¥ AQr = 22" (—D + L)z — 2" Az = — (2" Dz) + 2(z* Lz) — ™ Az.
w w
Como A y D son matrices definidas positivas, entonces z* Az > 0y z*Dx > 0. Luego,
2 2
ReX(z*Az) = — (2 Dz) 4+ 2Re(z*Lz) — 2" Az = —(2*Dzx) + " (L + L")z — z* Az
w w

siendo L* la matriz traspuesta conjugada de L. Ademds, A es real y simétrica, por lo que
L* = LT = R. En definitiva,

2 2
ReX(z*Az) = —(z*Dz) + 2" (L + R)x — (D + L+ R)z = (— — 1)(z* Dx).
w w
Como 0 < w < 2, se deduce entonces que ReX > 0. O

Ahora consideraremos una clase amplia de matrices para la cual el radio espectral de
la matriz de iteracién H(w) puede expresarse en funcién del pardmetro w y asi poder elegirlo
de modo éptimo.

Definicién 1.42. Sea A = (ay;) € RN*N una matriz con la descomposicion (1.13) y axy # 0
para todo k. Se dice que A es una matriz consistentemente ordenada si los autovalores de la
matriz

J(@):=aD 'L+a 'D7R, a€eC,a#0, (1.21)

son independientes de o, es decir, si se cumple que o[J (e)] = o[T(1)] para todo o € C, ¢ # 0.
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Observacién 1.43. Para una interpretacion del concepto de matriz consistentemente ordenada
en términos de grafos remitimos al lector en [7, Sec. 4.2.5].

Lema 1.44. Sea A € RNXN consistentemente ordenada y Hy la matriz de iteracion (1.15)
del método de Jacobi. Entonces, A € o(H ) siy sélo si =X € o(H ).

Demostracién. Por (1.21), J(1) = —Hy y J(—1) = Hj. La prueba sigue del hecho de que
J(1) y J(—1) tienen los mismos autovalores. O

El siguiente teorema establece una relacién entre los autovalores de Hj y H(w).

Teorema 1.45. Sea A € RN*N matriz consistentemente ordenada y w € R,w # 0.
Adw-—1
Aeo[H(w)] &= ——= =V con p € o[Hj].
w

Demostracion. Sea A € C. Tenemos que
Ad+w-—1

M — H(w) =w(I +wD™1L)7! [ ”

I+D7 ()L +R)} .

A -1
Luego, X € o [H(w)] si y sélo si Atwol €o [-D7Y(AL+ R)].
w

1
Observamos que si A # 0, entonces D~ (AL+ R) = VX {D’l(ﬁL + WR)} y, puesto
que A es consistentemente ordenada, sigue que
1
o[-D7*(AL+ R)] = VAo | DY (VAL + ﬁR)} =VXo [D7HL+R)] = VAo [H].
Por otra parte, si A =0, 0 [-D"'(AL+ R)] = 0 [-D~'R] = 0= Vo [H,]. O

Observacidn 1.46. En el caso w = 1 obtenemos que A € o [Hgs] siy sélosi A € o {\/XHJ]

Ademas, en tal caso
M—Hgs=T+D L)' [M[+D YA+ R)].

M4ds aun, sean pgs(z) = det(xl —Hgs) y ps(x) = det(xz] —H 5) los polinomios caracteristicos
de las matrices de iteracién de Gauss-Seidel y Jacobi, respectivamente. Poniendo \ = p2,

w2l —Hgs =pw(I+D71L)7 ! [w] + D~ YuL + uflR)] , paratodop €R, p#0.

Tomando determinantes y teniendo en cuenta que A es consistentemente ordenada, entonces
pas(u?) = pNKpy(p), siendo K una constante, o bien pgs()\) = %KPJ(\/X) Observa-
mos que

(i) si N es par, por el Lema 1.44, pj(z) sélo contiene potencias pares de z y

pas(\) = K Vps(VX) con py(z) = ao + azz® + ... + aya™Y

de modo que A = 0 es un autovalor de Hgg con multiplicidad al menos %

(ii) Si N es impar, ps(x) sélo contiene potencias impares de z y

pas(A\) =K NﬁpJ(ﬁ) con py(z) =a1z+ asz® + ...+ anz?

de modo que A = 0 es autovalor de Hgg con multiplicidad al menos %

Corolario 1.47. Si A € RVXN es una matriz consistentemente ordenada entonces p(Has) =

p(Hy)2.
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De lo anterior, podemos deducir que para una matriz consistentemente ordenada, tanto
el método de Jacobi como el de Gauss-Seidel son, o bien ambos convergentes o bien ambos
divergentes. En caso de convergencia, se puede esperar que el método de Gauss-Seidel converja
el doble de réapido que el método de Jacobi.

A continuacién, damos una forma explicita para p(H(w))) bajo condiciones adecuadas
para la matriz A. En este caso se puede determinar explicitamente un valor éptimo para el
pardmetro de relajacion.

Teorema 1.48. Sea A € RV*N wyna matriz consistentemente ordenada tal que o [Hj] C
(=1,1). Entonces,

2
p(H(w)) = i (wPJ-‘r w2p3—4(w—1)) , 0 < w < ws,
(w—1), wix <w < 2.

2
——F——= Yy ps=pH)
144/1—p%

Observacion 1.49. Observar que

(1.22)

siendo wy 1=

(i) dado que 0 < py < 1, se tiene que 1 < wy < 2.

2
(ii) w?p% —4(w —1) >0, con w € (0,2), si y sélo si, w < —————— = wx.

144/1—p%

(iii) p(H(w)), dada por (1.22), es una funcién continua para w € (0,2) y derivable en
(0,2)\{w. } pues 2 p(FH(w))|,— = o0y 2 p(H(w))], s = L.

La dependencia del radio espectral p(H(w)) con respecto al pdrametro w se ilustra en
la Figura 1.1.

0 05 1 o 15 2
Figura 1.1. Radio espectral de la matriz H(w) para p; = 0’8, con valor éptimo del pardmetro

de relajacién w* = 1/25.

Demostracion (del Teorema 1.48). Sea A\ € o [H(w)]. Por el Teorema 1.45, esto equivale a
poner (A +w — 1)2 = Mw?p?, para algtin u € o [H ] C (—1,1). O bien,

A2 4+ A [2(w71)7w2,u2} Jr(wfl)2 =0.
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Entonces, A = —(w — 1) + g + wlply/ # — (w—1).
Por la Observacién 1.49 apartado (ii),
w2y
4

—(w=1)>20<=w<

2
1++/1—p2

Por tanto, en primer lugar, si ), entonces A € C\R, w > 1y

2
- <w(<2
1+ +/1—p2 (
2,2

2 = [~ -1+ 2F r Pyl (% =) () ==V

Luego, |A\| =w — 1.

En segundo lugar, si 0 < w < entonces A € R y se puede expresar como

2
2
A= % (w|u| + Vw2u? — 4(w — 1)) > 0. Como la determinacién positiva provee un autovalor
2

mayor y como la funcién A(u) = i (w|u| + Vw?p? — 4(w — 1)) es creciente para p > 0 ( con
w2 > %) se deduce, tomando u = py, donde p; € o [H ], que

1 2,2 *

T(wpy 4+ 4 /w?p5 —4(w — 1), 0<w < w*,

p(H(w) = 4 ¢ s 4w

(w—1), w* <w < 2.

O

Finalizamos este capitulo con dos ejemplos de matrices consistentemente ordenadas de
interés en la discretizacion espacial de ecuaciones en derivadas parciales.

Ejemplo 1.50. Sea A una matriz tridiagonal por bloques:
D1 |C

A= | B - € RVXN

- - |Cv—1
Bayr—-1| Dm

donde D; € RNi*N; j = 1,.., M, es diagonal y regular, y Z;‘il N; = N. Ademis, B; €
RNi+1xNj C; € RNiXNi+1 para j = 1,...,M — 1. Veamos que A es consistentemente
ordenada. Ponemos A en la forma (1.13),

Dy 0 0]C

Do B1]| 0
A=D+L+R= . + . . +

0

: i AR
Dot Bar_110 1‘6 L

Tenemos que ver que se cumple que o [J(1)] = o [J ()] para todo o # 0 (ver 1.21). Es fcil
ver que
0 ipitcy
aDy'B1 0 LIDj'Cy

J(a) = aD3 !B, 0

11
EDM—ch—l

aDy ' By—1 0
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Tomando
alr
ol
Sa =
oaM-11
sigue que
0 Di'¢y
Dy'Bi 0 Dy'Cs
ST T(0)Sa = Dy'By 0 = J(1).

D 17417 1Cm—1
Dy Br—1 0
Por lo tanto, J(1) y J () son semejantes para todo a # 0 y por lo tanto, tienen los mismos
autovalores.
Ejemplo 1.51. Sea A la matriz tridiagonal por bloques
B |b1D

4 |@D| " E c RNXN

0| . |bar 1D

CLM_lD B

donde D = diag(bi1, ...,bx k) es una matriz diagonal siendo bg # 0 los elementos diagonales
de una matriz B € REXX consistentemente ordenada. Con la descomposicién B = D+ L+ R,
por (1.21) existe una matriz de paso Sq tal que J(a) = SoJ(1)S5*. Veamos que A también
es consistentemente ordenada.

Sean A =D +L+Ry f(oz) —aD 1T, + éﬁflﬁ, con
L R|b1 D
D a1D| L R |b2D
D= L= asD| " y R=
D by 1D
ap—1D|L R
a%S,
~ alS,
Tomando S, = . , sigue usando 30“’7(1)5',;1 = J(a) que
aMflsa
J(a) Lo
aarl J(a) ébg]
SaJ(1)Sat = aal . = J(a).
1
Loyl

aapy—11  J(a)
Por lo tanto, j(l) y j(a) son semejantes para todo a 7# 0 y A es consistentemente ordenada.

Inductivamente este ejercicio nos permite ver que, en particular, la discretizacién espa-
cial de la ecuacion de Laplace (1.1) en cualquier dimensién mediante diferencias centrales de
segundo orden produce sistemas lineales con matrices consistentemente ordenadas.
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Métodos basados en subespacios de Krylov

2.1. Subespacios de Krylov

Antes de presentar nuevos métodos para resolver el sistema lineal de ecuaciones Az = b,
introduciremos los denominados subespacios de Krylov y sus diferentes propiedades ya que
posteriormente se utilizaran en los diferentes métodos que estudiaremos en este capitulo.

Definicién 2.1. Sea A € RNXN yna matriz y b € RN un vector. Definimos la sucesion de
subespacios de Krylov como

Kn(A,b) = span {b, Ab,..., A" 16} C RV, n=0,1,... (2.1)
Obviamente se cumple que {0} = Ko(A,b) C K1(A,b) C ...
En el siguiente lema veremos algunas propiedades esenciales de los subespacios de Krylov.

Lema 2.2. Sea A € RV*N una matriz regular, b € RN un vector y n > 1 natural. Las
stguientes afirmaciones son equivalentes:

(a) b, Ab, ..., A™b son vectores linealmente dependientes.

(b) Eziste un subespacio vectorial M C RN, con dim (M) < n, tal queb € M y A- M C M;
es decir, Av € M para todo v € M.

(C) Icn(Av b) = KnJrl(A’ b)'
(d) AKn(A,b) C Kn(A,b).
(e) Ty := A71b € Kn(A,D).

Demostracion. (a) = (b): Definimos el subespacio M := Ky, (4, b) = span {b7 Ab, ..., A"flb}.
Es claro que dim (M) < n y b € M. Por hipétesis, existen vo,71,...,¥n—1 € R tales que

n—1 n

A" = >, 'yjAjb, Por tanto, A™b € Ky,(A,b). Luego, siv € M, v = ajAjb, y Av =
= e

n—1 ! n =0

> ;AT = 3 aj_1A7b € Kn(A,b) = M. Esto implica que A+ M C M.

=0 Jj=1

(b) = (c¢): Por la definicién de los subespacios de Krylov, Kn(A,b) C Kp41(A,D).
Adems4s, por hipétesis, sabemos que Kp41(A,b) € M. Luego, dim (Kn+1(A,b)) < n. Por
tanto, el vector A™b es combinacién lineal de {b7 Ab, ..., A”’lb}. En definitiva, Kny1(A,b) C
Kn(A,b) y Knt1(4,0) = Kn(4,0).

(¢) = (d): Por definicién de subespacios de Krylov y la hipétesis, obtenemos AK, (A, b) C
’Cn+1(A7 b) = Kn(A: b)'

(d) = (e): Sea la aplicacién lineal £ : Ky, (A,0) — Kn(A,b) definida por L(v) = Av
para todo v € K, (A, b). Por hipétesis, L estd bien definida. Ademds, £ es una aplicacién lineal
e inyectiva, ya que A es una matriz regular. Por tanto, dim (Im (£)) = dim (Kp) y £ es una
aplicacién biyectiva. Luego, existe un vector v € Kr (A, b) tal que Av = b. Asimismo, como A
es una matriz regular, v = ..

(e) = (a): Sea z« € Kn(A,b) la solucién del sistema de ecuaciones Az = b. Entonces
b € span{Ab,...,A"b} y {b, Ab,..., A™b} son linealmente dependientes. O
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Como consecuencia del Lema 2.2, podemos obtener el comportamiento detallado de la
sucesién de subespacios de Krylov y ubicar en qué subespacio se encuentra la solucién tnica
del sistema lineal Az = b.

Corolario 2.3. Sea A € RVN*N wuna matriz regular y b € RN un vector no nulo. Eziste un
unico nx €N, 1 < n, < N, de modo que
{0} = Ko(A,b) © K1(A,b) C ... C Ko —1(A5) C Ko, (A,B) = K p1(ALB). (22)
Ademds, x« = A71b € Ky, (A,0)\Kn, —1(A, D).
Demostracion. Por definicién de los subespacios de Krylov,
dim (Kn(A,b)) < dim (Kn+1(A,0)) <min{n+1,N}.

Entonces, existe un numero natural n > 1 tal que Kn(A4,b) = Knt+1(A,b). Consideramos
n« € N con n, > 1, el menor nimero natural verificando dicha propiedad. Luego, se tiene
(2.2). Por el Lema 2.2, apartados (c) y (e), se deduce que z« € Kp, (A,b). Ademds, como
Kn,—1(A,b) # Kn, (A, b), entonces z« no pertenece a K, —1. 0O

Observacidn 2.4. En esta seccién resolveremos el sistema lineal de ecuaciones (1.1) mediante los
métodos del Gradiente Conjugado (GC), del Gradiente Conjugado para ecuaciones normales
(GCNR) y del residual minimo generalizado (GMRES), que estdn basados en los subespacios
de Krylov definidos en la Definicién 2.1. Para aplicar estos métodos sobre el sistema Az = b
consideraremos el valor inical xg = 0. Para un valor inicial g arbitrario podemos tener en
cuenta lo siguiente, _

Ar=bs Az =0
donde T :=z—x¢ yg :=b— Axp. Ademas, para x,, := Tp, + 0 se tiene que Az, —b = Az, b

2.2. Método del Gradiente Conjugado

2.2.1. Método del Gradiente Conjugado para matrices simétricas y
definidas positivas

De forma genérica, consideramos una sucesién de subespacios vectoriales de la forma:

{0} D1 CDyC... CRN. (2.3)
Definicién 2.5. Dado los subespacios (2.8), el método del residual ortogonal consiste en ha-
llar
Tn € Dn o
AznfbeD#} n=12,... (2.4)

Nota 2.1 El vector Az — b se denomina residual para cada x € RN .

Observacién 2.6. Denotaremos el conjunto ortogonal de un conjunto M C RN arbitrario co-
mo ML = {y e RN : (y,z), = y "o = 0 para cada x € M} donde (-,-), denota el producto
euclideo de RY.

Observacion 2.7. En particular, el método del residual ortogonal de la Definicién 2.5 se consi-
derard para una matriz A € RV*N simétrica y definida positiva, es decir, AT = Ay x| Az > 0
para todo € RV\{0}. Para estudiar la existencia y unicidad del vector x, en el método del
residual ortogonal, introducimos

(r.ya=2TAy y |lzlla=VaT Az, z € RN
donde (-,-) 4 define un producto escalar en RY y || - |4 es su norma vectorial asociada. A

continuacién, demostraremos la existencia y unicidad de solucién z,, para (2.4) y establecemos
una propiedad minimal para dicha solucién.
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Teorema 2.8. Sea A € RN*N wyna matriz simétrica y definida positiva. Para cada n > 1, el
método residual ortogonal (2.4) admite solucidn dnica xn y

ln = ella = min o= 2.4, n=12,..., (2.5)
.

siendo T« = A71b; esto es, xn es la mejor aprozimacion de x. en D, respecto de (-, Y a-

Demostracién. Consideramos una base arbitraria do, d1, ..., dm—1 de Dy, siendo dim(Dn) = m
m—1
y consideremos =, de la forma zn, = > «jdj, con ag,...,am—1 € R. Imponiendo (2.4)
j=0
m—1
Azp —bED, & > a;(Adj,dy)2 = (b,dg)a, k=0,...,m—1 (2.6)
j=0

donde G = ((Adj,dk)g);%;lo es la matriz de Gram de {dp,...,dm—1} respecto de (:,-) 4.
Como G es definida positiva e inversible, entonces existe solucién tdnica «g,...,am—1 € R
para (2.6). Finalmente, probamos la propiedad minimal (2.5). Para ello, consideramos = € Dy,
vector arbitrario:
=zl = Il (xn —z4) + (2 —2n) I3
= [lon — % +2(A(zn — 24), 2 — )2 + [lz — 2
= llzn — 22, + 2((Azn — b) — (Azs — b), 2 — )2 + & — 2n3.

Por (2.4), sabemos que Az, — b € D,;r. Como = — xy, € Dy, y Az« — b = 0 sigue que

(Azp —b) = (Azs = b),x —an)2 =0 y [z -2} > [lon — a3 o

El sistema lineal (2.6) se reduce a un sistema diagonal en el caso de que los vectores
do,...,dm—1 formen una base ortogonal de D,,.

Teorema 2.9. Sean A € RNXN una matriz simétrica y definida positiva, do,d1,...,dny_1 €

RN\ {0} vectores ortogonales respecto de (-,-) 4 y Dn = span{do,...,dn—-1}, con 1 <n < N.
Entonces, para cada 1 <n < N, la solucién idnica de (2.4) viene dada por

—1
xn:nZozjdj con aj:fm, 0<j<n-1, (2.7)
= (Adj, dj),
donde r; := Ax; — b para j > 1 y ro := —b.
Demostracion. Por el Teorema 2.8 con m = n, dado que los vectores do, . ..,d,—1 son ortogo-
nales respecto de (-, ) 4, obtenemos
n—1
(0, dj)y .
Ty = ajdj con aj = ——=—, 0<j<n—-1
jz:% (Adj,dj),
Finalmente observamos para 0 < j < n — 1 que
j—1
(rj,dj)y = (Azj —b,dj), = zzo oy (Adj, di), — (b,dj)y = —(b,dj), - O
Observacidn 2.10. (i) La representacién (2.7) implica que
T4l = Tn + andyn, Tnt1 =7rn + anAdy, paran=0,1,... (2.8)

Ademds, el residual r,41 no requiere calcular un producto adicional Ad,,, ya que dicho
producto se requiere para la determinacién de auy,.
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(ii) Dados =y y dn, segin (2.5) el coeficiente as, es 6ptimo en el siguiente sentido

||33n+1 *ﬁ*HA = ”xn + andn *m*HA = ?gﬂg”ﬁn + tdn — x*“A-

El método del residual ortogonal particularizado en los subespacios de Krylov de la
Seccién 2.1 da lugar al método del Gradiente Conjugado.

Definicién 2.11. Dada una matriz A € RN*N simétrica y definida positiva, el método del
gradiente conjugado (GC) es el método (2.4) siendo Dy, = Kn(A,b) dados por (2.1) para
n=0,1,...

Teorema 2.12. Sea A € RV*N yna matriz simétrica y definida positiva, b € RN un vector
no nulo y T € RN el dnico vector solucidn de

Zn € Kn(A,b), Tn=Az, —be Kn(4,b)"t, 0 <n < ny,
siendo nx > 1 el menor nimero natural tal que rn, = 0. Sean dg := b,

<Tn7 dn71>

dp = —7Tn + Bn_1dn_1 con Bp_1 := 5 A paral<n < ny— 1. (2.9)
lldn—1ll%

Entonces:
(i) do,...,dn,—1 son ortogonales respecto de (:,-) 4.
(%) Kn(A,b) = span{do,...,dn—1} = span{ro,...,rn—1} para 1 <n < n,.
En particular, (rn,7j)y =0para0<j<n—-1y1<n<n.—1.
Demostracion. En primer lugar, observamos que 7, # 0 para 0 < n < n, — 1. Luego, por el
Lema 2.2 y Corolario 2.3 sigue que
dim (Kp)=npara0<n<n,s, yKoCKi1C...CKn, =Kn,+1.

En efecto, observar que si x« € Ky, como r« = Az, —b =0 € K], seguirfa que z« = zp, y
rn, = 0. Luego, si rn # 0, entonces xx no pertenece a ICp,.

Ahora, demostraremos los enunciados (i) y (¢¢) por induccién sobre n =1,2,...,n4. Si
n =1, dado que dg = b, zg = 0y rg = —b, es obvio que K1(A4,b) = span{do} = span{ro}.
Supongamos cierto para 1 < n < n. —1 que los vectores do, . .., d,—1 son ortogonales respecto

de (-,-) 4 vy que K, (A,b) = span{do,...,dn_1} = span{ro,...,Tn—1}. Veamos que se cumplen
las propiedades para n 4+ 1 < ny:

Como r, # 0y ry € ICn(A,b)L, entonces do,d1,...,dn—1,—7n son linealmente in-
dependientes. Por tanto, el proceso de ortogonalizacién de Gram-Schmidt respecto de (-, -) 4
permite afirmar que el vector

n—1
—7r s d
U 1= =T — Mdj (2.10)
= (didi)a
es ortogonal a do,d1,...,dn—1 respecto de (-,-) 4. Ahora bien, si 0 < j < n — 2, entonces
Adj € AKp—1(A,b) C Kn(A,b). Como rr € Kn(A,b) T, entonces
(rn,dj) 4, = (rn, Adj)y =0 para 0 < j <n —2. (2.11)
Luego, sustituyendo (2.11) en (2.10), tenemos que
—T 7d —1
Un = —Tn — Mdnfl =—rn+ Bn-1dn—1 = dn.
<dn71: dn71>A
Por tanto, dg,ds, ..., dn son ortogonales respecto de (-,-) ,. Ademds, dn, # 0 ya que si d, =0,

entonces r, = Bp—1dn—1 € Ky y como 1y, € ICTJ;, entonces r, = 0, lo cual es un absurdo. Por
hipétesis de induccién, como dy, = —rn + Bn—1dn—1, obtenemos
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span{do,...,dn—1,dn} = span{ro,...,rn—1,dn} = span{ro,...,rn—1,Tn}.
Ademas, como AK,, C Kp41, ¥ 70,...,"n—1 € Kn C Kn+1, entonces rp, = Azp — b € Kpg1.
Por tanto, span{ro,..., rn—1,7n} C Kp41 siendo dim (Kn+1) = n + 1. Considerando que

n + 1 < ny, tenemos que:

dim (span{ro,...,rn—1,rn}) = dim (span{do,...,dn—1,dn}) =n+1

ya que do,...,dn—1,dn son linealmente independientes. En definitiva,
Knt+1 = span{ro,...,"n—1,mn} = span{do,...,dn—1,dn}. O
Observacion 2.13. Observar que 1, € IC# y Kn = span{ro,...,rn—1} implica que

(rn,7j)g =0para0 < j<n-—1
Teorema 2.14. Usando la notacion del Teorema 2.12 , se cumple que

a3

ol
n
fra-alg’

= —"= =1,...,n« — 1.
(Adn, dn),

=0,1,...,nx—1 Y Brn-1=

Demostracidn. La expresién de ap sigue de (2.7) y (2.9) teniendo en cuenta que

€K (A,)
2 2
- <7"n7 dn)Q = <_7"n7 —rn + anldn71>2 = H"’n”z + Bn-1 <_7'n7 dn-1 >2 = ||T7l||2
| ———
=0
Ahora, demostraremos la representacién de 8,—1. Por (2.8),
HTn”% = (Tnyrn—l + anflAdn71>2 = <7‘n77’n71>2 + anp—1 <Tn7Adn71>2 .

Como 71 € Kn(A,b), entonces (rn,rn—1); =0y
llrn—13

<T7L7 dnfl)A _
<Adn717 dn71>2

lldn—111%

||7"n||§ = <”'n7Adn71>2 = Hrnfl\I% ‘Tnlegﬁnfl- O

Compaginando los resultados de los teorema previos, obtenemos el siguiente algoritmo
para el método del Gradiente Conjugado:

Algoritmo 1 Método del Gradiente Conjugado (GC)

Considerar el sistema lineal Az = b con A € RV*Y matriz simétrica y definida positiva y b €
R un vector no nulo. Sea r; = Ax;—b el residual de la iteracién j.

1: Definimos zg := 0, ro := —by do := —rg = b.
2: Dados zn, rn ¥ dn, n > 0, mientras r,, # 0 calcular
_ __lrall3
Tyl = Tp + Qndn, con ap = TAdy,dnYy
Tn4+1 = Tn + o Ady,
2
T
dpn+1 = —Tpt1 + Bndn, con By = M
[lmn I3

Observacion 2.15. Observamos que el Algoritmo 1, requiere computar el producto matriz-
vector Ad, en cada iteracion.

Observacion 2.16. Otra forma de interpretar el método del Gradiente Conjugado es mediante
las ecuaciones normales del problema de minimos cuadrados (2.5). Sea A € RN XN simétrica
y definida positiva y b € RY. Veamos que:
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(i) Para n = 1,...,n« se cumple que T, = qn(A)b y rn = —pn(A)b para cierto gn € [],,_;
Yy pn(t) =1 —tqn(t).
En efecto, sea xn, € Kn(A,b) = span {b, Ab, ... ,A"_lb} con Azy —b =1y € Kn(A,b)L.

n—1 n—1

Entonces z,, = Y. ¢; A7b = qn(A)b con gn(t) = Y c;t/ € [],,_;. Ademds, rp = Az, —
7=0 =0
n—1 .
b=—[I—A 3 c¢;jA7| b= —pp(A)bcon pn(t) =1 — tgn(t).
=0
n—1 . T
(ii) Se cumple que gn(t) = > c;t? donde el vector (cg,...,cn—1) € R™ es la solucién del
3=0
sistema lineal:
bTAb bTA%b ... bTA™ co bTh
bT A% bT A3 ... bT A+ c1 bT Ab
= , . (2.12)
bT A bT ALy bT A1) [cno1 bT An—1p
En efecto, sabemos que x, resuelve el problema de minimos cuadrados ||z, — «||a =
’gli(nA » lx — z«]|a donde K, (A,b) es un subespacio vectorial de dimensién finita de
TE€KR (A,
(RN, (- >A) Luego, por el estudio de mejor aproximacién en espacios pre-Hilbert, existe
un dnico x,, € Ky (A,b) tal que ||z, — x« = min T — T«|lA.
w € Ku(Ab) tal que o —2ufla = _min o~ ol
Para n < ny, {b, Ab, ..., A"ilb} es un sistema linealmente independiente y es una base
n—1 .
de Kn(A,b). Luego, los coeficientes co,...,cn—1 € RY de z, = Y ¢jAb se obtienen
j=0

resolviendo las ecuaciones normales del problema de minimos cuadrados

Ge=F
donde ¢ = (co,...,cn_l)T, F = ((x*,Aj’1b>A);L=1 = (bTAjflb);.l=1 y con matriz de
Gram G = ((Aiflb, Aj’1b>A)7.L = (bTAHj’lb)T.L .. Este sistema lineal coincide con
i,j=1 i,j=1

(2.12).

Observacién 2.17. Sea A € RNXN una matriz simétrica, definida positiva y b € RV un vector
no nulo. Observamos que para todo n nimero natural, r, = Az, — b coincide con el gradiente
del funcional energia J(z) := % (Az, )y — (,b)5 evaluado en zp. Esto es, VJ (xn) = rn.

Observacién 2.18. Sea v € RN un autovector no nulo de la matriz A € RV*N y b = kv donde
k € R\ {0}. Entonces, el método del Gradiente Conjugado para Az = b converge en una itera-
cién, es decir, K1(A,b) = K2(A,b). En efecto, K1(A,b) = span {b} = span {b, Ab} = K2(A,b).
Esta propiedad se puede generalizar para dar una interpretacién algebraica del nimero de
iteraciones nx < NN necesarias para la convergencia del método del Gradiente Conjugado.

Definicién 2.19. Sea A € RN*N yna matriz reqular y b € RN un vector. Se llama polinomio
minimo de b respecto de A al polinomio mdnico p € [],, de menor grado v > 0 tal que

p(A)b=0. (2.13)

v se denomina grado de b respecto de A.

Observacion 2.20. Por el Teorema de Cayley-Hamilton, es claro que v < N.



Métodos iterativos para sistemas de ecuaciones lineales 25

Observacion 2.21. Observar que el polinomio (2.13) es tinico pues si existe otro ¢ € [[,,, ¢ # p,
polinomio ménico tal que g(A)b = 0, entonces p—q €[], ; v (»p—q)(A)b=0. Luego, si
es el coeficiente director de p — g, el polinomio r = % es moénico, verifica que 7(A)b =0y su
grado es menor que v, lo cual es un absurdo.

Teorema 2.22. Sea A € RNXN yna matriz reqular y b € RN un vector no nulo. Sea v > 1 el
grado de b respecto de A. Entonces, Ko(A,b) C K1(A,b) ... C Ku(A,b) = Kuy1(A,b). En
particular, el método del Gradiente Conjugado converge eractamente en v iteraciones, esto
es, T« = A71b € Ku (A, b)\Ku_1(A,b). En otras palabras, v = n. en (2.2).

Demostracion. Consideramos v > 1 es el menor nimero natural tal que A”b es combinacién
lineal de b, ..., A¥~1b. Equivalentemente, por el Lema 2.2, v es el menor nimero natural tal que
Ku(A,b) = Ku41(A,b), esto es, Ko(A,b) € K1(A,b) € ... C Ku(A,b) = Kpt1(A,b) = ... El
mismo lema permite asegurar que x. € K, (A, b)\KCp—1(A,b). Como Az, —b=0 € K, (4,b)+,
por el Teorema 2.8 sigue que z» = z,. Ademds, como zx no pertenece a K, _1(A,b), se tiene
que z« # Tn, para 0 < n < v — 1. En definitiva, el método del Gradiente Conjugado converge
exactamente en v iteraciones. O

Segun el Teorema 2.22; el método del Gradiente Conjugado puede interpretarse como
un método directo puesto que siempre se obtendrd la solucién exacta x,, = x« para Axr =
b después de un numero finito de pasos si se trabaja en aritmética infinita. No obstante,
dicho nimero de iteraciones puede ser considerablemente grande. Por esta razén, usaremos
los siguientes resultados para calcular estimaciones para el error del método del Gradiente
Conjugado basdndonos en la propiedad de optimalidad dada en (2.5). Previamente enunciamos
el célebre teorema espectral para matrices simétricas.

Teorema 2.23. ([1, p.151]) Sea A € RN*N wuna matriz simétrica. Entonces:

(i) Cada autovalor X de A es real y admite un autovector real u, esto es, para todo A € o[A],
A ER y existe u € RN\ {0} tal que Au = lu.

(ii) Los autovectores correspondientes a autovalores distintos son ortogonales respecto de

(+,)g, es decir, si A1, A2 son autovalores de A tal que A\1 # X2 y u1, uz son autovectores

correspondientes, entonces uirug =0.

(iii) Existe una matriz diagonal D € RNXN g una matriz ortogonal U € RN*N | esto es,
UTU=UUT =1, tal que A=UDU" . Los elementos diagonales de D son los autovalores
de A y las columnas de U son sus autovectores correspondientes.

Lema 2.24. Sea A € RNXN una matriz simétrica y definida positiva, con autovalores
N

{Aj };\7:1 y autovectores correspondientes ortonormales {v; };Vzl CRN. Siz= Zl cjvj € RN,
j=

entonces para todo polinomio p:

N 1/2 N 1/2
lp(Azllz = | D_fp(r)® | llp(Aalla = | Do GAp(A)* ] (2.14)
j=1 Jj=1
En particular, se cumple que
vmllzllz < [z]la < VM|, zeRY (2.15)
donde m:= min A; y M := mix A\;.
j=1,...,N j=1,...,N
N N
Demostracion. Puesto que AVx = Zl Cj/\;-’vj, v=0,1,..., y dado que {vj}j:l C RY es un
=

sistema ortogonal respecto de (-, )5
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N 1/2
Y2
lp(A)z]2 = chp@k)vk, chp Awih'* = | D0 p(r,)?
j=1
De manera anéaloga,
N N e _ N 1/2
Ip(A)alla = {37 exdrpOn)vr, 3 ejp(r)vs)s’ 2 rr)”
k=1 j=1 =1
1/2 ~ 1/2
Finalmente, con p(t) = 1 en (2.14) sigue que ||z|]2 = < > v llzl|la = <Z c?)g) .
j=1
De aqui se obtiene (2.15) dado que r_nm A; <Ay < méx )\J para j=1,...,N. O
J=t,..., N J=t,.

El siguiente teorema da una primera estimacién de convergencia del método del Gra-
diente Conjugado.

Teorema 2.25. Sea A € RNXN matriz simétrica y definida positiva. Si {zn}nt, son las
iteractones del método del Gradiente Conjugado, entonces

[[Zrn — z«||la < inf  sup |p(A)| ] ||z« — zolla, n=0,1,...,n4.

Demostracién. Para cada polinomio p € [],, con p(0) = 1 definimos el polinomio ¢(t) :=
(1—p(t))/t € [1,,_1 y el vector z := q(A)b € Ky (A,b). Entonces,

z—a, =q(A)b— AT b= A I —p(A) — I1b= —A"1p(A)b = —p(A)z.,
donde en la tltima igualdad se ha usado que A~!p(A4) = p(A)A~L. Por (2.5) y el Lema 2.24

N
con Tx =y, ¢jv; € RY | obtenemos
j=1
N 1/2 1/2
fon=eella < lo=eella = Ip(Aedla = | S2enp)* | < sup OV S,
j=1 j=1

Luego, la anterior desigualdad también se cumple para el infimo entre todos los polinomios
p €[], conp(0) =1. O

El Teorema 2.25 y el siguiente lema permitirdn dar una cota de error més practica.

Lema 2.26. Sean T, (t) = cos(narccost), parat € [—1,1] y n > 0, los polinomios de Chebys-
hev de primera especie. Entonces,

Tn(t):%[(t—l—\/ﬂ—l)n—k(t— t2—1>n], para |t| > 1, y

k+1 1
Th ( * ) VE+ , para k € Rk > 1. (2.16)
k-1 Vi -1

Demostracion. Es bien conocido que los polinomios de Chebyshev satisfacen la recurrencia a
tres términos To(t) = 1, Ti(t) = t, Tn+1(t) = 2tTn(t) — Tr—1(t) paran > 1 en base a lo
cual se deduce por induccién, que 75 (t) es un polinomio de grado exacto n. Ahora bien, con
0 = arccos(t), Tn(t) = cos(nf) y para t € [—1,1]
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1 1
Tn(t) = 3 [(cos @ +isen )™ + (cos — isen )] = 3 [(t + V1 — tQ)n + (t —iV1— t2>n] .
Puesto que para |¢t| > 1, la expresién

(E+awi=—2)"+ (t-ivi—2)"] = §[(s+vE=1)"+ (t-vEz=1)"]

es un polinomio en ¢ que coincide con T (t) en [—1, 1], debe tenerse que
1
Tu(®) = 5 [(t—i— Vi — 1)” + (t— 12— 1)”] > 1

Finalmente, dado k > 1y t := k+1, se tiene que t & /12 — Ykl y

VEF1
nE) | () () [
>0

Teorema 2.27. Sea A € RNXN wuna matriz simétrica y definida positiva. Entonces las itera-
ciones, xTn, n > 0, del método del Gradiente Conjugado para Az = b, con o = 0, verifican

len — zulla < 29" w0 = zalla, llon — zall2 < 2V/Fav" 2o — eallzy > 1,

siendo x« = A7'b, kg = conda(A) y v = \/7‘/‘4; 1
Observacion 2.28. Observar que si A es una matriz simétrica y definida positiva, entonces
conds(A) = || A2l A=Y lz = p(A)p(A~L) = JmixtH > 1, siendo Amex(A) ¥ Amin(A) el mayor

min

y menor autovalor de A, respectivamente.

Demostracidn (Teorema 2.27). Por la observacién anterior sabemos que k4 > 1.
1. En primer lugar, si k4 = 1 entonces A = Apax(A) = Amm (A) para todo A € o[A]. Luego,
como A es simétrica y definida positiva, por el Teorema 2.23 tenemos que A = Al con
A > 0. Por tanto, K2(A,b) = K1(A,b) y 21 = ... = 2y, = 2« = A~ 'b para todo n > 1. Por
consiguiente, el enunciado es evidente.
2. Ahora, supongamos que k4 > 1 de modo que 0 < v < 1. Denotamos M := Apsx(A) y
m := Apin(A) con lo cual o[A] C [m, M]. Consideramos el siguiente polinomio

1 M+m — 2t
p(t) :== Tn<m>Tn( MTm )

Es claro que p € [],, con p(0) =1y sit € [m, M], entonces —1 < % < 1. Por
tanto, puesto que kg = %, usando (2.16)
kA +1 -
"\ky—1

M
(5 )
M —m

Aplicando el Teorema 2.25 sigue que ||zn —«||a < 29™||xo — z«|| 4. Finalmente, de (2.15)
obtenemos que

—1

méx [p(t)] = = <24

m<t<M

o — @2ll < —=llon — @ulla < Slzo — @4 < 2VFa7" 20 — 2. 0

7= =

Observacion 2.29. Este teorema refleja que la convergencia del método GC puede verse ralen-
tizada si kg > 1.
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2.2.2. Método del Gradiente Conjugado para ecuaciones normales

Sea un sistema lineal de ecuaciones Az = b donde A € RN*XN es regular pero no
necesariamente simétrica o definida positiva. Observamos que AT A es una matriz regular,
det(AT A) = det(A)? > 0, es simétrica y también definida positiva, puesto que ' AT Az =
(Az) T (Az) = ||Az||3 > 0 para todo = € R\ {0}.

El método del Gradiente Conjugado para las ecuaciones normales (GCNR) consiste en
aplicar el método GC al sistema

AT Az =ATb
para obtener . = A~1b. Asf pues, el método GCNR considera los subespacios de Krylov
Kn(ATA, ATb) = span {ATb, (AT A)(ATY),...,(ATA)"1(ATh)}.

Antes de estudiar la estimacién del error para el método GCNR presentamos su corres-

pondiente algoritmo:

Algoritmo 2 Método GC para Ecuaciones Normales (GCNR)

Considerar el sistema lineal Az = b donde A € R¥NX¥N es una matriz regular y b € RN un
vector no nulo. Denotamos 7 := Az; —by 7 = ATrj, j=>0.

1: Definimos g := 0, rg := —b, fo=ATrgy (io = ATb.

2: Dados xpn, ™n, Tn ¥ dn, con n > 0, mientras rp, 7# 0 calcular

x =Ty + and con oy = L = =
n+1 n nn, n < T Ad 7ln>2 lAd H%

Tn+l = Tn + anAdnp
?nJrl = ?n + anATAdn = ATTnJrl

) ~ I Pnt1ll3
dn+1 = —Tnp+1 + ﬁnd'ru con ﬂn = ||7;+”22
nll

Observacion 2.30. A diferencia del método GC para el caso simétrico definido positivo, el
método GCNR requiere otro producto matriz-vector ATT’]' para cada j > 0. Sin embargo,
podemos evitar calcular la operacién AT A que requiere un gran costo computacional.

Observacion 2.31. (i) Como consecuencia directa del Teorema 2.8, se da la siguiente propiedad
minimal para las iteraciones del método GCNR:

|Azy, — b2 = min [|[Az — b||2.
2K (AT A, ATH)

En efecto, para todo v € RN, |lv — I*HiTA = (A(v —z4), A(v — z4))5 = ||Av — b||2.
Esta propiedad justifica la letra R usada en la notacién del método GCNR, ya que en
esta variante se minimizan los residuales. Asimismo, la letra N se refiere a las ecuaciones
normales.

ii) Por el Teorema 2.27, obtenemos la siguiente estimacién del error para el método :
ii) Por el T 2.27, obt la sigui ti ién del 1 método GCNR.
[Azn —bll2 < 29"[|Azo = bll2, [lon — z«ll2 < 2kay"[lzn —2xll2,  n 21,

siendo vy = %. Observar que k41 4 = conda(AT A) = conda(A)? = k3.

2.3. Meétodo del residual minimo generalizado

Presentamos otra posibilidad para resolver un sistema lineal regular Az = b, donde
A € RNXN s una matriz regular arbitraria, no necesariamente simétrica o definida positiva.
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Definicién 2.32. Dada una sucesidn de subespacios (2.3), el método del residual minimo
consiste en hallar

Tn € Dn
|Azy — bll2 = min ||Az — b||2 n=12,... (2.17)
€Dy

Observacidon 2.33 (Existencia y unicidad de aprozimacidn con residual minimal). Para ver

que (2.17) tiene solucién tnica, definimos Sy, := AD,, = {Ad/d € Dy }. Claramente, Sy, es un

subespacio de RN . Por la teoria de existencia y unicidad de mejor aproximacién en espacios

pre-Hilbert aplicada a (RN, (- >2) con subespacio finitodimensional Sy, tenemos que existe

un dnico vector z, € Sp tal que ||z, — b||2 = znelgn ||z — b|]|]2. Como A es una matriz regular,
n

esto equivale a decir que existe un dnico z, € Dy tal que ||Az, — blj2 = mgl [|[Az — b||2.
x€Dp

Definicién 2.34. Dada una matriz A € RNXN regular y un vector b € RN, el método del
residual minimo generalizado (GMRES) es el método (2.17) siendo Dy, = Ky, (A,b) dados por
(2.1) paran =0,1,....

Observacion 2.35. Observar que si A es simétrica y definida positiva, entonces el método GM-

RES implica que ||z, — z«|[42 = min ||lzn — z«|| 42 por lo que se espera, en este caso, un
z€y (A,b)

comportamiento similar al del método GC respecto al error con relacién niimero de iteraciones.

El procedimiento bésico que seguiremos para implementar el método GMRES es el
siguiente:

(i) Usando el proceso de Arnoldi (ver Algoritmo 3) se genera una base ortogonal de K, (A, b)
con respecto al producto escalar euclideo.

(ii) Usando dicha base ortogonal, el problema (2.17) se reduce a un problema de minimos

cuadrados.

Sea v1 € RN un vector tal que |lv1]| = 1. El proceso de Arnoldi consiste en generar una
sucesion de vectores v, va, . .. tal que ||v;|| = 1,7 = 1,2, ..., ortogonales con respecto al producto
escalar (-,-), mediante el proceso de Gram-Schmidt aplicado a los vectores v1, Avi, Ava,. .. de
la siguiente manera:

Definimos v; = ﬁ y consideramos el sistema {v1, Avi}. Aplicando el proceso de

Gram-Schmidt, se obtiene
Uy = Avy — (Avi,v1),v1.
Si Uy # 0, entonces definimos vy := Hﬁaﬁ y obtenemos el sistema ortonormal {vi,v2}. A

continuacién, aplicamos el proceso de Gram-Schmidt a {v1,v2, Ava}, para obtener
U3 = Ava — (Avz,v1)5v1 — (Ava,v2), V2

Luego, si U3 # 0, entonces definimos v3 := , resultando un nuevo sistema ortornormal

U3
[[03]l2
{v1,v2,v3}. En general, el proceso de Arnoldi se define en el siguiente algoritmo:

Algoritmo 3 Proceso de Arnoldi.
1: Dado b € RN, b # 0, definimos 71 := b. Mientras T, # 0 calcular

2 vy = B,
" nll2

n
3: Upg1 = Avn — Y (Avp, vj)2v;.
i=1
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Observacion 2.36. El proceso de Arnoldi parard en la primera iteracién tal que Av, €
span {vi,...,vn}.

Observacién 2.37. Si A es una matriz simétrica, entonces para k < n — 2, (Avp,vg)y, =
(vn, Avg)y = 0 ya que los vectores vn, y v; son ortogonales para j = 0,...,n — 1y Av
es combinacién lineal de {v1,..., vk, vk+1}. Luego, el proceso de Arnoldi se convierte en una
recursién a tres términos:

Up41 = Avp — (Avp, Un)g Un — (AUn, Vn—1)g Un—1, n=12,...

Este caso especial del proceso de Arnoldi aplicado a matrices simétricas se llama proceso de
Lanczos.

El siguiente lema permite afirmar que el proceso de Arnoldi genera una base ortonormal
de los subespacios de Krylov IC\, (4, b).

Lema 2.38. Los vectores v1,v2,...,vn, generados por el proceso de Arnoldi forman un sis-
tema ortonormal respecto del producto euclideo (-,-), en RN g

span {vi,...,vn} = span{vi,...,vn—1,Avp_1} = Kn(A,b) para 1 < n < n,.

Demostracion. La ortonormalidad de los vectores v1, v, ..., vn, es inmediata por propia cons-
truccién, pues es claro que |[vjll2 = 1 para 1 < j < n., y si se asume que (v, vg), = ;5 para
1 <j <k <n,entonces dado k tal que 1 < k < n:

1

 Bnall2

n N
(Avn,v)y — D (Avp, vi)y (v, 00), | 7= 0.
j=1

(Un41,Vk)q

Ahora, por induccién, veamos que
span{vi,...,vn} = span{vi,...,vn—1,Avn_1} = Kn(A,b) para 1 < n < n,.
La propiedad es obvia para n = 1, pues v; = Hbﬁ' Suponemos cierta para un n con 1 < n <
n« — 1, y veamos que se cumple para n + 1. En primer lugar,

n

1
Un+l = 7 Avp — Z<A'Un7vj)2vj S Span{vlv---vvnvAvn}-
On+1ll2 =
Ademas, por hipétesis de induccién, sabemos que v1,...,vn € Kyny Av, € AKX, C Kypy1. Lue-
go, span{vi,...,Vn—1,Vn,Un+1} C span{vi,...,vn, Avn} C Knt1,siendo dim({v1,...,vp41}) =
n+ 1y dim (span{vi,...,vn, Avp}) <n+1, dim(Kp4+1) < n+ 1. Luego, por un argumento
de dimensidn, los tres subespacios son iguales. O

Observacion 2.39. Este lema nos permite afirmar que el nimero de iteraciones n. necesarias
para que el proceso de Arnoldi pare coincide con el menor valor n, tal que Ky, (A,b) =
Kn,.+1(A,b). Asi pues, en el caso de que A sea simétrica y definida positiva, el nimero de
iteraciones para alcanzar la convergencia con el método del Gradiente Conjugado y GMRES
coincide. En otro caso, el nimero de iteraciones de GMRES y GCNR no tiene porqué coincidir.
A continuacién, presentamos dos ejemplos mediante los métodos GCNR y GMRES donde
observaremos, que dependiendo de las caracteristicas del sistema lineal, un método puede
converger con menos iteraciones que el otro.

Ejemplo 2.40. Sean e; es el i-ésimo vector canénico de RN *N 1 <i< N,y

0 1 en 1 0
10 el .
A= . =| . | eRVN, b=| | eR", z,= || eRV
S : ; 0
.
10 en_1 0 1

de modo que z. es la Unica solucién del sistema lineal Az = b. Demostraremos que:
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1. El método GCNR converge exactamente en una sola iteracién, r1 = x«.
Consideramos el subespacio de Krylov K, (AT A, ATb) donde

eg es
ATb=| ! |er=en, ATA=| | [ea]...lenle1] = In.
T
eN Y
el el
Tenemos que K1(ATA, ATb) = K2(AT A, ATb) = span{en} y GCNR converge en una

iteracién.

2. El método GMRES converge exactamente en IV iteraciones.
Tenemos que b = ey, Ab = ez, A%b = e3,..., AN"1b =en, ANb = e;. Luego, K;(A,b) =
span{e1,...,ej} para 1 < j < N,y Kn41(A,b) = Kn(A,b). Luego, el método GMRES

converge en N iteraciones. Ademads, si j = 1,..., N — 1, entonces
j+1
min Axz—bll2 = min Ap_1ex —e1ll = min 14+X24... 422 =1
ace)Cj(A,b)H I i Z k—1%k Apyooonj€RV 1 J
z= 3 ey |IF=2 2
k=1
que se obtiene con A\; = ... =X; =0;estoes, x; =0si 1 <j< N -1y zy =z

Este ejemplo muestra una situacién en la que el método GCNR converge en una itera-
cién mientras que el método GMRES requiere N iteraciones. A continuacién, en el Ejemplo 2.42
ilustraremos la situacién reciproca. Antes estudiaremos una propiedad del rango de matrices
que nos sera de utilidad en el resto del capitulo.

Lema 2.41. Sean M € RPX? y N € R9*" con rango(M) = q (¢ < p). Entonces,
rango(MN) = rango(N).

Demostracion. Consideramos las aplicaciones lineales asociadas a M ,N y M N respectivamente
Ly :RYT - RP, Ly :R" = RY, Lyn :R" — RP. Como dim(Im(Lyr)) = rango(M) = gq,
dim(Ker(Lpr)) = 0y Ker(Lys) = {0}. Probaremos que Ker(Ly) = Ker(Lyn), de donde
se obtendria inmediatamente el enunciado por el primer Teorema de isomorfia.

Es evidente que Ker(Ly) C Ker(Lyn), pues si Nv = 0, entonces MNv = 0. Sea
v € Ker(Lyn): MNv = 0. Entonces, Nv € Ker(Lys) = {0} y, por tanto, v € Ker(Ly). O

1 o
Ejemplo 2.42. Sea la matriz tridiagonal 7 = al con 0 < |af < % Los autovalores
ey
a 1
de T son A\j = 1 —2va?cos (#—L) > 0 para j = 1,..., N, (vedse, p.e., [1, p.349]). Luego,

T es una matriz simétrica y definida positiva. Por lo tanto, admite una descomposicién de
Cholesky: LLT =T con l11 = 1, donde L es una matriz triangular inferior inversible. Es fcil

1
a *
ver que L debe ser de la forma L = |0 : K
0 ...... *
Sea A := LT y b := e1. Planteamos el sistema Ax = b con solucién x = e; pues

Aej = e1. Por tanto,
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1. El método GMRES converge en una iteracién ya que Ab = b implica K2(A4,b) = K1(A,b) =
span {b}.
2. Respecto al método GCNR, debemos considerar los subespacios ICn(ATA, ATb), n > 1.
T
Tenemos que
vi = ATb= Le; = e1 + aes
vy i= T = (1 4+ a?)er + 2aes + a’es
v3 1= Tua = B31€1 + Bazea + Bazes + Baaea, con Bag = o, B33 = 3a?

vji=Tuvj1=Bjer+...+Bjje; + Bjjriej41, con B 41 =ad, Bj; = jal 7!

vN-1:=Ton_2=PN-11€1+...+ON-1,N—16N—-1 + BN—1,NEN,
con By_1,n =N By 1 N1 = (N = 1)alV 2

— _ _ N N—1
vNy =Tvn_1=P0nN,1€1+...+Bn,Nnen con Sy N = Na .

Ademés, Te1 = e1 + aep = vi. Luego, T [er|vi]...|lvn—1] = [vi|vz|...|vn]. Como
o # 0, T es regular y rango(7T) = N, por el Lema 2.41, rango ([vi|vz]...|vn]) =
rango ([e1|vi]...|vny—1]) = N. Por tanto, v1,...,vny son vectores linealmente indepen-
dientes y el método GCNR converge en N iteraciones.

Observacion 2.43. En el resto de esta seccién, denotaremos hyy, 1= (Avn,vg), paran > 1y
k=1,...,n. Asimismo, si Up4+1 # 0, definimos
1
hp41,n = —— paran > 1.
[On1ll2

Por tanto, obtenemos una matriz rectangular de Hessenberg superior:

h11 hi2 ... hin
ho1 haa ... hop

Hy=|: - - | eRibxn (2.18)
0 0 ... hon

0 0 ...hntin

Ademds, segin la Observacién 2.37, si A es una matriz simétrica, entonces (Hy);; = 0, si
li —jl > 2.

Teorema 2.44. Sea una matriz A € RNXN 4 un vector b € RN no nulo. Asumiendo la
notacion (2.18) del proceso de Arnoldi, se tiene que

AV, = V’rLJrlHn: n=1...,n.—1, y AVn* = Vn*Hn* (219)
donde
hi1 ... e h1n*
V=il o] €RN9 1< <me, y Ha, = | € R™M= XM,
hn*,n*—l hn*n*
(2.20)
Demostracion. Por el proceso de Arnoldi, paracadan =1,2,...,n4, sabemos que hnt1,nVn+1 =

n
Un41 = Avn — > hgnUg, habiendo definido hy, 41, := 0y vn,4+1 := 0. Luego, nos queda
k=1
n+41
Avn = > hgpve  para 1 <n < n,. ]
k=1
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Observacion 2.45. Observar que AV,,, = V,,, Hy, implica que Vnt AVy, = Hp,, . Esto es, A es
semejante, por transformacién ortogonal, a la matriz de Hessenberg cuadrada superior definida
en (2.20).

Seguidamente, desarrollaremos un procedimiento para implementar el método GMRES
que emplea las bases ortogonales de los subespacios de Krylov generados mediante el proceso
de Arnoldi.

Teorema 2.46. Sean x1,...,Zn, € RN las iteraciones del método GMRES aplicado al sis-
tema lineal Az = b con A € RNXN matriz regular y vector b € RN no nulo. Para cada
n=1,...,n«, el problema de minimos cuadrados

I‘IGI]%I}LHHnZ —cnll2 donde cp, := ||b]|2e1, con er = (1,0, .. .,O)T c Rmf"{"+1’"*},
z

admite solucidn tnica zn € R™. Ademds, ©n, = Vnzn y ||Azn — b|l2 = ||Hnzn — cnll2 para
1 <n < n«, donde Vi, y Hy estdn dadas por (2.20) y (2.18) respectivamente.

Demostracién. Por (2.19), observamos que si 1 < n < ny, entonces
Az —b=VzH,V, 2 —Vacn, conm=min{n+1,n.}.

Luego, como VJTV] = I; para 1 < j < ny, sigue que ||Az — b||2 = ||[HnV, & — cp|2. Ahora,
por el Lema 2.38, z € Ky (A,b) = span {v1,...,vn} siy sélo si existe un unico z € R™ tal que
x = Vpz. Ademds, puesto que VJVJT =Iyparal <j<n., Ve=V]ysiysblosiz=y.
Puesto que existe un tnico vector z,, € Kn(A,b) tal que ||Az,, —bll2 = min b)HA:c —bl|2,

Kn (A

existe un dnico z, € R™ tal que ||Hnzn — cnll2 = m]{{I}LHan —cnll2 Yy Tn = Vazn. O
zE

Observacién 2.47. La matriz de Hessenberg H, € R"*" donde i = min {n + 1,n.} para

1 < n < n«, se puede factorizar como Hyp = Qn Ry siendo Qn € R7?X7™ una matriz ortogonal,
es decir, Q) = oQnt, y Rp € R"™ ™ una matriz triangular superior, esto es, (R")ij =0
o~ n
si ¢ > j. Ademés, R, = ((Rn)”> € R™ "™ es una matriz regular. Probaremos esta
¥, 5=1

propiedad en el Lema 2.50 y la utilizaremos a continuacién para dar una expresién cerrada
para las iteraciones del método GMRES y las correspondientes normas de los residuales.

Teorema 2.48. Para cadan € {1,...,n.}, sea zn € R™ es la unica solucidn del problema de
minimos cuadrados definido en el Teorema 2.46 con H, = QnRy, donde Qn y Ry son las
matrices definidas en la Observacion 2.47. Entonces,

(i) zn = R;llnXﬁQ,Icn, donde I, x5 es la matriz identidad rectangular de dimensidn n X n.

(ii) ||Hnz — cnll2 = pn siendo

{‘37TL+1Q7:C7L|: con eny1 = (0,...,0,1)T e R | 5i1<n<ne—1,
0

Pr = , ST N = Nx.
Demostracion. Por hipétesis, sabemos que Hpz — ¢n = Qn (an - Q;lrcn). Por lo tanto,
|Hpnz — cnll2 = ||[Rnz — Q;) cn||2. Distinguimos dos casos:

1. Si n = n., entonces R, = R, es una matriz regular y ||Hpz — cpll2 toma valor minimo
. 5—1
igual a cero con z = zp, := R, Q,Icn.

Rz I Te
2. 8in < nu, Ruz = |—| y Qlecn = %Xg"n Luego, ||[Rnz — Q) cnl3 =
0 en+1Qn0n

|eI+1Q,TLCn|2 + |Bnz — Inx(nJrl)QyTLan%, y esta expresién se minimiza tomando z =

Zn i= Ry 'Ly x5 Q1 cn, con valor minimo ||Rnz — Q) ¢nll2 = |eTTH_1Q,Tlcn|. O
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Observacion 2.49. El siguiente lema nos dice que las matrices superiores de Hessenberg H,,
para 1 < n < n., se pueden factorizar como el producto de una matriz ortogonal y una
matriz triangular superior. Presentamos la prueba de este resultado por completitud en la
exposicién, aunque se base meramente en un caso particular de la descomposicién QR para
matrices rectangulares en general. En la prueba consideramos matrices de rotacién de Givens:

Ii—1
G(i,i+1,6) = —abZ € R"*™ con a = cos(f),b = sin(0),1 <i<a—1.
I
Observar que dado (g) # (8) se obtiene (_ab 2) (5) = (6) con 7 := Vc? + s2 tomando
a=<yb=2Si €) = 0 basta tomar a =1, b = 0.
s L s 0

Lema 2.50. La matriz Hy, (2.18)-(2.20) con 1 < n < n., admite la descomposicion Hy, =
QnRyn donde Qn y Rn son las matrices definidas en la Observacion 2.47.

Demostracion. Denotemos a la matriz Hessenberg como H,(lo) := Hy. Para cada i € {1,...,n}
definimos matrices de rotacién de Givens G; = G(4,i + 1,0;) € R*X™ tales que
HY = q;HY Y con (Hfj)) —o0.
i+1,i

Es directo comprobar que Ry, := Hfln) = GnGp—1...G1Hy verifica que (R’”)ij = 0 para
i > j. Ademds, puesto que GiT = G;l, 1 < i < n, definiendo la matriz Qn, := GlT . GT—[—IGT—[
obtenemos QnQ,) = Q. Qn =Ty Hy = QnRn.

~ n
Finalmente, veamos que la matriz R, := ((R")z j) es regular. Por (2.19), sabemos
9) 5=

que AV, = VaHy = VaQnRn y Ry € RP*™, Aplicando el Lema 2.41, y teniendo en cuenta
que rango(Qrn) = n = rango(Vy), entonces rango(Ry) = rango(QnRn) = rango(VaQnRn).
Adem4ds, como A es una matriz inversible, sigue que rango(VaQnRn) = rango(AVy) =
rango(Vy,) = n. Luego, rango(R,) = rango(R,) =n y R, es una matriz regular. O

Corolario 2.51. Las iteraciones x1,...,%n, del método GMRES se pueden expresar como

*

Tn = (anf,—lllnxﬁQIm) IBll2, con e1 = (1,0,...,00T € R®, y residual

Azp — b= { (Vn+1Qnen+1) (7€I+1Q;Lr€1) HbHQ , 1<n<n,—1,
0 , M= M.

Demostracion. Por (2.19), Az, —b = Vipq1 HnVnTacn —Viticn = Vg1 (Hnzn —cn), con z, =
VnT:rn. Aplicando el Lema 2.50, obtenemos que V1 (Hnzn —cn) = Vp+1Qn (ann — Q,TLcn)
Finalmente, usando el procedimiento de la demostracién del Teorema 2.48, paral <n < n,—1

Vn+1Qn <ann - Q;I;Cn) = (VnJrlQnenJrl) <_3;Lr+1QIel) ||b||2
O

El siguiente resultado da una estimacién de convergencia del método GMRES, en la
linea del Teorema 2.25 para el método del Gradiente Conjugado.

Teorema 2.52. Sea A € RNXN una matriz diagonalizable, es decir, existe T € RNXN yna
matriz tal que T"YAT = D donde D := diag (\1,...,\n). Entonces, si x,, denota la enésima
iteracion del método GMRES:

Axy — b2 < do (T inf A A bl|2.
Az~ bll2 < condy(T) | inf  max | [p(h)] ] [l
p(0)=1
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Demostracion. Para cualquier polinomio p € ], con p(0) = 1, definimos el polinomio ¢(t) :=
%M de grado como méximo n — 1. Luego, definiendo x := g(A)b € K, (A,b) tenemos que
Az — b= —p(A)b. La propiedad minimal del método GMRES implica que

|Azn —bll2 < [[Az = bl2 = [[p(A)bll2 < [Ip(A)l|2]|b]|2-
Ahora, como A es una matriz diagonalizable

Ip(A) 12 < ITll2llp(D)lI2lI T~ |2 = cond2(T) | max |p(A)-

yeeny

Entonces, la desigualdad anterior se cumple para el infimo. O

Corolario 2.53. Sea A € RVXN yna matriz reqular diagonalizable con exactamente m auto-
valores distintos, entonces Ty = T«, esto es, el método GMRES converge en m iteraciones.

m

Demostracién. Definimos el polinomio p(t) = [] % € [I,, con p(0) = 1. Entonces,
i=1 7

. rrlléxN|p()\k)| = 0. Y, por el Teorema 2.52, tenemos ||Azm — blj2 = 0. O

Observacion 2.54 (Implementacion del método GMRES basado en el proceso de Arnoldi y
rotaciones de Givens).

Finalmente, trataremos la implementacién préactica de las iteraciones método GMRES
basado en el proceso de Arnoldi y rotaciones de Givens. Consideramos el sistema Az = b donde
A € RVXN es una matriz regular y b € RY un vector no nulo.

Siguiendo la notacién antes introducida:

Definimos v = | h11 = hg(i) = <A'U1,'U1>2, Uy = Avy — h11v1 y hoy = hél = |[v2]|2-

a1 b1

Sea Hi = H(O> 1 . Obtenemos G = tal que
( 1 —b1 a1

2

2] 17(0 % 1 711
GQ]H{)z{(l)l = H{Y =R = "]

(1)

(0) &
Sea C( ) = = ||bl]2 v calcular G[ ] [ b } = |: t

c
. Entonces, 21 = 7}7, Tl = 2101y

[|[Az1 — b2 = |c§1)|. Si |cél>\ > TOL, donde TOL es una cantidad previamente fijada,
entonces se sigue iterando.

Definimos vy = Hﬁ?};\lz’ hio = h(0> (Ava,v;)q para 1 < i < 2, U3 = Avg — Z hiov;

h() (0)
. [2]
y h3a = hgg) = ||v3||2. Sea Hy = H;O) = h(O) h(o) . Tomando G[ls] = (Gl (1)>

0
0 hgf;)
hgl) h(l) (1) (0)
. 3] 17(0 1 1 0 hy
se tiene que G[l]Hé Y=o hé? =: Hé ) con h:(32> = h§ : |:h%12)] = G[ : |:h(0):|
0 h§12) 22
(0) (1)
- cl 3¢
Ademis, G[IS] 10 = cél) . Ahora, elegimos GE] = (f;z Zi) tal que G[ : |: (1)] =
0 0
(1) (1)
(2) 1] o0 hiy hys
{}%2] Entonces, con G[ZS] = olcE sigue que G[QS]H£1> = 0 hg? = H§2> =
2

0 0
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1
T11 T12 3 Cgl) cg ) 2 o1 o)
Ry = | 0 792|. Ademss, G[Q] cgl) = ng) con %2) = G[Q] [02 } Por tanto,
0 0 0 o2 e 0

=1 [.(1)
rigr c . .
z2 = [ (1)1 T;z] |:c§2)]’ z2 = [vi|v2] 22y |[Aza — b2 = \cg2)|. Si |cé2)\ > TOL, seguir.

A 3
Definimos v3 = H;ﬁ, hi3 = hgg) = (Avz,vi), para 1 < i < 3,0y = Ava — > hijzv; y
i=1
1(0) () 4 (©0)

11 12 M3
(0) ,(0) ,(0) 2]
(0 s _ (0 _ | hoy hyy hyg 4 _ [ GYy'| 0
has := hys = ||v4||2. Sea H3 = Hy ' = . Tomando G5~ = 1
43 1= g = [0l T 0 hY K ! 0 ;)7

0
’ (01) héf; (1)
11 o lo hiy hyy hyg B _ p(0)
) o . o) _ | 0 hiy Ay (1) h_,%
Go' = | 0|GY|0 | setieneque Gy Hy ' = =: H;’ con ¢ hy) = h.

2 by 1 413 0 nd pM 3 %3 %3
ol o 11 32 '33 B _ (0

0 0 hgllg) 43 43

1) (1) (1)
By by Ry

. Ademds, G’[24]H§1) = —. 72 con hg) — hfé)

h%)] 2] {hﬁ?
y 1| — Gl 0
{h<23) hiy

) ) (2) (3)
h h . b ,
y Lﬁg)} =cf [h(ng)]' Ahora, elegimos G = (_‘123 a‘;) tal que G L?g)} = [h:(s)s }

0 0 A 3
0 0 Al

” ” ) ) 3 (1) *
1,1 .0
Bl o g g
Entonces, con G[34] = < 02 G2 > sigue que G?] H§2> = 0 ha h%é‘) =: Hég) =: Rz =
3 0 0 hS
0 0 0
r 1
T11 T12 T13 CEO) 0511; CEIQ;
0 722 723 WAald | 0| _ aldlal D] - i e |
0 0 ras| Por otra parte, G5 G5 G} 0 = G5 Gy C% = Gy CEQ) =
[0 0 0 0 0 )
EX )
(2) (3) (2) ri1ri2 ri3| |G
€3 €3 [2] |c3 i (2)
t3) donde ()| = Gy 0| En definitiva, 23 = 0 722 7o3 ey |, @3 =
3 2 0 0 rss (3)
o3 3
LCy

[vi]vz|vs] - 23 y [|Azs — bl|2 = |cfl3)\‘ Si |ci3)\ > TOL, seguir.
Suponemos que en las iteraciones previas 1 < ¢ < n — 1 se han obtenido matrices

G?] = (jg Z’) tales que G?]

coeficientes:

(i—1) O]
hzgl):| = |: 61 }, y que se han calculado los siguientes
it+1,0

(0) (1)
G[IQ] |:hli} = |:h :| ,paral <i<n-—1,

¢
hy

) @)
Gl {Z%{)} - {:g)]  para2<i<n-—1,
31
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U= R
ay [h@n =10 | pwaisisn-—l

J+1,0 J+1,0
as{ como también, con CSD) = ||b]|2,
(G-1) e
Gl ¢ = (7 paral < j<n-—1.
J 0 c»])
j+1
Definimos entonces v, = Hgﬁ’ hin = hﬁz) = (Aun,vi)y para 1 < i < n, Upy1 =

n
0 .
Avn = 37 hinvi ¥ bngan = hsl_il’n = ||[Tn+1ll2.

=1
I;_1]| O 0
Con G;n'H] = 0 GE,Q] 0 para 1 < j <n — 1, sigue que
0 0 |In—j
gl g gt g — gt gt = | = il g(n=2 = g,

donde se han de calcular

(0 RO o [a) 1e) o [RS7Y r?)
G[12] = 1"l,Gs 2| =: | 2| y en general G | = am
] R ] 18 " i) = Ll
para 1 < j < n — 1. Observar que
ro(1) (1 1 1) 7
0 h’22 hQ,n—l h2n
g = e | siendo AN = R, L =) L,0< G <n.
0 0 mh Ly Ry
o o ... o AY
-1
o 0 o ]
Ademis,
[ cil) i I cg; ]
©) D CgZ) c§
¢ ¢Y (C) o3
41 ot g | O b1l bl | § iy | ’
n n n n n n
G,_1 Gy Gi : =G, 1 .Gy 0 =.=G, = .
0 : 65::2) Ciln:ll)
0 0 C;nfl)
L 0 | L 0 |

que ya es conocido de iteraciones previas. Determinamos una nueva matriz G’LLQ I =
p(n=1) (n) In— 0
an . bn tal que GE] (nnn_l) = |fnn . Finalmente, con la matriz GL:L_H] e 5
—bn, an h 0 0 |G
n+1,n n
se obtiene que

1,1 1
A A 11 T12 ... Tin
0 h;22> hgi) 0 ro2 ... 72m
GL"+1]H,SLH71) = : .. : =: H,(Ln) =: Ry = .
0 0 h(") 0 0 ... 7Tnn
o 0 0 ...0

0 0 ... 0
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_ C(11) 1 M Cg ]
i %)
. Cé2) C3 ) (n—1) C(n)
y GL:H-] : — siendo GLL] {Cno } = (7711,) . Por tanto, z, =
(n=1) (n=-1) fnt1
Cn-1 n—1
(n—1) cﬁl")
L0 L ‘35:21 _
11 712 --- Tin LD
0 7r22 ... 72 L (n)
oo ,J:n:[vl‘...‘vn}~zny||Azn—b||2:|cn+1|.
0 0 ...7on o

El desarrollo previo para el método GMRES se reduce al siguiente algoritmo:

Algoritmo 4 Método GMRES con proceso de Arnoldi y rotaciones de Givens.

Considerar el sistema lineal Az = b donde A € RV*N es una matriz regular y b € RN un
vector no nulo.

1: Definir vy = > € RN, 20 :=0y c:= ||bllzex € RY. Paran > 1:
n
2: Calcular hip := (Avn, i)y, 1 < i< n, Upg1 = Avp — 3 hin¥i ¥ hngin = [|[Ont1l2
i=1
3: Aplicar la rotacién de Givens G; = ag‘ ZJ} a (hjn,than)T paral < j<n-1y
L9 @j
redefinir )
hjn =Gj hjn paral <j<n-—1.
hjtin Pj+1,n -0
. . | an bn han | .
4: Construir Gy, = tal que (0,1) G, = 0 y redefinir
7bn an hn+1,n
hnn_ hn'n
=G .
|: 0 ] " [hn+1,n
. Cn Cn
5: Redefinir ¢ de modo que { :| =Gy |: } .
Cn+1 Cn+1

n
Si |en+1] < TOL, entonces resolver (hij)?jzl z=(¢;)j—, y tomar z, = zo+ > z;v;.
; =

= En otro caso, calcular vy, 41 := y volver al paso 2 con n =n + 1.

Unt1
[Pn+1ll2

Observacion 2.55 (GMRES con reinicializacién, o GMRES de m pasos). La implementacién
del método GMRES requiere almacenar los vectores v1,...,v, generados por el proceso de
Arnoldi en una matriz V,, = [vl ‘ .. “'U'n ] € RNX™ para el calculo de la iteracién x,. Si N > 1,
este almacenamiento puede ser poco practico o inviable si el nimero de iteraciones n es grande.
Por ello, en la prictica, se considera una variante del método GMRES con reinicializacién del
proceso de Arnoldi. Sea m € N con 1 < m < N fijo. Se llama método GMRES de m pasos, o
GMRES(m), al siguiente algoritmo:
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1. Dada una aproximacién inicial g, dar m iteraciones del método GMRES para obtener
Tm, CON Ty = ALy — b.

2. Si ||rm|l2 < TOL parar. En caso contrario, volver al punto 1 con zg := .

Claramente este proceso limita a dimensién N X m el tamafno de la matriz para almacenar
los vectores generados por el proceso de Arnoldi. La eleccién de m en el método GMRES(m)
es una cuestién empirica que depende de cada problema concreto. Incluso para un mismo
problema, los comportamientos de GMRES(m) y GMRES(m + 1) pueden ser muy diferentes.

A diferencia del método GMRES en el cual siempre se alcanza la convergencia en el peor
de los casos dando n = N iteraciones, el método GMRES(m), con m < N, no tiene porqué
converger. De hecho, sus iteraciones se pueden estancar en un valor concreto diferente a la
solucién. Un ejemplo de esta situacién se da al aplicar GMRES(m), con m < N, al Ejemplo
2.40 con zg = 0, de modo que se obtendria x,, = 0, para todo n > 0.

2.4. Iteraciones precondicionadas.

En las secciones 2.2 y 2.3, hemos obtenido estimaciones de convergencia para los méto-
dos GC, GCNR y GMRES que indican que la tasa de convergencia puede verse afectada por
el nimero de condicién, respecto de la norma euclidea, de cierta matriz relacionada con la
matriz de coeficientes del sistema Ax = b. Esto puede verse en el Teorema 2.27, la Observacién
2.31(ii) y el Teorema 2.52, respectivamente. Asf pues, los métodos GC, GCNR y GMRES pue-
den experimentar lenta convergencia si este ntimero de condicién es grande. De hecho, en el
préoximo capitulo mostraremos que esta lenta convergencia es habitual en problemas practicos.

Para mitigar los problemas de condicionamiento, una alternativa consiste en precondi-
ctonar el sistema lineal Ax = b, esto es, considerar una matriz regular M, denominada pre-
condicionador, para transformar el sistema Az = b en el sistema equivalente M ' Az = M~ 'b
de modo que, en cierto sentido que no precisaremos aqui, M sea prézima a Ay la resolucién
de sistemas My = ¢ sea poco costosa. Esta alternativa se conoce como precondicionamiento a
la izquierda y en [7, Cap. 9] pueden verse otras variantes de precondicionamiento.

(i) El método del Gradiente Conjugado Precondicionado (PGC): consiste en aplicar el méto-

do del Gradiente Conjugado al sistema M ~1Ax = M —1b respecto del producto interior
(u,v) ), = v Mu, para u,v € RV, siendo M una matriz simétrica y definida positiva.
Considerando los subespacios de Krylov K, (M’lA7 Mflb) y el método del residual or-
togonal (2.4) respecto de (-,-),, se obtiene el siguiente algoritmo:

Algoritmo 5 Método del Gradiente Conjugado Precondicionado (PGC)

Considerar el sistema lineal Az = b donde A € RNXN es una matriz simétrica y definida
positiva, y b € RN un vector no nulo. Dada M una matriz simétrica y definida positiva,
denotamos 1; = Az; — b, 7; = M’lrj para j > 0.

1: Definimos zg := 0, rg := —b, 7o := M~1lrgy do := —7o.
2: Dados xn, n, T™n vy dn, mientras ry, # 0, calcular
7 (Tn,"n) pr _ {rn,Tn)g

Tnt1 = T+ andn, con an = o = S

Tntl = Tn + anAJn
Fa1 = 7o+ an (M A) o = M7 [ro + anAda] = M~ 104

(Fna1Pni1)y  (rad1ngi),y
T - (rann>2 )

dn+1 = _Fn+1 + Bnd'ru con ﬁn = (G
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Observacion 2.56. Observar que cada iteracién del método PGC requiere hallar Adn, y
resolver el sistema lineal M7y, 11 = ry + anAdy.

(ii) El método GCNR Precondicionado (PGCNR): andlogamente consiste en aplicar el méto-
do GC al sistema precondicionado M~1AT Az = M~1 AT b respecto del producto interior
(-, ) ps siendo M una matriz simétrica y definida positiva. Considerando ahora los subespa-
cios de Krylov KCp, ( M—TATA M—TAT b) y el método del residual ortogonal (2.4) respecto
de (-, ) s se obtiene el siguiente algoritmo:

Algoritmo 6 Método GCNR Precondicionado (PGCNR)

Considerar el sistema lineal Az = b donde A € RV*N es una matriz regular y b € RN un
vector no nulo. Dada M una matriz simétrica y definida positiva, denotamos r; = Ax; — b,
;= ATT‘j y T = M’l?j para j > 0.

1: Definimos xo := 0, rg :=_—b, fo=ATrg, 7o := M~ ?oygo = —7y.
2: Dados zn, T, ?n, ™y dn, mientras r, # 0, calcular
<7'n7771>1L{ _ <""na7"n>2

T =z Qndn, con ap = =
nt1 = Tt Gndn, COM On = T AT Ty [Adul

Tn+l = Tn + OénAgn
Pat1l = AT rpt
Frb1 =T+ an (MTTATA) dy = M7 [ + an AT Adn | = M7YAT [ra + an Ady
(Fna1ns1)y  (Pag1ngi),y
(T, n>]u - <7‘erTn>2 :

Jn+1 = —’Fn+1 + ,Bng»,“ con By =

Observacién 2.57. En cada iteracién de PGCNR se requiere computar dos productos
matriz-vector Ady, Th41 = ATrn+1 y resolver M7rp41 = Ppti1.

(iii) El método GMRES Precondicionado (PGMRES): consiste en aplicar directamente el méto-
do GMRES al sistema precondicionado M~1Axz = M~1b, siendo M una matriz regular.
A partir de los subespacios de Krylov K, (M_lA, M_lb), se trata de hallar el vector
Ty € Kn (M_IA,M_lb) tal que

|M~tAz, — M~1b|s = min |M~t Az — M~ 1b|.
€K, (M—TA,M~1b)

Se obtiene el siguiente algoritmo:

Algoritmo 7 Método GMRES Precondicionado (PGMRES)

Considerar el sistema lineal Az = b donde A € RN*N es una matriz regular, b € RN un vector
no nulo y M una matriz regular.

1: Definimos los vectores g := 0, b := M~1b, v; = HbH y ¢ = |[bllze1 € RV.
n
2: Sean Up, := M~ 1Av, y hip = (Un, vi)y para 1 < i < n. Calcular Upqy1 =0n — 3 hinvs y
i=1
hnt1,n = [[Unsll2-
3: Continuar con los pasos 3-5 del Algoritmo 4.

Observacion 2.58. Observemos que cada iteracion de PGMRES requiere resolver el siste-
ma M7, = Av,.
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Tlustraciéon Numérica

3.1. Aplicacién a la discretizacion espacial de EDPs

Consideramos la comparaciéon de los métodos numéricos presentados en los capitulos
previos aplicados a sistemas lineales resultantes de la discretizacién espacial de la ecuacién en
derivadas parciales lineal con coeficientes constantes de tipo difusién-conveccién-reaccién

—d-Au+a(V-1)u+ru=f,en (0,1)" (3.1)
con condiciones de frontera de tipo Dirichlet, siendo A =

2 n
; 1%2_yv-1=;%. En
(3.1), d, a y r son constantes, y tomaremos fundamentalmente n = 2, 3. Para la discretizacién
espacial de (3.1) consideramos diferencias finitas centrales de segundo orden tanto para ug;a;
como para ug;, 1 < j < n.

Observamos en primer lugar que para el caso n = 1, con u = u(z) suficientemente
regular, estas aproximaciones en diferencias centrales verifican para h > 0

n

() = u(z 4+ h) — 21;1(2:5) +u(z—h) 1—12u<“’>(£1)h2

76 75 e[ 7h7 +h}
’ u(z +h) —u(z —h) 1, 2 o : :
u'(z) = T — ¥ (&)h

y, en particular, los cocientes en diferencias dan aproximaciones exactas a las derivadas co-
rrespondientes si u(x) es un polinomio de grado menor o igual que dos. Considerando n = 1
en (3.1) y una particién uniforme de N + 2 nodos equiespaciados en [0, 1] a distancia A > 0,
2 =ih, con0 < i< N+1 yh = ﬁ, la discretizacién mediante diferencias centrales
de orden dos conduce a un sistema lineal ADU = b donde U = (Ui)ﬁil con U; = u (a:<i)),
1<i<N,yb= (bi)il contiene la discretizacién del dato f asi como los valores de fron-
tera de u(z). En concreto, b; = h2f(z(D) para 2 < i < N, by = h2f(2M) + (d + a%)u((]),

by = h2f(a™)) + (d —af)u(l) y
ANV = 4. Tridiag(—1,2,—1) + agTridiag(—l, 0,1) + rh?Iy € RVXN,

Observacién 8.1. Considerando la descomposiciéon A1) = D) 4 L) 4 R tenemos para la
matriz de iteracién del método de Jacobi

H‘(:T1> =— (D(l))_l <L(1) + R(1)> = 5 Tridiag <d+ aE,O,d— aﬁ)

2d +rh 2 2
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2 .
cuyos autovalores son * Y d2 — (% ]\;11)7 1 < j < N. Por tanto,
r
P ZP(HU)):# de(%)2 cos( il )
7 J 12d + rh2] 2 N+1/)’

Tomaremos este valor p; a efectos de elegir el pardmetro 6ptimo w™* en el método de relajacién
SOR.

_ Analogamente, la discretizacién de (3.1) en el caso n = 2 en una particién de nodos
z() = ih, y) = jh, 0<i,j < N+1yh = conduce al siguiente sistema lineal de
dimensién N2

d[(=Uit1,j +2Uij = Uim1,5) + (=Ui 1 + 2Us5 = Ui j-1)]

ah L. 3.2
+7[(Ui+1,]’ —Ui—1,5) + (Ui j41 — Ui j—1)] + rh?Us; = bij para 1 <i,j < N, 3-2)

1
N+1°

donde U;j =~ u (z(i),y(j)), 1 <14, < N,y b;; contiene la discretizacién del dato f, asi como
los valores de frontera de u(z,y) cuando i,j € {1, N}. Considerando los vectores

U = (U11,U21,...,UN1,U12,U22,...,UN2, ..., Ui, Uan, ~-~,UNN)T2€ RN,
b= (b11,b21, .., bn1,b12,b22, e N2, ooy b1, bonv, oo by ) T € RN

el sistema (3.2) se puede escribir en forma compacta como Ay = b, siendo
(2) (lh 2
A :d(IN®T2+T2®IN)+?(IN®T1+T1®IN)+T]'L INQ

donde Ty = Tridiagonal(—1,2,—1), Ty = Tridiagonal(—1,0,1) y ® denota el producto de
Kronecker de matrices definido como

Observacién 3.2. Sean las matrices A € RVXN y B € RMXM  Entonces los autovalores de la
suma de Kronecker A® Ipy + Iy @ B son A + pj con \; € o[A] y pj € o[B] paral <i< N
y 1< j <M (ver, pe, [, p.146]).

Observamos que

h h
AP =y [de + %Tl + gh21N} + [de + %Tl + ghQIN} ® Iy = D® 4+ L® 4 R®

con DB = (4d + rh?) Iz y LA+ R = Iy @ [LY) + RD] + LD + RW] @ Iy. Por tanto,
para HSQ) = - (D(Q))71 (L?) 4+ R(?)) se tiene que

2 . .
@1_) 2 |n (ah w Jjm o
U[HJ]— idL e d (2 cos N+l + cos Nl /1§z,]§N

En definitiva
2
d? — ah cos il .
2 N+1

* Los autovalores de una matriz tridiagonal Toeplitz Tridiag(b, a,c) € RN*N vienen dados

por Aj = a + 2vbccos (]\?—L) para 1 < j < N (vedse, p.e., [1, p.349]).

. 4
T |4d + rh?|

py = P(HSZ))
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En general, la discretizacién espacial del problema (3.1) en n dimensiones mediante
diferencias centrales de segundo orden sobre una malla uniforme de [0, 1]™

x;”zih,h:NJrlparaOgigNJrl,lgjgn, (3.3)

conduce a un sistema lineal
ANy =p (3.4)
de dimensién N™ donde U € RN n, con componentes ordenadas de acuerdo al orden lexicografi-
co, es un vector de aproximaciones a u(z1,x2, ..., Tn) en los respectivos puntos interiores de la

malla, b € RV contiene la discretizacién del dato f asf como valores de frontera de la solucién
exacta y
n ah n n n
AN =dY IN®..® To . QIN+—5 P IN®..® Ti @..0 Iy +rh*Iyn € RNV,
i=1 ol 2= M
(%) (%)
Nuevamente, tenemos que

- h h?
AN =N"IN®..® [dT2 + %Tl + TTIN] @... @ Iy = D™ 4 LW 4 R

=1

(%)

n
con D = (2nd +rh?)Iyn y LW + R = S Iy @ .. [LV) + RD] ® ... ® Iy. Asi pues,

=1
para H‘(]n) = - (D(”))71 (L(") + R(")), teniendo en cuenta los autovalores de una suma de
Kronecker, sigue que
V(O N 1 2 (an)? ™
po =045 = i (21~ (2)7]) (nen ()
) 2 (3.5)
_ n 2 _ (ah s
" 2nd+rh2[\ d ( 2 ) C°S<N+1>'

Observacion 3.3. En los ejemplos que presentamos a continuacién consideramos que la solucién
w(z1,...,xn) de la EDP (3.1) es un polinomio de grado menor o igual que dos en cada variable
de modo que la discretizacién espacial sea exacta. Esto implica que la restriccién de u a la
malla (3.3) es precisamente la solucién del sistema lineal AU = b. A partir de la solucién
exacta u, el dato f se toma como f=—d-Au+a(V-1)u+ru.

Por otra parte, a partir de la solucién exacta y una vez generada la matriz A(™) y el
vector U, hemos generado en Matlab el vector b, que contiene la discretizacién espacial del
dato f y las condiciones de frontera, simplemente como b = A(™U. El vector U se usard como
solucién de referencia para estudiar la precisién de las aproximaciones numéricas provistas por
los métodos presentados en los dos primeros capitulos. Para todos los métodos iterativos se
ha usado como valor inicial U(®) = 0. Los tiempos de CPU referidos en las graficas siguientes
corresponden a un procesador Intel Core i5 a 3.3GHz y 8Gb de memoria RAM.

Ejemplo 3./. La ecuacién de Poisson con condiciones de frontera homogéneas de tipo Dirichlet
en [0,1]™:

—Au=f, en 2=(0,1)",
{ u=0, en I' =012, (3.6)
T
con solucién exacta u(z1,...,zn) = 4™ [] z;(1—x;). Este problema se obtiene de (3.1) tomando

Jj=1
d=1lya=r=0.

Para las dimensiones n = 2, 3 consideramos una malla (3.3) con N = 2/ para 1 < j < 11,
sin=2y N=10-j para 1 < j < 16, si n = 3. Para resolver el sistema lineal AU = b de
dimensién N consideramos en primer lugar tres métodos directos:
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1. Eliminacién Gaussiana: A" = LoUp, donde en Matlab se obtiene esta descomposicién
LU mediante [Lo, Up] = lu(A™). La solucién numérica correspondiente sera

Ug = Up\ (Lo \ b).

2. Factorizacién de Cholesky: A(") = LCLE, obtenida en Matlab mediante Lo = chol(A(™)
y

Uc = (Lo) \ (L \ b).
3. Operador Backslash (\): resolvemos directamente con Uy = A(™\b.

Seguidamente aplicamos los métodos de sobrerelajacién sucesiva de Gauss-Seidel (SOR) y

Gradiente Conjugado (GC) iterados con un méximo de 5 - 104 iteraciones hasta garantizar un
error

U = Ulloo < errtol,

siendo U la solucién numérica del método correspondiente y
errtol = min {||U — Uglloo, [IU = Uc|loo, IU — Uplloo, 5 - 10713}

Para el método SOR se ha elegido el pardmetro éptimo w* =

H\/%ip% con pj = cos <N7‘+1>
dado por (3.5).

Respecto al caso bidimensional n = 2, observamos en la Figura 3.1 que el comando
Backslash (\) de Matlab proporciona la aproximacién numérica més eficiente si N < 210, No
obstante, este comando no pudo realizar la resolucién numérica para N = 21 por insuficiencia

de memoria de almacenamiento. Lo mismo ocurre con las rutinas internas lu y chol para
N > 210,

10 107"
10°
10° 107"
10’
10° 2107
B =
210 |
107 =10
o = i =
SOR = SOR
107 ac 107° Hac
5 LU LU
10 —— Cholesky —}— Cholesky
107 ) ) ) ) ) ¥ 107 g ) ) ) ) —¥-—Backslash
10° 10" 10° 10° 1oj 10° 10° 10 10° 10' 10° 10° 1oj 10° 10° 10”
]\“v; N;

Figura 3.1. Comparacién en tiempos cpu (izquierda) y error (derecha) ||U — U]l respecto
a la dimensién de la discretizacién espacial en el ejemplo (3.6) con n = 2 para los métodos
directos LU, Cholesky y Backslash y los métodos iterativos SOR y GC.

En lo que respecta al caso tridimensional n = 3 en la Figura 3.2, lu y chol dejaron de
funcionar para N > 50, mientras que el comando Backslash lo hizo a partir de N = 90. Por
otra parte, observamos que GC resulta ligeramente mas eficiente que SOR.



Métodos iterativos para sistemas de ecuaciones lineales 45

-12

10

—}— Cholesky
.

° 10 10° 10
]\(ﬂ

6 107

Figura 3.2. Comparacién en tiempos cpu (izquierda) y error (derecha) |[U — U||oo respecto
a la dimensién de la discretizacién espacial en el ejemplo (3.6) con n = 3 para los métodos
directos LU, Cholesky y Backslash y los métodos iterativos SOR y GC.

Notamos respecto a estas dos figuras que GC y SOR se han iterado hasta garantizar
un error al menos menor o igual al minimo que proveen los tres métodos directos.

Ejemplo 3.5. La ecuacién de Poisson con condiciones de frontera no homogéneas de tipo Diri-
chlet en [0,1]% con solucién exacta u(z,y, z) = 22 + y2 + z2(ver Figura 3.3):

—Au=-6, (z,y,2)€ 2=(0, 1)3
u(z,y,2) =22 +y%2 +22, (z,y,2) € =9N

3

l I2.5
2

15

(3.7)

Figura 3.3. Solucién exacta de (3.7).

Consideramos la malla (3.3) con N = 100 y el sistema lineal AG)U = b (3.4) de
dimensién N3 = 10%. Comparamos, en primer lugar, los errores y tiempos de CPU cuando se

dan Niter = 200 iteraciones con los métodos SOR (con pardmetro éptimo w* = cos (NLH)),
GC y GMRES(m), para m = 10,50, 100 y 200. Observamos en la Figura 3.4 que el método
SOR proporciona mejores aproximaciones respecto tanto al nimero de iteraciones como al

tiempo de CPU, aunque la precisién alcanzada es bastante exigua.
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10 10’
10° 10°
2 s
S &
1107 1107
IS >
_o/[—sor _o/[—soRr
10 "§—ac 10 "|—ac
—— GMRES(10) —— GMRES(10)
—— GMRES(50) —— GMRES(50)
—— GMRES(100) —— GMRES(100)
3 GMRES(200) 3 GMRES(200)
10 -2 -1 ! 0 ! 1 ' 2 3 10 0 . 1 ! 2
10 10 10 10 10 10 10 10 10

cpu Niter

Figura 3.4. Comportamiento del error en funcién del tiempo cpu (izquierda) y ndmero de

iteraciones (derecha) para diversos métodos iterativos aplicadosa la discretizacién espacial de
(3.7).

El comportamiento de GC y GMRES(m) se puede mejorar considerando sus variantes
con precondicionamiento PGC y PGMRES(m). Para ello, consideramos en el caso del operador
Laplaciano el precondicionador M = S(w*) con

S(w) = —— (1D<3> + L(3>) (D<3>)71 (lD<3> + L<3>T) (3.8)
2—w \w w

siendo A®) = D®) 4 L3) 4 R®), La matriz S(w)~! se relaciona con la matriz de iteracién del

método SOR simétrico SSOR (ver, p.e., [3, p.620]). Con la eleccién del precondicionador SSOR

iti ici i is ~ Pmax (M~ AGH|
se logra mitigar el condicionamiento del sistema lineal (3.4). En concreto, e TA®Y| =
Pmax (A

O(h™1),h — 0, mientras que o my) = O(h™2),h — 0 (véase, p.e., [6, p.55]). Observamos
ahora en la Figura 3.5 como PGC y PGMRES(m), m = 10, 50, convergen a la solucién exacta

en menos de 100 iteraciones. Ademdas, PGC resulta més eficiente en términos de CPU que
PGMRES(m) al tratarse A®) de una matriz simétrica.

2

10 10°
10° - — — | 10° _
107 ] 107
, 10" , 10™
5107 107
| |
= 10° = 107
" 107" —soR ] " 107"%—soR
- , =
—— GMRES(10) —— GMRES(10)
_14|| — PGMRES(10) _14|| — PGMRES(10)
10 GMRES(50) b 10 GMRES(50)
_16/.— PGMRES(50) _16|/| — PGMRES(50)
10 -2 -1 0 1 2 10 0 1 2
10 10 ggu 10 10’ 10 10 10’

Niter

Figura 3.5. Comportamiento del error en funcién del tiempo cpu (izquierda) y nimero de
iteraciones (derecha) para diversos métodos iterativos precondicionados aplicados a la discre-
tizacién espacial de (3.7).

Ejemplo 3.6. El modelo de difusién-conveccién-reaccién (3.1) con conveccién dominante d = 1
y 7 = —3a, a = 10 o 100, con solucién exacta u(z,y,z) = 1 en [0, 1]3.
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Consideramos nuevamente la malla (3.3) con N = 100 y el correspondiente sistema
lineal A®)U = b (3.4) de dimensién N3 = 106.

Observamos que los elementos no nulos en la parte triangular inferior de A®) vienen
dados por —d — a%, mientras que los elementos no nulos en la parte triangular superior son

—d+ a%. Luego, la diferencia entre ambos, ah, da una medida de la asimetria de la matriz A.

Para a = 10: —d — a = —1/0495, —d + a2 = —0/9505, p; = 0/9988, w* = 1/9059. Para
a =100: —d — ag = —1'4951, —d + a% = —0'5050, py = 0’8827, w* = 1’3439.

Para ambos valores de a aplicamos en primer lugar los métodos SOR(w*), GC, GCNR
y GMRES(m), m = 10, 50, 100, 200, dando en cada caso 200 iteraciones. Observamos que el
método GC no tiene porqué converger (ni siquiera estar bien definido) pues A no es simétrica.

En la Figura 3.6 (con a = 10 en el bloque superior y a = 100 en el inferior) observamos
la divergencia de GC, la lenta convergencia de GCNR y GMRES(m), mientras que se aprecia
convergencia para el método SOR, siendo ésta mds rapida en el caso a = 100 por cuanto el
radio espectral de la matriz de iteracién correspondiente es menor ( p,* = 0’3439 = w* — 1).

10° ‘ ‘ ‘ ‘ 10°
10' / 10
10° =. = N 10° 2
_210”" 2107
o i)
1107 107
o )
= -3 1 Py
=10 —sm 10— cor
_4f|—ac —ac
107 —GCNR q 107 —GCNR
—— GMRES(10) —— GMRES(10)
1 0-5 —— GMRES(50) ] 1 0-5 —— GMRES(50)
GMRES(100) GMRES(100)
_6}|— GMRES(200) ‘ ‘ ‘ _6||— GMRES(200) ‘ ‘
10 —2 —1 0 1 2 3 10 0 1 2
10 10 10 10 10 10 10 10 10
cpu Niter
10 10*
10 10
10° 10° —
10° 10
10 107
107 1107
=10 =10
107 e ] 107 =3
_12|| — GCNR _12||—GCNR
10 —— GMRES(10) b 10 —— GMRES(10)
_14/| — GMRES(50) _14|| — GMRES(50)
10 GMRES(100) R 10 GMRES(100)
_ 16| —— GMRES(200) _16||—— GMRES(200)
10 -2 -1 0 1 2 3 10 0 1 2
10 10 10 epu 10 10 10 10 10 10

Niter

Figura 3.6. Comportamiento del error en funcién del tiempo cpu (izquierda) y ndmero de
iteraciones (derecha) para diversos métodos iterativos aplicados a la discretizacién espacial de
(3.1),cond =1y r = —3a, para a = 10 (bloque superior) y a = 100 (bloque inferior).

Por otra parte, consideramos también las variantes con precondicionamiento PGC,
PGCNR y PGMRES(m). Nuevamente se observa divergencia para PGC en la Figura 3.7,
asi como una aceleracién de la convergencia para PGCNR y PGMRES(m) con respecto a los
correspondientes métodos sin precondicionamiento.

Debemos indicar que para PGC y PGMRES(m) hemos considerado precondicionamien-
to SSOR, tal como en el Ejemplo 3.5, esto es M = S(w*) dada por (3.8).
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Respecto al método PGCNR, puesto que GCNR se obtiene aplicando GC a las ecua-

ciones normales = emos considerado el precondicionador =
les (AGHTABGIY AGHTp, h derado el p d dor M
S(w*) T S(w*).
10° 107
10° ] 10°
107 ] 107
10 ] 107
£ =
= 10° b = 10°
| |
=107 1 =107
RN I =
10—‘2 —PGCNR | 10—12 ——PGCNR
—— PGMRES(10) —— PGMRES(10)
_14|| — PGMRES(50) _14|| — PGMRES(50)
10 PGMRES(100) 1 10 PGMRES(100)
_16|l — PGMRES(200) _16||——PGMRES(200)
10 ‘—1 i 0 . 1 ! 2 10 i 0 ! 1 ' 2
10 10 10 10 10 0 10
cpu Niter
10 107
10° 1 10°
107 ] 107
107 ] 107
£ £
=10° 1 =107
| |
S 10°® 1 S 107
IR = (I =
10-|2 ——PGCNR ] 10—‘2 ——PGCNR
I (10) —— PGMRES(10)
_14/| — PGMRES(50) | _14/| — PGMRES(50)
10 PGMRES(100) 10 PGMRES(100)
_16|| — PGMRES(200) _16||—— PGMRES(200)
10 -1 0 1 2 10 0 1 2
10 10 10 10 10 10 10’
cpu Niter

Figura 3.7. Comportamiento del error en funcién del tiempo cpu (izquierda) y ndmero de
iteraciones (derecha) para diversos métodos iterativos precondicionados aplicados a la discre-
tizacién espacial de (3.1), con d = 1 y r = —3a, para a = 10 (bloque superior) y a = 100
(bloque inferior).

En el caso a = 10, la asimetria de la matriz A®) es menos significativa y se observa
en la Figura 3.7 (bloque superior) que los métodos precondicionados proveen aproximaciones
numéricas més precisas que SOR. No obstante, PGCNR es menos eficiente que PGMRES(m),
pues requiere en cada iteracién un producto adicional por (A(3))T asi como el doble de gasto
computacional por aplicacién del precondicionador S(w*) T S(w*).

En el caso a = 100, por una parte la matriz AB) presenta una asimetria mas desta-
cada, mientras que la matriz de iteracién de SOR tiene un radio espectral menor. En este
caso, se observa en la Figura 3.7 (bloque inferior) que el método SOR es mds eficiente que
PGMRES(m) y que PGCNR. No obstante, se puede mejorar la eficiencia de PGMRES(m) y
PGCNR considerando precondicionadores mas generales basados en descomposiciones LU y
de Cholesky incompletas [7, p.301].

Observacidon 3.7. Para la implementacién de los métodos considerados en este capitulo hemos
empleado los cédigos que aparecen en [2] y que estdn disponibles en https://es.mathworks.
com/matlabcentral/fileexchange/2158-templates-for-the-solution-of-linear-systems.


https://es.mathworks.com/matlabcentral/fileexchange/2158-templates-for-the-solution-of-linear-systems
https://es.mathworks.com/matlabcentral/fileexchange/2158-templates-for-the-solution-of-linear-systems
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3.2. Conclusiones

Los métodos directos para resolver sistemas lineales Ax = b, tales como eliminacién
gaussiana o descomposicién de Cholesky, resultan eficientes cuando la dimensiéon N del sistema
lineal es moderada. Sin embargo, para grandes sistemas lineales, como los que resultan en la
discretizacién espacial de Ecuaciones en Derivadas Parciales en varias dimensiones espaciales,
estos métodos pierden eficiencia, o directamente son inviables, pues requieren un elevado costo
computacional asi como una gran disponibilidad de memoria de almacenamiento. Observemos
que aunque la matriz A sea sparse, tanto el calculo de su inversa como su descomposicién LU
requiere almacenar matrices llenas, siendo éstas de tamaiio N2.

En el capitulo 1 de este trabajo hemos comenzado con una revisién de resultados pa-
ra los métodos iterativos clasicos de Jacobi y de Gauss-Seidel. Hemos extendido el anilisis
estdndar de estos métodos para matrices estrictamente diagonal dominantes al caso de matri-
ces irreduciblemente diagonal dominantes. Esta tltima propiedad es menos restrictiva y tiene
mayor alcance practico, en particular en la discretizacién espacial de Ecuaciones en Derivadas
Parciales.

También en el capitulo 1 hemos considerado el método de relajacién asociado al método
de Gauss-Seidel (o método SOR de sobrerelajacién sucesiva) estudiando su convergencia en
funcién del parametro de relajacién w. En particular, para las denominadas matrices consis-
tentemente ordenadas hemos establecido una expresién cerrada para el radio espectral de la
matriz de iteracién del método SOR que permite seleccionar el parametro de relajacién de
modo 6ptimo. Asimismo, hemos observado que las matrices consistentemente ordenadas sur-
gen de modo habitual en la discretizacién espacial de Ecuaciones en Derivadas Parciales. En
el capitulo 3, observamos que el método SOR es bastante eficiente cuando se conoce de ante-
mano el valor 6ptimo del pardmetro de relacién w. No obstante, en problemas mas practicos,
la cuestién de seleccionar este parametro éptimo no es simple y resulta crucial de cara a la
eficiencia del método.

En el capitulo 2 hemos introducido los denominados subespacios de Krylov con el fin de
presentar otra clase de métodos iterativos, en particular los métodos del Gradiente Conjugado
(GC) y del Residual Minimo Generalizado (GMRES). En aritmética infinita, estos métodos
convergen a la solucién del sistema lineal en un numero finito de iteraciones menor o igual
que la dimensién N del sistema, aunque este nimero puede ser considerablemente grande en
la practica. El método GC estd especialmente indicado para matrices simétricas y definidas
positivas, aunque también hemos presentado su variante GCNR para el caso general tratado a
través del sistema de ecuaciones normales AT Az = ATb. El método GMRES es de propésito
general para matrices regulares arbitrarias, siendo su costo computacional ligeramente superior
al de GC e inferior al de GCNR. En particular, el algoritmo de Arnoldi para generar bases
ortogonales de los subespacios de Krylov, junto con las rotaciones de Givens para resolver
problemas de minimos cuadrados, permiten una implementacién bastante simple del método
GMRES.

Ademsds en el capitulo 2 hemos establecido resultados de convergencia para los métodos
GC, GCNR y GMRES que reflejan que su tasa de convergencia puede verse ralentizada por
el numero de condicién de la matriz A (o de cierta matriz relacionada con A), y en la seccién
3.1 de este capitulo hemos ilustrado que, en efecto, ésto es lo que ocurre habitualmente en la
practica. Por ello, para finalizar el capitulo 2 hemos presentado variantes de estos métodos ite-
rativos considerando precondicionamiento (a la izquierda) del sistema lineal. Las variantes con
precondicionamiento PGC, PGCNR y PGMRES permiten mitigar el mal condicionamiento de
los sistemas lineales y mejorar la eficiencia respecto a los métodos originales sin precondicio-
namiento. En la seccién 3.1 hemos observado el efecto positivo del precondicionamiento en la
aplicacién de los métodos GC, GCNR y GMRES. No obstante, este efecto positivo depende en
gran medida de la seleccién de un precondicionador adecuado. En esta seccién hemos conside-
rado el precondicionador SSOR (SOR simétrico) por ser muy eficiente en la discretizacién de
la ecuacion de Laplace. El estudio de la seleccién eficiente de precondicionadores en problemas
mas generales queda fuera del alcance y objetivos de este trabajo.
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In this project several iterative methods
are studied to solve linear systems of
equations. First, a brief introduction about
the direct methods are included. Next,
the classic iterative methods of Jacobi
and Gauss-Seidel are considered. A con-
vergence analysis focusing on strictly di-
agonally dominant and irreducibly diag-
onally dominant matrices is presented.
Likewise, the relaxation method is con-
sidered by studying its convergence as
a function of the relaxation parameter,
specifically, for consistently ordered ma-
trices.  Also, other classes of itera-
tive methods based on Krylov subspaces
are introduced: the Conjugate Gradient
method, for symmetric and positive def-
inite matrices, and the generalized min-
imal residual method for any nonsingu-
lar matrix. Finally, some examples are
illustrated comparing the different meth-
ods according to their CPU time, error
and number of iterations for linear sys-
tems arising from the spatial discretiza-
tion of diffusion-convection-reaction par-
tial differential equations with constant co-
efficients.

1. Introduction

In this work we will study different numeri-
cal methods to solve large linear systems
of equations Ax = b with A € RV non-
singular matrix and b e R", with the unique
solution x, = A”'b € RN. The most clas-
sic direct method is Gaussian Elimina-
tion that amounts to decompose the ma-
trix A as LU, leading to the solution of the
triangular systems Ly=b and Ux=y.

On the other hand, if A is positive def-
inite and symmetric, then A admits the
Cholesky descomposition A=LL".
These direct methods use @(N%) arith-
metic operations, so that they are expen-
sive or non-viable when N is large.

2. Basic iterative methods

An approximation to x. is obtained by con-
sidering a fixed point iteration

2 = 725 4 2, n=0 1)
with iteration matrix # € RV*N,

Theorem 1 The iterative method (1) is
convergent if and only if p(7#6) < 1.
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By splitting A= D+ L+ R where D is diag-
onal, L lower triangular and R upper trian-
gular, the Jacobi method is

x(n+l) - D'lh—D'l(LwLR)x(") =Jf,x(”)+z.

The Gauss-Seidel method is

XY = (D+L) ' b—(D+L) ' Rx"™ = Hgsx" + 2.

Theorem 2 If A is an irreducibly diago-
nally dominant matrix, then Jacobi and
Gauss-Seidel methods are convergent.

The relaxation method is defined as
X" = (D+wD) 7 [wh+ (1 - w)D - wR) x|
with #(w) = (D+ wL)™' (1 - w)D— wR).
Theorem 3 If A symmetric and definite,

then the relaxation method is convergent
foro<w<2.

3. Krylov iterative methods ‘

Krylov subspaces are defined for n>0 as
H=Hn(Ab) = span{b, Ab,..., A" b}.

Corollary 4 There exists a unique 0 < n, <
N such that {0} = #y C H1 G ... C Ko ©
Hy, = Hy.+1. Moreover, x,. € K, \ Ky, 1.

The Conjugate Gradient method (GC),
for symmetric and positive definite matri-
ces, is described by

X € Hy(A, Db)
Ix=xda= min Jx-xja[ 7=h2-
XEH(A,D)

x, is the best approximation to x. in %,
respect to (,-) 4.
Algorithm 1 The GC method
Letr;:= Ax;=b, j=0

1. Define xo:=0, rp:=-by dy:=—-ro=b.

2 Given x,, 1, dy, n20, while r, #0 calculate

Il
Adydy)z

Xne1 = X+ @plly, With a, =
i1 = T'n+ @nAdy it

" rul
i1 = ~Tpar+ Budy, With B = 252

ral

The GC method for the normal equa-
tions (GCNR) consists in applying the GC
method to the system ATAx = ATbh where
A'is any non-singular matrix.

The  Generalized minimal residual
method (GMRES), for any A€ RV*N non-
singular matrix, is described by

Xn € Ku(A,Db)
IAx,~bll,= min [Ax-bl, [ =12
XEH,(Ab)

Using the Arnoldi process we generate an
orthogonal basis of .%,,(4, b). The method
is reduced to a least squares problem
which is solved with QR decomposition
and Givens rotations.

TRABAJO FIN DE GRADO, Convocatoria de Julio, 2018

If the condition number of A is large, the
convergence might be slow. So, we pre-
condition the linear system M~'Ax=M"'b
with M non-singular close to A which al-
lows to speed up the convergence.

4. Numerical illustration

We consider the Poisson equation on
[0,11* with nonhomogeneous boundary
conditions according to the exact solution
u(x,y,2) = x>+ y* + 2%

—Au=-6, (x,,2)€Q=(0,1)°
u(x,y,2) =x*+y*+ 2% (x,y,2) € =0Q

With a grid of 100 interior points along
each spatial direction we obtain a linear
system A®U = b of dimension N =10°. In
the plots below the efficiency of some it-
erative methods is compared considering
the error versus CPU time.

| v -0l

_p|[—SoR
107} —ac
— GMRES(10)

U -0l
3 3

—— GMRES(10)
_14|| — PGMRES{(10)
10 GMRES(50)
_y6|| ——PGMRES(50)
107 = o T
10 10 10
cpu

2

To enhance the performance of Krylov
methods we use preconditioning.

References

[1]Plato, R. Concise numerical mathe-
matics. AMS (2003).

[2] Saad, Y. lterative methods for sparse
linear systems. SIAM, Springer (2003).



	Título para encabezado
	Agradecimientos
	Resumen/Abstract
	Contenido
	Métodos iterativos básicos
	Introducción
	Métodos iterativos de punto fijo y algunos tipos especiales de matrices
	Método de Jacobi
	Método de Gauss-Seidel
	Método de relajación 

	Métodos basados en subespacios de Krylov
	Subespacios de Krylov
	Método del Gradiente Conjugado
	Método del Gradiente Conjugado para matrices simétricas y definidas positivas
	Método del Gradiente Conjugado para ecuaciones normales

	Método del residual mínimo generalizado
	Iteraciones precondicionadas.

	Ilustración Numérica
	Aplicación a la discretización espacial de EDPs
	Conclusiones

	Bibliografía
	Póster


