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La Laguna, Julio de 2018

Dirigido por
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Resumen · Abstract

Resumen

En el año 1949 J.H.C. Whitehead introduce la noción de CW comple-
jo como una estructura celular obtenida de manera inductiva. Estos
espacios topológicos, que pueden ser vistos como una generalización
de los poliedros asociados a los complejos simpliciales, presentan una
serie de ventajas a la hora de desarrollar la teoŕıa de homotoṕıa: por
ejemplo, si una aplicación induce isomorfismos entre los grupos de
homotoṕıa de los CW complejos, entonces es una equivalencia de
homotoṕıa (Teorema de Whitehead). El objetivo de esta memoria es
presentar y demostrar una serie de teoremas clásicos, como el que
se acaba de mencionar, que han puesto de manifiesto la relevancia
de dos CW complejos a partir de la segunda mitad del siglo XX.

Palabras clave: CW complejo – Ley exponencial – Sucesión
exacta – equivalencia débil – Cofibración – Teorema de Whitehead
– Aproximación celular.

Abstract

J.H.C. introduced in 1949 the CW complex notion as a cellular struc-
ture defined inductively. These topological spaces can be interpreted
as a generalization of the polyhedrons of simplicial complexes, and
also have some advantages in order to develope homotopy theory:
for instance, if a function induces isomorphims between homotopy
groups of CW complexes then this function is a homotopy equiva-
lence as well (Whitehead theorem). The goal of this memory is to
introduce and proof some classical theorems, like the previous one,
which show the relevance of CW complexes since the second half of
twentieth century.

Keywords: CW complex – Exponential law – Exact sequence –
Weak equivalence – Cofibration – Whitehead theorem – Cellular ap-
proximation.
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Introducción

John Henry Constantine Whitehead (1904-1960) fue un matemático de fa-
milia británica nacido en Madras, India. Fue sobrino de Alfred North Whitehead,
matemático y filósofo inglés que colaboró con Bertrand Russel en el desarrollo de
la teoŕıa de tipos. J.H.C. Whitehead se trasladó rápidamente a Oxford, donde
estudió matemáticas y, después de un año probando como corredor de bolsa,
empezó en 1929 un doctorado en Princeton, Nueva Jersey. En 1949 Whitehead
llevó a cabo una de sus mayores aportaciones a las Matemáticas: en sus art́ıculos
Combinatorial Homotopy I y Combinatorial Homotopy II (véase [10], [11]) define
los CW complejos, una clase de espacios que impulsará el desarrollo de la teoŕıa
de homotoṕıa. Los CW complejos presentan mejores propiedades categóricas que
los complejos simpliciales, y además se definen de manera inductiva, lo que en
conjunto facilita muchas demostraciones. En concreto, al final de esta memo-
ria se explican algunas de sus aplicaciones: Toda equivalencia débil entre CW
complejos (es decir, toda aplicación induce isomorfismos entre sus grupos de ho-
motoṕıa) es una equivalencia de homotoṕıa (teorema de Whitehead), cualquier
aplicación continua entre CW complejos es homótopa a un tipo de aplicación
compatible con la estructura de los CW complejos (teorema aproximación ce-
lular), y todo espacio topológico es débilmente equivalente a un CW complejo
(teorema de CW Aproximación).

El presente trabajo consta de dos caṕıtulos; el primero se centra en pro-
porcionarnos herramientas matemáticas para el posterior estudio de los CW
complejos, esto es: se describen las nociones generales de teoŕıa de categoŕıas, se
definen los grupos de homotoṕıa y se estudian algunas sucesiones exactas que
conectan estos grupos de homotoṕıa. En el segundo caṕıtulo se definen extensa-
mente los CW complejos y seguidamente se estudian y exponen sus principales
propiedades. Finalmente, el caṕıtulo (y la memoria) concluyen con el enunciado
y demostración de los tres teoremas clásicos antes mencionados.

Supondremos que el lector está familiarizado con conocimientos básicos de
topoloǵıa general y homotoṕıa, tales como nociones de espacios cocientes, espa-
cios conexos por caminos, compacidad, conexidad o grupo fundamental. Pueden
servir como refrencia los textos de S. Willard [12], J.R. Munkres [2] y C. Kos-
niowski [13].
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Teoŕıa de categoŕıas y homotoṕıa

En este primer caṕıtulo se desarrollan conceptos y resultados tanto alge-
braicos como de teoŕıa de homotoṕıa, necesarios para completar las demostra-
ciones de los teoremas clásicos en el segundo caṕıtulo. Debido a las limitaciones
sobre la extensión de la memoria, en algunas demostraciones se han omitido los
detalles o bien, cuando no eran evidentes, se han sustituido por la correspon-
diente referencia bibliográfica.

En la primera sección se presentan nociones de teoŕıa de categoŕıas mos-
trando algunos ejemplos relevantes, profundizando en el estudio de las categoŕıas
de espacios topológicos y de espacios topológicos punteados. En la siguiente sec-
ción, utilizando algunas de estas herramientas categóricas, se introducen los es-
pacios de funciones y se prueba la ley exponencial, resultado clave para el estudio
de estos espacios. En la tercera sección se estudia la categoŕıa homotópica de es-
pacios topológicos y se definen los grupos superiores de homotoṕıa. Finalmente,
en la última sección, tras el estudio de las cofibraciones y fibraciones, se prueba
la exactitud de distintas sucesiones de grupos de homotoṕıa.

1.1. Preliminares. Teoŕıa de categoŕıas.

En esta sección se comienza recordando conceptos básicos de topoloǵıa y
teoŕıa de homotoṕıa, aśı como resultados generales sin exponer las demostracio-
nes. A continuación se introduce la teoŕıa de categoŕıas y se muestran algunos
ejemplos, aśı como sus principales propiedades. Una categoŕıa se podŕıa entender
como la formalización de una estructura matemática espećıfica, por ejemplo, la
teoŕıa de conjuntos, en términos de grafos dirigidos (los nodos del grafo son los
conjuntos y las aristas orientadas son las aplicaciones entre ellos). En palabras
de los pioneros de esta disciplina, Saunders Mac Lane y Samuel Eilenberg, en
1942, la teoŕıa de categoŕıas nace de la observación de que muchas propiedades
de sistemas matemáticos pueden ser unificadas y simplificadas por diagramas de
flechas que enlazan puntos.

Más adelante, y también en el contexto de la teoŕıa de categoŕıas, se definen
construcciones importantes como los “push out”, los “pull back” y los coĺımites,
que usaremos a lo largo de todo el estudio de los CW complejos.
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Definición 1.1. Un espacio topológico X se dice localmente compacto en el pun-
to x si existe un subespacio compacto de X que contiene un entorno de x. Si X es
localmente compacto en todos sus puntos, entonces se dice que X es localmente
compacto.

A continuación se enuncia un lema de uso frecuente para probar la correcta
definición de muchas aplicaciones entre espacios topológicos. Puede verse una
demostración, por ejemplo, en [3], pág. 108.

Lema 1.2. (Lema de continuidad) Sea X un espacio topológico tal que X =
F1 ∪ · · · ∪ Fn, donde Fi es un subespacio cerrado de X, para todo i, . . . , n. Se
suponen continuas las aplicaciones fi : Fi → Y con fi|Fi∩Fj = fj |Fi∩Fj , para

todo i, j = 1, . . . , n.
Entonces la aplicación f : X → Y definida por f(x) = fi(x), x ∈ Fi es continua

Definición 1.3. Si f, g : X → Y son aplicaciones continuas y A ⊂ X, se dice
que f es homótopa a g relativamente a A (denotado f ' g rel A) si existe una
aplicación continua H : X × I → Y tal que H(x, 0) = f(x), H(x, 1) = g(x) y
H(a, t) = f(a) = g(a), para todo x ∈ X, a ∈ X y t ∈ I. La aplicación continua
H se denomina homotoṕıa relativa de f a g relativa a A, y se denota H : f 'H g
rel A.

Definición 1.4. Una aplicación continua f : X → Y se dice nulhomótopa si es
homótopa a una aplicación constante. Una homotoṕıa F entre f y la aplicación
constante se denomina nulhomotoṕıa.

Definición 1.5. Sean X,Y espacios topológicos. Se dice que la aplicación con-
tinua f : X → Y es equivalencia de homotoṕıa si existe alguna aplicación
g : Y → X tal que gf ' 1X y fg ' 1Y . También se dice que X es homotópica-
mente equivalente a Y o que X e Y son del mismo tipo de homotoṕıa, lo cual se
denota por X ' Y .

Lema 1.6. Sean dos aplicaciones continuas f, f ′ : X → Y y un subconjunto A
⊆ X. Si f ' f ′ rel A entonces:

1. gf ' gf ′ rel A para toda aplicación continua g : Y → Z.
2. fh ' f ′h rel B para toda aplicación continua h : Z → Z y para todo B tal

que h(B) ⊆ A

Definición 1.7. Una categoŕıa C consiste en la siguiente estructura:

1. Una clase Ob(C), cuyos elementos se denominan objetos de la categoŕıa.
2. Para cada par de objetos X e Y , un conjunto HomC(X,Y ), cuyos elementos

se denominan morfismos de X a Y (Un morfismo f ∈ HomC(X,Y ) se
denota por f : X → Y )
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3. Para cada terna de objetos X,Y, Z una aplicación llamada composición :

◦ : HomC(X,Y )×HomC(Y,Z)→ HomC(X,Z)

(f, g) 7→ g ◦ f = gf

Para cada objeto X, un morfismo 1X : X → X llamado identidad en X, satis-
faciendo dos axiomas:

A1. Axioma de asociatividad : Dados X
f //Y

g //Z
h //W , se verifica

h(gf) = (hg)f .

A2. Axioma de identidad : Dado X
f //Y , verifica 1Y f = f = f1Y .

A continuación se muestran algunos ejemplos de categoŕıas:

La categoŕıa de conjuntos, denotada por Set, en la que Ob(Set) es la clase
formada por todos los conjuntos y HomSet(X,Y ) es el conjunto formado por
las aplicaciones de X en Y . La composición e identidades son obvias. También
se puede tomar la categoŕıa Set∗, formada por los conjuntos basados y las
aplicaciones punteadas.
La categoŕıa de espacios topológicos Top formada por los espacios topológi-
cos y las aplicaciones continuas, y la categoŕıa análoga Top∗ de espacios
topológicos basados y aplicaciones punteadas.
La categoŕıa de parejas de espacios, denotada por Top(2), que tiene por
objetos los pares de espacios (X,A) con A ⊆ X, y los morfismos f : (X,A)→
(Y,B) son aplicaciones continuas f : X → Y tales que f(A) ⊂ B.
La categoŕıa cociente:
Una congruencia en una categoŕıa C es una relación de equivalencia ∼ en la
clase de todos los morfismos

⋃
X,Y

HomC(X,Y ), verificando:

a) Si f ∈ HomC(X,Y ) y f ∼ g entonces g ∈ HomC(X,Y ).
b) Si f ∼ f ′, g ∼ g′ y la composición gf existe (por tanto existe g′f ′) enton-
ces gf ∼ g′f ′.

Dadas una categoŕıa C y una congruencia ∼ entonces C/ ∼ es una cate-
goŕıa considerando la siguiente estructura:

Ob(C/ ∼) = Ob(C)

HomC/∼(X,Y ) = {[f ]/f ∈ HomC(X,Y )}

donde [f ] denota la clase de f .
La composición se define por [g][f ] = [gf ] y las identidades son [1X ] : X → X.
C/ ∼ se denomina categoŕıa cociente de C. Normalmente se usa la nota-
ción [X,Y ] = HomC/∼(X,Y ).
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Definición 1.8. Se dice que un cuadrado conmutativo

Y ×X Z
f̄ //

ḡ

��

Z

g

��
Y

f // X

es un pull back si para todo par de morfismos Y T
roo s // Z tales que

fr = gs, existe un único morfismo h : T → Y ×X Z verificando ḡh = r y
f̄h = s.
El concepto dual * de pull back es el de push out. Se dice que un cuadrado
conmutativo

X
g //

f

��

Z

f̄

��
Y

ḡ // Y ∪X Z

es un push out cuando para todo par de morfismos Y
r // T Z

soo tales
que rf = sg, existe un único morfismo h : Y ∪X Z → T verificando hḡ = r y
hf̄ = s.

El objeto Y ×X Z se denomina pull back y el objeto Y ∪X Z se denomina
push out. Debemos mencionar que, en caso de existir, éstos son únicos salvo
isomorfismo.
Presentamos a continuación la construcción expĺıcita de los objetos push out y
pull back en el caso de las categoŕıas de conjuntos y de espacios topológicos:

Push outs en Set. Sean Y X
foo g // Z aplicaciones. Sobre la unión

disjunta Y t Z = (Y × {0}) ∪ (Z × {1}) se define la relación de equivalencia
generada por (f(x), 0) ∼ (g(x), 1), y se tiene que

Y ∪X Z = Y t Z/ ∼

con inducidas definidas por f̄(z) = [(z, 1)] y ḡ(y) = [(y, 0)].

Pull backs en Set. Dadas dos aplicaciones Y
f // X Z

goo , se tiene que
Y ×X Z = {(y, z) ∈ Y × Z/f(y) = g(z)} con inducidas las correspondientes
proyecciones.
Push outs en Top. El push out de dos aplicaciones continuas

(Y, τY )
f // (X, τX) (Z, τZ)

goo

∗ Se hace referencia al concepto de dualidad de Eckmann y Hilton [7]



1.1 Preliminares. Teoŕıa de categoŕıas. 5

es el par (Y ∪X Z, τ) donde Y ∪X Z es el push out conjuntista, y A ∈ τ
si y sólo si ḡ−1(A) ∈ τZ . Esta topoloǵıa coincide con la topoloǵıa cociente
inducida en X t Y por la relación ∼ del push out en Set.
Si consideramos aplicaciones punteadas (Y, y0)← (X,x0)→ (Z, z0), su push
out en Top∗ es el push out topológico ya definido con punto base [(y0, 0)] =
[(z0, 1)].
Pull backs en Top. Dadas dos aplicaciones continuas

(Y, τY ) (X, τX)
foo g // (Z, τZ)

su pull back es el par (Y ×X Z, τ) donde (Y ×X Z) es el pull back conjuntista
con la topoloǵıa generada por la base {f̄−1(A)/A ∈ τZ}∪{ḡ−1(B)/B ∈ τY }.
Nótese que la topoloǵıa τ aśı definida coincide con la topoloǵıa inducida
por la topoloǵıa producto de Y × Z. En caso de considerarse aplicaciones
punteadas, su pull back en Top∗ es el pull back topológico ya definido con
punto base (y0, z0).
Unión disjunta de espacios: sabemos que la unión disjunta de dos espacios
topológicos se define como (X t Y, τ), donde X t Y es la unión disjunta de
conjuntos y A ∈ τ si A ∩ (X × {0}) ∈ τX×{0} y A ∩ (Y × {1}) ∈ τY×{1}. Sea
φ el conjunto vaćıo. Entonces X t Y = X ∪φ Y = X

∐
Y .

Producto wedge de espacios. Se define en Top∗ el producto wedge de dos
espacios (X,x0), (Y, y0):

X ∨ Y := (X × {y0}) ∪ ({x0} × Y ) ⊂ X × Y

con punto base (x0, y0). Tomando ∗ el espacio punteado con un solo punto,
se tiene que

(X ∧ Y, (x0, y0)) = (X,x0) ∪∗ (Y, y0) = (X,x0) t (Y, y0)

Espacios cociente: dada una pareja de espacios topológicos (X,A), es decir,
A subespacio topológico de X, el espacio cociente resultante de identificar
en X los puntos de A mediante la relación de equivalencia x ∼ y ⇔ x = y
o {x, y} ⊂ A se puede obtener en Top mediante el push out de la inclusión
A→ X y el morfismo A→ ∗. Es decir:

X/A = X ∪A ∗

La proyección en el cociente π : X → X/A coincide con la inducida por el
morfismo A→ ∗ en el push out.
Producto smash: Dados dos espacios topológicos punteados (X,x0) e (Y, y0),
su producto smash se define como el espacio punteado (X ∧Y, ∗), donde X ∧
Y = (X×Y )/(X∨Y ) y {∗} = π(X∨), siendo π : X×Y → X∧Y la proyección
canónica. Consecuentemente, tenemos que X ∧ Y = (X × Y ) ∪(X∨Y ) ∗
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A continuación se definirán los funtores y sus principales propiedades; se
puede interpretar un funtor como la operación que relaciona o “pasa” de una
categoŕıa a otra. Veremos algunos ejemplos y cómo se pueden conectar entre śı
a través de transformaciones naturales.

Definición 1.9. Un funtor F de una categoŕıa C en otra D, denotado por
F : C→ D, consiste en:

1. Una aplicación F : Ob(C)→ Ob(D).
2. Para cada par de objetos X, Y de C una aplicación

F : HomC(X,Y )→ HomD(F (X), F (Y ))

que preserva las composiciones y las identidades, esto es:

F (gf)=F (g)F (f), para X
f //Y

g //Z .
F (1X) = 1F (X),∀X de C.

Mostramos a continuación unos ejemplos:

1. Funtor identidad.
En cualquier categoŕıa C, se puede definir el funtor identidad, id : C→ C,
por id(X) = X, id(f) = f .

2. Funtor constante.
Dado un objeto C de una categoŕıa C, se tiene el funtor constante C : D→ C
dado por C(X) = C para los objetos de D y C(f) = idC para los morfismos.

3. Producto de funtores.
Dados dos funtores F : C → D y G : E → F, se define el funtor F × G :
C×E→ D× F por F (X × Y ) = FX × FY y F (f, g) = (Ff, Fg).

4. Funtores Hom:
Fijado un objeto A en una categoŕıa C, el funtor HomC(A,−) : C→ Set
se define para los objetos por HomC(A,−)(X) = HomC(A,X), y para
los morfismos f : X → Y por :

HomC(A,−)(f) = f∗ : HomC(A,X)→ HomC(A, Y )

g 7→ fg

Fijado un objeto A en una categoŕıa C, también se tiene el funtor
HomC(−, A) : Cop → Set definido para los objetos porHomC(−, A)(X) =
HomC(X,A) y para los morfismos f : X → Y por:

HomC(−, A)(f) = f∗ : HomC(Y,A)→ HomC(X,A)

g 7→ gf
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Combinando los dos ejemplos anteriores, dada una categoŕıa C se puede
definir el funtor HomC(−,∼) : Cop×C→ Set. Para los objetos se defi-
ne por HomC(−,∼)(X,Y ) = HomC(X,Y ), y dado un morfismo (f, g) ∈
HomCop×C((X,Y ), (X ′, Y ′)), es decir, (f, g) : (X ′, Y ) → (X,Y ′), se de-
fine

HomC(−,∼)(f, g) = f∗g∗ : HomC(X,Y )→ HomC(X ′, Y ′)

h→ ghf

5. Funtor grupo fundamental.
Se definde como el funtor π1 : Top∗ → Grp que asigna a cada espacio
toplógico punteado (X,x0) su grupo fundamental π1(X,x0). Para morfismos
f : (X,x0) → (Y, y0) se define como π(f) = f∗ : π1(X,x0) → π1(Y, y0), el
homomorfismo de grupos inducido por la aplicación continua f .

6. Funtor cilindro punteado.
El cilindro de un espacio topológico punteado (X,x0) se obtiene, intuitiva-
mente, identificando con un punto en I(X) el subespacio {x0} × I.
I∗((X,x0)) = (I(X)/x0 × I), [(x0, 0)]). Nótese que [(x0, 0)] = [(x0, t)] para
todo t ∈ [0, 1]. Dada f : (X,x0)→ (Y, y0), se define I∗(f) = f̃ , la aplicación
inducida en los cocientes. Expĺıcitamente, I∗(f)([x, t]) = [(f(x), t)].

7. Funtor cono punteado.
El cono de un espacio topológico se obtiene, intuitivamente, identificando
con un punto una de las tapas del cilindro punteado del espacio dado. Se
define de la siguiente forma:

C(X,x0) = (I∗(X)/(X × 1), [(x0, 1)])

Dada f : (X,x0) → (Y, y0), se define C(f) = f̃ : C(X) → C(Y ) como
C(f)([(x, t)]) = [(f(x), t)].
También se puede interpretar el cono punteado como C(X,x0) = (X,x0) ∧
(I, ∗).

8. Funtor suspensión.
El espacio suspensión, denotado (ΣX, ∗), de un espacio punteado (X, x0)
se define, de forma clásica, como ΣX = (X × I)/((X ×{0, 1})∪ ({x0}× I)),
donde {∗} = π((X × {0, 1}) ∪ ({x0} × I)). Además, si f :(X,x0)→ (X ′,x′0)
es una aplicación continua punteada, entonces se induce de forma natural
Σf : ΣX → ΣX ′ como Σf([(x, t)]) = [(f(x), t)].

Definición 1.10. Una transformación natural entre dos funtores F,G : C→ D
consiste en una colección {αX : F (X) → G(X)/X ∈ Ob(C)} de morfismos
en D, tal que para todo morfismo f : X → Y en C el siguiente cuadrado es
comutativo en D:
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F (X)
αX //

F (f)

��

G(X)

G(f)

��
F (Y )

αY
// G(Y )

Si cada αX : F (X) → G(X) es ismorfismo, entonces se dice que α es
isomorfismo natural o equivalencia natural.

A continuación se muestran algunos ejemplos de transformaciones naturales:

1. Transformación identidad.
Dado un funtor F : C → C, siempre se puede definir la transformación
natural identidad 1F : F → F por (1F )X = 1FX : F (X) → F (X). Además
es isomorfismo natural.

2. Inclusiones en los cilindros.
Sean id : Top→ Top el funtor identidad e I : Top→ Top el funtor cilindro;
se pueden definir las transformaciones naturales i0 : id → I e i1 : id → I
como (iε)X : X → X × [0, 1], x 7→ (x, ε), ε ∈ {0, 1}.

3. Proyección desde los cilindros.
Considerando de nuevo los funtores identidad y cilindro en Top, se puede
definir la transformación natural proyección desde el cilindro p : I → id por
pX(x, t) = x.
Para el funtor identidad y cilindro en Top∗, se define la transformación
natural proyección desde el cilindro punteado por (p∗)(X,x0) : I∗X =
I(X)/({x0} × I)→ X. Expĺıcitamente, (p∗)(X,x0)([(x, t)]) = x.

Definición 1.11. Dados dos funtores F : C → D y G : D → C, se dice que
(F,G) es un par adjunto de funtores cuando existe una equivalencia natural:

Φ : HomD(F−,∼)→ HomC(−, G ∼)

donde:

HomD(F−,∼) = HomD(−,∼) ◦ (F × 1) : Cop ×D→ Dop ×D→ Set

HomC(−, G ∼) = HomC(−,∼) ◦ (1×G) : Cop ×D→ Cop ×C→ Set

Expĺıcitamente, el par (F,G) es adjunto si para todo par de objetos X de Ob(C),
Y de Ob(D) existe una biyección ΦX,Y : HomD(F (X), Y ) → HomC(X,G(Y ))
tal que, dadas f : X ′ → X en C y g : Y → Y ′ en D, el siguiente diagrama es
conmutativo:

HomD(F (X), Y )
ΦX,Y //

F (f)∗g∗

��

HomC(X,G(Y ))

f∗G(g)∗

��
HomD(F (X ′), Y ′)

ΦX′,Y ′
// HomC(X ′, G(Y ′))
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También se dice que F es adjunto a izquierda de G, o que G es adjunto a derecha de F .
Obsérvese que el concepto categórico dual de ser adjunto a izquierda es ser ad-
junto a derecha, y viceversa.

Proposición 1.12. Si (F,G) es un par adjunto de funtores, entonces:

G conserva pull backs, esto es, G(Y ×X Z) = G(Y )×G(X) G(Z)
F conserva push outs, esto es, F (Y ∪X Z) = F (Y ) ∪F (X) F (Z)

Demostración. Sea Y ×X Z el pull back de los morfismos Y
α // X Z

βoo .
Veamos que G(Y ×X Z) es efectivamente el pullback en el siguiente dia-

grama:

G(Y ×X Z)β̄
Gᾱ //

G

��

GZ

Gβ

��
GY

Gα
// GX

El diagrama conmuta por propiedades de la definición de funtor. Necesitamos
comprobar que verifica la propiedad universal del pullback. Sea un objeto M

y morfismos GY M
foo g // GZ verificando (Gα)f = (Gβ)g. Usando las

biyecciones de adjunción, se tiene:

αΦ−1
M,Y f = α∗(Φ

−1
M,Y f) = (α∗Φ

−1
M,Y )(f) =

Φ−1
M,X(Gα)∗(f) = Φ−1

M,X((Gα)f) = Φ−1
M,X((Gβ)g) =

Φ−1
M,X(Gβ)∗(g) = β∗(Φ

−1
M,Z)(g) = βΦ−1

M,Zg

Por tanto el siguiente diagrama es conmutativo

FM Φ−1
M,Zg

""

Φ−1
M,Y f

&&

Y ×X Z
ᾱ //

β̄

��

Z

β

��
Y

α
// X

y por la propiedad universal del pullback, existe un único morfismo h : FM →
Y ×X Z tal que β̄h = Φ−1

M,Y f, ᾱh = φ−1
M,Zg . Tomamos el morfismo anterior h y

evaluamos
ΦM,Y×XZ(h) : M → G(Y ×X Z)

y se tiene que
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G(β̄)ΦM,Y×XZ(h) = ΦM,Y β̄h = ΦM,Y Φ
−1
M,Y f = f

G(ᾱ)ΦM,Y×XZ(h) = ΦZ,Y ᾱh = ΦM,ZΦ
−1
M,Y g = g

Además, como ΦM,Y×XZ es una biyección, la unicidad de h implica que ΦM,Y×XZ(h)
es la única aplicación que verifica las dos igualdades anteriores. Por tato el dia-
grama X es un pullback, o en otras palabras, G(Y ×X Z) = GY ×GX GZ. ut

A continuación, se definirá el coĺımite categórico, una construcción que se
utilizará en el siguiente caṕıtulo.

Definición 1.13. Sea D una categoŕıa pequeña, es decir, aquella en que su clase
de objetos es un conjunto, y C una categoŕıa cualquiera. Un D− diagrama en
la categoŕıa C es un funtor F : D → C. Un morfismo de D − diagramas es
una transformación natural F → F ′ entre D− diagramas. Denotamos D[C] a
la categoŕıa de D − diagramas y morfismos de D − diagramas. Todo objeto
de C determina un diagrama constante C : D→ C que viene dado por el funtor
constante.
El coĺımite, colim F , de un D−diagrama F : D→ C es un objeto de C junto
con un morfismo de diagramas ι : F → colim F tales que si η : F → A es otro
morfismo de diagramas, entonces existe un único morfismo η̄ : colim F → A tal
que η̄ι = η.

Ejemplo 1.14. El push out de dos morfismos es un caso particular de coĺımite:

Sea el push out Y ∪X Z inducido por los morfismos Y X
foo g // Z en

una categoŕıa C. Entonces se define la categoŕıa D que tiene por objetos a X,Y
y Z y por morfimos las identidades, los morfismos g, f y sus posibles composi-
ciones. Sean F : D → C un funtor que es la identidad en los objetos y en los
morfismos, con Y ∪X Z en la clase de objetos de C y , y un morfismo de diagra-
mas ι : F → Y ∪X Z que env́ıa los objetos F (X), F (Y ), F (Z) a Y ∪X Z, y es la
identidad en los morfismos. Sea ahora otro morfismo de diagramas η : F → A,
es decir, para los morfismos f : X → Y y g : X → Z en D se tiene el diagrama
conmutativo

F (Z) = Z

ηZ

��

F (X) = X
F (g)=goo F (f)=f//

ηX

��

F (Y ) = Y

ηY

��
A A

id
oo

id
// A

Se ve claramente que ηZg = ηX . y como ιZg = ιY f , entonces, por la propiedad
del push out, se obtiene un único morfismo h̃ : Y ∪X Z → A que hace conmutar
todo el diagrama. Por tanto, ηY = h̃ιY y ηZ = h̃ιZ . Pero ηX = ηY f y ιX = ιY f ,
entonces se obtiene que ηX = ηY f = h̃ιY f = h̃ιX y se prueba que h̃ι = η.

ut
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Proposición 1.15. Existe el coĺımite de cualquier diagrama en la categoŕıa Set

Demostración. Sea D una categoŕıa pequeña y F : D → Set un D-diagrama
en la categoŕıa Set. Entonces, para todo objeto i ∈ Ob(D) se tiene un conjunto
Fi = Xi en Set. Se define:

X =
⊔

i∈Ob(Set)

(Xi)/ ∼

donde ∼ es la relación de equivalencia generada por xi ∼ xj ⇔ ∃fij : Xi → Xj

tal que fij(xi) = xj . Se define ι : F → X dado por las inclusiones. Por tanto se
tienen los diagramas conmutativos:

Xi
ιi //

fij

��

X

id

��
Xj ιj

// X

y sigue que ι : F → X es morfismo de diagramas. Sea η : F → A otro morfismo
de diagramas, luego existen diagramas conmutativos:

Xi
ηi //

fij

��

A

id

��
Xj ηj

// A

Hay que comprobar la existencia y unicidad de un morfismo η : X → A tal que
ηιi = ηi∀i ∈ Ob(set). Dado x ∈ X y x = [xi] con xi ∈ Xi, se define η(x) = ηi(xi).

η está bien definido:
Supóngase [xi] = [xj ]. Entonces existe fij : Xi → Xj con fij(xi) = xj . Sigue
que ηj(xj) = ηj(fij(xi)) = ηi(xi).
Unicidad de η
Sea η : X → A tal que ηιi = ηi, ∀i ∈ Ob(D). Entonces dado x ∈ X, x = [xi]
para algún i ∈ Ob(D), se tiene que:

η(x) = ηιi(xi) = ηi(xi) = η(x)⇒ η = η̄

ut

Proposición 1.16. Existe el coĺımite de cualquier diagrama en la categoŕıa
Top.
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Demostración. Sea D una categoŕıa pequeña y F : D → Top un D-diagrama
en la categoŕıa Top. Entonces, para todo objeto i ∈ Ob(D) se tiene un espacio
topológico Xi = F (i). Análogamente a la definición de coĺımite en Set, se define
el espacio topológico X =

⊔
Xi/ ∼ con la misma relación de equivalencia, junto

con la topoloǵıa final de las aplicaciones γ : Xi → X dadas por γ(xi) = [xi].
Estas aplicaciones definen un morfismo de diagramas ι : F → (X); por tanto,
para todo morfismo f : i→ j en D, se tienen diagramas conmutativos en Top

Xi
ιi //

fij

��

X

id

��
Xj ιj

// X

Supongamos ahora que ι : F → A es otro morfismo de diagramas en Top. La
existencia y unicidad de η̄ : X → A es análoga a la de la proposición anterior.
La continuidad de η̄ es consecuencia de la continuidad de las aplicaciones ηi :
Xi → A. Por la propiedad universal del cociente, η̄ es continua si y sólo si η̄π es
continua, siendo π la proyección en el cociente

⊔
i∈ob(Set)

Xi
π // X

η̄ // A

Dado un abierto U ⊂ A, (η̄π)−1(U) =
⊔
i

η−1
i (U), pero esto es abierto en

⊔
i

Xi,

luego η̄ es continua. ut

Observación 1.17. También se puede obtener el coĺımite de cualquier diagra-
ma en la categoŕıa Top∗ de espacios topológicos punteados; la demostración es
análoga a la anterior.

1.2. Espacios de funciones

En esta sección se definen los espacios de funciones, que dan lugar a fun-
tores relacionados con el concepto de camino. Esto permitirá estudiar con más
facilidad los grupos de homotoṕıa, que se trabajarán en la siguiente sección.
También en esta sección se prueba la ley exponencial, un resultado esencial pa-
ra trabajar con espacios de funciones sin tener que recurrir directamente a las
topoloǵıas compacto abiertas.

Definición 1.18. Dados X,Y espacios topológicos, se define el espacio de fun-
ciones de Y en X por

XY = HomTop(Y,X) = {f : Y → X/f es continua}
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Se tomará la topoloǵıa compacto−abierta en XY , esto es, aquella que tiene como
subbase todos los subconjuntos de XY de la forma (K,U) = {f ∈ X : f(K) ⊂
U}, donde K ⊂ Y es compacto y U ⊂ X es abierto. Aśı, un abierto genérico de
la topoloǵıa compacto-abierta es una unión arbitraria de intersecciones finitas de
subconjuntos de la forma (K,U).

Proposición 1.19. Las siguientes definiciones describen funtores en la cate-
goŕıa de espacios topológicos:

1. Fijado un espacio topológico X:

a) −X : Top → Top, definido para objetos como −X(Y ) = Y X , y para
morfismos f : Y → Y ′ como −X(f) = f∗ : Y X → (Y ′)X con f∗(h) = fh.

b) X− : Topop → Top, definido para objetos como X−(Y ) = XY y para
morfismos f : Y ′ → Y como X−(f) = f∗ : XY → XY ′ , con f∗(h) = hf .

2. −∼ : Top×Topop → Top, definido para objetos como −∼((X,Y )) = XY ,
y para morfismos f : X → X ′ y g : Y ′ → Y como −∼((f, g)) = f∗g

∗ : XY →
(X ′)Y

′
, con f∗g

∗(h) = fhg.

Demostración. Si f : Y → Y ′ es continua, entonces f∗ será continua:
Si (K,U) es abierto subbásico en (Y ′)X , entonces

f−1
∗ ((K,U)) = {α : X → Y/α continua, fα ∈ (K,U)}

= {α ∈ Y X/fα(K) ⊂ U}
= {α ∈ Y X/α(K) ⊂ f−1(U)} = (K, f−1(U))

donde K es compacto en X, y f−1(U) es abierto en Y por ser f continua.
Evidentemente, −X conserva composiciones e identidades, luego es un funtor.
Por otro lado, si f : Y ′ → Y es continua entonces f∗ : XY → XY ′ es continua:
Si (K,U) es abierto subbásico en XY ′ , entonces:

(f∗)−1((K,U)) = {α ∈ XY /αf ∈ (K,U)} = {α ∈ XY /(αf)(K) ⊂ U}
= {α ∈ XY /α(f(K)) ⊂ U} = (f(K), U)

Como f es continua y K compacto entonces f(K) es también compacto en Y ,
luego (f(K), U) es abierto en X. Se concluye también que X− es un funtor. Una
vez probados estos funtores, es trivial que −∼ es también funtor. ut

Definición 1.20. Denotamos E(X;A,B) como el espacio de caminos que viene
dado por el conjunto {α ∈ PX/α(0) ∈ A,α(1) ∈ B, }, donde A,B ⊂ X.

Definición 1.21. Se define la aplicación evaluación e : XY × Y → X como
e(f, y) = f(y)
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Proposición 1.22. Si Y es localmente compacto, entonces la aplicación evalua-
ción es continua.

Demostración. Sea (f0, y0) ∈ XY × Y . Veamos que e es continua en el punto
(f0, y0):
Sea V un abierto en X tal que e(f0, y0) = f0(y0) ∈ V . Como f0 es continua e Y
localmente compacto, existe un entorno compacto de y0, W , tal que f0(W ) ⊂ V .
Por tanto (W,V ) es un entorno abierto de f0 en XY . Sea U = (W,V )× Int(W ).
Entonces U es un entorno abierto de (f0, y0) en XY , y e(U) ⊂ V . Por tanto e es
continua en (f0, y0). ut

Teorema 1.23. (Ley exponencial)
Dado un espacio Z localmente compacto, el par de funtores (− × Z,−Z) es
adjunto.

Demostración. Sean X,Y espacios, entonces:

E : HomTop(X × Z, Y )→ HomTop(X,Y Z)

f 7→ E(f) = f ]

siendo f ](x) : Z → Y la aplicación continua definida por f ](x)(z) = f(x, z).Veamos
que E es un isomorfismo natural:

E está bien definida: Para cada x ∈ X, f ] es la composición de aplicaciones
continuas f ](x) = fjx

Z → X × Z → Y

z 7→ (x, z) 7→ f(x, z)

Además f ] : X → Y Z es continua: Sea x0 ∈ X y sea (K,U) abierto subbási-
co de f ](x0) en Y Z . Entonces sabemos que f({x0} × K) ⊂ U . Como f es
continua, para todo z ∈ K existen entornos abiertos Az de x0 y Bz de z
tales que f(Az × Bz) ⊂ U , siendo Az × Bz entorno abierto de (x0, z) en
X ×Z. Entonces K ⊂

⋃
z∈K

Bz, y como K es compacto, existe un subrecubri-

miento finito K ⊂
n⋃
i=1

Bzi . Tomamos V =
n⋂
i=1

Azi entorno abierto de x0, y

entonces f(V ×K) ⊂ U , luego f ](V ) ⊂ (K,U). Es decir, f ] es continua en x0.

Se define la inversa de E:

E−1 : HomTop(X,Y Z)→ HomTop(X × Z, Y )

g 7→ E−1(g) = g[

donde g[(x, z) = g(x)(z), ∀(x, z) ∈ X ×Z. Nótese que g[ es continua por ser
composición de aplicaciones continuas: g[ = e(g × 1Z).
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Naturalidad: Dadas las aplicaciones continuas f : X ′ → X y g : Y → Y ′, se
debe comprobar la conmutatividad del siguiente diagrama:

HomTop(X × Z, Y )
EX,Y //

(f×1Z)∗g∗

��

HomTop(X,Y Z)

f∗g∗
��

HomTop(X ′ × Z, Y ′)
EX′,Y ′

// HomTop(X ′, Y ′Z)

Dada h : X × Z → Y continua, se tiene que f∗g∗(EX,Y (h)) = f∗g∗(h
]) =

gh]f : X ′ → Y ′Z , que viene dada por gh]f(x′)(z) = ghjf(x′)(z) =
gh(f(x′), z) ∈ Y ′ ∀z ∈ Z.
Por otra parte, EX′,Y ′(f × 1Z)∗g∗(h) = EX′,Y ′(gh(f × 1Z))] : X ′ → Y ′Z

viene dada por gh(f × 1Z)jx′(z) = gh(f × 1Z)(x′, z) = gh(f(x′), z), ∀z ∈ Z.
Por tanto el anterior cuadrado conmuta, y se concluye que E es un isomor-
fismo natural que da la adjunción entre los funtores −× Z y −Z . ut

Teorema 1.24. (Ley exponencial para espacios punteados)
Dados los espacios punteados (X,x0), (Y, y0) y el espacio punteado localmen-
te compacto (Z, z0), la biyección E de la ley exponencial induce una biyección
natural

E : (Y, y0)(X×Z,X∨Z) → ((Y, y0)(Z,z0), cy0)(X,x0)

Demostración. Basta considerar el isomorfismo de adjunción en el caso puntea-
do:

E : HomTop(2)((X×Z,X∨Z), (Y, y0))→ HomTop(2)((X,x0), ((Y, y0)(Z,z0), cy0))
ut

Proposición 1.25. Si (X,A) es una pareja de espacios, entonces la proyección
canónica π : X → X/A induce, para todo espacio punteado (Y, y0), una biyección

en Top(2) π∗ : (Y, y0)(X/A,∗) → (Y, y0)(X,A) .

Demostración. Como (Y, y0)− : Topop(2) → Top(2) es un funtor y π : (X,A)→
(X/A, ∗) es continua en Top(2), se tiene que π∗ = (Y, y0)−(π) : (Y, y0)(X/A,∗) →
(Y, y0)(X,A) también es continua. Veamos ahora la inyectividad de π∗ : si π∗(f) =
π∗(g), entonces fπ = gπ y se deduce que f = g. Por otra parte, dada g :
(X,A)→ (Y, y0), se induce ĝ : (X/A, ∗)→ (Y, y0) continua con ĝπ = g, es decir,
π∗(ĝ) = g, y por tanto π∗ es también sobreyectiva. ut

Proposición 1.26. Si en el enunciado de la proposición anterior se exige,
además, que el espacio X sea compacto, y que X/A sea Hausdorff, entonces
la biyección π∗ : (Y, y0)(X/A,∗) → (Y, y0)(X,A) es un homeomorfismo.
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Demostración. Veamos que π∗ es abierta: Sea (K,U) un abierto de la subbase
de la topoloǵıa compacto-abierta de (Y, y0)(X/A,∗), es decir, K es compacto en
X/A y U es abierto en Y . Entonces

π∗((K,U)) = {π∗(f)/f ∈ (Y, y0)(X/A,∗), f(K) ⊂ U}
= {fπ : (X,A)→ (Y, y0)/f(K) ⊂ U}
= {fπ ∈ (Y, y0)(X,A)/fππ−1(K) ⊂ (U)}
= (π−1(K), U)

Al ser X/A Hausdorff y X compacto, entonces π−1(K) es compacto en X.
Por tanto π∗((K,U)) es abierto en (Y, y0)(X,A). Finalmente, π∗ es biyectiva, con
lo cual preserva uniones e intersecciones. Todo abierto de (Y, y0)(X/A,∗) es unión
arbitraria de intersecciones finitas de elementos de la forma (K,U), luego π∗ es
abierta.

ut
Tomando Z = I en los funtores inducidos de los espacios de funciones, se

obtienen los siguientes casos particulares:

1. Funtores espacio de caminos:
−I : Top→ Top definido por −I(X) = XI y −I(f) = f∗.
−I : Top∗ → Top∗ definido por −I(X,x0) = (XI , cx0) y −I(f) = f∗

2. Funtor espacio de caminos punteados:
P = −(I,0) : Top∗ → Top∗, con P (X,x0) = ((X,x0)(I,0), cx0

) y P (f) = f∗
3. Funtor espacio de lazos:
Ω : Top∗ → Top∗, definido por P (X,x0) = ((X,x0)(I,{0,1}), cx0

) y Ω(f) =
f∗

Teniendo en cuenta el homeomorfismo I/{0, 1} ∼= S1, donde
Sn = {x1, . . . , xn, xn+1 / ||(x1, . . . , xn, xn+1 = 1} es la n-esfera, y la proposición
anterior, existe un homeomorfismo punteado

(X,x0)(I,{0,1}) → (X,x0)(S1,∗)

y como, dada una aplicación continua, se tienen los cuadrados conmutativos

(X,x0)(I,{0,1}) ∼= //

f∗

��

(X,x0)(S1,∗)

f∗
��

(X ′, x′0)(I,{0,1}) ∼=
// (X ′, x′0)(S1,∗)

entonces podemos concluir que dicho homeomorfismo permite también definir,
de manera naturalmente equivalente, el funtor espacio de lazos como
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Ω(X,x0) = ((X,x0)(S1,∗), cx0
), Ω(f) = f∗

Abusando de notación, podemos omitir el punto base y considerar los caminos
y lazos de un espacio punteado (X,x0) como los espacios topológicos:

P (X) = {α ∈ XI/α(0) = x0}

Ω(X) = {α ∈ XI/α(0) = α(1) = x0}

y denotamos entonces P (X,x0) = (PX, cx0) y Ω(X,x0) = (ΩX, cx0).

Teorema 1.27. El funtor suspensión Σ = − ∧ S1 : Top∗ → Top∗ es adjunto

a izquierda del funtor espacio de lazos Ω = −(S1,∗) : Top∗ → Top∗ y el funtor
cilindro I es adjunto a izquierda del funtor −I espacio de caminos y espacio de
caminos punteados en las categoŕıas Top y Top∗, respectivamente.

Demostración. Ambas pruebas se basan en la Ley exponencial 1.23. Véase, por
ejemplo, [8] sección 1.6 pág. 41 para el par adjunto (Σ,Ω), y [9] pág. 29 para el
par adjunto (I,−I).

ut

Corolario 1.28. Los funtores suspensión y cilindro conservan push outs y los
funtores lazos y caminos conservan pull backs en las correspondientes categoŕıas
Top y Top∗.

Demostración. Basta tener en cuenta la proposición 1.12. ut
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1.3. Categoŕıa homotópica y grupos de homotoṕıa

Presentamos ahora la categoŕıa homotópica, en la que se definirán los
grupos de homotoṕıa.

Definición 1.29. La categoŕıa homotópica, denominada hTop∗, es la categoŕıa
cociente de los espacios topológicos punteados con la relación de equivalencia
dada por la relación de homotoṕıa relativa al punto base. Esto es,

Ob(hTop∗) = Ob(Top∗/ ') = Ob(Top∗)

HomhTop∗((X,x0), (Y, y0)) = {[f ]/f ∈ HomTop∗((X,x0), (Y, y0))}, siendo
[f ] la clase de homotoṕıa de f . Este conjunto se suele denotar [(X,x0), (Y, y0)]
o incluso [X,Y ] cuando no hay posibilidad de confusión de los puntos base.

Análogamente se define la categoŕıa hTop de espacios topológicos y clases de
homotoṕıa de aplicaciones continuas no basadas.
Ahora se procede a interpretar los funtores lazo y suspensión para esta nueva
categoŕıa.

Proposición 1.30. Ω : hTop∗ → hTop∗, definida para objetos como en Top∗,
y para morfismos como Ω([f ]) = [f∗], y Σ : hTop∗ → hTop∗, definido para
objetos como en Top∗, y para morfismos por Σ([f ]) = [Σf ], son ambos funtores.

Demostración. La única parte no trivial de la demostración es comprobar que
Ω y Σ están bien definida sobre los morfismos. Se probará solamente para el
funtor Ω, puesto que para el funtor Σ es análogo:

Si f, f ′ : (X,x0) → (X ′, x′0) son tales que [f ] = [f ′], se probará que [f∗] = [f ′∗].
Como f ' f ′ rel {x0} , entonces existe aplicación continua H : X × I → X ′ tal
que Hi0 = f,Hi1 = f ′ y H(x0, t) = x′0, para todo t ∈ I.
Se define

F̃ : Ω(X,x0)× I × I → (X ′, x′0)

(α, t, s) 7→ H(α(s), t)

que es continua porque es composición de las aplicaciones continuas

ΩX × I × I 1×T // ΩX × I × I e×1 // X × I H // X ′

donde T : I × I → I × I es el homeomorfismo dado por T (t, s) = (s, t), y e es
la aplicación evaluación. La ley exponencial (teorema 1.23) garantiza la existen-
cia de una aplicación continua, adjunta de F̃ , dada por F (α, t)(s) = F̃ (α, t, s).
Además, F (cx0 , t)(s) = x′0, ∀t, s ∈ I, F (α, t)(1) = x′0∀α ∈ Ω(X,x0), ∀t ∈ I.
Se concluye que F , definida por F (α, t)(s) = F̃ (α, t, s) = H(α(s), t) es la homo-
toṕıa relativa buscada entre f∗ y f ′∗. ut
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Proposición 1.31. Si (Z, z0) es un espacio punteado localmente compacto, en-
tonces − ∧ Z : hTop∗ → hTop∗ es funtor adjunto a izquierda de (−)(Z,z0) :
hTop∗ → hTop∗.

Demostración. Sean (X,x0), (Y, y0) espacios punteados. Entonces se define

A : ([X ∧ Z, ∗), (Y, y0)]→ [(X,x0), ((Y, y0)(Z,z0), cy0)]

como A([f ]) = [f̄ ], donde f̄ : (X,x0)→ ((Y, y0)(Z,z0), cy0) se define a su vez por
f̄(x)(z) = f([(x, z)]),∀x ∈ X, z ∈ Z.

1. f̄ está bien definida:
f̄(x0)(z) = f([(x0, z)]) = f([∗]) = y0∀z ∈ Z, luego f̄(x0) = cy0

2. f̄ es continua:
Con la ley exponencial (teorema 1.23) se genera el isomorfismo de adjunción

E : HomTop(2)((X×Z,X∨Z), (Y, y0))→ HomTop(2)((X,x0), ((Y, y0)(Z,z0), cy0))

Si definimos f̃ : (X×Z,X∨Z)→ (Y, y0) como f̃(x, z) = f([(x, z)]), tenemos
que f̃ hace conmutar el siguiente diagrama

X × Z
f̃ //

π %%KK
KK

KK
KK

K Y

X ∧ Z
f

;;xxxxxxxx

Como f es continua, se concluye la continuidad de f̃ y, como E(f̃) = f̄ , por
adjunción se tiene la continuidad de f̄ .

3. A está bien definida :
Supongamos que [f0] = [f1] ∈ [(X ∧ Z, ∗), (Y, y0)] mediante la homotoṕıa
H : f0 ' f1 rel {∗}. Sea H ′ = H(π × 1I)(1X × T ) : X × I × Z → Y ,
donde T es la aplicación continua que intercambia de posición las coorde-
nadas debidamente. Sigue que H ′ continua por ser composición de aplica-
ciones continuas. Entonces se induce por la ley exponencial una aplicación
E(H ′) = (H ′)] : X × I → (Y, y0)(Z,z0) continua dada por ((H ′)])(x, t))(z) =
H ′(x, t, z) = H([(x, t)], t). Aśı, se obtiene la homotoṕıa (H ′)] : f̄0 ' f̄1.

4. A es sobre:
Sea h : (X,x0) → ((X,x0) → ((Y, y0)(Z,z0), cy0) continua punteada. Se

induce, por la ley exponencial, una aplicación continua de parejas, h̃ :
(X×Z,X∨Z)→ (Y, y0) definida por h̃(x, z) = h(x)(z). Por tanto h̃ es com-
patible con la relación del cociente X×Z�X∨Z. Entonces se induce, por el
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Teorema 22.2 en [2], una aplicación continua (h̃)′ : (X×Z/X∨Z, ∗)→ (Y, y0)
haciendo conmutar el siguiente diagrama conmutativo:

X × Z h̃ //

π %%KK
KK

KK
KK

K Y

X ∧ Z
(h̃)′

;;xxxxxxxx

siendo π la proyección canónica. Se concluye que A([(h̃)′]) = [h].

5. A es inyectiva:
Sean f, g : (X ∧ Z, ∗) → (Y, y0) tales que existe una homotoṕıa H :

(X × I, {x0} × I)→ ((Y, y0)(Z,z0), cy0) que cumple H : f̂ ' ĝ rel {x0}.
Se considera, por la ley exponencial, H̃ : X × Z × I → Y tal que H̃ =
H(x, t)(z), y es compatible con la relación en el cociente X ×Z × I/ ∼. Por
tanto, se induce una aplicación continua (H̃)′ : (X×Z/X∨)×I → Y tal que
(H̃)′(π × idI) = H̃. Sabemos que viene dada por (H̃)′([x, z], t) = H̃(x, z, t).
Una simple comprobación demuestra que (H̃)′ : f ' g rel {∗}.

6. A es natural:
Sean f : (X ′, x′0) → (X,x0) y g : (Y, y0) → (Y ′, y′0). Hay que probar la
conmutatividad del siguiente cuadrado:

[(X∧, ∗), (Y, y0)]

g∗(f∧1Z)∗

��

AX,Y// [(X,x0), ((Y, y0)(Z,z0), cy0)]

g∗f
∗

��
[(X ′ ∧ Z, ∗), (Y ′, y′0)]

AX′,Y ′
// [(X ′, x′0), ((Y ′, y′0)Z,z0), c′y0)]

Sea [h] ∈ [X ∧Z, ∗;Y ′, y0]. Entonces se tiene que g∗f
∗([f̄ ]) = [gh̄f ]. Por otra

parte, AX′,Y ′g∗(f ∧ 1Z)∗([h]) = AX′Y ′ [gh(f ∧ 1Z)] = ¯[gh(f ∧ 1Z)].
Dados x′ ∈ X ′ y z ∈ Z, (gh̄f)(x′)(z) = gh̄(f(x′))(z) = gh([f(x′), (z)]).
También ¯gh(f ∧ 1Z)(x′)(z) = gh(f ∧ 1Z)([x′, z]) = gh([f(x′), z]). Por tanto,
el diagrama es conmutativo.

ut

Corolario 1.32. El funtor suspensión Σ : hTop∗ → hTop∗ es adjunto izquier-
da del funtor espacio de lazos Ω : hTop∗ → hTop∗.

Demostración. Se toma Z = S1 en el lema anterior y se aplica el isomorfismo

natural Σ−
∼= // − ∧ S1 .

ut
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A continuación veremos unos lemas técnicos para tratar los grupos supe-
riores de homotoṕıa.

Lema 1.33. Σ(Sn) ∼= Sn+1 en Top∗.

Demostración. Se define la n-bola cerrada En = {x ∈ R/||x|| ≤ 1} ⊂ Rn.
También podemos considerar los siguientes subespacios de Rn+2:
En+1

+ = {x ∈ Rn+2/||x|| = 1, xn+2 ≥ 0}, el hemisferio norte de Sn+1.

En+1
− = {x ∈ Rn+2/||x|| = 1, xn+2 ≤ 0}, el hemisferio sur de Sn+1.

Tomando como punto base para estos espacios ∗ = (1, 0, . . . , 0) ∈ Rn+2, e in-
terpretando Sn ∼= Sn × {0} ⊂ Sn+1 como el ecuador de Sn+1, se tienen los ho-
meomorfismos p+ : (En+1, Sn) → (En+1

+ , Sn) y p− : (En+1, Sn) → (En+1
− , Sn)

definidos por

p±(x1, x2, . . . , xn+1, 0) = (x1, x2, . . . , xn+1,±

√√√√1−
n+1∑
i=1

x2
i

)

Además, como Sn ⊂ En+1 y En+1 es convexo, el segmento que une cualquier
punto de Sn con ∗ está contenido en En+1. Aśı, podemos definir la aplicación
h : Σ(Sn)→ Sn+1, en Top∗, como:

h([(x, t)]) =

p−(2tx+ (1− 2t)∗) si 0 ≤ t ≤ 1/2

p+(2x(1− t) + (2t− 1)∗) si 1/2 ≤ t ≤ 1

h está bien definida:
h([(∗, t)]) = h([(x, 0)]) = h([(x, 1)]) = ∗ ∀t ∈ I, ∀x ∈ Sn
h es biyectiva por la definición de p±.
h es continua: Se define h̃ : Sn × I → Sn+1 como h̃(x, t) = h([(x, t)]). En-
tonces, h̃ es continua por el lema 1.2 aplicado a los cerrados Sn × [0, 1/2]
y Sn × [1/2, 1]. La continuidad de h se deduce de la conmutatividad del
siguiente diagrama:

Sn × I

π
$$I

II
II

II
II

h̃ // Sn+1

ΣSn
h

;;wwwwwwwww

h es cerrada porque es continua, ΣSn = π(Sn × I) es compacto y Sn+1 es
Hausdorff.

ut

Observación 1.34. Para cada n ≥ 1, existe un isomorfismo en Top∗:

φn : In/δIn → Σ(Sn−1)
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Lema 1.35. Para todo espacio punteado (X,x0), se tiene una biyección:

Φ : HomTop(2)((In, δIn), (X,x0))→ HomTop∗((I
n/δIn, ∗), (X,x0))

f 7→ f̃

con f̃([(t1, . . . , tn)]) = f(t1, . . . , tn)

Demostración. Si π : In → In/δIn es la proyección canónica, por la proposición
1.26 sabemos que π∗ : (X,x0)(In/δIn,∗) → (X,x0)(In,δIn) es un homeomorfismo
punteado con inversa φ. En particular, φ es una biyección.

ut

A continuación vamos a recordar el concepto de componente conexa por cami-
nos, que nos va a permitir definir el funtor π0 y relacionarlo con los grupos de
homotoṕıa.
Dado un espacio topológico X, se puede definir sobre él la relación de equivalen-
cia x ∼ y si y sólo si existe un camino de x a y.

El conjunto cociente X/ ∼ lo denotamos por π0(X), y el elemento [x] ∈ π0(X)
se denomina componente conexa por caminos que contiene a x. Si f : X → Y
es continua, se define π0(f) : π0(X) → π0(Y ) por π0(f)([x]) = [f(x)]. Vemos
que, aśı definido, π0 : hTop→ Set es un funtor. Además es sencillo comprobar
que π0 es un invariante homotópico.

Lema 1.36. [ΣSn−1, Y ] es un grupo.

Demostración. Se tiene que

[ΣSn−1, X] ∼= [Sn, X] ∼= [In/∂In, X] ∼= [(In, ∂In), (X,x0)]

por la observación 1.34 y el lema 1.35 y porque la siguiente operación es com-
patible en los dos últimos conjuntos: La composición de lazos se define de la
siguiente manera:
Para f, g : ΣX → Y , tenemos

(g + f)(t1, . . . , tn) =

 f(t1, . . . , tn−1, 2t) si 0 ≤ t ≤ 1/2

g(t1, . . . , tn−1, 2t− 1) si 1/2 ≤ t ≤ 1

Se demuestra que es grupo de manera análoga a la comprobación de que el grupo
fundamental es grupo. ut

Definición 1.37. Para n ≥ 1 y un espacio basado X,x0, se define

πn(X) = πn(X,x0) = [(Sn, ∗), (X,x0)]

como el n-ésimo grupo de homotoṕıa del espacio X basado en el punto x0. Dado
que ΣSn−1 ∼= Sn, la adjunción (Σ,Ω) nos permite afirmar que

πn(X) = [Sn, X] = [ΣSn−1, X] = [Sn−1, ΩX] = πn−1(ΩX) = · · · = π0(ΩnX)
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Definición 1.38. Definimos el n-ésimo grupo relativo de homotoṕıa del par
(X,A) como

πn(X,A) = πn−1(E(X;A, x0), cx0
) para cada n ∈ N, siendo E(X;A, ∗) el

espacio definido en 1.20.

Observación 1.39. Los grupos relativos de homotoṕıa también pueden ser inter-
pretados como πn(X,A) = [(En, Sn−1), (X,A)].
Esto se debe a que se puede probar fácilmente que En ∼= CSn−1 y además
CSn−1 = Sn−1 ∧ I. Por el teorema 1.31 se obtiene un homeomorfismo
[Sn−1, E(X,A, ∗)] ∼= [(En, Sn−1), (X,A)]. Es sencillo comprobar que si [x, t] ∈
Sn−1 ⊂ CSn−1, entonces la imagen pertenece a A.

1.4. Cofibraciones y fibraciones. Sucesiones exactas

En esta sección se definen las cofibraciones y fibraciones, conceptos ca-
tegóricos relacionados con las extensiones y elevaciones tradicionales, posterior-
mente se introducen sucesiones exactas de espacios topológicos punteados, que
darán lugar, finalmente, bajo ciertas condiciones, a sucesiones exactas de grupos
de homotoṕıa. En esta sección consideramos tanto espacios topológicos como
espacios topológicos punteados.

Definición 1.40. Una aplicación i : A 7→ X es una cofibración si satisface la
propiedad de extensión de homotoṕıa (PEH). Esto quiere decir que si hi0 = fi
en el diagrama:

A
i0 //

i

��

A× I

h

�� i×id

��

X
f //

i0 ..

Y

X × I
h̃

dd

entonces existe h̃, llamada extensión, haciendo que el diagrama conmute.

Lema 1.41. Si i : A → X es una cofibración y g : A → B es una aplicación
cualquiera, entonces la aplicación inducida a través del push out ī : B → B∪gX
es una cofibración.

Demostración. Dadas las aplicaciones f y h que hacen el siguiente diagrama
conmutativo,
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A
g //

i

��

B
i0 //

ī

��

B × I

h

�� ī×idI

��

X
ḡ
// B ∪g X

f //

i0 --

Y

(B ∪g U)× I
H

ff

tenemos que ver si existeH : (B∪gU)×I → Y de modo queHi0 = f,H (̄i×idI) =
h.
Como i es cofibración existe h̄ : X×I → Y con h̄i0 = fḡ, h̄(i× idI) = h(g× idI).
Al mismo tiempo, el funtor cilindro conserva push outs (por el corolario 1.28);
aśı tenemos este diagrama conmutativo:

A× I
g×idI //

i×idI
��

B × I

ī×idI
�� h

��

X × I
ḡ×id//

h̄ //

(B ∪g X)× I
h̃

%%KK
KKK

KKK
KK

Y

en el que se induce h̃ : (B ∪g X)× I → Y tal que h̃(̄i× idI) = h y (ḡ× idI) = h̄.

Por último, se tiene que h̃i0īg = h̃i0ḡi. Además, h̃i0ḡ = h̃(ḡ×idI)i0 = h̄i0 = fḡ y
h̃i0ī = h̃(̄i×idI)i0 = hi0 = f ī, pero por la unicidad del push out, necesariamente
h̃i0 = f y por tanto H := h̃ es la extensión buscada para la homotoṕıa h. ut
Definición 1.42. Dadas f : X → Y e i0 : X → X × I, se define el Mapping
cylinder como el siguiente objeto push out:

X
i0 //

f

��

X × I

��
Y // Mf

Proposición 1.43. Sea f : X → Y . Entonces existen una cofibración j : X →
Mf tal que j(x) = [x, 1] y una equivalencia de homotoṕıa r : Mf → Y con
r(y) = y y r([x, s]) = f(x) de modo que el siguiente diagrama es conmutativo:

X
f //

j   B
BB

BB
BB

B Y

Mf

r

>>}}}}}}}}
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Demostración. Veamos primero que j es cofibración. Dadas g : Mf → Z y

h : X × I → Z tales que hi0 = gj, veamos que existe h̃ : Mf × I → Z que haga
conmutar el siguiente diagrama:

X
i0 //

j

��

X × I

h

�� j×idI

��

Mf
g //

i0 ..

Z

Mf × I
h̃

dd

Sea S = (I × 0) ∪ (∂I × I) ⊂ I × I.
Se define la retracción r : I × I → S como la proyección desde el punto (1/2, 2) :

r(t, s) =


(0, 4t−s

2t−1 ) si s ≥ 4t

( s−4t
2(s−2) , 0) si s ≤ 4t ≤ 4− s

(1, s+4t−4
2t−1 ) si 4t ≥ 4− s

Sea H ′′ : X × S → Z definida mediante H ′′(x, t, 0) = g([x, t]), H ′′(x, 0, s) =
g([f(x)]) y H ′′(x, 1, s) = h(x, s), ∀x ∈ X, ∀t, s ∈ I.
H está bien definida por el lema de continuidad (lema 1.2) aplicado a los cerrados

C1 = X × I × {0}, C2 = X × {0} × I, C3 = X × {1} × I

Se define H ′ : X × I × I → Z como H ′(x, t, s) = H ′′(x, r(t, s)) y finalmente se
define h̃ : Mf × I → Z como:

h̃([x, t], s) = H ′(x, t, s),∀[x, t] = f̄(x, t) ∈Mf

h̃([y], s) = g([y]),∀[y] = ī0(y) ∈Mf

Se concluye que h̃ es la extensión buscada para que conmute el diagrama
original, y por tanto j es cofibración. Para ver que r es equivalencia de homotoṕıa,
debemos encontrar una aplicación l de modo que se cumpla que idMf

' lr y
rl ' idY .

Se define l : Y →Mf por l(y) = [y]. Entonces rl(y) = r[y] = y. Se concluye
que rl = idY , y por tanto r es retracción.
Por otro lado, lr(x, t) = lf(x) = [f(x)] y lr[y] = l(y) = [y]. Definiendo la
homotoṕıa F : MF ×I por F ([x, t], s) = [x, t(1−s)] y F ([y], s) = [y], se concluye
que idMf

'F lr.
ut
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Definición 1.44. Una aplicación p : E → B se dice que es fibración si satis-
face la propiedad de elevación de homotoṕıa (PEH), es decir, dado el siguiente
cuadrado conmutativo

EI

pI

��

p0 // E

p

��

Y

f

??��������

h

~~}}
}}
}}
}

h̃

``

BI
p0

// B

debe existir h̃ : Y → EI haciendo conmutar todo el diagrama.

Observación 1.45. Gracias a la ley exponencial, existe la siguiente definición
equivalente a la anterior: p es fibración si, dada la conmutatividad hi0 = pf
en el diagrama

Y
f //

i0
��

E

p

��
Y × I

h
//

h̃

<<

B

entonces existe h̃ haciendo conmutar el diagrama.

Proposición 1.46. Si p : E → B es una fibración, entonces la aplicación indu-
cida a través del pull back p̄ : A×g E → A es también una fibración.

Demostración. Análoga a la demostración de la proposición 1.41. ut

Hemos definido las fibraciones en Top, es decir, sin tener en cuenta pun-
tos base. Sin embargo, las fibraciones van a tener trascendencia en la categoŕıa
hTop∗, y se definen de forma análoga considerando los espacios de caminos
punteados PE y PB en lugar de EI y BI .

Definición 1.47. Una sucesión (A, a0)
f // (B, b0)

g // (C, c0) en Set∗ se

dice exacta cuando Im(f) = Ker(g), donde Ker(g) = g−1({c0})
Generalizando, se dice que una sucesión larga

· · · → (Ak−1, ak−1)
fk−1 // (Ak, ak)

fk // (Ak+1, ak+1) → . . .

en Set∗ es exacta cuando Im(fi−1) = Ker(fi) para todo i.
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Definición 1.48. Una sucesión (X,x0)
f // (Y, y0)

g // (Z, z0) en Top∗ se

dice exacta si la sucesión de conjuntos punteados

[(W,w0), (X,x0)]
f∗ // [(W,w0), (Y, y0)]

g∗ // [(W,w0), (Z, z0)]

es exacta para todo espacio punteado (W,w0).

Proposición 1.49. Si f : (X,x0) → (Y, y0) es continua entonces f es nul-
homótopa si y sólo si existe una aplicación continua F : (X,x0)→ (PY, cy0) tal
que e1F = f .

Demostración. Si f ' 0, existe una homotoṕıa H : X × I verificando Hi0 =
cy0 , Hi1 = f y H(x0, t) = y0 para todo t ∈ I. Como el funtor caminos
−I : Top∗ → Top∗ y el funtor cilindro I : Top∗ → Top∗ forman un par adjunto,
usando el isomorfismo de adjunción (Ley exponencial, teorema 1.2) se obtiene
una aplicación continua F : X → Y I , definida por (F (x))(t) = H(x, t), para to-
dos x ∈ X, t ∈ I. Además, e1F = f , pues e1F (x) = F (x)(1) = H(x, 1) = f(x),
para todo x ∈ X.
Rećıprocamente, si existe una aplicación continua punteada F : (X,x0) →
(PY, cy0) tal que e1F = f , se puede considerar F : X → Y I y usando de
nuevo el isomorfismo de adjunción, se obtiene H : X × I continua definida por
H(x, t) = (F (x)(t), que es la homotoṕıa que estábamos buscando. ut

Definición 1.50. Dada f : X → Y , llamamos fibra homotópica Ff al pullback:

Ff = X ×f PY = {(x, α)/f(x) = α(1)} ⊂ X × PY

inducido del diagrama
Ff //

π

��

PY

p1

��
X

f
// Y

donde p1 es la evaluación del camino en el punto 1 ∈ I y π es la proyección
π(x, α) = x.

Proposición 1.51. Sea f : (X,x0) → (Y, y0) una aplicación continua. Si g :
(Z, z0)→ (X,x0) es otra aplicación continua entonces fg ' 0 si y sólo si existe
F : (Z, z0)→ (Pf , ∗) en Top∗ tal que f1F = g.

Demostración. Supongamos que fg ' 0. Entonces, por la proposición anterior,
existe H : (Z, z0)→ (PY, cy0) tal que fg = e1H. Definimos F : (Z, z0)→ (Pf , ∗),
que viene dado por F (z) = (g(z), H(z)). Evidentemente, f1F = g.
Rećıprocamente, sea F : (Z, z0) → (Pf , ∗) tal que f1F = g. Se define H :
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ρF : Z → Y , siendo ρ la proyección de la fibra homotópica en PY . Entonces
e1H = e1ρF = ff1 = fg, siendo f1 la proyección de la fibra homotópica en X.
Entonces, por la proposición anterior, tenemos que fg ' 0.

ut

Proposición 1.52. Si f : (X,x0) → (Y, y0) en Top∗, entonces la siguiente
sucesión es exacta:

(Pf , ∗)
f1 // (X,x0)

f // (Y, y0)

Demostración. Veamos que la sucesión

[(W,w0), (Pf , ∗)]
(f1)∗ // [(W,w0), (X,x0)]

f∗ // [(W,w0), (Y, y0)]

es exactamente punteada para cualquier espacio punteado (W,w0).

1. im(f1)∗ = {[f1α ∈ [(W,w0), (X,x0)] : [α] ∈ [(Pf, ∗), (X,x0)]} ⊂ ker(f∗) =
{[f ] ∈ [(W,w0), (X,x0)] : fh ' 0}
Como ff1 = e1ρ, por el pull back, entonces, por la proposición 1.49 se tiene
que ff1 ' 0. Sigue que f∗([f1α) = [ff1α] = [c∗α] = [c∗]

2. ker(f∗) ⊂ im(f1)∗
Si [h] ∈ ker(f∗) entonces fh ' 0. Por la proposición 1.51, existe F :
(W,w0)→ (Pf , ∗) tal que f1F = h. Aśı, [F ] ∈ [(W,w0), (Pf , ∗)] y (f1)∗([F ]) =
[f1F ] = [h]

ut

La fibra homotópica puede iterarse, como vemos en el siguiente diagrama:

Pf2
//

f3

��

PPf

e1

��
Pf1

f2

//

��

Pf //

f1

��

PY

e1

��
PX

e1
// X

f
// Y

Nótese que Pf1 = {(x, β, α) ∈ X × PY × PX/f(x) = β(1), x = α(1)},
Pf2 = {(x, β, α, ω) ∈ X×PY ×PX×PPf/β(1) = f(x), α(1) = x, ω(1) = (x, β)}

Corolario 1.53. Si f : (X,x0) → (Y, y0) es continua, la siguiente sucesión es
exacta en Top∗:

. . . // (Pf2 , ∗)
f3 // (Pf1 , ∗)

f2 // (Pf , ∗)
f1 // (X,x0)

f // (Y, y0)
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Lema 1.54. Sea f : (X,x0) → (Y, y0) en Top∗. Entonces la aplicación v :
(ΩY, cy0) → (Pf1 , ∗), definida como v(β) = (x0, β, cx0

), es una equivalencia de
homotoṕıa.

Demostración. Se da a continuación un esbozo de la demostración. Se definen
m : (Pf1 , ∗)→ (ΩY, cy0) por m(x, β, α) = (fα)β, y H : ΩY × I → ΩY como

H(β, t)(s) =

β( 2s
t+1 ) si 0 ≤ s t+1

2

y0 si t+1
2 ≤ s ≤ 1

Se comprueba fácilmente que H : mv ' id rel {cy0}. Finalmente, se define
K : Pf1×I → Pf1 como K(x, β, α, t) = (α(t), γ(β, α, t), αt), donde αt(s) = α(ts)
y

γ(β, α, t)(s) =


β(s(2− t)) si 0 ≤ s ≤ 1

2−t

f(α(s(t− 2) + 2) si 1
2−t ≤ s ≤ 1

Por el lema de continuidad y la ley exponencial, γ es continua, y se comprueba
que K : vm ' id rel ∗

ut

Observación 1.55. Si en el lema anterior se sustituye la aplicación f por f1 :
Pf → X, se obtiene una equivalencia de homotoṕıa punteada (ΩX, xx0

) →
(Pf2 , ∗).

Proposición 1.56. Si f : (X,x0) → (Y, y0) es una aplicación en Top∗, enton-
ces la siguiente sucesión es exacta en Top∗:

(ΩX, cx0
)

Ωf // (ΩY, cy0)
ρ // (Pf , ∗)

f1 // (X,x0)
f // (Y, y0)

donde ρ = f2v : (ΩY, cy0)→ (Pf , ∗) y v se ha definido en la proposición anterior.

Demostración. Nótese que ρ(β) = (x0, β)∀β ∈ ΩY .
El siguiente diagrama es conmutativo salvo homotoṕıa punteada:

(Pf2, ∗)
f3 // (Pf1 , ∗)

f2 // (Pf , ∗)

(ΩX, cx0
)

' v′u

OO

Ωf
// (ΩY, cy0)

' v

OO

ρ
// (Pf , ∗)

id

OO

donde u(ω) = ω̄. El cuadrado de la derecha del diagrama conmuta trivialmente.
Además vΩf 'F f3v

′u rel {cx0
}, donde F : Ω × I → Pf definido por F (α, t) =

(α(1− t), fα1−t, (ᾱ)t, con αt(s) = α(st)
Finalmente, la exactitud en la fila inferior es deducida de la exactitud de la fila
superior, que era exacta por el corolario 1.53.
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ut

Lema 1.57. Si la sucesión (X,x0)
g // (Y, y0)

h // (Z, z0) es exacta, enton-

ces también lo es

(ΩX, cx0)
Ωg // (ΩY, cy0)

Ωh // (ΩZ, cz0)

Demostración. Si (W,w0) es un espacio punteado y teniendo en cuenta los iso-
morfismos de adjunción , existe un diagrama conmutativo en Set∗:

[(ΣW, ∗), (X,x0)]
g∗ //

∼=
��

[(ΣW, ∗), (Y, y0)]
h∗ //

∼=
��

[(ΣW, ∗), (Z, z0)]

∼=
��

[(W,w0), (ΩX, cx0
)]

(Ωg)∗

// [(W,w0), (ΩY, cy0)]
(Ωh)∗

// [(W,w0), (ΩZ, cz0)]

Puesto que la fila superior es exacta, también lo es la fila inferior. ut

Teorema 1.58. (Sucesión exacta de Puppe)
Si f : (X,x0)→ (Y, y0) es continua , entonces la siguiente sucesión es exacta en
Top∗:

. . .
Ω2f// (Ω2Y, ∗)

Ωγ // (ΩPf , ∗)
Ωf1 // (ΩX, cx0

)
Ωf //

(ΩY, y0)
γ // (Pf , ∗)

f1 // (X,x0)
f // (Y, y0)

Demostración. El resultado se obtiene teniendo en cuenta la sucesión exacta de
la proposición 1.56 y del lema 1.57 anteriores. ut

Lema 1.59. Si p : (E, e0) → (B, b0) es una fibración, entonces la fibra F =
p−1({b0}) y la fibra homotópica Pp = {(x, ω) ∈ E × PB/p(x) = ω(1)} tienen el
mismo tipo de homotoṕıa.

Demostración. Observamos que F = p−1({b0}) ⊂ E. Considerando las aplica-
ciones i : F → E la inclusión y ω0 : F → PB el camino constante en b0 en el
pull back de la fibra homotópica Pp, se obtiene la aplicación continua y punteada
λ : F → Pp definida por λ(x) = (x, ω0). Vamos a buscar un inverso homotópi-
co para λ. Definimos G : Pp × I por G(x, ω, t) = ω(1 − t), que es continua.
Consideramos el cuadrado conmutativo:

Pp
p1 //

i0

��

E

p

��
Pp × I

G̃

<<

G
// B
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Como p es fibración, existe una elevación G̃ : Pp × I → E. En particular,

pG̃(x, ω, 1) = G(x, ω, 1) = w(0) = b0, por tanto G̃ : Pp × I → F . Se define

la inversa homotópica γ = G̃i1. Se tiene que G̃(λ × id) : 1 ' γλ, y además se
define la aplicación H ′ : Pp × I → Pp como H ′(x, ω, t) = (G̃(x, ω, t), J(x, ω, t)),
donde J(x, ω, t)(s) = ω(s(1− t)). Finalmente, H ′ : id ' λγ.

ut

Teorema 1.60. Para toda fibración p : E → B con fibra F existe una sucesión
exacta:

. . . π1(E, e0)
p∗ // π1(B, b0)

δ // π0(F, e0)
i∗ // π0(E, e0)

p∗ // π0(B, b0)

donde i : F → E es la inclusión.

Demostración. Como λ : F → Pp ,definida en la demostración del lema 1.59
anterior, es una equivalencia de homotoṕıa, se tiene que

λ∗ : πn(F, e0) = [(Sn, s0), (F, e0)]→ πn(Pp, ∗) = [(Sn, s0), (Pp, ∗)]

es un isomorfismo para todo n ≥ 0. Consideramos ahora la sucesión exacta de
Puppe (Teorema 1.58) asociada a la fibración p:

. . .
Ωρ // ΩPp

Ωp1 // ΩE
Ωp // ΩB

ρ // Pp
p1 // E

p // B

Aplicamos el funtor [(S0, s0),−] : hTop∗ → Set, generando grupos de homo-
toṕıa, y como la fibra F y la fibra homotópica Pp tienen el mismo tipo de ho-
motoṕıa, se obtiene la sucesión del enunciado del teorema, con δ = (λ∗)

−1ρ∗A,
siendo A el isomorfismo de adjunción del par de funtores (Σ,Ω).
La exactitud se prueba teniendo en cuenta el siguiente diagrama, en el que se
han omitido los puntos base para simplificar la notación:

ut

Proposición 1.61. Para dos espacios cualesquiera A,B ⊆ X, se tiene que p :
E(X;A,B)→ A×B definida por p(α) = (α(0)), α(1)) es una fibración.
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Demostración. Dadas las aplicaciones f0p = i0g en el siguiente diagrama

W
f0 //

i0

��

E(X;A,B)

p

��
W × I

g=(g′,g′′)

//

f
88

A×B

donde g′ : W × I → A y g′′ : W × I → B, tenemos que encontrar que existe
una diagonal f que mantenga la conmutatividad. Tomamos la adjunta por ley
exponencial ( teorema 1.23) f̂0 = h : W×I → X definida por h(w, t) = f0(w)(t),
para w ∈W y t ∈ I. Se toma el conjunto S = (I × {0})∪ (∂I × I) y se define la
aplicación H ′ : W × S → X como

H ′(w, t, s)(s) =

h(w, t) si s = 0
g′(w) si t = 0
g′′(w) si t = 1

También se define H : W × I × I → X como H ′(w, r(t, s)), siendo r la
retracción r : I×I → S que consiste en proyectar desde el punto (1/2, 2) a lo largo
del codominio. Esta retracción también fue usada en la proposición 1.43. Se define
f(w, s) : W×I → E(X;A,B) como f(w, s)(t) = H(w, t, s) = H ′(w, r(t, s)). Esta
aplicación se prueba que es continua a través de la ley exponencial. Finalmente,
tenemos que ver que fi0 = f0, pf = (g′, g′′):

pf(w, s) = (f(w, s)(0), f(w, s)(1) = (H ′(w, r(0, s))

H ′(w, r(1, s))) = (H ′(w, 0, s), H ′(w, 1, s)) =

= (g′(w, s), g′′(w, s)) = g(w, s)∀(w, s) ∈W × I

ut

Corolario 1.62. La aplicación p : E(X;A, ∗)→ A es fibración.

Demostración. Basta tomar B = {∗} en la proposición anterior. ut

Por tanto, por el teorema 1.60, se tiene el corolario:

Corolario 1.63. La siguiente sucesión de grupos es exacta

. . . π2(X,A) // π1(A) // π1(X) // π1(X,A) // π0(A) // π0(X)

Esta sucesión y el siguiente lema serán necesarios para tratar el siguiente
caṕıtulo. Finalizamos aśı la sección y el primer caṕıtulo de la memoria.
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Lema 1.64. Sea (Y,B) una pareja de espacios y f : (En, Sn−1) → (Y,B) re-
presenta un elemento en α ∈ πn(Y,B). Entonces α = 0 si y sólo si existe una
aplicación g : (En, Sn−1)→ (Y,B) con f ' g rel Sn−1, y g(En) ⊆ B.

Demostración. Supongamos que α = 0. Se define la aplicación F : En × I →
En × I

F (x, t) =


( x

(1−t/2) , t) si 0 ≤ |x| ≤ 1− t/2

( x
|x| , 2− 2|x|) si 1− t/2 ≤ |x| ≤ 1

para todo x ∈ En y t ∈ I.
Si Ent denota En × {t} ⊆ En × I, entonces se tiene que F|En0 = id y F env́ıa

{x ∈ En1 / |x| ≤ 1/2} a En1 y {x ∈ En1 / |x| ≥ 1/2} a Sn−1 × I.
Si f 'G ∗ : (En, Sn−1)→ (Y,B), entonces tómese g(x) = GF (x, 1)
Por tanto, se obtiene que f 'GF g. También vemos que si x ∈ Sn−1, entonces
|x| = 1, por lo que G(x/|x|, 2−2|x|) = G(x, 0) = f(x); por tanto f ' g rel Sn−1.
Además, g(En) = GF (En × 1) ⊂ G((En × 1) ∪ (Sn−1 × I)) = G(En × 1) ∪
G(Sn−1 × I) ⊂ B .

Rećıprocamente, supongamos que f 'H g rel Sn−1 y g(En) ⊆ B. Defi-
niendo la homotoṕıa G : En × I → Y por:

G(x, t) =

H(x, 2t) si 0 ≤ t ≤ 1/2

G((2− 2tx), (2t− 1)∗) si 1/2 ≤ t ≤ 1

Se tiene que f 'G ∗ : (En, Sn−1)→ (Y,B)
ut
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CW complejos y Teoremas de aproximación

En esta sección se introducen una clase de espacios denominados CW com-
plejos, y se muestran sus propiedades homotópicas.

El concepto de CW complejo fue definido en los art́ıculos “Combinatorial
homotopy I ” y “Combinatorial homotopy II” (véase [10] [11]) publicados por
J.H.C. Whitehead en 1949. Surge como una generalización natural del poliedro:
En vez de utilizar las condiciones de linealidad de los complejos simpliciales,
se adjuntan celdas a un conjunto discreto de puntos. Operaciones usuales en
topoloǵıa tales como los productos y los cocientes de espacios no son compatibles
con la estructura de los complejos simpliciales, sin embargo, tienen un mejor
comportamiento con la estructura celular de los CW complejos. Un CW complejo
es un espacio Hausdorff construido pegando celdas sucesivamente en distintas
dimensiones. Todo poliedro es un caso particular de CW complejo; además, en
la mayoŕıa de los casos, se puede obtener el CW complejo con un número menor
de celdas que de śımplices. Los CW complejos constituyen una extensa clase de
espacios topológicos y verifican los teoremas clásicos que constituyen la segunda
sección de este caṕıtulo: los teoremas de Whitehead, de aproximación celular y
de aproximación por CW complejos.

2.1. CW complejos

En esta sección nos centraremos principalmente en definir los CW com-
plejos y se enunciarán sus propiedades básicas. Se tomarán espacios no basados
y aplicaciones no punteadas, a menos que se indique lo contrario.

Definición 2.1. Un CW complejo X es un espacio Hausdorff junto con una
sucesión de subespacios de X, llamados esqueletos, cuya unión es X:

X0 ⊆ X1 ⊆ X2 ⊆ · · · ⊆ Xn ⊆ Xn−1 ⊆ . . .

verificando dos condiciones



2.1 CW complejos 35

1. El n-esqueleto Xn se define inductivamente de la siguiente manera:
Sea X0 una unión discreta de puntos no vaćıa, llamados vértices. Supuesta
la existencia de Xn−1, se obtendrá el espacio Xn de la siguiente forma:

Sean las aplicaciones i :
∐
β∈B

Sn−1
β →

∐
β∈B

Enβ la inclusión de la unión disjun-

ta de esferas en la unión disjunta de discos y φβ : Sn−1
β → Xn−1, donde B es

un conjunto de ı́ndices, y donde Sn−1
β = Sn−1 y Enβ = En. Entonces queda

determinada la aplicación pegamiento φ :
∐
β∈B

Sn−1
β → Xn−1. Se obtiene el

diagrama push out: ∐
β∈B

Sn−1
β

φ //

��
i

��

Xn−1

jn−1

��∐
β∈B

Enβ
φ

// Xn−1 ∪φ
∐
β∈B

Enβ

y se define Xn = Xn−1 ∪φ
∐
β∈B

Enβ . También se denota la aplicación de

pares Φnβ : (Enβ , S
n−1
β ) → (Xn, Xn−1), llamada aplicación caracteŕıstica,

que es la composición de la inclusión Enβ →
∐
β∈B

Enβ y la aplicación cociente∐
β∈B

Enβ → Xn−1∪φ
∐
β∈B

Enβ . El subconjunto Φnβ(Enβ ) ⊆ Xn ⊆ X se denomina

n−celda cerrada o n−celda y se denota por ēnβ, y a la imagen Φβ(Enβ−S
n−1
β ),

denotada por enβ, se llama n− celda abierta.

Nótese que j : Xn−1 → j(Xn−1) es un homeomorfismo, es decir, Xn−1 ∼=
j(Xn−1) ⊂ Xn, de este modo se puede interpretar que Xn−1 ⊂ Xn.

2. El CW complejo X =
⋃
i

Xi se le dota de la topoloǵıa débil con respecto a la

familia {ēnβ} de todas las n-celdas. Por tanto, U ⊆ X es abierto (respectiva-
mente, cerrado) si y sólo si U ∩ ēnβ es abierto (respectivamente, cerrado) en
ēnβ, para cada celda cerrada ēnβ.

Una vez vista la definición, se precisan algunos conceptos. Vemos que Φ|Sn−1
β

=

φβ : Sn−1
β → Xn−1. Las celdas abiertas enβ son abiertos en Xn (aunque no tienen

por qué ser abiertos en X), esto se debe a que j−1
n−1(enβ) = ∅ y que φ

−1
(enβ) =

Enβ −S
n−1
β , que es abierto en la unión disjunta de los discos. También se deduce

que la clausura de enβ es la n-celda Φβ(Enβ ). Entonces Φβ : (Enβ , S
n−1
β )→ (ēnβ , ∂e

n
β)

es una aplicación continua de pares. Podemos escribir



36 2 CW complejos y Teoremas de aproximación

Xn = Xn−1
⋃
β∈B

ēnβ

Se dice que el CW complejo es finito si tiene un número finito de celdas,
y que tiene dimensión finita n si para algún n, existe n-esqueleto Xn = X. En
ese caso, se dice que dim X = n.
También se pueden obtener CW complejos basados; basta tomar como punto
base un vértice en la construcción del CW complejo. A continuación se muestran
algunos ejemplos:

Ejemplo 2.2. Un CW complejo 1-dimensional es un grafo. En X0 se tienen los
vértices, y a través de φ :

⊔
β∈B

S0
β → X0 se consigue trazar segmentos entre los

vértices como uno desee.

Ejemplo 2.3. La esfera Sn es un CW complejo donde se toma un vértice y una

única n-celda, es decir, Sn es el push out de los morfismos En Sn−1oo // {∗}

Ejemplo 2.4. Sea X0 = {∗} y se toman dos 1-celdas, de forma que X1 será el

Wedge de dos circunferencias; se denota ~a y ~b a cada uno de sus dos giros, que se
entienden como caminos, con punto base donde coinciden. Entonces se considera
la aplicación pegamiento φ(S1)→ X1 definida de la siguiente manera: se divide
S1 en los cuatro cuadrantes separados por los valores 0, π/2, π, (3π)/2 y se rellena

X1 en el orden ~a, ~b, ~a−1, ~b−1. El resultado es el toro X2 ∼= S1 × S1.

Ejemplo 2.5. El espacio real proyectivo RPn también puede ser construido como
un CW complejo. Usualmente se toma RPn = Sn/ ∼, donde ∼ es la relación de
equivalencia que viene dada por x = ±y, con x, y ∈ Sn. Entonces, RP0 es una
única 0-celda. Cada n-esqueleto tiene una única m-celda, que viene dada por la
el push out:

Sn−1 φ //

i

��

RPn−1

��
En // RPn

donde la aplicación pegamiento φ : Sn−1 → RPn−1 es la proyección en el cocien-
te. Entonces RPn es homeomorfo a RPn−1 ∪φ En. En primer lugar se prueba
que En es homeomorfo al hemisferio norte de Sn , En+ = {(x1, . . . , xn, xn+1) ∈
Sn/xn+1 ≥ 0}. Sea Ψ : En → En+ el homeomorfismo usado en el lema 1.33 dado

por Ψ(x1, . . . , xn) = (x1, . . . , xn,
√

1−
∑n
i=1(xi)2).

Se define entonces θ : RPn−1 ∪φ En → RPn como



2.1 CW complejos 37


(θ([x1, . . . , xn]) = [x1, . . . , xn, 0] si x̄ ∈ RPn−1

(θ(x1, . . . , xn) = [Ψ(x1, . . . , xn)] = [x1, . . . , xn,
√

1−
∑n
i=1(xi)2] si x̄ ∈ En

Y se deduce que θ es homeomorfismo.

Definición 2.6. Sea X un CW complejo y A ⊆ X. Entonces A es un subcom-
plejo de X si A es una unión de celdas abiertas de X tal que si en ⊆ A es una
celda abierta, entonces ēn ⊆ A. Diremos que el par (X,A) es un par CW .

Definición 2.7. Un par de espacios (X,A) siendo X Hausdorff y A un subespacio
cerrado de X se llama CW complejo relativo si existe una sucesión de subespacios
de X, llamada esqueleto relativo

(X,A)0 ⊆ (X,A)1 ⊆ · · · ⊆ (X,A)n ⊆ (X,A)n+1 ⊆ . . .

cuya unión es X. Estos subespacios se definen de la siguiente manera:

1. (X,A)0 es la unión de A y un conjunto discreto de puntos disjunto de A.
Tanto A, como el conjunto discreto de puntos, pueden ser el conjunto vaćıo.
Se denominan vértices relativos o 0-celdas relativas a los elementos del con-
junto discreto.

2. Se supone que (X,A)n−1 ha sido definido para n ≥ 1 y que existen aplica-
ciones no basadas φβ : Sn−1

β → (X,A)n−1 para β ∈ B, donde Sn−1
β = Sn−1.

Dado el diagrama push out:∐
β∈B

Sn−1
β

φ //

��

(X,A)n−1

��∐
β∈B

Enβ // (X,A)n−1 ∪φ
∐
β∈B

Enβ

se define (X,A)n = (X,A)n−1 ∪φ
∐
β∈B

Enβ .

Como en la definición 2.1, se obtienen aplicaciones caracteŕıstica Φnβ :
Enβ → (X,A)n, n-celdas relativas ēnβ = Φnβ(Enβ ) y n-celdas abiertas relati-

vas enβ = Φnβ(Enβ − S
n−1
β ).

Al igual que en la definición 2.1, se toma la topoloǵıa débil, esta vez respecto
a A y las n-celdas relativas ēnβ.

Si (X,A)n = (X,A) para algún n, entonces se dice que (X,A) tiene di-
mensión finita. La dimensión de (X,A) es el entero más pequeño tal que
(X,A)n = X y se denota dim X = n.
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Observación 2.8. Si (X,A) es un par CW, entonces (X,A) es un CW complejo
relativo cuyos n-esqueletos son de la forma (X,A)n = Xn ∪A.

Definición 2.9. Sea (X,A) un CW complejo relativo. Entonces se dice que
(X ′, A) es un CW subcomplejo relativo si se cumple que:

1. X ′ ⊆ X.
2. X ′ es unión de A y celdas abiertas relativas de X.
3. Si ek es una celda abierta relativa de X contenida en X ′, entonces ēk está

contenido en X ′.

Ejemplo 2.10. Si (X,A) es un CW complejo relativo, entonces el espacio X/A es
un CW complejo basado. Las celdas de X/A son las celdas de X−A proyectadas
sobre X/A y un vértice adicional donde quedan identificados todos los puntos
de A, que se toma como punto base.

Ejemplo 2.11. De la misma manera, dados los CW complejos Xβ , β ∈ B, su
producto wedge

∨
β∈B

Xβ es un CW complejo. Esto se debe a que
⊔
β∈B

Xβ es

un CW complejo, y el producto Wedge se puede interpretar como dicha unión
disjunta cociente con el conjunto de puntos base S = {∗β/β ∈ B}, que es
un subespacio de la unión disjunta, es decir, (

⊔
β∈B

Xβ , S) es un CW complejo

relativo.

Definición 2.12. Sean X e Y CW complejos y sea g : X → Y una aplicación
no basada. Entonces se dirá que g es celular si env́ıa el n-esqueleto de X dentro
del n-esqueleto de Y, esto es, g(Xn) ⊆ Y n, ∀n. Si (X,A) e (Y,B) son CW-
complejos relativos, entonces la aplicación de pares g : (X,A) → (Y,B) será
celular si g((X,A)n) ⊆ (Y,B)n, ∀n.

Proposición 2.13. Sea X un CW complejo. Entonces X es unión disjunta de
todas sus celdas abiertas.

Demostración. Primero se verá que un elemento x de X no puede estar en dos
celdas abiertas a la vez, y posteriormente se probará que X es unión de todas
sus celdas abiertas.
Sea x ∈ emα ∩ enβ . Si m = n, es imposible que x esté en ambas celdas. Supóngase

m < n. Entonces x ∈ Φmα (Emα − Sm−1
α ) ∩ Φnβ(Enβ − S

n−1
β ). Por tanto x ∈ Xm y

x ∈ Xn, y por las inclusiones entre n-esqueletos, x ∈ Xm+1∩Xm+2∩· · ·∩Xn−1.
Pero Xn se define como el push out:

Sn−1

��

φ // Xn−1

jn−1

��
En

φ̄

// Xn
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donde jn−1 se puede considerar como una inclusión. Se puede apreciar que como
x ∈ Xn−1, x no ha sido generado desde ningún Enα, puesto que los puntos del
interior de cualquier Enα sólo están identificados en Xn con ellos mismos. Por
tanto x /∈ Φnβ(Enβ − S

n−1
β ). Se ha llegado a una contradicción.

Sea x ∈ X, entonces ∃n : x ∈ Xn. Supóngase que x no pertenece a ninguna
celda abierta de Xn. Entonces x ∈ Xn−1. De la misma manera que en Xn, x
puede estar en una celda abierta o, en caso contrario, x ∈ Xn−2. Si se procede
aśı sucesivamente, x estará en alguna celda abierta o bien x ∈ X0, donde todos
los puntos son celdas abiertas y cerradas. ut

Lema 2.14. Sea X un CW complejo. Entonces:

1. X tiene la topoloǵıa débil respecto el conjunto {Xn} de esqueletos.
2. Si C es un subconjunto compacto de X, entonces C está contenido en una

unión finita de celdas abiertas.

Demostración.

1. Supongamos que F ⊆ X y que F ∩ Xn es cerrado en Xn ∀n. Como los
cerrados en ēnβ son cerrados de Xn intersecados con ēnβ , se tiene que F ∩ ēnβ
es cerrado en ēnβ para todo n y β. Por tanto F es cerrado en X.
Ahora supongamos que F es cerrado en X. Tenemos que ver que F ∩Xn es
cerrado en Xn ∀n. Procederemos por inducción.

Como X0 es un conjunto discreto de puntos, F ∩ X0 es cerrado en X0.
A continuación supongamos que F ∩ Xn−1 es cerrado en Xn−1. Como la
topoloǵıa de cada n − esqueleto es una topoloǵıa cociente de un push out,
tenemos que ver que la antiimagen de F ∩Xn es cerrada, o lo que es lo mis-
mo, si i : Xn−1 → Xn es la inclusión en el n− esqueleto y π :

⊔
β∈B

Enβ → Xn

la proyección en el cociente , se tiene que:
i−1(F ∩Xn) = F ∩Xn−1 es cerrado por hipótesis de inducción.
π−1(F ∩Xn) =

⊔
α(Φnα)−1(F ∩Xn) =

⊔
α(Φnα)−1(F ∩ ēnα), que es cerrado

en
⊔
αE

n
α

2. Suponemos que C tiene intersección no vaćıa con infinitas celdas abiertas y
escogemos un conjunto infinito S = {x1, x2, . . . } ⊆ C tal que cada elemento
de S está en una celda distinta. Para cualquier subconjunto A ⊆ S, mostra-
remos que A es cerrado en X.
Por (a), basta probar por inducción sobre n que A∩Xn es cerrado en Xn ∀n.
A ∩ X0 es cerrado trivialmente. Se supone ahora que A ∩ Xn−1 es cerra-
do en Xn−1 y sea ēnα una n-celda cualquiera con aplicación caracteŕıtica
Φα : Enα → ēnα e inclusión en el n-esqueleto i : Xn−1 → Xn. Tenemos
que i−1(Xn ∩ A) = Xn−1 ∩ A, que es cerrado. Vemos que Φ−1(A ∩Xn) =⊔
α
Φ−1
α (A∩Xn) =

⊔
α
Φ−1
α (A∩ ēnα), pero estas intersecciones son un solo punto
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para cada α, es decir, son cerrados, y la unión disjunta de las antiimágenes
vuelve a ser un cerrado y por consiguiente A ∩ Xn es cerrado en Xn. Se
concluye que A es cerrado en X. Como cada subconjunto de S es cerrado,
S es un espacio discreto. S además es cerrado y está contenido en el espacio
compacto C, aśı que S también es compacto. Pero si un conjunto es com-
pacto y discreto, necesariamente debe ser finito. Por tanto, por reducción al
absurdo, C interseca a un número finito de celdas abiertas.

ut

Se probará a continuación que todo espacio CW complejo puede ser inter-
pretado como el coĺımite de un diagrama.

Proposición 2.15. Sea X un CW complejo. Tómese la categoŕıa pequeña H
formada con objetos los esqueletos {X0, X1, . . . , Xn, . . . } y morfismos las iden-
tidades, las inclusiones iq : Xq → Xq+1 y las composiciones que se generan.
Se define el funtor F : H → Top como la identidad en los objetos y en los
morfismos. Entonces colim F = X.

Demostración. Por la proposición 1.16, se sabe de la existencia del coĺımite colim
F. Bastará ver que las topoloǵıas coinciden. La topoloǵıa asociada al coĺımite es
la topoloǵıa final relativa a las inclusiones τF = {V ⊂ X/ι−1

i (V ) ∈ τXi ∀i}. Hay
que demostrar que esta topoloǵıa es la misma que la topoloǵıa débil del CW
complejo:
V ⊂ X cerrado ⇔ V ∩Xn cerrado en Xn ⇔ ι−1

n (V ) cerrado en Xn−1∀n ⇔ V
cerrado en colim F. Nótese que ι−1

n (V ) = V ∩Xn ∀n. ut

Observación 2.16. Para considerar un CW complejo como espacio basado, basta
con tomar uno de sus vértices como punto base.

Lema 2.17. Sea X un CW complejo y f : X → Y una aplicación. Entonces f
es continua ⇔ f |ēnβ : ēnβ → Y es continua para cada celda cerrada ēnβ ⇔ fΦnβ :

Enβ → Y es continua para cada aplicación caracteŕıstica Φnβ ⇔ f |Xn : Xn → Y
es continua para cada n.

Demostración. Las primeras equivalencias son consecuencia directa de la topo-
loǵıa débil de los CW complejos y del hecho de que Φnβ es una identificación; y
la última afirmación proviene del lema 2.14, primer apartado. ut

Lema 2.18. Si X e Y son CW complejos, entonces X ×Y es CW complejo.

Demostración. Si ēm y ēn son celdas de X e Y respectivamente, entonces X×Y
tiene una estructura celular en la que ēm × ēn son celdas cerradas. Dadas las
aplicaciones caracteŕıstica Φ y Ψ de las celdas ēm y ēn, se tiene la aplicación

Em+n ∼= Em × En Φ×Ψ // ēm × ēn
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y teniendo en cuenta que Sm+n−1 ∼= Em × Sn−1 ∪ Sm−1 × En, esta aplicación
cumple que (Φ×Ψ)(En+m−Sn+m−1) = ēm×ēn−(ēm×∂ēn∪∂ēm×ēn) = em×en
. Por tanto, la aplicación Φ× Ψ es caracteŕıstica. El esqueleto del CW complejo
X×Y viene dado por (X×Y )k =

⋃
i+j=k

(Xi×Y j). Basta tomar la topoloǵıa débil

sobre estos n-esqueletos para afirmar que X ×Y es efectivamente CW complejo.
ut

Observación 2.19. Nótese que el producto X ×Y de CW complejos no tiene por
qué tener la topoloǵıa producto. Śı coinciden en ciertos casos, por ejemplo si X
o Y es localmente compacto, o si ambos tienen un número contable de celdas.
Un caso particular de interés es si Y = I el intervalo unidad. Como I es un
CW complejo compacto, entonces X × I es un CW complejo con la topoloǵıa
producto.

Proposición 2.20. Si (X ×{0})∪ (A× I) es un retracto no basado de X × I y
A es un subespacio cerrado de X, entonces el par (X,A) tiene la propiedad de
extensión de homotoṕıa.

Demostración. Sea r : X × I → (X ×{0})∪ (A× I) una retracción no basada y
asumimos que existe f : X → Y y G : A× I → Y tal que G(x, 0) = f |A. Como
A es cerrado, por el lema de continuidad f y G determinan una aplicación no
punteada H : (X×{0})∪ (A× I)→ Y tal que H(x, 0) = f(x), H(a, t) = G(a, t).
Entonces Hr es la homotoṕıa que buscamos. ut

Este resultado nos será de utilidad a continuación.

Proposición 2.21. Si (X,A) es un CW complejo relativo, entonces (X,A) tiene
la propiedad de extensión de homotoṕıa.

Demostración. Por la proposición anterior, nos basta con encontrar una retrac-
ción q : (X × I) → (X × {0}) ∪ (A × I). Definimos inductivamente las retrac-
ciones qn : (X × {0}) ∪ ((X,A)n × I) → (X × {0}) ∪ (A × I) de modo que
qn|(X×{0})∪((X,A)n−1×I) = qn−1. Para n = 0, definimos q0(x, t) = (x, 0), donde
x es un vértice, y q0(a, t) = (a, 0)∀a ∈ A.Ahora asumimos que rn−1 ha sido
definida y sea ēnβ una celda relativa en (X,A)n, β ∈ B, con aplicación carac-

teŕıstica: Φβ : (En, Sn−1)→ (ēnβ , ∂e
n
β) ⊆ (X, (X,A)n−1). Tomamos la aplicación

r : En × I → (En × {0}) ∪ (Sn−1 × I) definida por:

r(x, t) =


( x
|x| , 2− 2−t

|x| ) si |x| ≥ 1− t/2

( 2x
2−t , 0) si |x| ≤ 1− t/2

Geométricamente, r deforma En × I en (Sn−1 × I) ∪ (En × {0}) a través de la
proyección de cada punto desde el punto (0,0,...,2). Entonces, podemos definir
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la composición de aplicaciones tnβ : Enβ × I → (X × 0) ∪ (A × I) como tnβ =
qn−1(Φnβ × idI)s, para cada n, β ∈ B. De este modo, se obtiene el diagrama⊔

β

Sn−1
β × I φ×idI//

i×idI
��

(X,A)n−1 × I

��
qn−1

��

⊔
β

Enβ × I Φ×idI //

⊔
β

tnβ --

(X,A)n × I

(X × {0}) ∪ (A× I)

que es un diagrama push out porque (X,A) es un CW complejo y el cilindro de
un push out es de nuevo un push out (corolario 1.28). Además se verifica:

tnβ(i× idI) = qn−1(Φβ× idI)r(i× idI) = qn−1(Φβ× idI)|Sn−1
β ×I = qn−1(φβ× idI)

Entonces existe única qn : ((X,A)n × I) → X × {0} ∪ A × I y además
qn|(X,A)n−1×I = qn−1. Definimos q : X × I → (X × {0}) ∪ (A × I) por
q(x, t) = qn(x, t) si (x, t) ∈ (X,A)n × I.

ut

Observación 2.22. De igual manera, se puede afirmar que si (X,A) es un CW
complejo relativo basado, entonces (X,A) tiene la propiedad de extensión de
homotoṕıa basada, definiendo r(∗, t) = (∗, t), t ∈ I.

Observación 2.23. La retracción r dada en la demostración anterior prueba que,
en particular, el par de espacios (En, Sn−1) tiene la propiedad de extensión de
homotoṕıa, para todo entero n.

2.2. Teorema de Whitehead y aproximación por CW
complejos

En esta última sección se prueban los resultados principales de esta me-
moria: los teoremas 2.29, 2.33 y 2.35, que ponen de manifiesto la relevancia de
los CW complejos como modelo para los espacios topológicos. La herramienta
fundamental para probar estos resultados es el lema HELP (lema 2.25)

Lema 2.24. Sea e : B → Y con e∗ : πk−1(B) → πk−1(Y ) monomorfismo y
e∗ : πk(B) → πk(Y ) epimorfismo par algún k. Sea i : Sk−1 → Ek la inclusión
y a : Ek → Y y b : Sk−1 → B aplicaciones con ai 'H eb para una homotoṕıa
H : Sk−1 × I → Y ,
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Sk−1 i0 //

i

��

Sk−1 × I

H
zzvvv

vv
vv
vv
v

i×idI
��

Sk−1i1oo

b}}zz
zz
zz
zz
z

i

��

Y B
eoo

Ek

a

==zzzzzzzz

i0
// Ek × I

J

dd

Ek
i1

oo

b̃

aa

Entonces existen la aplicación b̃ : Ek → B y una homotoṕıa J : Ek × I → Y
tales que b̃i = b, a 'J eb̃, y J |Sk−1×I = H

Demostración. Por la proposición 1.43 podemos reemplazar e por la inclusión a
través del mapping cylinder Me, y por tanto asumimos que e es una inclusión.
Sean α : πk(Y,B)→ πk−1(B) y β : πk(Y )→ πk(Y,B) aplicaciones de la sucesión
exacta de grupos asociada a la pareja de espacios (Y,B). En el nivel k, tenemos
que e∗ sobreyectiva, Im e∗ = ker β , luego πk(Y ) = ker β. Por tanto β(πk(Y )) =
0. En el nivel k− 1, e∗ es monomorfismo, entonces ker e∗ = {0}. Como Im α =
ker e∗, entonces ker α = πk(Y,B). Pero ker α = Im β. Entonces πk(Y,B) = 0.
Por la proposición 2.20, i es cofibración y se tiene el diagrama

Sk−1 i0 //

i
��

Sk−1 × I

H

�� i×idI

��

Ek
a //

i0 ..

Y

Ek × I

K

ee

Entonces existe la homotoṕıa kt : Ek → Y tal que k0 = a, kti = ht, con
ht(x) := H(x, t). Tenemos que el siguiente diagrama es conmutativo:

Sk−1 b //

i
��

B

e

��
Ek

k1 // Y

Definimos la aplicación de pares k′1 : (Ek, Sk−1)→ (Y,B) determinada por k1.
Está bien definida porque k1|Sk−1 = eb, y como e es la inclusión en el mapping
cylinder, k1|Sk−1 ⊂ B. Además, [k′1] ∈ πk(Y,B), entonces [k′1]=0. Por el lema

anterior, existe una aplicación b̃ : Ek → B tal que b̃i = b y k1 ' eb̃ rel Sk−1,
para una homotoṕıa G : Ek × I → Y . Sigue que a = k0 'K k1 'G eb̃. Se define
entonces la concatenación de homotoṕıas
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J ′(x, t) = (K +G)(x, t) =

K(x, 2t) si 0 ≤ t ≤ 1/2

G(x, 2t− 1) si 1/2 ≤ t ≤ 1

Entonces, a 'J′ eb̃. Sea Feb : Sk−1× I → Y la homotoṕıa constante en eb.
Definimos la concatenación de homotoṕıas H + Feb. Como K|Sk−1×I = H, y

eb = k1 'G eb̃ rel Sk−1, se deduce que J ′|Sk−1 × I = H + Feb. Sigue que
H + Feb ' H rel Sk−1 × {0, 1} trivialmente.
Denotamos esta homotoṕıa por Λt : Sk−1×I → Y . A su vez, definimos la homo-
toṕıa Γt : (Sk−1×I)∪(Ek×{0, 1})→ Y como Γt(x, s) = Λt(x, s), Γt(y, 0) = a(y)
y Γt(y, 1) = eb(y), ∀x ∈ Sk−1 y ∀y ∈ Ek. Esta homotoṕıa está bien definida y es
continua porque Γt, a y eb̃ ya están definidas y son continuas en Sk−1 × I, y en
Ek ×{0} y en Ek ×{1}, respectivamente; por el lema 1.2, faltaŕıa comprobar la
continuidad en los dominios:

Sea x ∈ Sk−1. Sigue que Γt(x, 0) = Λt(x, 0) = H + Feb(x, 0) = ai(x) = a(x), al
ser i la inclusión de la k − 1 esfera en el k disco. También se tiene Γt(x, 1) =
Λt(x, 1) = H(x, 1) = eb(x) = eb̃(x). Entonces, se obtiene el diagrama:

(Sk−1 × I) ∪ (Ek × {0, 1})

j

��

Γt

((QQ
QQQ

QQQ
QQQ

QQQ
Q

Ek × I J′ // Y

donde j es la inclusión. Sean x ∈ Sk−1 e y ∈ Ek. Entonces J ′(x, s) = H +
Feb(x, s) = Λ0(x, s) = Γ0(x, s), J ′(y, 0) = k0(y) = a(y) = Γt(y, 0) = Γ0(y, 0) y
J ′(y, 1) = eb̃(y) = Γt(y, 1) = Γ0(y, 1). Por tanto, se ha comprobado que J ′j = Γ0.
Además, j es una cofibración (por el lema 2.18 y la proposición 2.21), lo que nos
permite obtener una extensión M para la homotoṕıa Γ en el siguiente diagrama
conmutativo:

(Sk−1 × I) ∪ (Ek × {0, 1}) i0 //

j

��

((Sk−1 × I) ∪ (Ek × {0, 1}))× I

j×id
�� Γ

��

Ek × I i0 //

J′

//

(Ek × I)× I
M

))
Y

Definimos J := M(x, 1) = Mi1. Sea x ∈ Ek, entonces:
Ji0 = Mi1i0(x) = M(j(x, 0), 1) = M(j × idI)((x, 0), 1)) = Γ1(x, 0) = a(x)
Ji1 = Mi1i1 = M(x, 1, 1) = M(j × idI)((x, 1), 1) = Γ1(x, 1) = eb̃(x)
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Ahora, sea x ∈ Sk−1, sigue que:
Mi1(x, s) = M(x, s, 1) = Γ ((x, s), 1) = Γ1(x, s) = Λ1(x, s) = H(x, s)

Finalmente, hemos encontrado una homotoṕıa J : Ek × I → Y tal que
a ' eb̃ y J|Sk−1 × I = H. ut

A continuación se enuncia un lema de suma importancia para simplificar
diversas demostraciones. Se suele denotar HELP por sus siglas en inglés: ho-
motopy extension and lifting property (propiedad de extensión y elevación de
homotoṕıa).

Lema 2.25. (Lema HELP) Sea (X,A) un CW complejo relativo y e : B → Y
una aplicación. Suponemos que para cada k tal que existan una o más k-celdas
relativas de (X,A), se tiene que el homomorfismo e∗ : πk−1(B) → πk−1(Y ) es
inyectivo y el homomorfismo e∗ : πk(B)→ πk(Y ) es sobreyectivo. Sea j : A→ X
la inclusión y suponemos que existen las aplicaciones f : X → Y y g : A → B
que hacen conmutar el diagrama

A
i1 //

j

��

A× I

L||xx
xx
xx
xx
x

A
i0

oo

g

~~~~
~~
~~
~~

j

��

Y B
e

oo

X

f

>>~~~~~~~~

i1
// X × I

F

bb

X
i0oo

g̃

``

de modo que L : A×I → Y sea la homotoṕıa tal que eg 'L fj. Entonces existen
una aplicación g̃ : X → B y una homotoṕıa F : X × I → Y tal que g̃j = g y
eg̃ 'F f , donde F |A× I = L.

Demostración. Consideremos el conjunto S de los triples ((X ′, A), g̃′, F ′), donde:

(X ′, A) es un CW subcomplejo relativo de (X,A).
g̃′ : X ′ → B es una aplicación tal que g̃′j = g.
F ′ : X ′ × I → Y es una homotoṕıa tal que eg̃′ 'F ′ f|X′ y F ′|A×I = L.

Notamos que S 6= ∅ porque ((A,A), g, L) ∈ S trivialmente. Definimos la relación
de orden parcial en S de la siguiente manera:
((X1, A), g̃1, F1) ≤ ((X2, A), g̃2, F2) si X1 ⊆ X2, g̃2 es una extensión de g̃1, y F2

es una extensión de F1.
Supongamos que tenemos una cadena (subconjuntos en que el orden es total) C
no vaćıa en S

((X1, A), g̃1, F1) ≤ ((X2, A), g̃1, F2) ≤ · · · ≤ ((Xn, A), g̃n, Fn) ≤ . . .
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Buscaremos una cota superior de la cadena. Tomemos el triple ((
⋃
i

Xi, A),
⋃
i

g̃,
⋃
i

Fi).

Se define
⋃
i

g̃i(x) = g̃k(x) si x ∈ Xk. Esta aplicación está bien definida porque

si x ∈ Xk ∩ Xk′ , tenemos que Xk ⊂ Xk′ o Xk′ ⊂ Xk y g̃k extiende a g̃k′ o
viceversa. Como en

⋃
i

Xi tenemos la topoloǵıa débil respecto a los esqueletos,

por el lema de continuidad sabemos que
⋃
i

g̃i(x) es continua. Se define también⋃
i

Fi(x, t) = Fk(x, t) si x ∈ Xk. De manera análoga al caso anterior, vemos que

la aplicación está bien definida. Como (
⋃
i

Xi, A) sigue siendo un subcomplejo re-

lativo de (X,A), entonces se obtiene que ((
⋃
i

Xi, A),
⋃
i

g̃i,
⋃
i

Fi) es cota superior

de la cadena.

Se cumplen las hipótesis del Lema de Zorn, por tanto existe ((Xm, A), g̃m, Fm) ∈
S elemento maximal de S, es decir, si ((Xm, A), g̃m, F̃m) ≤ ((X ′, A), g̃′, F ′) para
algún triple ((X ′, A), g̃′, F ′), entonces ((X ′, A), g̃′, F ′) = ((Xm, A), g̃m, F̃m). De-
mostraremos que ese elemento es el total.
Supongamos que Xm es un subconjunto propio de X. Entonces hay al menos
una celda relativa de (X,A) que no está contenida en Xm; tomamos una celda
ek de ese tipo y de menor dimensión posible.
Si Φ : Ek → X es la aplicación caracteŕıstica extendida hasta X de esta celda
con Φ|Sk−1 = φ, entonces obtenemos el diagrama

Sk−1 φ //

i
��

Xm
g̃m //

��

B

e

��
Ek

Φ // X
f // Y

Sabemos que eg̃m ' f |Xm. Entonces Fm(φ × idI)i0(x) = Fm(φ × idI)(x, 0) =
Fm(φ(x), 0) = eg̃mφ(x) y Fm(φ× idI)i1(x) = Fm(φ× idI)(x, 1) = Fm(φ(x), 1) =
f|Xmφ(x) = f|XmΦ|Sk−1(x) = fΦi(x).
Hemos comprobado que eg̃φ 'Fm(φ×id) fΦi. Aplicando el lema 2.24, existen las

aplicaciones b̃ : Ek → B tal que b̃i = g̃mφ y J : Ek × I → Y tal que eb̃ 'J fΦ y
J|Sk−1×I = Fm(φ× id), por tanto tenemos el diagrama

Sk−1

i
��

g̃mφ // B

e

��
Ek

b̃

==

fΦ
// Y

Denotamos X ′ ⊆ X como el espacio push out donde está contenida la
celda ek, con Φ′ la aplicación caracteŕıstica:
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Sk−1 φ //

i
��

Xm

�� g̃m

��

Ek
Φ′ //

b̃ //

X ′

g̃′

!!B
BB

BB
BB

B

B

en el que g̃′ queda determinada por b̃ y g̃m. Sabemos que el cilindro de un
push out es un push out (corolario 1.28). Como Fm(φ × idI) = J(i × idI), se
induce F ′ : X × I → I y se comprueba que F ′ : g̃′ ' f|X′ . Entonces el triple
((X ′, A), g̃′, F ′) está en S y no es menor o igual que (Xm, gm, Fm). Por tanto se
contradice que el elemento maximal sea (Xm, gm, Fm), es decir, Xm no puede ser
un subconjunto propio de X y, por tanto, X = Xm. Finalmente se toma g̃ = gm
y F = Fm.

ut

Definición 2.26. Una aplicación e : Y → Z es una n-equivalencia si, para todo
y ∈ Y , la aplicación inducida

e∗ : πq(Y, y)→ πq(Z, e(y))

es inyectiva para q < n y sobreyectiva para q ≤ n; a e se le llama equivalencia
débil si es una n− equivalencia para todo n.

Lema 2.27. Sea (X,A) CW complejo relativo y basado con dim(X,A) ≤ n. Sea
e : B → Y n-equivalencia entre espacios arbitrarios, n ≤ ∞ . Sea j : A→ X la
inclusión y supongamos que existen f : X → Y , g : A → B y L : A × I → Y
tales que el siguiente diagrama es conmutativo:

A
i1 //

j

��

A× I
L

||xx
xx
xx
xx
x

j×id
��

A
i0oo

g

~~~~
~~
~~
~~

j

��

Y B
e

oo

X

f

>>~~~~~~~~

i1
// X × I

F

bb

X
i0

oo

g̃

``

entonces existen F y g̃ que extienden el diagrama conmutativamente.

Demostración. Como e es n-equivalencia, ∀n ≤ ∞, entonces e∗ : πn(B)→ πn(Y )
es isomorfismo. Aplicando el lema 2.25 obtenemos el resultado. ut
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Proposición 2.28. Sea X CW complejo basado, e : B → Y una n-equivalencia
(n <∞). Entonces e∗ : [X,B]→ [X,Y ] es inyectiva si dim X < n y sobreyectiva
si dim X ≤ n.

Demostración. Diferenciamos los casos dim X < n y dim X ≤ n:

dim X ≤ n
Sea [f ] ∈ [X,Y ]. Tomamos A = ∗ y definimos g : A→ B como la aplicación
constante en ∗.
Tomamos L : A× I → Y como L(∗, t) = y0, ∀t ∈ I, con y0 el punto base de
Y . Entonces se tiene el diagrama conmutativo:

∗ i1 //

j

��

∗ × I
L

||xx
xx
xx
xx
x

∗
i0

oo

g

~~~~
~~
~~
~~

j

��

Y B
eoo

X

f

>>~~~~~~~~

i1
// X × I X

i0oo

Entonces por el lema 2.27 existe g̃ : X → B tal que eg̃ ' f , esto es, e∗[g̃] = [f ]
y por tanto e∗ es sobreyectiva.

dim X < n
Sean [g0], [g1] ∈ [X,B] tales que e∗[g0] = e∗[g1]. Entonces existe F : X×I →
B tal que F : eg0 ' eg1 rel {x0} y F (x0, t) = b0, siendo b0 el punto base
de B. Tomamos X ′ = X × I, por tanto dimX ′ ≤ n, y sea A′ = (X ×
∂I) ∪ ({x0} × I) ⊂ X. Definimos G : A′ → B como G(x, i) = gi(x) y
G(x0, t) = b0,∀t ∈ I, ∀i ∈ {0, 1}. Está bien definido por el lema 1.2.
Tomamos la homotoṕıa constante L : A′ × I como L(a′, t) = F |A′(a′) para
todo a′ ∈ A′. Entonces tenemos que Li0(a′) = L(a′, 0) = F (a′) = eG(a′), y
consecuentemente este diagrama es conmutativo

A′
i1 //

��

A′ × I

��

L

{{xx
xx
xx
xx
x

A′
i0

oo

G~~}}
}}
}}
}}

��

Y B
e

oo

X ′

F

>>}}}}}}}}

i1
// X ′ × I X ′

i0oo

Por el lema anterior, ∃H : X ′ = X × I → B tal que H|A′ = G. Se concluye
que H : g0 ' g1 rel {x0}.

ut
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Teorema 2.29. (de Whitehead)
Sea f : X → Y una aplicación entre CW complejos. Entonces:

f es equivalencia débil si y solo si f es equivalencia de homotoṕıa

Demostración. Supongamos que f es equivalencia débil. Por la proposición an-
terior, obtenemos dos biyecciones distintas:

f∗ : [Y,X]→ [Y, Y ]

f∗ : [X,X]→ [X,Y ]

Tomamos [idY ] ∈ [Y, Y ]. Usando la primera biyección, sabemos que existe [g] ∈
[Y,X] tal que f∗[g] = [idY ], por tanto fg ' idY .
Sigue que fgf ' idY f = f = fidX ⇒ f∗[gf ] = f∗[idX ]⇒ gf ' idX . Por ello, f
es equivalencia de homotoṕıa.
La implicación rećıproca es evidente. ut

Definición 2.30. Un espacio (X,A) es n − conexo si la inclusión π0(A) →
π0(X) es sobreyectiva y πq(X,A) = 0 para 1 ≤ q ≤ n. Es equivalente a decir que
la inclusión A→ X es una n-equivalencia.

Proposición 2.31. Sea X ∪ en+1 el resultado de adjuntar al espacio topológico
X una n+1-celda. Entonces X ⊂ X ∪ en+1 y el par (X ∪ en+1, X) es n-conexo.

Demostración. Partimos del diagrama push out

Sn
φ //

i
��

X

��
En+1

φ
// X ∪φ En+1 = X ∪ en+1

donde en+1 es una celda abierta, por tanto es abierto en X ∪ en+1. Veamos que
πq(X ∪ en+1) = 0 ∀q ≤ n.
Sea α = [τ ] ∈ πq(X ∪ en+1, X). Entonces podemos considerar τ : (Eq, Sq−1) →
(X ∪ en+1, X). Se tiene que τ−1(en+1) es abierto.
Por el “smooth deformation theorem” y el teorema de Sard-Brown (ver [5], Theo-
rem 2, pág. xxviii; también [6] Theorem II.11.8, pág. 97), existe una aplicación
ψ : τ−1(en+1)→ X ∪ en+1 con las condiciones:

ψ|τ−1(e′n+1) : τ−1(e′n+1) → en+1 es continua, donde e′n+1 es una celda con-
tenida estrictamente en en+1.
ψ ' τ rel ∂τ−1(en+1)
∃y ∈ en+1 tal que τ−1(y) = ∅.
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Se define la aplicación de pares τ̃ : (Eq, Sq−1)→ (X ∪ en+1, X) como

τ̃(x) =


τ(x) si x ∈ Eq − τ−1(en+1)

ψ(x) si x ∈ ¯τ−1(en+1)

Está bien definida y es continua por la segunda condición que se acaba de men-
cionar y el lema 1.2.
Sea H : τ−1(en+1)× I → X ∪ en+1 la homotoṕıa que cumple que H : τ ' ψ rel
∂τ−1(en+1). Se define H̃ : Eq × I → X ∪ en+1 como la homotoṕıa

H̃(x, t) =


τ(x) si (x, t) ∈ (Eq − τ−1(en+1))× I

H(x, t) si (x, t) ∈ ( ¯τ−1(en+1))× I

H̃ es continua porque la homotoṕıa H es relativa a ∂−1(en+1). Se tiene:

1. H̃(x, 0) = τ(x)
2. H̃(x, 1) = τ̃(x)
3. H̃(x, t) = τ(x) = τ̃(x) ∀x ∈ Sq−1, ya que Sq−1 ⊂ (Eq − τ−1(en+1)

Por tanto H̃ : τ ' τ̃ rel Sq−1. Como τ̃ no recubre todos los puntos de
en+1, entonces τ̃ es deformable a una aplicación con imagen en X. se tiene τ̃ ' 0
y entonces τ ' 0. Se concluye que πq(X ∪ en+1, X) = 0. ut

Corolario 2.32. (X,Xn) es n-conexo para cualquier CW complejo X.

Demostración. Sea α : (Eq, Sq−1) → (X,Xn) un elemento representativo de
πq(X,X

n). Como α(Eq) ⊂ X es compacto, por el lema 2.14 sólo interseca un
número finito de celdas de X, esto es, α(Eq) ⊂ Xn ∪ em1

1 ∪ · · · ∩ emkk , n < m1 ≤
m2 ≤ · · · ≤ mk. Entonces, si q ≤ n, una aplicación iterada de la proposición
anterior un número finito de veces prueba que α : (Eq, Sq−1) → (Xn ∪ em1

1 ∪
· · · ∪ emkk , Xn) ↪→ (X,Xn) es nulhomótopa. Esto muestra que πq(X,X

n) = 0 si
q ≤ n. ut

Observación 2.33. El anterior resultado también se puede obtener usando apro-
ximación simplicial en vez de “smooth deformation”. Véase por ejemplo [14],
[8].

Teorema 2.34. (Aproximación celular)
Cualquier aplicación f : (X,A) → (Y,B) entre CW complejos relativos es
homótopa relativamente a A a una aplicación celular.

Demostración. Se procede por inducción sobre el esqueleto. Para cualquier punto
y ∈ (Y,B), existe un camino α que lo conecta a un punto de (Y,B)0. Definiendo
la homotoṕıa H : (X,A)0× I → (Y,B)0 como H(x, t) = αf(x)(t), se obtiene una
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aplicación celular en (X,A)0 homótopa relativamente a A a f .
Se supone entonces que se tienen las aplicaciones gn : (X,A)n → (Y,B)n y
hn : (X,A)n × I → (Y,B) tales que hn : f |(X,A)n ' ιn ◦ gn rel A, donde ιn :
(Y,B)n → (Y,B) es la inclusión. Dadas la aplicación pegamiento j : Sn → Xn

y su inducida j en el push out de Xn+1, j : En+1 → Xn+1, se tiene el diagrama
(de flechas sólidas) conmutativo siguiente:

Sn
i0 //

��

Sn × I
hn(j×id)

yysss
sss

sss
s

��

Sn

ignjyysss
sss

sss
si1

oo

��

(Y,B) (Y,B)n+1
ιn+1

oo

En+1

fj
;;vvvvvvvv

i0
// En+1 × I

h′n+1

ee

En+1

i1
oo

g′n+1

ee

donde i : (Y,B)n → (Y,B)n+1 es la inclusión en el (n+1)-esqueleto.
Por la proposición anterior, ιn+1 es una (n+1)-equivalencia, por tanto, aplican-
do el lema 2.25 existen h′n+1 y g′n+1 que conmutan con el resto del diagrama.
Uniendo todas las aplicaciones de pegamiento en dimensión n+1 se inducen
hn+1 : (X,A)n+1 × I → (Y,B) y gn+1 : (X,A)n+1 → (Y,B)n+1 en los corres-
pondientes diagramas push out, completando aśı el proceso de inducción. ut

Definición 2.35. Para cualquier espacio topológico X, una CW-aproximación
de X es un CW-complejo K junto con una equivalencia débil K → X.

Teorema 2.36. (Aproximación por CW complejos)
Para cualquier espacio topológico X, existe una CW-aproximación ΓX → X.

Demostración. El procedimiento que se va a describir se realiza en cada compo-
nente conexa por caminos de X. Por tanto, se supone X conexo por caminos y
también que todos los espacios y aplicaciones son punteadas. Construiremos ΓX
como el coĺımite de un diagrama con inclusiones celulares Xq ↪→ Xq+1, como se
puede ver en el diagrama del final de la demostración.

q = 0
Tómese X0 = {x0}, y se define γ0 : X0 → X por γ0(x0) = x0. Entonces,
evidentemente, (γ0)∗ : π0(X0)→ π0(X) es sobreyectiva.
q = 1
Se define X1 = x0∨

∨
[α]∈A

S1
α
∼=

∨
[α]∈A

S1
α, siendo A un conjunto de generadores

del grupo π1(X), y se define γ1 : X1 → X como γ1(x0) = x0 , si x0 ∈ X0

y γ1(x) = α(x) , si x ∈ S1
α ⊂ X1. Es decir, X1 es el push out de los

morfismos
∨

[α]∈A
S1
α {x0}oo i0 // X0 = {∗} y (γ1)∗ : π1(X1) → π1(X)
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es sobreyectiva porque todos los generadores de π1(X) están representados
en

∨
[α]∈A

S1
α. Además, (γ1)∗ : π0(X1) → π0(X) es inyectiva porque X1 tiene

una única componente conexa por caminos.

Supongamos ahora, como hipótesis de inducción, que ∀q ≤ n hemos
definido CW-complejos Xq añadiendo q-celdas a partir de Xq−1, y aplica-
ciones continuas γq : Xq → X verificando que γqiq−1 = γq−1, tales que
(γq)∗ : πq(X

q) → πq(X) es sobreyectiva, y (γq)∗ : πq−1(Xq) → πq−1(X) es
inyectiva.
En primer lugar, obtendremos un espacio X ′n+1 auxiliar:
Para cada generador [f ] ∈ πn(Xn) que esté en el núcleo de la aplicación
(γn)∗ : πn(Xn) → πn(X) adjuntamos un disco En+1

f a lo largo de f , esto es,
obtenemos X ′n+1 como el siguiente push out:

∨
[f ]∈ker(γn)∗

Snf

∨
[f]∈ker(γn)∗

f

//

i

��

Xn

��∨
[f ]∈ker(γn)∗

En+1
f // X ′n+1

(2.1)

Llamemos hf : Snf × I → X a la homotoṕıa que cumple que γnf ' cx0 .

Como (Sn × I)/(Sn × {1}) ∪ ({s0} × I) = CSn y CSn ∼= En+1
f , siendo s0

el punto base de las esferas, entonces podemos definir Hf ([s, t]) = hf (s, t).
Hf está bien definida porque el cono CSnf es punteado y hf también. Como
γn(

∨
[f ]∈ker(γn)∗

f) = (
∨

[f ]∈ker(γn)∗

Hf )i se puede extender γn a γ′n+1 : X ′n+1 → X a

través del diagrama push out anterior.
A continuación tomamos el conjunto de generadoresB = {[α] ∈ πn+1(X)/[α]

es generador } y definimos Xn+1 = X ′n+1 ∨ (
∨

[α]∈B
Sn+1
α ). Ahora se define

γn+1 : Xn+1 → X como

γn+1(x) =

γ′n+1(x) si x ∈ X ′n+1

α(x) si x ∈ Sn+1
α

siendo α un representante de [α]. Dadas las aplicaciones
∨

[α]∈A
α :

∨
[α]∈A

Sn+1
f → X

y γ′n+1 : X ′n+1 → X en el push out generado por los morfismos

X ′n+1 {x0}oo //
∨

[α]∈A
α , la inducida que se obtiene es γn+1 y por tanto

es continua. Además, Xn+1 es un CW complejo porque es el push out de la in-
clusión de {x0}, que es una aplicación celular, en dos CW complejos. Por tanto,
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πn+1(Xn+1) contiene una “preimagen” de cada generador de πn+1(X); podemos
afirmar que (γn+1)∗ es sobreyectiva: para cada [α] de πn+1(X) podemos asegurar
que existe ῑ|Sn+1

α
: Sn+1

α → Xn+1 tal que [γn+1ῑ|Sn+1
α

] = [α].

Veamos ahora que (γn+1)∗ : πq(X
n+1) → πq(X) es inyectiva ∀q < n + 1.

Sea [f ] ∈ ker(γn+1)∗ con [f ] ∈ πq(X
n+1) y q ≤ n. Como Sq es también un

CW complejo, por el teorema de aproximación celular existe f ′ : Sq → Xn+1

aplicación celular tal que [f ′] = [f ]. Como f ′(Sq) ⊆ Xq, podemos escribir la
factorización f ′ = inin−1 . . . iqf

′′, con f ′′ : Sq → Xq y las inclusiones de los
n-esqueletos. Distinguimos dos casos:

q < n
Tenemos que (γn)∗ : πq(X

n) → πq(X) es inyectiva por hipótesis de induc-
ción. Entonces [f ′] ∈ (γn+1)∗ ⇒ [γn+1f ] = [cx0 ] ⇒ [γn+1inin−1 . . . iqf

′′] =
[γnin−1 . . . iqf

′′] ⇒ in−1 . . . iqf
′′ ' cx0

. Por tanto, por el lema 1.6, se tiene
que f ′ = inin−1 . . . iqf

′′ ⇒ f ′ ' cx0
⇒ (γn−1)∗ es inyectiva.

q = n
Nos queda el diagrama conmutativo:

Sn
f ′′ // Xn in //

γn
##G

GG
GG

GG
GG

Xn+1

γn+1

��
X

Como [f ] ∈ ker(γn+1)∗, tenemos también que [f ′′] ∈ ker(γn)∗. Por tanto es
combinación lineal de los generadores descritos en la construcción del dia-
grama 2.1, que son nulhomótopos en Xn+1 por ser factorizados a través del
cono en la construcción de X ′n+1. Entonces f ′ = inf

′′ ' c∗ ⇒ f ' f ′ ' c∗ ⇒
(γn+1)∗ es inyectiva.

Para finalizar la demostración, se define ΓX como el coĺımite del diagrama de
CW-complejos construido

X0 i0 //

γ0

33

X1 i1 //

γ1 //

. . . Xn in //

...γn

))TTT
TTTT

TTTT
TTTT

TTT
Xn+1

in+1 //

γn+1...

##F
FF

FF
FF

FF
. . .

X

y γ : ΓX → X como la aplicación inducida por las aplicaciones γq : Xq → X.
ut
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Abstract

In this memory we study some classical
theorems of homotopy theory which have
been developed from the notion of CW
complexes. This special class of topologi-
cal spaces, constructed by adjoining cells
inductively, were defined by J.H.C. White-
head in 1949, and quickly took some im-
portance in homotopy theory. CW com-
plexes have some better properties than
polyhedrons, for example, if a function
between CW complexes induces isomor-
phisms between their homotopy groups,
then this function is also a homotopy
equivalence (Whitehead theorem). We
outline the content of this memory in the
next two sections.

1. Homotopy and cathegory theory

Definition
Assume ḡ f = g f̄ in the next diagram

X
g

//

f
��

Z
f̄
��

Y
ḡ
//Y ∪X Z

Then the object Y ∪X Z is called push out
if for all morphisms Y r //T Zsoo such that
r f = sg , there exists a unique function
h : Y ∪X Z → T verifying hḡ = r and h f̄ = s.

Exponential Law
Given a locally compact space Z , the pair
of functors (−× Z ,−Z ) in the category of
topological spaces Top is an adjoint pair.

Definition A function p : E → B is a fibra-
tion if it satisfies the homotopy lifting prop-
erty (HLP), this means that if hi0 = p f in
the diagram

Y
f

//

i0

��

E

p

��

Y × I h
//

h̃

<<

B

then there exists h̃ : Y ×I → E which makes
the entire diagram commute.

Proposition
For any two subsets A,B ⊂ X , the func-
tion p : E(X ; A,B) → A×B defined by p(α) =
(α(0)),α(1)) is a fibration.

Corollary
The next sequence of groups is exact:

. . . //π1(X ) //π1(X , A) //π0(A) //π0(X )

2. CW complexes and approximation
theorems

Definition
A CW complex is a topological space
which is the union of n-skeletons that are
constructed inductively as follows

∐
β∈B

Sn−1
β

φ
//

��
i
��

X n−1

jn−1

��∐
β∈B

E n
β

φ
// X n−1∪φ

∐
β∈B

E n
β

where X n = X n−1 ∪φ

∐
β∈B

E n
β
. The CW com-

plex X has the weak topology with respect
to the set of all X n skeletons, that is, A ⊂ X
is closed in X if and only if A∩X n is closed
in X n.

Definition
An open n-cell is the subset en = φ̄(E n

β
−

Sn−1
β

) ⊂ X n and a closed n-cell is the sub-
set ēn = φ̄(E n

β
) ⊂ X n, for some β ∈ B .

Definition
A function e : Y → Z is a weak equivalence
if e∗ : πq(Y , y) → πq(Z ,e(y)) is an isomor-
phism for all y ∈ Y and for all q ∈N.

Definition
A function f : X → Y between CW com-
plexes is said to be cellular if it carries the
X n skeleton to the Y n skeleton: f (X n) ⊂ Y n

∀n ∈N.

Proposition
Let X be a CW complex. Then X is a dis-
joint union of all its open cells.

Proposition
Let X be a CW complex and C a compact

subset of X , then C is contained in a finite
union of open cells.

Corollary
Any closed cell is contained in a finite
union of open cells.

Whitehead theorem
Let f be a function between CW com-
plexes. Then f is a weak equivalence if
and only if is a homotopy equivalence.

Cellular approximation theorem
Let f be a function between CW com-
plexes. Then f is homotopic to a cellular
function f ′ between the same CW com-
plexes.

Definition
For any topological space X , a CW-
approximation of X is a CW complex ΓX
with a weak equivalence ΓX → X .

Approximation by CW complexes theorem
For any topological space X , there exists
a CW-approximation ΓX → X .
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