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Resumen · Abstract

Resumen

Lie introdujo su geometŕıa de las esferas en su tesis doctoral presentada
en 1871. Dicha geometŕıa fue activamente estudiada durante las primeras
décadas del siglo XX. Ello culminó con la publicación en 1929 del tercer
volumen de la obra de Blaschke sobre geometŕıa diferencial. Después de
esto, el ı́nteres por la materia decayó hasta que, en 1981, Pinkall usó la
geometŕıa de las esferas de Lie en la clasificación de las hipersuperficies de
Dupin de R4. Desde entonces, la geometŕıa de las esferas de Lie ha sido
utilizada por algunos geómetras en el estudio de subvariedades de formas
espaciales: eucĺıdea, esférica, hiperbólica, etc.

El objetivo de este trabajo es exponer una introducción a la geometŕıa de

las esferas de Lie y mostrar como herramientas del álgebra lineal y de la

geometŕıa proyectiva demuestran su eficacia y utilidad en la descripción

de dicha geometŕıa.

Palabras clave: Esfera de Lie – Transformación de esferas de Lie –

Transformación de Möbius – Cuádrica de Lie – Métrica de Lie – Métrica

de Lorentz – Contacto orientado.

Abstract

Lie introduced his geometry of oriented spheres in his dissertation in the
dissertation of his doctoral thesis in 1871. Such a geometry was actively
pursued through the early part of the twentieth century, culminating with
the publication in 1929 of the third volume on differential geometry aut-
hored by Blaschke. After this, the subject fell out of favor until 1981,
when Pinkall used it as the principal tool in his classification of Dupin
hypersurfaces in R4. Since that time, it has been employed by several geo-
meters in the study of submanifolds in space forms: Euclidean, spherical,
hyperbolic, etc.

The purpose of the present work is to expose an introduction to the so-

called Lie sphere geometry and show how tools of linear algebra and pro-

jective geometry display their efficiency and utility in the description of

such a geometry.

Keywords: Lie sphere – Lie sphere transformation – Möbius transfor-

mation – Lie quadric – Lie metric – Lorentz metric – Oriented contact.
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Introducción

Sophus Lie, en la disertación de su tesis doctoral, introdujo su geometŕıa
de las esferas. Posteriormente, dicha geometŕıa formó parte del contenido de su
art́ıculo [6] publicado en 1872. Él usó dicha geometŕıa en el estudio de las trans-
formaciones de contacto [7]. La materia fue activamente estudiada durante las
primeras décadas del siglo XX. Ello culminó con la publicación en 1929 del tercer
volumen de la obra de Blaschke titulada Vorlesungen über Differentialgeometrie
[2]. Dicho volumen se ocupa de la geometŕıa de las esferas de Lie y sus subgeo-
metŕıas. Después de esto, la materia cayó un poco en el olvido hasta 1981. En
dicho año, Pinkall usó la geometŕıa de las esferas de Lie en la clasificación de
las hipersuperficies de Dupin de R4 [9]. Desde entonces, la geometŕıa de las esfe-
ras de Lie ha sido utilizada por diversos autores en el estudio de subvariedades
tensas, isoparamétricas y de Dupin. En particular, la geometŕıa de las esferas
de Lie se muestra muy adecuada para el estudio de problemas que tratan sobre
subvariedades del espacio eucĺıdeo Rn, de la esfera Sn y del espacio hiperbólico
Hn.

El objetivo de este trabajo es exponer una introducción a la geometŕıa de
las esferas orientadas de Lie y mostrar cómo herramientas del álgebra lineal y
de la geometŕıa proyectiva demuestran su eficacia y utilidad en la descripción
de dicha geometŕıa. Por ello, este trabajo consiste principalmente en desarrollar
con detalle, siguiendo principalmente la obra de Cecil [4], lo que a continuación
se expone a modo de resumen:

Lie estableció una correspondencia biyectiva entre el conjunto de todas las
esferas de Lie, es decir, esferas orientadas, hiperplanos orientados y esferas punto
en Rn∪{∞}, y el conjunto de todos los puntos de la cuádrica Qn+1 en el espacio
proyectivo real Pn+2 dada por la ecuación 〈~x, ~x〉 = 0, donde 〈·, ·〉 es un producto
escalar indefinido con signatura (n+1, 2) sobre Rn+3. Esta cuádrica de Lie Qn+1

contiene rectas pero no subespacios proyectivos de dimensión mayor. La familia
uniparamétrica de esferas de Lie en Rn ∪ {∞}, correspondientes a los puntos de



x Introducción

una recta contenida en Qn+1 se denomina haz parabólico de esferas. Consiste en
todas las esferas de Lie que son de contacto orientadas con un cierto elemento de
Rn ∪ {∞}. De este modo, Lie también estableció una correspondencia biyectiva
entre la variedad de los elementos de contacto de Rn ∪{∞} y la variedad Λ2n−1

de rectas contenidas en la cuádrica de Lie Qn+1.
Una transformación de esferas de Lie es una proyectividad biyectiva de

Pn+2 en si misma tal que la imagen de Qn+1 está contenida en dicha cuádrica.
En términos de la geometŕıa de Rn, una transformación de esferas de Lie aplica
esferas de Lie en esferas de Lie. Además, puesto que una proyectividad biyectiva
aplica rectas en rectas, una transformación de esferas de Lie preserva la condición
de contacto orientadas entre esferas de Lie en Rn. Lie probó el denominado
teorema fundamental de la geometŕıa de las esferas de Lie en el caso n = 2.
Pinkall lo generalizó a dimensiones superiores [10]. Este teorema establece que
un difeomorfismo de la cuádrica de Lie Qn+1 que preserve rectas, es la restricción
a Qn+1 de una proyectividad biyectiva de Pn+2 en si mismo. En otras palabras,
una transformación sobre el espacio de las esferas de Lie tal que preserva la
condición de contacto orientadas entre esferas es una transformación de esferas
de Lie.

Uno puede mostrar que una transformación de esferas de Lie es inducida
por una aplicación lineal ortogonal de Rn+3 respecto de la métrica 〈·, ·〉. Aśı, el
grupo G de las transformaciones de esferas de Lie es isomorfo al grupo cociente
O(n + 1, 2)/{I,−I}. Por el teorema de Cartan-Dieudonné, el grupo ortogonal
O(n+ 1, 2) es generado por reflexiones según hiperplanos. Como las proyectivi-
dades inducidas por dichas reflexiones resultan ser inversiones, entonces G está
generado por inversiones. Cualquier transformación (conforme) de Möbius de
Rn ∪ {∞} induce una transformación de esferas de Lie. El grupo de Möbius es
precisamente el subgrupo de transformaciones de esferas de Lie que env́ıa es-
feras punto a esferas punto. Si uno estudia con detalle una transformación de
Möbius inducida por una reflexión según un hiperplano, obtiene la descripción
geométrica de una inversión en Rn en el sentido clásico (con centro un punto de
Rn y razón una constante real positiva). Otra geometŕıa de esferas, además de
la de Möbius, es la de Laguerre. Estas, aśı como las usuales geometŕıas eucĺıdea,
esférica e hiperbólica son subgeometŕıas de la geometŕıa de las esferas de Lie.

Finalmente, queremos señalar que la variedad diferenciable Λ2n−1 de las
rectas contenidas en la cuádrica de Lie Qn+1 tiene una estructura de contacto.
Es decir, sobre Λ2n−1 se puede definir una uno-forma diferencial ω tal que ω ∧
(dω)n−1 no se anula sobre Λ2n−1. Condiciones utilizando la uno-forma ω se
utilizan para estudiar subvariedades de Rn.
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Formas bilineales reales

Aqúı se exponen nociones y propiedades, relativas a formas bilineales
reales, que se utilizan a lo largo del trabajo. (Para más detalles sobre este ma-
terial ver [1],[5]).

1.1. Definición y propiedades básicas

Definición 1.1. Sea V un espacio vectorial sobre R. Una aplicación f : V ×
V −→ R se dice que es una forma bilineal, si satisface las siguientes condiciones:

(i) f(λ~x+ µ~x′, ~y) = λf(~x, ~y) + µf(~x′, ~y),
(ii) f(~x, λ~y + µ~y′) = λf(~x, ~y) + µf(~x, ~y′),

para todo ~x, ~x′, ~y, ~y′ ∈ V y todo λ, µ ∈ R.

.
Las condiciones anteriores son equivalentes a que las aplicaciones parciales

fL~x0
: V −→ R, ~x0 fijo;

~y −→ f(~x0, ~y),

fR~y0 : V −→ R, ~y0 fijo;

~x −→ f(~x, ~y0),

sean formas lineales.

El conjunto de las formas bilineales de V , denotado por L2(V,R), tiene
estructura de espacio vectorial sobre R con las operaciones:

(f + g)(~x, ~y) = f(~x, ~y) + g(~x, ~y),

(λf)(~x, ~y) = λf(~x, ~y).

Es evidente que f(~x,~0) = 0 y que f(~0, ~y) = 0.
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- Una forma bilineal sobre V se dice que es simétrica, si f(~x, ~y) = f(~y, ~x), para
todo ~x, ~y ∈ V . En este caso, para todo vector ~x coinciden las aplicaciones
parciales, fL~x = fR~x. El conjunto de las formas bilineales simétricas S2V ∗

es un subespacio vectorial de L2(V,R).
- Una forma bilineal sobre V se dice que es antisimétrica, si f(~x, ~y) = −f(~y, ~x),

para todo ~x, ~y ∈ V . En este caso, para todo vector ~x coinciden las aplicacio-
nes parciales, fL~x = −fR~x. El conjunto de las formas bilineales antisimétricas
Λ2V ∗ es un subespacio vectorial de L2(V,R).

El espacio L2(V,R) de la formas bilineales es suma directa del espacio
S2V ∗ de formas simétricas y del espacio Λ2V ∗ de formas antisimétricas. Esto es,

L2(V,R) = S2V ∗ ⊕ Λ2V ∗.

Para f ∈ L2(V,R), se tiene que f = fs + fa, donde

fs(~x, ~y) = 1
2 (f(~x, ~y) + f(~y, ~x)),

fa(~x, ~y) = 1
2 (f(~x, ~y)− f(~y, ~x)).

Teniéndose que fs ∈ S2V ∗ y fa ∈ Λ2V ∗.

Matriz asociada a una forma bilineal
Supongamos que dim V = n, y sea {~e1, . . . , ~en} una base de V . Si f es

una forma bilineal sobre V , entonces

f(~x, ~y) = f(
∑n
i=1 xi~ei,

∑n
j=1 yj~ej) =

∑n
i=1

∑n
j=1 xiyjf(~ei, ~ej).

Si consideramos la matriz A = (aij), donde aij = f(~ei, ~ej), obtenemos,
por un lado, que la expressión de la forma bilineal f está dada por

f(~x, ~y) =
∑n
i=1

∑n
j=1 aijxiyj , (1.1)

y, por otro, que matricialmente f se expresa

f(~x, ~y) = (x1, . . . , xn)


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
· · · · · · · · · · · ·
an1 an2 · · · ann


 y1

...
yn

 = XtAY.

Por tanto, tenemos definida una aplicación

L2(V,R) −→Mn×n(R)

f −→ A = (aij), aij = f(~ei, ~ej),

que es un isomorfismo de espacios vectoriales.
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- Una matriz A es simétrica, si para todo elemento aij de ella es tal que
aij = aji. Se tiene que una matriz A es simétrica si y sólo si At = A, donde
At denota la traspuesta de A. También se tiene que una forma bilineal sobre
V es simétrica si y sólo si está asociada a una matriz simétrica.

- Una matriz A es antisimétrica, si para todo elemento aij de ella es tal que
aij = −aji. Se tiene que una matriz A es antisimétrica si y sólo si At = −A.
También se tiene que una forma bilineal sobre V es antisimétrica si y sólo si
está asociada a una matriz antisimétrica.

1.2. Formas cuadráticas reales

Definición 1.2. Dada f : V × V −→ R una forma bilineal simétrica. Se llama
forma cuadrática asociada a la forma bilineal f , a la aplicación

ω : V −→ R
~x −→ ω(~x) = f(~x, ~x).

La forma bilineal simétrica f se denomina forma polar de ω.

Como consecuencia de la definición de forma cuadrática tenemos las si-
guientes propiedades.

Lema 1.3. Si ω es una forma cuadrática de V con forma polar f , entonces para
todo ~x, ~y ∈ V y todo λ ∈ R se satisfacen:

(i) ω(λ~x) = λ2ω(~x); (ii) ω(~0) = 0; (iii) ω(~x+ ~y) = ω(~x) + ω(~y) + 2f(~x, ~y).

De la propiedad (iii) del lema anterior se deduce la siguiente fórmula que
permite calcular la forma polar a partir de la expresión de la forma cuadrática,

f(~x, ~y) =
1

2
(ω(~x+ ~y)− ω(~x)− ω(~y)) . (1.2)

Por consiguiente, si dos formas bilineales simétricas definen la misma forma
cuadrática, entonces son iguales. Por tanto, podemos afirmar que existe una
correspondencia biyectiva entre formas cuadráticas y formas bilineales simétricas
de modo que a cada forma cuadrática se le hace corresponder su forma polar.

El conjunto Q(V,R) de las formas cuadráticas sobre un espacio vectorial
V tiene estructura de espacio vectorial sobre R con las operaciones

(ω + ω′)(~x) = ω(~x) + ω′(~x),

(λω)(~x) = λω(~x).

Un papel relevante lo juega la siguiente aplicación lineal.
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Definición 1.4. Sea ω : V −→ R una forma cuadrática y f : V × V −→ R su
forma polar. Se denomina aplicación lineal de polaridad de ω, a la aplicación
definida en el modo siguiente

f̂ : V −→ V ∗

~v −→ f̂(~v),

donde f̂(~v) es la forma lineal dada por

f̂(~v) : V −→ R
~x −→ f̂(~v)(~x) = f(~x,~v).

Nótese que f̂(~v) = fL~v = fR~v. Es inmediato que la aplicación f̂ : V −→ V ∗

es una aplicación lineal.

Para describir el conjunto imagen de la aplicación lineal de polaridad f̂
recordamos la siguiente noción.

Definición 1.5. Sea U un subespacio vectorial de un espacio vectorial V y V ∗

el espacio vectorial dual de V . Se llama anulador de U al subespacio vectorial
Uo de V ∗ formado por las formas que toman el valor cero para todos los vectores
de U . Esto es,

Uo = {h ∈ V ∗ |h(~u) = 0,∀~u ∈ U} = {h ∈ V ∗ |U ⊆ kerh}.

En general es bien conocido que cuando V es de dimensión finita se tienen las
igualdades

dimU + dimUo = dimV y (Uo)o = U.

Lema 1.6. Si V es de dimensión finita, se tiene que el conjunto imagen Im f̂
de la aplicación lineal de polaridad f̂ está formado por las formas lineales de V
tales que su núcleo contienen al núcleo de f̂ . Esto es,

Im f̂ = {h ∈ V ∗ | ker f̂ ⊆ kerh} = (ker f̂)o.

Demostración. Si h ∈ Im f̂ , entonces existe ~x ∈ V tal que f̂(~x) = h. Como para

todo ~y ∈ ker f̂ se tiene que f(~x, ~y) = 0. Ello implica que ~y ∈ ker f̂(~x) = kerh.

Luego se tiene ker f̂ ⊆ kerh y h ∈ (ker f̂)o. Por tanto, Im f̂ ⊆ (ker f̂)o.
Por otro lado de las ecuaciones

dim Im f̂ + dim ker f̂ = dimV, dim(ker f̂)o + dim ker f̂ = dimV,

se obtiene que dim Im f̂ = dim(ker f̂)o. Por lo que Im f̂ = (ker f̂)o. �
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Si dim V = n, sea {~e1, . . . , ~en} una base de V y {~e∗1, . . . , ~e∗n} su base dual.

Denotemos por A = (aij) la matriz asociada a la aplicación lineal f̂ con respecto
a dichas bases. Es decir, la matriz tal que

f̂(~ej) =

n∑
i=1

aij~e
∗
i .

Entonces se tiene que aij = f̂(~ej)(~ei) = f(~ei, ~ej), por lo que la matrices de la
forma polar y de la aplicación lineal de polaridad coinciden.

Definición 1.7. Se llama rango de una forma cuadrática, al rango de su aplica-
ción lineal de polaridad, o lo que es lo mismo, al rango de una matriz asociada
a la forma polar.

Una forma cuadrática se dice que es ordinaria o no degenerada si su
rango es igual a la dimensión del espacio vectorial sobre el que está definida.
Ello equivale a decir que la aplicación lineal de polaridad es un isomorfismo.
También a que si f(~x, ~y) = 0 para todo ~y ∈ V , es decir, ~x ∈ ker f̂ , entonces
~x = ~0. Para la forma cuadrática, es más usual utilizar el término ordinaria
y, para la forma polar correspondiente, se usa más decir no degenerada para
referirse a ella.

Una forma cuadrática se dice que es degenerada, si su rango es menor que
la dimensión del espacio vectorial sobre el que está definida. Esto es, si su matriz
asociada respecto de una base es singular.

Sea ω : V −→ R una forma cuadrática sobre un espacio vectorial V ,
dim V = n, y sea {~e1, . . . , ~en} una base de V . Para todo ~x ∈ V , se tiene

ω(~x) =

n∑
i,j=1

xixjf(~ei, ~ej) = XtAX =

n∑
i=1

aiix
2
i + 2

n∑
i<j

aijxixj .

Por tanto, una forma cuadrática puede ser dada por la expresión homogénea de
segundo grado

ω(~x) =

n∑
i=1

aiix
2
i + 2

n∑
i<j

aijxixj ,

o bien, en forma matricial
ω(~x) = XtAX.

Cuando consideremos productos escalares haremos uso de la siguiente no-
ción.

Definición 1.8. Si la suma de dos subespacios vectoriales U1 y U2 es directa y
además se tiene que f(~u1, ~u2) = 0, para todo ~u1 ∈ U1 y ~u2 ∈ U2, se dirá que
dicha suma directa es ortogonal respecto de f y se denotará U1 ⊕f U2.



6 1 Formas bilineales reales

Seguidamente vemos el siguiente resultado que será muy usado cuando se trabaje
con productos escalares.

Proposición 1.9. Sea ω una forma cuadrática con forma polar f sobre un es-
pacio vectorial real V de dimensión finita, entonces se tiene:

(i) Si U es un subespacio vectorial de V , el conjunto Uf = {~x ∈ V | f(~x, ~u) =
0, ∀~u ∈ U} es un subespacio vectorial de V tal que dimU+dimUf = dimV +

dim(ker f̂ ∩ U). Además, (Uf )f = U + ker f̂ .
(ii) Si U1 y U2 son subespacios vectoriales de V tales que U1 ⊆ U2, entonces

Uf2 ⊆ U
f
1 .

(iii) Se tienen las igualdades ker f̂|U = U ∩ Uf y ker f̂|Uf = U ∩ Uf + ker f̂ . Por

tanto, si la forma f es no degenerada en U se sigue la igualdad V = U⊕fUf .
Por otro lado, si f es no degenerada en Uf , entonces f es no degenerada en
U y en V .

Demostración. Veamos que Uf es un subespacio vectorial de V . En efecto, si
~x1, ~x2 ∈ Uf y α, β ∈ R, se tiene

f(α~x1 + β~x2, ~u) = αf(~x1, ~u) + βf(~x2, ~u) = 0,

para todo ~u ∈ U .
Para la igualdad relativa a las dimensiones, se hace notar que Uf =⋂

~u∈U ker f̂(~u). Por tanto, dim Uf = dim V − dim f̂(U). Por otro lado,

dim(ker f̂ ∩ U) + dim f̂(U) = dim U . Finalmente, de las dos últimas iden-
tidades, se sigue la igualdad requerida. Para finalizar (i), es inmediato que

U + ker f̂ ⊆ (Uf )f . Además, se tiene

dim Uf + dim (Uf )f = dim V + dim(ker f̂ ∩ Uf ) = dim V + dim ker f̂ .

Por lo que dim (Uf )f − dim U = dim ker f̂ − dim(ker f̂ ∩ Uf ). Con lo que se
concluye

dim (Uf )f = dim U + dim ker f̂ − dim(ker f̂ ∩ Uf ) = dim (U + ker f̂).

Para(ii), si ~x ∈ Uf2 y U1 ⊆ U2, es inmediato ver que ~x ∈ Uf1 .

Veamos ahora (iii). En efecto, se puede comprobar fácilmente que

U ∩ Uf = ker f̂|U .

Por tanto, si f restringida a U es no degenerada, se tiene que U ∩Uf = {~0}. Ello

implica que U∩ker f̂ = {~0}, pues ker f̂ ⊆ Uf . De todo esto se sigue V = U⊕fUf .
Por otro lado, de lo anterior también se deduce

ker f̂|Uf = Uf ∩ (Uf )f = Uf ∩ (U + ker f̂) = Uf ∩ U + ker f̂ .

Luego si f restringida a Uf es no degenerada, entonces U ∩Uf = {~0} y ker f̂ =
{~0}. �
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1.3. Diagonalización de formas cuadráticas. Ley de
inercia de Sylvester

En esta sección veremos que para toda forma cuadrática se puede buscar
una base de modo que, respecto de la cual, la forma cuadrática se expresa como
suma de términos cuadráticos únicamente. Ello se basa en un uso reiterado del
siguiente lema.

Lema 1.10. Sea ω una forma cuadrática con forma polar f sobre un espacio
vectorial real V de dimensión finita n y ~x ∈ V , se tiene:

(i) ~x /∈ ker f̂ si solo si dim ~xf = n− 1.
(ii) ω(~x) 6= 0 si y solo si V = [~x]⊕f ~xf , donde [~x] = {λ~x |λ ∈ R}.

Observación 1.11. Nótese que dim ~xf = n es equivalente a que ~x ∈ ker f̂ . Si
ω(~x) = 0, entonces ~x ∈ ~xf . Por lo que [~x] + ~xf = ~xf , no siendo directa la suma
cuando ~x es no nulo.

Demostración. El hecho de que ~x /∈ ker f̂ es equivalente a que f̂(~x) 6= 0. Lo que

asimismo equivale a que dim ker f̂(~x) = n − 1. Como ~xf = ker f̂(~x), se tiene lo
afirmado.

Por otro lado, ω(~x) 6= 0 si y solo si ~x /∈ ~xf y [~x]∩~xf = {~0}. Lo que equivale
a que la suma [~x] + ~xf sea directa y ortogonal respecto de f . �

Mediante una aplicación reiterada del lema 1.10, se demuestra que para
toda forma cuadrática existe una base de modo que la matriz asociada con
respecto a tal base es diagonal.

Proposición 1.12. Dada una forma cuadrática ω : V −→ R, con dim V = n,
siempre existe una base de V respecto de la cual la matriz asociada es diagonal.

El resultado anterior es equivalente a la siguiente proposición relativa a
matrices.

Proposición 1.13. Dada una matriz simétrica A ∈ Mn×n(R), existe alguna
matriz regular P ∈ GL(n;R) tal que PTAP es diagonal. Es decir, para toda
matriz simétrica se puede encontrar una matriz diagonal congruente con ella.

Sea ω : V −→ R una forma cuadrática de rango r y {~e1, ~e2, . . . , ~en} una
base tal que la matriz asociada a ω sea diagonal. Esto es,

A =


d1 0 · · · 0 · · · 0
0 d2 · · · · · · 0
...

...
...

...
0 0 · · · dr · · · 0
...

...
...

...
0 0 · · · 0 · · · 0

 .
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Es usual ordenar la base para que primero figuren los di positivos, luego los di
negativos y, finalmente, los nulos.

Definición 1.14. Se llama signatura de ω, al par (p, q), donde p es el número
de elementos positivos que hay en la diagonal principal de una cualquiera de las
matrices diagonales asociadas a ω y q el número de elementos negativos.

Lo anterior tiene sentido debido al siguiente resultado dado a continuación.

Teorema 1.15 (Ley de inercia de Sylvester). El número de elementos po-
sitivos que hay en la diagonal principal de una cualquiera de las matrices dia-
gonales asociadas a una forma cuadrática real, es el mismo; tal número no de-
pende, pues, de la diagonalización que se considere de ω, sino que es un número
intŕınsecamente ligado a la forma cuadrática.

También el número de elementos negativos ha de coincidir, puesto que p+q = r.

Sea ω : V −→ R una forma cuadrática y sean r y (p, q) el rango y la
signatura de ω. Sabemos existe una base de V , {~e1, ~e2, . . . , ~en}, con respecto a
la cual ω está dada por

ω(~x) = a21x
2
1 + · · ·+ a2px

2
p − a2p+1x

2
p+1 − · · · − a2p+qx2p+q,

donde ai 6= 0, i = 1, . . . , p + q. La igualdad anterior es una expresión diagonal
de ω.

Si tomamos la base, ~u1 = 1
a1
~e1, . . . , ~up+q = 1

ap+q
~ep+q, ~up+q+1 = ~ep+q+1, . . . ,

~un = ~en, entonces ω(~ui) = ω(~ei)
a2i

= ±a
2
i

a2i
= ±1, para i = 1, . . . , p + q. Por tanto,

respecto de esta nueva base, se obtiene la expresión canónica de ω que estará
dada por

ω(~x) = x21 + · · ·+ x2p − x2p+1 − · · · − x2p+q.

La base {~u1, . . . , ~un} se dice que es ortonormal respecto de la forma polar f .

Definición 1.16. Dada una forma cuadrática ω sobre un espacio vectorial V ,
diremos que un vector ~x de V es de isotroṕıa respecto de ω o de su forma polar f ,
si ω(~x) = 0. Asimismo, un subespacio vectorial U de V es de isotroṕıa respecto
de ω o de f , si todos sus vectores son de isotroṕıa.

El resultado siguiente juega una papel relevante en el presente trabajo.

Proposición 1.17. Sea ω una forma cuadrática sobre un espacio vectorial V de
dimensión finita n con signatura (p, q), forma polar f y tal que el núcleo de la

aplicación lineal de polaridad, ker f̂ , es de dimensión s. Se tiene:

(i) Si un subespacio de isotroṕıa es de dimensión a, entonces mı́n{p, q}+ s ≥ a.
Además, existe al menos un subespacio de isotroṕıa de dimensión mı́n{p, q}+
s y un tal subespacio contiene necesariamente a ker f̂ .
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(ii) Si un vector ~x es de isotroṕıa, entonces siempre existe un subespacio de

isotroṕıa U de dimensión mı́n{p, q} + s tal que ~x ∈ U y ker f̂ ⊆ U . En

particular, si ~x no pertenece a ker f̂ , entonces ~x ∈ U ⊆ ~xf .
(iii) Si un subespacio vectorial es de dimensión b y no contiene vectores de iso-

troṕıa distintos de cero, entonces máx{p, q} ≥ b. Además hay subespacios
vectoriales de dimensión máx{p, q} cuyo único vector de isotroṕıa es el cero.

Demostración. Veamos(i). Supongamos que existe un subespacio de isotroṕıa U
de dimensión a tal que min{p, q}+ s < a y que, para una cierta base, la forma
cuadrática ω viene expresada por

ω(~x) = x21 + · · ·+ x2p − y21 − · · · − y2q . (1.3)

Si fuese q ≤ p, consideramos el subespacio vectorial T determinado por la in-
tersección de los hiperplanos vectoriales y1 = 0, y2 = 0, . . . , yq = 0. Dichos
subespacio T es de dimensión n− q = p+ s. Para el subespacio suma T + U se
tiene

n ≥ dim(T + U) = (p+ s) + a− x > p+ s+ q + s− x = n+ s− x,

donde x es la dimensión de T ∩U . Por tanto, x > s ≥ 0. Luego existe un vector
~x no nulo perteneciente a T ∩ U . Calculamos ahora ω(~x) mediante la expresión
(1.3). Al ser ~x ∈ T y ~x ∈ U se tiene que

ω(~x) = x21 + · · ·+ x2p = 0.

De ah́ı que ~x = ~0, contradicción. Luego q + s ≥ a.
Si fuese p ≤ q, se consideraŕıa el subespacio vectorial T determinado por

la intersección de los hiperplanos vectoriales x1 = 0, x2 = 0, . . . , xp = 0.
Seguidamente desarrollaŕıamos un argumento similar al hecho anteriormente.

Veamos (ii). Si fuese q ≤ p, se considera el subespacio vectorial Uo deter-
minado por la intersección de los hiperplanos vectoriales

x1 = 0, . . . , xp−q = 0, xp+1−q − y1 = 0, . . . , xp − yq = 0.

Como la dimensión de Uo es n − p = q + s y se puede comprobar que Uo es de
isotroṕıa, se tiene que existe al menos un subespacio de isotroṕıa Uo de dimensión
máxima posible q+ s. Nótese que se tiene ker f̂ ⊆ Uo. Pues en caso contrario la
suma Uo + ker f̂ seŕıa un subespacio de isotroṕıa de dimensión mayor.

Sea un vector ~x de isotroṕıa cualquiera. Si ~x ∈ ker f̂ entonces, ya se tiene
~x ∈ ker f̂ ⊆ Uo. Si ~x /∈ ker f̂ , entonces se considera el hiperplano vectorial
~xf . Si ~x ∈ Uo, entonces ya se tendŕıa ~x ∈ Uo ⊆ ~xf . Si ~x /∈ Uo, entonces se
tendŕıa ~xf ∩ Uo seŕıa de dimensión q + s − 1. Luego tomando [~x] + ~xf ∩ Uo, se
tendŕıa que U seŕıa de isotroṕıa y de dimensión q+ s. Finalmente del hecho que
ker f̂ ⊆ ~xf ∩ Uo implica ker f̂ ⊆ U .
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En lo anterior, todo se ha hecho suponiendo q ≤ p. Si fuese p ≤ q, se
seguiŕıa un argumento similar para la prueba.

Veamos (iii). Sea un subespacio vectorial L de dimensión b tal que su único
vector de isotroṕıa es el cero. Si fuese q ≤ p < b se tendŕıa que

n ≥ dim(L+ Uo) = b+ q + s− x > p+ q + s− x = n− x,

donde x = dim(L ∩ Uo). De lo anterior, se sigue que x > 0. Por tanto existe un
vector no nulo ~x ∈ L ∩ Uo, que seŕıa de isotroṕıa, contradicción.

Para ver que existe un tal subespacio vectorial, consideramos una base
ortonormal

{~u1, . . . ~up, ~up+1, . . . , ~up+q, ~up+q+1, . . . , ~un}

respecto de f , de modo que ω(~ui) = 1, i = 1, . . . , p, ω(~uj) = −1, j = p +
1, . . . , p + q, ω(~uk) = 0, k = p + q + 1, . . . , n. Asumiendo como antes q ≤ p, el
subespacio vectorial resultado de la intersección de los hiperplanos vectoriales

xp+1 = 0, . . . , xp+q = 0, xp+q+1 = 0, . . . , xn = 0.

es de dimensión n− (q + s) = p y con cero como único vector de isotroṕıa . En
el caso p ≤ q, la prueba seŕıa similar. �

Seguidamente se estudia la restricción a un hiperplano vectorial de una
forma cuadrática.

Proposición 1.18. Sea ω una forma cuadrática sobre un espacio vectorial V de
dimensión finita n con signatura (p, q), forma polar f y tal que el núcleo de la

aplicación lineal de polaridad, ker f̂ , es de dimensión s. Sea W un subespacio
vectorial de dimensión n−1 de V , entonces con respecto a la restricción ω|W de
ω a W , se tiene lo siguiente:

(i) Si ker f̂ 6⊆W , entonces la signatura de ω|W es (p, q) y ker f̂|W = ker f̂ ∩W .

(ii) Si ker f̂ ⊆W , entonces siempre existe un vector ~x ∈ V tal que ~xf = W y se
tienen tres posibilidades :
(a) Si ~x ∈ W , entonces la signatura de ω|W es (p − 1, q − 1) y ker f̂|W =

[~x] + ker f̂ .
(b) Si ~x /∈ W y ω(~x) > 0, entonces la signatura de ω|W es (p − 1, q) y

ker f̂|W = ker f̂ .
(c) Si ~x /∈ W y ω(~x) < 0, entonces la signatura de ω|W es (p, q − 1) y

ker f̂|W = ker f̂ .

Demostración. Supongamos que la signatura de ω|W es (p1, q1), entonces existe
una base {~e1, . . . , ~en−1} de W con respecto a la cual ω|W se expresa en el modo
siguiente
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ω|W (~x) = x21 + · · ·+ x2p1 − x
2
p1+1 − · · · − x2p1+q1 .

Por otro lado, por hipótesis existirá un vector ~en que pertenece al ker f̂ y no
pertenece a W . Por tanto, el conjunto {~e1, . . . , ~en−1, ~en} constituirá una base de
V para la cual la forma cuadrática ω se expresa

ω(~x) = x21 + · · ·+ x2p1 − x
2
p1+1 − · · · − x2p1+q1 .

Nótese que por ser ~en ∈ ker f̂ , se tiene ω(~en) = 0. Por tanto, la signatura de ω
es (p1, q1) = (p, q).

Es evidente que ker f̂ ∩W ⊆ ker f̂|W y que dim(ker f̂ ∩W ) = s − 1. Por

otro lado, si dim(ker f̂|W ) = s1, se tiene n− 1 = p+ q+ s1 = p+ q+ s− 1. Luego

s1 = s− 1. Al ser de la misma dimensión, ker f̂ ∩W = ker f̂|W .

Veamos (ii). Sea ker f̂ ⊆ W , si h ∈ V ∗ tal que kerh = W (una tal h

siempre existirá pues dimW = n− 1), entonces h ∈ (ker f̂)o = Im f̂ , por el lema

1.6. Por tanto, existe un ~x ∈ V tal que f̂(~x) = h. Ello implica

W = kerh = ker f̂(~x) = {~y ∈ V | f(~x, ~y) = 0} = ~xf .

Mostremos el apartado (a). Si ~x ∈ W se puede encontrar una base
{~x,~e1, . . . , ~ep1 , ~ep1+1, . . . , ~ep1+q1 , . . . , ~en−2} de W , con respecto a la cual ω|W se
expresa

ω|W (~w) = x21 + · · ·+ x2p1 − x
2
p1+1 − · · · − x2p1+q1 ,

donde se supone que la signatura de ω|W es (p1, q1).
Por otro lado, como dimW = n − 1, existirá un vector no nulo ~z no

contenido en W . Para dicho ~z se tiene que f(~z, ~x) 6= 0. Considerando la base
{~z, ~x,~e1, . . . , ~ep1 , ~ep1+1, . . . , ~ep1+q1 , . . . , ~en−2} de V , la forma cuadrática ω vendrá
dada por

ω(~y) = a11z
2 + 2a12zx+ 2a13zx1 + · · ·+ 2a1nzxn−2

+x21 + · · ·+ xp1 − x2p1+1 − · · · − x2p1+q1 .

Nótese que esta expresión de ω no es diagonal, pues a12 6= 0. Si también fue-
se a11 6= 0, extrayendo a11 como factor común en todos los sumandos donde
interviene z y completando el cuadrado se obtiene la expresión

ω(~y) = a11

(
z2 + 2a12a11

zx+ 2a13a11
zx1 + · · ·+ 2a1na11

zxn−2

+(a12a11
x+ a13

a11
x1 + · · ·+ a1n

a11
xn−2)2

)
−a11(a12a11

x+ a13
a11
x1 + · · ·+ a1n

a11
xn−2)2

+x21 + · · ·+ xp1 − x2p1+1 − · · · − x2p1+q1 .
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A partir de esto podemos escribir

ω(~y) = a11

(
z + a12

a11
x+ a13

a11
x1 + · · ·+ a1n

a11
xn−2

)2
−a11(a12a11

x+ a13
a11
x1 + · · ·+ a1n

a11
xn−2)2

+x21 + · · ·+ xp1 − x2p1+1 − · · · − x2p1+q1 .

Llamando z′ = z+ a12
a11
x+ a13

a11
x1+· · ·+ a1n

a11
xn−2, x′ = a12

a11
x+ a13

a11
x1+· · ·+ a1n

a11
xn−2,

x′1 = x1, . . . , x
′
n−2 = xn−2, se obtiene la expresión diagonal

ω(~y) = a11z
′2 − a11x′2 + x′21 + · · ·+ x′2p1 − x

′2
p1+1 − · · · − x′2p1+q1 .

Por tanto, para la signatura (p, q) de ω se tiene que (p, q) = (p1 + 1, q1 + 1).
Finalmente, si fuese a11 = 0, consideraremos {~z+ ~x, ~x,~e1, . . . , ~en−2} como

nueva base. Para dicha base el elemento a11 es distinto de cero. En efecto, a11 =
ω(~z + ~x) = 2f(~z, ~x) 6= 0. Para esta segunda base procedemos de forma análoga
a como se hizo anteriormente.

Es inmediato que [~x]+ker f̂∩W ⊆ ker f̂|W y que dim[~x]+ker f̂ = s+1. Por

otro lado, si dim(ker f̂|W ) = s1, se tiene n−1 = p−1+ q−1+s1 = p+ q+s−1.

Luego s1 = s+ 1. Al ser de la misma dimensión, [~x] + ker f̂ = ker f̂|W .

Mostremos (b) y (c).
Si ω(~x) > 0 (ó ω(~x) < 0), y fijada una base {~e1, . . . , ~en−1} con respecto a

la cual la forma cuadrática ω|W , viene expresada como ω(~w) = x21 + · · ·+ x2p1 −
x2p1+1 − · · · − x2p1+q1 , al añadir ~x a dicha base, se obtendrá una base de V , con
respecto a la cual, la forma cuadrática ω está dada por

ω(~w) = a11x
2
1 + · · ·+ x2p1 − x

2
p1+1 − · · · − x2p1+q1 .

Por lo que la signatura de ω es (p1 + 1, q1) = (p, q) ((p1, q1 + 1) = (p, q)).

Finalmente como ker f̂ ⊆ ker f̂|W y, si dim(ker f̂) = s1, n− 1 = p− 1 + q+
s1 = p+ q + s− 1(n− 1 = p+ q − 1 + s1) = p+ q + s− 1, entonces s1 = s. Al

ser de la misma dimensión, ker f̂ = ker f̂|W . �

1.4. Productos escalares o métricas

En este trabajo hacemos un uso amplio de nociones y propiedades relativas
a productos escalares.

Definición 1.19. Se llama producto escalar o métrica sobre un espacio vectorial
V , a toda forma bilineal simétrica no degenerada.
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Definición 1.20. Dados dos espacios vectoriales V1 y V2 dotados con productos
escalares (, )1 y (, )2, respectivamente, diremos que son isoformos isometrica-
mente o isométricos, si existe un isomorfismo lineal ϕ : V1 → V2 entre ellos que
preserva los productos escalares. Esto es, (ϕ(~x), ϕ(~y))2 = (~x, ~y)1.

Dos espacios de la misma dimensión con métricas que tengan misma sig-
natura son isométricos.

Normalmente trataremos con el producto escalar en el espacio Rn con
signatura (n− k, k) para k = 0, 1, 2. Sin embargo, a veces consideraremos subes-
pacios vectoriales de Rn sobre los cuales la métrica de Rn restringida a ellos,
constituye una forma bilineal simétrica degenerada.

Para un producto escalar dado, una base ortonormal lo será con respecto
a la forma bilineal que él determina, en el sentido dicho en la sección 1.2.

Definición 1.21. Se llama espacio de Lorentz al espacio vectorial Rn dotado
con una métrica de signatura (n− 1, 1). Dicha métrica se denomina métrica de
Lorentz y estará denotada por (·, ·).

Fijada una base ortonormal, la métrica de Lorentz en Rn se expresa en el
siguiente modo

(~x, ~y) = −x1y1 + · · ·+ xnyn,

donde (x1, . . . , xn) y (y1, . . . , yn) son las componentes de ~x e ~y, respecto de dicha
base, respectivamente.

Un vector ~x se dice que es espacial, temporal o luminoso, si (~x, ~x) es positi-
vo, negativo o cero, respectivamente. Usaremos esta terminoloǵıa incluso cuando
estemos usando una métrica de distinta signatura. En el espacio de Lorentz, el
conjunto de todos los vectores luminosos, dados por la ecuación

−x21 + x22 + ...+ x2n = 0,

forman un cono, llamado cono de luz. Del mismo modo a como se hizo en una
sección anterior, en la literatura, los vectores luminosos son frecuentemente lla-
mados isotrópicos y el cono de luz es denominado cono isotrópico. Los vectores
temporales están“dentro del cono”, y los espaciales están “fuera del cono”. Si
~x ∈ Rn+1, ~x⊥ denota el conjunto de vectores que son ortogonales a ~x con respecto
de la métrica de Lorentz.

A partir de la proposición 1.18, se tiene:

• Si ~x es temporal, entonces la métrica restringida a ~x⊥ es definida positiva
con signatura (n−1, 0) y ~x⊥ interseca al cono de luz únicamente en el origen.

• Si ~x es espacial, entonces la métrica tiene signatura (n− 2, 1) sobre ~x⊥ y ~x⊥

interseca al cono en un cono de una dimensión menor.
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• Si ~x es luminoso, entonces la métrica restringida al hiperplano ~x⊥ es una
forma bilineal degenerada con signatura (n−2, 0). Por tanto, ~x⊥ es tangente
al cono de luz a lo largo de la recta [~x] que pasa por su vértice, el origen ~0.
En efecto, es evidente que el subespacio generado por ~x, [~x], está contenido
en la intersección de ~x⊥ con el cono. Rećıprocamente, si existiese un vector
~y contenido en dicha intersección y no contenido en [~x], se obtendŕıa que
el subespacio vectorial de dimensión 2 generado por ~x e ~y, también estaŕıa
contenido en dicha intersección. Esto se contradice con lo afirmado en la
proposición 1.17.

A continuación, debido a que se utilizará más adelante vemos el siguiente
resultado.

Teorema 1.22. Sea f un isomorfismo lineal del espacio vectorial Rn en si mis-
mo y se considera que Rn está dotado con un producto escalar 〈·, ·〉 de signatura
(n− k, k) con 1 ≤ k ≤ n− 1. Si f es tal que lleva vectores luminosos a vectores
luminosos, entonces :

(i) Hay una constante λ distinta de cero tal que 〈f(~v), f(~w)〉 = λ〈~v, ~w〉, para
todo ~v, ~w ∈ Rn.

(ii) Además, si k 6= n− k, entonces λ es positivo.

Demostración. Dado que k ≥ 1 y n − k ≥ 1, existen vectores temporales y
vectores espaciales en Rn. Supongamos que ~v es un vector temporal unitario y
que ~w es un vector espacial unitario de tal manera que 〈~v, ~w〉 = 0. Luego ~v+ ~w y
~v− ~w son vectores luminosos. Por la hipótesis del teorema, se tiene que f(~v+ ~w)
y f(~v − ~w) son ambos vectores luminosos. Aśı

〈f(~v + ~w), f(~v + ~w)〉 = 〈f(~v), f(~v)〉+ 2〈f(~v), f(~w)〉+ 〈f(~w), f(~w)〉 = 0,

〈f(~v − ~w), f(~v − ~w)〉 = 〈f(~v), f(~v)〉 − 2〈f(~v), f(~w)〉+ 〈f(~w), f(~w)〉 = 0.

Ahora, si restamos a la segunda ecuación la primera, nos queda que 〈f(~v), f(~w)〉 =
0. Considerando esto en las ecuaciones anteriores, se obtiene

−〈f(~v), f(~v)〉 = 〈f(~w), f(~w)〉 = λ, (1.4)

para un cierto número real λ.
Ahora supongamos que {~v1, . . . , ~vk, ~w1, . . . , ~wn−k} es una base ortonormal

de Rn con ~v1, . . . , ~vk vectores temporales y ~w1, . . . , ~wn−k vectores espaciales.
Nosotros ya hemos demostrado que 〈f(~vi), f(~wj)〉 = 0, para todo i = 1, . . . , k
y j = 1, . . . , n − k. De la ecuación (1.4) obtenemos que −〈f(~vi), f(~vi)〉 =
〈f(~wj), f(~wj)〉 = λ, para todos los i y los j, puesto que podemos mantener
fijo ~vi y variar ~wj y viceversa.

Resta probar que 〈f(~vi), f(~vj)〉 = 0 y 〈f(~wi), f(~wj)〉 = 0, para i 6= j. Para

ello, se considera el vector
~wi+~wj√

2
. Nótese que dicho vector es espacial, unitario

y ortogonal a ~v1. Por tanto,
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−〈f(~v1), f(~v1)〉 = 〈f
(
~wi+~wj√

2

)
, f
(
~wi+~wj√

2

)
〉 = λ.

Desarrollando esta identidad mediante la bilinealidad, se sigue que

2λ = 〈f(~wi), f(~wi)〉+ 2〈f(~wi), f(~wj)〉+ 〈f(~wj), f(~wj)〉.

Como λ = 〈f(~wi), f(~wi)〉 = 〈f(~wj), f(~wj)〉, se tiene que 〈f(~wi), f(~wj)〉 = 0. Del
mismo modo se probaŕıa que 〈f(~vi), f(~vj)〉 = 0, para i 6= j.

Finalmente, se puede demostrar usando lo anterior que 〈f(~x), f(~y)〉 =
λ〈~x, ~y〉, para todo ~x, ~y ∈ Rn. En efecto, usando la base ortonormal anterior
{~v1, . . . , ~vk, ~w1, . . . , ~wn−k}, se tienen las expresiones

~x =

k∑
i=1

xi~vi +

n−k∑
j=1

x′j ~wj , ~y =

k∑
i=1

yi~vi +

n−k∑
j=1

y′j ~wj .

De ah́ı que 〈~x, ~y〉 = −
∑k
i=1 xiyi +

∑n−k
j=1 x

′
jy
′
j . Por otro lado, se tiene

〈f(~x), f(~y)〉 =

k∑
i=1

xiyi〈f(~vi), f(~vi)〉+

n−k∑
j=1

x′jy
′
j〈f(~wj), f(~wj)〉.

=

k∑
i=1

xiyi(−λ) +

n−k∑
j=1

x′jy
′
jλ = λ〈~x, ~y〉.

Con lo queda probado el apartado (i).
Para ver (ii), procedemos por reducción al absurdo. Supongamos λ <

0. Como f es un isomorfismo lineal se tiene que, {f(~v1), . . . , f(~vk), f(~w1), . . . ,
f(~wn−k)} es también una base de Rn constituida por vectores ortogonales entre
śı por lo que se ha visto en la demostración del apartado (i). Al ser λ negativo
se tendŕıa que los f(~vi) seŕıan espaciales y los f(~wj) temporales. Por lo que la
signatura de 〈·, ·〉 seŕıa (k, n− k). Como en el enunciado del teorema se dice que
la signatura es (n− k, k). Ello implica que k = n− k, contradicción.

Se observa que, cuando n − k 6= k, para todo isomorfismo con las condi-
ciones del teorema, los vectores espaciales se transforman en vectores espaciales
y los vectores temporales en temporales.

1.5. Espacios Proyectivos. Variedades cuadráticas

En el estudio de la geometŕıa de las esferas de Lie abordado en el presente
trabajo, nos vamos a mover en el ámbito de la geometŕıa proyectiva. Es por eso
que resulta necesario repasar algunos conceptos de dicha geometŕıa.
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Definición 1.23. Dado un espacio vectorial real V de dimensión n+1. Se llama
espacio proyectivo asociado al espacio vectorial V , al conjunto de subespacios
vectoriales de dimensión 1 de V . Se denota P(V ) y sus elementos los denotaremos
por [~v] = {λ~v |λ ∈ R, ~v 6= ~0}. Es decir,

P(V ) = {[~v] / ~v 6= ~0, ~v ∈ V }.

Los elementos de un espacio proyectivo se llamarán puntos del mismo. Si P = [~v]
se dice que el vector ~v define el punto P .

Definición 1.24. Si P(V ) es un espacio proyectivo asociado al espacio vectorial
V , la dimensión de P(V ) se define igual a dim V − 1.

1.5.1. Subespacios proyectivos

Definición 1.25. Para un espacio proyectivo P(V ), se dice que P(W ) es un
subespacio proyectivo de P(V ), si W es un subespacio vectorial de V .

En particular:
Si dimW = 2, a P(W ) se le denomina recta. La dimensión de una recta

es 1.
Si dimW = 3, a P(W ) se le denomina plano. La dimensión de un plano

es 2.
Si dimW = n, a P(W ) se le denomina hiperplano. La dimensión de un

hiperplano es n− 1.
Un punto X = [~x] es un subespacio proyectivo, {X} = P([~x]). Su dimen-

sión es cero.
Si dimW = 0, P({~0}) = φ es un subespacio proyectivo sin ningún punto

(vaćıo). Su dimensión es −1.

1.5.2. Variedades cuadráticas

Recordamos ahora algunas nociones y propiedades relevantes desde el pun-
to de vista proyectivo relativas a variedades cuadráticas. Sólo introduciremos
aquello que nos va a ser necesario más adelante (para más detalles ver ([3], [8]).

Definición 1.26. Sean V un espacio vectorial real de dimensión mayor que 1,
Q(V,R) el espacio vectorial de las formas cuadráticas sobre V y, para ~x ∈ V no
nulo, [~x] el subespacio vectorial de V generado por ~x. Una variedad cuadrática en
el espacio proyectivo P(V ) es todo punto [ω] del espacio proyectivo P(Q(V,R)).
Los ceros de [ω] es el subconjunto de P(V ) dado por C(ω) = {[~x] ∈ P(V )/ω(~x) =
0}.
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Si dim P(V ) = 2, la variedad cuadrática [ω] se llama cónica.
Si dimP(V ) = 3, la variedad cuadrática [ω] se llama cuádrica.
Si dimP(V ) > 3, la variedad cuadrática [ω] se llama hipercuádrica.

Observación 1.27. En la definición anterior, hemos establecido que es diferente
hablar de una variedad cuadrática [ω] que considerar sus ceros C(ω). Sin em-
bargo, por razones de usar un lenguaje más simple e intuitivo, en lo sucesivo
escribiremos C(ω) en lugar de [ω], para referirnos a una variedad cuadrática.

El conjunto de los puntos X = [~x] que están en una variedad cuadrática en
C(ω) están determinados por vectores ~x no nulos que son de isotroṕıa respecto
de ω. Por otro lado, si un subespacio proyectivo P(W ) está contenido en C(ω),
entonces el subespacio vectorial W es de isotroṕıa repecto de la forma polar f .

La siguiente proyectividad juega un papel esencial en el estudio de varie-
dades cuadráticas.

Definición 1.28. La polaridad de una variedad cuadrática C(ω) es la proyecti-

vidad f̃ : P(V ) − P(ker f̂) → P(V ∗) que se deduce de la aplicación lineal de

polaridad f̂ : V → V ∗ de ω. Para un punto Y = [~y] ∈ P(V )− P(ker f̂), se dice

que f̃(Y ) = [f̂(~y)] = P(~yf ) es el hiperplano polar de Y y que Y es un polo del

hiperplano f̃(Y ).

Asimismo, son relevantes las nociones contenidas en lo siguiente.

Definición 1.29. Sea la polaridad f̃ : P(V ) − P(ker f̂) → P(V ∗), definida a
partir de una forma cuadrática no nula ω con forma polar f . Dos puntos [~x] = X
e [~y] = Y de P(V ) se dice que son conjugados respecto de la variedad cuadrática
C(W ), si f(~x, ~y) = 0. Un punto [~x] = X ∈ P(V ) se dice que es singular, si es
conjugado a todos los puntos de P(V ) o lo que es lo mismo, si está determinado

por un vector ~x que está en el núcleo de f̂ . El conjunto de los puntos singulares
es S = P(ker f̂).

Para [~y] = Y ∈ P(V ) − S, se tiene f̃(Y ) = {[~x] ∈ P(V ) | 0 = f̂(~y)(~x) =

f(~y, ~x) }. Esto es, el hiperplano polar f̃(Y ) está formado por los puntos que son
conjugados a Y .

Fijamos ahora una referencia proyectivaR = {U0, . . . , Un;U} en P(V ) y la
correspondiente referencia dual R∗ = {U∗0 , . . . , U∗n;U∗} en el espacio proyectivo
dual P(V ∗). Seguidamente, tomamos bases normalizadas de dichas referencias
{~e0, . . . , ~en} y su dual {~e∗0, . . . , ~e∗n} (ver [3],[8]). Dada una variedad cuadrática
C(ω), sea A = (aij) una matriz asociada a ω respecto de una base normalizada de
R. Pues bien, para X ∈ P(V )−S con coordenadas homogéneas (x0, . . . , xn), si

f̃(X) tiene coordenadas homogéneas (u0, . . . , un), entonces la ecuación matricial

de la polaridad f̃ viene dada por
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ρ

 u0

...
un

 =

 a00 a01 · · · a0n
a10 a11 · · · a1n
· · · · · · · · · · · ·
an0 an2 · · · ann


 x0

...
xn

 ,

donde ρ es un número real distinto de 0.

Nótese que si dim P(V ) = n y el rango de ω es r, entonces dim(ker f̂) +r =
n+ 1. Por lo que dim S = n− r.

Seguidamente se describe el conjunto imagen de la polaridad.

Lema 1.30. Para P(V ) de dimensión finita, el conjunto imagen Im f̃ de la po-

laridad f̃ es igual al conjunto de hiperplanos que contienen a el conjunto de
puntos singulares S. Es decir, si (ker f̂)o es el anulador de ker f̂ , entonces

Im f̃ = P((ker f̂)o).

A lo largo del texto, denotamos por Pn el espacio proyectivo asociado a
Rn+1. Las coordenadas rectangulares (x1, . . . , xn+1) son llamadas coordenadas
homogéneas del punto [~x]. Están únivocamente determinadas salvo un múltiplo
escalar no nulo. La referencia fijada para dichas coordenadas está dada por
{U1, . . . , Un+1;U}, donde Ui = [(0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0)], el 1 situado en el lugar i,
y U = [(1, . . . , 1)]

El espacio af́ın Rn se incluye en Pn como el complementario del hiperplano
del infinito H∞, (H∞ ≡ x1 = 0), por la aplicación φ : Rn −→ Pn dada por
φ(y1, . . . , yn) = [(1, y1, . . . , yn)].

Un producto escalar en Rn+1, tal como la métrica de Lorentz, tiene su
aplicación lineal de polaridad, ⊥̂ : Rn+1 → Rn+1∗, de modo que para todo
~x se tiene que ker ⊥̂(~x) = ~x⊥. Dicha aplicación lineal de polaridad define la
proyectividad, denominada polaridad, entre Pn y su espacio proyectivo dual Pn∗
dada por ⊥̃([~x]) = [⊥̂(~x)]. Este punto del espacio proyectivo dual se identifica

con el hiperplano proyectivo P(ker ⊥̂(~x)) = P(~x⊥), denominándose hiperplano
polar del punto [~x]. También se dice que [~x] es el polo del hiperplano P(~x⊥).

Si ~x es un vector luminoso no nulo en Rn+1, entonces necesariamente
x1 6= 0 y el punto [~x] puede ser representado como un vector de la forma (1, ~u),
para ~u ∈ Rn. La ecuación para el cono de luz (~x, ~x) = 0 es ~u · ~u = 1(· denota
el producto eucĺıdeo en Rn) que es la esfera unidad Sn−1 en Rn. Por lo tanto,
el conjunto de puntos de Pn determinados por vectores luminosos no nulos en
Rn+1 es difeomorfo con Sn−1.
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Geometŕıa de las esferas de Lie

2.1. La Geometŕıa de Möbius de las esferas no orientadas

Como primer paso hacia la geometŕıa de las esferas de Lie, recordemos la
geometŕıa de las esferas no orientadas en Rn conocida como geometŕıa de Möbius
o geometŕıa conforme. Siempre asumiremos que n ≥ 2.

Figura 2.1. Proyección estereográfica de Rn en Sn

Denotamos el producto eucĺıdeo de dos vectores ~u y ~v en Rn por ~u · ~v. En
primer lugar consideramos la proyección estereográfica.

σ : Rn −→ Sn − {P},

donde Sn es la esfera unidad en Rn+1 dada por la ecuación ~y · ~y = 1 y P =
(−1, 0, . . . , 0) es el polo sur de Sn. La imagen σ(~u) de un punto ~u de Rn se
determina del modo siguiente: se considera la recta que une el polo sur P con ~u,
el punto σ(~u) resulta de la intersección de dicha recta con Sn. La fórmula para
σ(~u) viene dada por

σ(~u) =

(
1− ~u · ~u
1 + ~u · ~u

,
2~u

1 + ~u · ~u

)
.
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En efecto, la recta que pasa por P y el punto (0, ~u), tiene vector director (1, ~u),
entonces:

~x = (−1,~0) + λ(1, ~u).

Por tanto,
~x = (−1 + λ, λ~u).

Ahora se halla la intersección de la recta con la esfera. Esto es, se considera la
expresión

(−1 + λ, λ~u),

entonces
(−1 + λ)2 + λ~u · λ~u = 1.

Desarrollando el binomio y simplificando, nos queda

λ(λ− 2 + λ~u · ~u) = 0.

Por lo que λ = 0 ó λ(1 + ~u · ~u) = 2. Es decir, λ = 0 ó λ = 2
1+~u·~u .

Aśı, cuando λ = 0 se obtiene P y cuando λ = 2
1+~u·~u se obtiene la expresión

requerida para σ(~u).

Si determinamos la métrica g sobre Rn tal que la aplicación σ sea una
isometŕıa se obtiene

g(~x, ~y) = 4
1+~u·~u~x · ~y,

para todo ~x, ~y ∈ T~uRn, siendo T~uRn el espacio tangente a Rn en el punto ~u.

A continuación procedemos a incluir Rn+1en Pn+1 por la aplicación φ
mencionada en la sección 1.5.2. Aśı se tiene

φσ : Rn −→ Pn+1,

dada por

φσ(~u) =
[(

1, 1−~u·~u1+~u·~u ,
2~u

1+~u·~u

)]
=
[(

1+~u·~u
2 , 1−~u·~u2 , ~u

)]
.

Sea el punto [(z1, . . . , zn+2)] de Pn+1 y (·, ·) la métrica de Lorentz en el espacio
Rn+2. Luego φσ(Rn) es exactamente el conjunto de puntos en Pn+1 sobre la
esfera Σ dada por la ecuación (~z, ~z) = 0, con excepción del punto impropio
[(1,−1,~0)] correspondiente al polo sur P . Nos referiremos a los puntos en Σ
distintos del polo sur P como puntos propios, el polo sur será el punto impropio
y llamaremos esfera de Möbius o espacio de Móbius a

Σ = {[~z] ∈ Pn+1 | (~z, ~z) = 0}.

Un hecho que debe ser tenido en cuenta en lo que sigue es que todo punto [~z] de
Σ necesariamente tiene su primera coordenada no nula, z1 6= 0. Esto es, dicho
punto es imagen mediante φ de algún punto de Rn+1.
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A menudo, es más sencillo comenzar en Sn en lugar de en Rn. Aśı podemos
evitar la aplicación σ y el punto especial P . Sin embargo, hay ciertas ventajas,
de ı́ndole intuitivo, si comenzamos desde Rn.

El marco de referencia básico de la geometŕıa de Möbius de las esferas no
orientadas es el siguiente. Supongamos que ~ξ es un vector espacial en Rn+2, es
decir, (~ξ, ~ξ) > 0. Usando la proposición 1.18, la intersección del hiperplano polar

P(~ξ⊥) de [~ξ] en Pn+1 con la esfera Σ, es una variedad cuadrática Σ ∩ P(~ξ⊥)

en P(~ξ⊥) con signatura (n, 1). Dicha variedad cuadrática se corresponde con
la intersección de la esfera Sn con el hiperplano af́ın Ha de Rn+1 dada por la
ecuación

Ha ≡ −ξ1 + ξ2y1 + · · ·+ ξn+2yn+1 = 0,

donde (ξ1, ξ2, . . . , ξn+2) son coordenadas homogéneas del punto [~ξ]. Por tanto,
Sn ∩ Ha es una esfera de dimensión n − 1 en Ha. Que a su vez es la imagen
mediante φσ de una esfera de dimensión n − 1 de Rn a no ser que Σ ∩ P(~ξ⊥)
contenga el punto impropio [(1,−1,~0)]. En este último caso, el polo sur (−1,~0)
estará en Sn ∩ Ha, por lo que Sn ∩ Ha será la imagen mediante la proyección
esterográfica σ de un hiperplano de Rn. Por tanto, hay una correspondencia
biyectiva entre el conjunto de todos los puntos espaciales en Pn+1 y el conjunto
de todas las esferas e hiperplanos en Rn.

[ξ]

P(ξ  )

Σ

S

Figura 2.2. El punto espacial [~ξ] y su esfera correspondiente S en Σ

Veamos ahora fórmulas espećıficas para esta correspondencia.

Lema 2.1. Sea la esfera Sn−1~p (r) en Rn con centro ~p y radio r > 0 dada por la
ecuación

(~u− ~p) · (~u− ~p) = r2.
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Entonces ~u ∈ Sn−1~p (r) si y solo si ~u satisface la ecuación (~ξ, φσ(~u)) = 0, donde

[~ξ] es el punto espacial con ξ1 + ξ2 6= 0 tal que

[~ξ] = [
(

1+~p·~p−r2
2 , 1−~p·~p+r

2

2 , ~p
)

]. (2.1)

Nótese que si ξ1 + ξ2 = 1, entonces (~ξ, ~ξ) = r2 y (ξ3, . . . , ξn+2) = ~p. Luego la

esfera Sn−1~p (r) se corresponde con el punto [~ξ].

Demostración. Dada la esfera Sn−1~p (r) en Rn con centro ~p y radio r > 0 se

quiere determinar el punto espacial que [~ξ] = [(ξ1, . . . , ξn+2)] = [(ξ1, ξ2, ~ξo)] que
le corresponde. Para ello, si se tiene un vector ~u de la esfera, se satisface la
ecuación (~u− ~p) · (~u− ~p) = r2 que es equivalente a ~u · ~u+ 2~p · ~u+ ~p · ~p = r2.

Por otro lado, a partir de que

φσ(~u) =
[(

1+~u.~u
2 , 1−~u·~u2 , ~u

)]
∈ Σ ∩ P(~ξ⊥),

se obtiene que

0 = (~ξ, φσ(~u)) = −ξ1 1+~u.~u
2 + ξ2

1−~u·~u
2 + ~ξo · ~u.

Necesariamente ξ1 + ξ2 6= 0. Si fuese ξ1 + ξ2 = 0, se obtiene la igualdad

ξ2−ξ1
2 + ~ξo · ~u = 0.

Por lo que el punto ~u estaŕıa en el hiperplano af́ın de Rn representado por la
ecuación anterior. Esto es, la esfera de centro ~p y radio r estaŕıa contenida en
un hiperplano, contradicción.

Por tanto, podemos elegir un representante (ξ1, ξ2, ~ξo) del punto [~ξ] de
modo que ξ1 + ξ2 = 1. La ecuación anterior se transforma en la igualdad

ξ2−ξ1
2 − 1

2~u · ~u+ ~ξo · ~u = 0.

A continuación, sustituyendo ~u · ~u = r2 − ~p · ~p+ 2~p · ~u, se obtiene

ξ2−ξ1
2 − r2−~p·~p

2 − ~p · ~u+ ~ξo · ~u = 0.

Poniendo ahora ~ξo = ~p y ξ2 − ξ1 = r2 − ~p · ~p junto con la condición ξ1 + ξ2 = 1,
resulta

ξ1 = 1+~p·~p−r2
2 , ξ2 = 1−~p·~p+r2

2 .

Además, se comprueba que (~ξ, ~ξ) = r2 > 0 y su hiperplano polar P(~ξ⊥) viene
dado por

− 1+~p·~p−r2
2 z1 + 1−~p·~p+r2

2 z2 + ~p · ~zo = 0.
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Rećıprocamente, dado un punto [~ξ] = [(ξ1, ξ2, ~ξo)] espacial con ξ1 + ξ2 6= 0,
se quiere determinar la esfera de Rn que le corresponde. Siempre se puede encon-
trar un representante del mismo punto con ξ1 + ξ2 = 1. Entonces, considerando
un tal representante llamamos r2 = (~ξ, ~ξ) y ~p = ~ξo. Se puede comprobar que la
esfera de Rn de centro ~p y radio r se corresponde con nuestro punto espacial de
partida. En efecto, ya se tiene ~ξo = ~p y, además, se obtiene

1+~p·~p−r2
2 = 1+~ξo·~ξo−(~ξ,~ξ)

2 =
1+ξ21−ξ

2
2

2 = 1+ξ1−ξ2
2 = ξ1,

1−~p·~p+r2
2 = 1−~ξo·~ξo+(~ξ,~ξ)

2 =
1−ξ21+ξ

2
2

2 = 1−ξ1+ξ2
2 = ξ2.

�

Veamos ahora de forma expĺıcita la correspondencia entre hiperplanos de
Rn y puntos espaciales [(ξ1, ξ2, ~ξo)] en Pn+1 tales que ξ1 + ξ2 = 0.

Lema 2.2. Sea Ha un hiperplano af́ın de Rn dado por la ecuación a+~n · ~u = 0,
donde ~n 6= ~0 es un vector normal a Ha. Entonces ~u ∈ Ha si y solo si ~u satisface
la ecuación ((−a, a, ~n), φσ(~u)) = 0. Nótese que ((−a, a, ~n), (−a, a, ~n)) = ~n·~n > 0.
Esto es, el hiperplano Ha ≡ a + ~n · ~u = 0 se corresponde con el punto espacial
[(−a, a, ~n)].

Demostración. Sea ~u ∈ Ha, entonces se tiene que

((−a, a, ~n), φσ(~u)) = −(−a)
1 + ~u · ~u

2
+ a

1− ~u · ~u
2

+ ~n · ~u = a+ ~n~u = 0.

Rećıprocamente, si se tiene el punto espacial [(−a, a, ~n)] y ~u que satisface
((−a, a, ~n), φσ(~u)) = 0, entonces

0 = ((−a, a, ~n), φσ(~u)) = a+ ~n · ~u.

Por tanto, ~u ∈ Ha. �

Finalmente, observemos que una circunferencia de centro ~p y radio 0,
es decir, un punto ~p, se corresponde con el punto luminoso (de Σ) φσ(~p) =
[( 1+~p·~p

2 , 1−~p·~p2 , ~p)].

2.2. Ángulos

El invariante fundamental de la geometŕıa de Möbius es el ángulo. El
estudio de los ángulos resulta bastante natural en el contexto de dicha geometŕıa.
Veremos que los ángulos entre esferas y planos en Rn pueden ser expresados en
términos de la métrica de Lorentz.
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Definición 2.3. Sean dos esferas S1 y S2 de Rn con intersección no vaćıa, para
determinar el ángulo entre las esferas S1 y S2, se considera un punto ~p de la
intersección S1 ∩ S2 y los hiperplanos H1 y H2 tangentes a S1 y S2 en el punto
común ~p, respectivamente, el ángulo entre S1 y S2 es el ángulo entre dichos
hiperplanos. Dicho ángulo se calcula mediante los vectores ~n1 y ~n2 ortogonales
a dichos hiperplanos tangentes y vendrá dado por

| cos θ| = |~n1 · ~n2|
‖~n1‖e‖~n2‖e

,

donde ‖~u‖e =
√
~u · ~u.

Figura 2.3. Ángulo entre dos esferas

Proposición 2.4. Dadas dos esferas con intersección no vaćıa, S1 con centro
~p1 y radio r1 > 0 y, S2 con centro ~p2 y radio r2 > 0, entonces el ángulo θ entre
S1 y S2 viene dado por:

| cos θ| =
∣∣∣∣r21 + r22 − (~p1 − ~p2) · (~p1 − ~p2)

2r1r2

∣∣∣∣ .
Además, si los puntos espaciales [~ξ1] y [~ξ2] son los correspondientes a S1 y S2

respectivamente, entonces

| cos θ| = |(~ξ1, ~ξ2)|
‖~ξ1‖l‖~ξ2‖l

, (2.2)

donde ‖~ξ‖l =

√
(~ξ, ~ξ).

Demostración. Nótese que, si ~p es un punto de S1 ∩ S2, los vectores ~p − ~p1 y
~p− ~p2 son respectivamente ortogonales a los hiperplanos tangentes a S1 y S2 en
~p. Por tanto,
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| cos θ| =
∣∣∣∣ (~p− ~p1) · (~p− ~p2)

r1r2

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣~p · ~p− ~p · ~p1 − ~p · ~p2 + ~p1 · ~p2
r1r2

∣∣∣∣ . (2.3)

Por otro lado, se tiene las igualdades

~p · ~p− 2~p · ~p1 + ~p1 · ~p1 = r21, ~p · ~p− 2~p · ~p2 + ~p2 · ~p2 = r22,

Sumando miembro a miembro las dos identidades se obtiene

2~p · ~p− 2~p · ~p1 − 2~p · ~p2 + ~p1 · ~p1 + ~p2 · ~p2 = r21 + r22.

Lo que equivale a la igualdad

2(~p · ~p− ~p · ~p1 − ~p · ~p2 + ~p1 · ~p2) = r21 + r22 − (~p1 − ~p2) · (~p1 − ~p2).

Utilizando esta igualdad en la expresión 2.3, obtenida arriba, se deduce la fórmula
requerida en la proposición. Dicha fórmula también la podemos obtener median-
te la utilización del teorema del coseno en el triángulo de vértices ~p1, ~p y ~p2.
Teniendo en cuenta que el ángulo del triángulo en el vértice ~p es igual a θ.

Finalmente, el punto espacial [~ξ1] que se corresponde con S1 viene dado

por [(
1+~p1·~p1−r21

2 ,
1−~p1·~p1+r21

2 , ~p1)]. Del mismo modo para S2 se tiene el punto [~ξ2]

dado por [(
1+~p2·~p2−r22

2 ,
1−~p2·~p2+r22

2 , ~p2)]. Efectuando ahora el producto de Lorentz

(~ξ1, ~ξ2) = λ1λ2((
1+~p1·~p1−r21

2 ,
1−~p1·~p1+r21

2 , ~p1), (
1+~p2·~p2−r22

2 ,
1−~p2·~p2+r22

2 , ~p2))

= λ1λ2
r21 + r22 − (~p1 − ~p2) · (~p1 − ~p2)

2
.

Como además ‖~ξ1‖l = |λ1|r1 y ‖~ξ2‖l = |λ2|r2, se sigue la expresión requerida
para | cos θ| en términos de la métrica de Lorentz. �

Definición 2.5. El ángulo θ entre dos hiperplanos afines H1 y H2 de Rn es el
formado por dos vectores normales a H1 y H2, respectivamente. Se determina
mediante la expresión

| cos θ| = |~n1 · ~n2|
‖~n1‖e‖~n2‖e

,

donde H1 ≡ a1 + ~n1 · ~u = 0 y H2 ≡ a2 + ~n2 · ~u = 0 son las ecuaciones de los
hiperplanos dados.

Proposición 2.6. Dados dos hiperplanos afines H1 y H2 de Rn, si [~η1] y [~η2]
son los dos puntos espaciales que se corresponden con H1 y H2, entonces

| cos θ| = |(~η1, ~η2)|
‖~η1‖l‖~η2‖l

.



26 2 Geometŕıa de las esferas de Lie

Demostración. Si H1 ≡ a1 +~n1 · ~u = 0 y H2 ≡ a2 +~n2 · ~u = 0 son las ecuaciones
de los hiperplanos dados, entonces ~η1 = µ1(−a1, a1, ~n1) y ~η2 = µ2(−a2, a2, ~n2).
Es inmediato comprobar que

|(~η1, ~η2)|
‖~η1‖l‖~η2‖l

=
|µ1µ2~n1 · ~n2|

|µ1µ2|‖~n1‖e‖~n2‖e
= | cos θ|.

�

Definición 2.7. Sean una esfera S y un hiperplano af́ınH de Rn con intersección
no vaćıa, para determinar el ángulo entre S y H, se considera un punto ~po de
S ∩H y el hiperplano Ho tangente a S en el punto ~po, el ángulo entre S y H es
el ángulo entre los hiperplanos Ho y H.

Proposición 2.8. Dados la esfera S y el hiperplano af́ın H de Rn con intersec-
ción no vaćıa, si [~ξ] y [~η] son los dos puntos espaciales que se corresponden con
S y H, entonces

| cos θ| = |(~ξ, ~η)|
‖~ξ‖l‖~η‖l

.

Demostración. Si S es de centro ~p y radio r > 0 y H ≡ a+~n·~u = 0 es la ecuación

del hiperplano dado, entonces ~ξ = λ
(

1+~p·~p−r2
2 , 1−~p·~p+r

2

2 , ~p
)

y ~η = µ(−a, a, ~n).

Es inmediato comprobar que

|(~ξ, ~η)|
‖~ξ‖l‖~η‖l

=
|λµ(a+ ~p · ~n)|
|λµ|r‖~n‖e

.

Por otro lado, sabemos que si ~po es un punto de S ∩H, entonces

| cos θ| = |(~po − ~p) · ~n|
r‖~n‖e

=
|~po · ~n− ~p · ~n|

r‖~n‖e
=
|a+ ~p · ~n|
r‖~n‖e

.

�

Consideramos ahora las transformaciones que conservan las propiedades y
nociones que son propios de la geometŕıa de Möbius.

Definición 2.9. Una transformación de Möbius es toda proyectividad biyectiva
de Pn+1 en si mismo que preserva la condición de punto luminoso. Esto es, una
proyectividad f̃ , inducida por el isomorfismo lineal f , será transformación de
Möbius, si para todo [~η] tal que (~η, ~η) = 0, se tiene que f̃([~η]) = [f(~η)] es tal que
(f(~η), f(~η)) = 0.

.
Teniendo en cuenta el teorema 1.22, se deduce que toda transformación

de Möbius f̃ conserva los ángulos. En efecto, si se tiene dos puntos espaciales
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[~ξ1] y [~ξ2], el ángulo entre ellos viene dado por la expresión (2.2). Por otro lado,

calculamos el ángulo entre los puntos espaciales f̃([~ξ1]) = [f(~ξ1)] y f̃([~ξ2]) =

[f(~ξ2)] está dado por

(f(ξ1), f(ξ2))

‖f(~ξ1)‖l‖f(~ξ2)‖l
=

λ(~ξ1, ~ξ2)
√
λ‖~ξ1‖l

√
λ‖~ξ2‖l

=
(~ξ1, ~ξ2)

‖~ξ1‖l‖~ξ2‖l
.

Debido a esto, se justifica el uso de la palabra conforme para también denominar
la geometŕıa de Möbius.

Proposición 2.10. El conjunto de las transformaciones de Möbius es un grupo,
denominado grupo de Möbius. Dicho grupo es isomorfo al grupo cociente O(n+
1, 1)/{I,−I}.

Demostración. La composición de dos transformaciones de Möbius resulta que
también es una transformación de Möbius. La composición de aplicaciones siem-
pre es asociativa. La identidad es una transformación de Möbius. Finalmente,
para toda transformación de Möbius f̃ se tiene que su inversa es una proyecti-
vidad f̃−1 inducida por la aplicación lineal f−1 inversa de la aplicación lineal
f que induce f̃ . Es inmediato comprobar que f̃−1 también preserva los puntos
luminosos. Por tanto, el conjunto H de las transformaciones de Möbius es un
grupo con la composición.

Sea la aplicación π : O(n + 1, 1) → H, dada por π(f) = f̃ . Es inmediato

ver que si f es una aplicación lineal ortogonal, entonces f̃ es de Möbius. Se tiene
que π es un homomorfismo de grupos con núcleo {I,−I}.

Sea la transformación de Möbius f̃ inducida por la aplicación lineal f :
Rn+2 → Rn+2. Como f transforma vectores luminosos con respecto a la métrica
de Lorentz en vectores luminosos, por el teorema 1.22, se tiene que 〈f(~x), f(~y)〉 =
λ2〈~x, ~y〉, λ 6= 0. Por tanto, 1

λf ∈ O(n + 1, 1) y − 1
λf ∈ O(n + 1, 1). De ah́ı que,

π( 1
λf) = f̃ con lo que se concluye que π es sobreyectiva y se tiene el isomorfismo

O(n+ 1, 2)/{I,−I} ∼= H. �

2.3. Geometŕıa de las esferas orientadas de Lie

Dirigimos ahora nuestra atención a la construcción de la geometŕıa de Lie
de las esferas e hiperplanos orientados en Rn. Sea Wn+1 el conjunto de vectores
~ζ de Rn+2 tales que (~ζ, ~ζ) = 1. Es un hiperboloide de una hoja en el espacio

af́ın Rn+2. Si X es un punto espacial de Pn+1, entonces hay dos vectores +~ζ,−~ζ
en Wn+1 tales que X = [~ζ]. Dichos dos vectores se van a utilizar para fijar
orientaciones sobre la esfera o el hiperplano correspondiente al punto X. Para
hacer esto, se necesita introducir una coordenada más. Primero, metemos Rn+2

en Pn+2 mediante la inclusión ~z → [(~z, 1)]. Si ~ζ ∈Wn+1 entonces
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−ζ21 + ζ22 + · · ·+ ζ2n+2 = 1.

Aśı el punto [(~ζ, 1)] de Pn+2 está sobre la variedad cuadrática Qn+1 en Pn+2

dada por la ecuación

−x21 + x22 + · · ·+ x2n+2 − x2n+3 = 0, (2.4)

donde (x1, x2 . . . , xn+2, xn+3) son las coordenadas homogéneas, según la inclu-
sión anterior, de un punto cualquiera X de Pn+2. La variedad cuadrática Qn+1 se
llama cuádrica de Lie y el producto escalar determinado por la forma cuadrática
expresada en (2.4) se denomina métrica de Lie o producto escalar de Lie, que será
denotado por 〈·, ·〉. Cuando consideremos una base ortonormal {~e1, . . . , ~en+3},
los vectores temporales serán ~e1 y ~en+3 y el resto serán los espaciales.

A continuación mostraremos cómo los puntos de la cuádrica de Lie Qn+1

están en correspondencia biyectiva con el conjunto de esferas orientadas, hiper-
planos orientados y esferas puntos de Rn ∪ {∞}, donde ∞ es el punto impropio
que se corresponde con el polo sur en la proyección estereográfica. Suponga-
mos que [(~x, xn+3)] es un punto de Qn+1 con coordenada homogénea xn+3 6= 0.

Haciendo la oportuna división por xn+3, se obtiene que [(~x, xn+3)] = [(~ζ, 1)]

y (~ζ, ~ζ) = 1. En esta situación, se consideran dos alternativas: x1 + x2 6= 0 ó
x1 + x2 = 0.

Si x1 + x2 6= 0 (o lo que es lo mismo, ζ1 + ζ2 6= 0), entonces en geometŕıa

de Möbius [~ζ] representa una esfera en Rn. Para determinar el radio y el centro,

consideramos ~ξ = 1
ζ1+ζ2

~ζ = 1
x1+x2

~x. Ahora la suma de las dos primeras coorde-

nadas de ~ξ es 1, ξ1 + ξ2 = 1. Pues bien, haciendo ahora el producto de Lorenz
(~ξ, ~ξ) = r2, se obtiene el radio r. El centro es ~p = (ξ3, . . . , ξn+2). En resumen, se
puede comprobar que

~ξ =
(

1+~p·~p−r2
2 , 1−~p·~p+r

2

2 , ~p
)
,

como en (2.1). Como hemos partido de ~ξ = 1
ζ1+ζ2

~ζ, entonces, r2 = 1
(ζ1+ζ2)2

=
x2
n+3

(x1+x2)2
. Por lo que se tienen dos posibilidades.

(a) r = 1
ζ1+ζ2

= xn+3

x1+x2
. En este caso ~ζ = 1

r
~ξ y se tiene que el punto de la cuádrica

de Lie tomado al principio es [(~x, xn+3)] = [(1
r
~ξ, 1)] = [(~ξ, r)].

(b) r = − 1
ζ1+ζ2

= − xn+3

x1+x2
. En este caso ~ζ = − 1

r
~ξ y se tiene que el punto de la

cuádrica de Lie tomado al principio es [(~x, xn+3)] = [(− 1
r
~ξ, 1)] = [(~ξ,−r)].

Se interpreta la última coordenada como un radio con signo positivo o
negativo de la esfera con centro p y radio r > 0. Con el fin de interpretar
esto geométricamente, se adopta el convenio de que un radio con signo positivo
corresponde a la orientación de la esfera representada por un campo de vectores



2.3 Geometŕıa de las esferas orientadas de Lie 29

normales y unitarios hacia dentro y un radio con signo negativo corresponde a
la orientación de la esfera representada por un campo de vectores normales y
unitarios hacia fuera. Por tanto, las dos orientaciones de la esfera en Rn con
centro ~p y radio r > 0 se representa mediante dos puntos en la cuadrica de Lie
Qn+1. [(

1+~p·~p−r2
2 , 1−~p·~p+r

2

2 , ~p, r
)]

ó
[(

1+~p·~p−r2
2 , 1−~p·~p+r

2

2 , ~p,−r
)]

Si x1 + x2 = 0, entonces [(~x, xn+3)] = [(x1, x2, ~xo, xn+3)] representa un
hiperplano en Rn. En efecto, denotando a = x2 = −x1 y ~n = ~xo, se tiene
que el hiperplano correspondiente es de ecuación a + ~n · ~u = 0. Nótese que
del hecho de que el punto [(x1, x2, ~xo, xn+3)] pertenece a la cuádrica de Lie
Qn+1, se obtiene la condición ~n · ~n = ~xo · ~xo = x2n+3. Por lo que xn+3 = ‖~n‖e ó
xn+3 = −‖~n‖e. Por tanto, se tiene que nuestro punto de partida de la cuádrica es
[(x1, x2, ~xo, xn+3)] = [(−a, a, ~n, ‖~n‖e)] ó [(x1, x2, ~xo, xn+3)] = [(−a, a, ~n,−‖~n‖e)],
que representa el mismo hiperplano mencionado anteriormente pero con distinta
orientación, determinada por 1

‖~n‖e~n ó − 1
‖~n‖e~n.

Supongamos ahora que partimos de un punto [(~x, 0)] = [(x1, x2, ~xo, 0)]
de Qn+1 tal que xn+3 = 0. Como anteriormente consideramos las posibilidades
x1 + x2 6= 0 y x1 + x2 = 0.

Si fuese x1 + x2 6= 0, entonces [(ζ1, ζ2, ~ζo, 0)] = [(x1, x2, ~xo, 0)], donde

(ζ1, ζ2, ~ζo, 0) = 1
x1+x2

(x1, x2, ~xo, 0). Se tiene que el punto de partida se corres-

ponde con el punto ~u = ~ζo de Rn. En efecto, se puede comprobar que(
ζ1, ζ2, ~ζo, 0

)
=
(
1+~u·~u

2 , 1−~u·~u2 , ~u, 0
)
.

Finalmente, si x1 + x2 = 0, entonces tenemos el punto [(x1, x2, ~x0, 0)] =
[(−a, a, ~n, 0)]. Del hecho de que el punto está en la cuádrica de Lie, se obtiene
la condición ~n · ~n = 0. De ah́ı que ~n = ~0. Por consiguiente, el punto es nece-
sariamente [(−a, a,~0, 0)] = [(−1, 1,~0, 0)] que se corresponde con el polo sur de
Σ.

Observación 2.11. Antes de continuar queremos señalar que la intersección de
Qn+1 con el hiperplano proyectivo xn+3 = 0 es el espacio de Möbius Σ. Mientras
que la intersección de Qn+1 con el complementario de dicho hiperplano es el
conjunto Wn+1. Esto es, Qn+1 = Σ ∪Wn+1.

En la geometŕıa de las esferas de Lie, los puntos se consideran como esferas
de radio cero, o esferas puntos. A partir de ahora, usaremos el término esfera
de Lie para denotar una esfera orientada, un hiperplano orientado, o una esfera
punto en Rn ∪ {∞}. Las coordenadas de la columna derecha en la tabla 2.1 se
denominan coordenadas de Lie de la correspondiente esfera de Lie: punto, esfera
o hiperplano.
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Euclideo Lie

puntos: ~u ∈ Rn
(
1+~u·~u

2
, 1−~u·~u

2
, ~u, 0

)
∞ [(−1, 1,~0, 0)]

esfera de centro ~p y radio r
[(

1+~p·~p−r2

2
, 1−~p·~p+r2

2
, ~p, r

)]
con signo según orientación

hiperplanos: a+ ~n · ~u = 0 [(−a, a, ~n, ‖~n‖)]

Tabla 2.1. Correspondencia entre esferas de Lie y puntos de la cuadrica de Lie

2.4. Esferas de Lie en la geometŕıa esférica

En cierto modo es más simple usar la esfera Sn en lugar de Rn como el
espacio de partida para estudiar la geometŕıa de Möbius o la de las esferas de Lie.
Esto evita el uso de la proyección estereográfica y la necesidad de referirnos a
puntos impropios o distinguir entre esferas y planos. Además la correspondencia
en la tabla 2.1 puede ser reducida a una sola fórmula

S ←→ [(cos ρ, ~p, sin ρ)].

En la sección 2.1, considerábamos Sn como la esfera unidad en Rn+1 y
luego inclúıamos Rn+1 en Pn+1, usando la aplicación φ. Luego φ(Sn) = Σ es la
esfera de Möbius, dada por la ecuación (~z, ~z) = 0 en coordenadas homogéneas.

A partir de ahora trabajaremos en el contexto de la geometŕıa esférica de
Sn. Primero consideraremos una esfera geodésica S en Sn de centro ~p1 ∈ Sn y
radio geodésico ρ con 0 < ρ < π. Esto es,

S = {~x ∈ Sn | dSn(~p1, ~x) = ρ},

donde dSn indica la distancia geodésica en el espacio Sn. Recordamos que una
geodésica con punto inicial ~p1 y con dirección inicial el vector unitario ~e tangente
a Sn en ~p1 viene dada por

γ(t) = cos t ~p1 + sen t ~e.

Nótese que γ(t) está parametrizada por la longitud de arco. Por tanto, si ~y ∈ S,
se tendrá ~y = γ(ρ) = cos ρ ~p1 + sen ρ ~e. Por lo que

~p1 · ~y = cos ρ, 0 < ρ < π.

Luego el punto ~y pertenece al hiperplano af́ın Ha ≡ − cos ρ + ~p1 · ~x = 0 de
Rn+1. Es decir, la esfera geodésica S es tal que S ⊆ Sn∩Ha. Rećıprocamente, si
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~y ∈ Sn ∩Ha, entonces ~y = γ(t) = cos t ~p1 + sen t ~e y ~p1 · ~y = cosρ, con 0 < t < π
y 0 < ρ < π. De ah́ı que cos t = cos ρ, siendo 0 < t < π y 0 < ρ < π. Por lo que
t = ρ e ~y ∈ S.

Se considera ahora la inclusión φ de Rn+1 en el espacio proyectivo Pn+1. Al
punto ~y le corresponde el punto [(1, ~y)] y al hiperplano af́ın Ha ≡ − cos ρ+~p1 ·~x =
0 le corresponde el hiperplano proyectivo H ≡ − cos ρ z1+~p1 ·~zo = 0. Como H es
el hiperplano polar del punto [~ξ] = [(cos ρ, ~p1)], P(~ξ)⊥ = H, se tiene que la esfera

no orientada S se corresponde con el punto espacial [~ξ], donde ~ξ = (cos ρ, ~p1).

Dicho punto es espacial puesto que (~ξ, ~ξ) = ((cos ρ, ~p1), (cos ρ, ~p1)) = − cos ρ2 +
~p1 · ~p1 = sen2ρ > 0.

Ahora hacemos corresponder la esfera orientada S con un punto [(~x, xn+3)]
de la cuádrica de Lie Qn+1. Necesariamente x21+x2n+3 6= 0 y se considera el vector
( 1√

x2
1+x

2
n+3

~x, xn+3√
x2
1+x

2
n+3

) representante del punto [(~x, xn+3)]. Aśı, se obtiene el

vector (
x1√

x2
1+x

2
n+3

, x2√
x2
1+x

2
n+3

, . . . , xn+2√
x2
1+x

2
n+3

, xn+3√
x2
1+x

2
n+3

)
Multiplicaremos por −1 si es preciso para que x1 se mayor o igual que cero

y cos ρ = x1√
x2
1+x

2
n+3

≥ 0. Tomando
x2
n+3

(x2
1+x

2
n+3)

= sen2ρ y ~ξ = (cos ρ, ~p1) =

1√
x2
1+x

2
n+3

~x, se tienen dos posibilidades:

(i) Si senρ = xn+3√
x2
1+x

2
n+3

, entonces el punto correspondiente a la esfera orientada

S es [(~x, xn+3)] = [(cos ρ, ~p1, senρ)]
(ii) Si senρ = − xn+3√

x2
1+x

2
n+3

, entonces el punto correspondiente a la esfera orien-

tada S es [(~x, xn+3)] = [(cos ρ, ~p1,−senρ)]

Si se considera que ρ puede variar entre π y −π, −π < ρ < π, las dos
posibilidades anteriores se sintetizan en una sola:

S ←→ [(cos ρ, ~p1, sen ρ)] (2.5)

La fórmula sigue teniendo sentido si ρ = 0, en cuyo caso se obtiene el punto
esfera [(1, ~p, 0)]. Esta única fórmula juega el papel de todas las fórmulas dadas
en la tabla 2.1 dada en la sección anterior para el caso eucĺıdeo.

Como en el caso eucĺıdeo, la orientación de la esfera S en Sn está de-
terminado por la elección de un vector normal a S en Sn. Geométricamente,
tomaremos sen ρ positivo en (2.5) que corresponden al campo de vectores nor-
males y unitarios que son vectores tangentes a la geodésica desde ~p1 a −~p1. Cada
esfera orientada puede ser considerada de dos maneras, con centro ~p1 y radio
con signo ρ −π < ρ < π, ó con centro −~p1 y el radio con signo apropiado ρ± π.
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2.5. Esferas de Lie en el espacio hiperbólico

Para estudiar las esferas en el espacio hiperbólico Hn, consideramos
el subespacio vectorial Rn+1 de Rn+2 generado por {~e1, ~e3, · · · , ~en+2}, donde
{~e1, ~e2, ~e3, · · · , ~en+2} es una base ortonormal de Rn+2 con respecto a la métrica
de Lorentz, siendo ~e1 vector temporal. Entonces Hn es la hipersuperficie

Hn = {~y ∈ Rn+1 | (~y, ~y) = −1, y1 > 1}.

La restricción de la métrica de Lorentz a Hn da lugar a una métrica eucĺıdea.
En efecto, para ~y ∈ Hn, el espacio tangente T~yH

n a Hn en ~y está generado
por {~u2, . . . , ~un+1} donde {~y, ~u2, . . . , ~un+1} es una base ortonormal de Rn+1 con
respecto a la métrica de Lorentz. Puesto que ~y es temporal, entonces los restantes
~ui son espaciales. Como la base {~u2, . . . , ~un+1} de T~yH

n está constituida por
vectores espaciales, ello implica que la métrica de T~yH

n es de signatura (n, 0).
Para analizar la distancia entre dos puntos ~p y ~q del espacio hiperbólico

Hn, consideramos las geodésicas en dicho espacio. Una geodésica en Hn con
punto inicial ~p y dirección inicial el vector tangente unitario ~e viene dada por

γ(t) = cosh t ~p+ senh t~e.

Como γ′(t) = senh t ~p+ cosh t~e es de longitud uno, entonces γ(t) está parame-
trizada por la longitud de arco. Por tanto, t es la distancia entre los puntos ~p y
~q = γ(t).

Sea ahora, la esfera S en Hn de centro ~p y radio ρ > 0. Esto es,

S = {~y ∈ Hn | dHn(~p, ~y) = ρ},

donde dHn denota la distancia hiperbólica. Si ~y ∈ S, entonces ~y se expresa como
~y = γ(ρ) = cosh ρ ~p+ senh ρ~e. Haciendo el producto de Lorentz siguiente

(~p, ~y) = (~p, cosh ρ ~p+ senh ρ~e) = − cosh ρ.

Luego ~y pertenece al hiperplano af́ın Ha de Rn+1 de ecuación

Ha ≡ cosh ρ+ (~p, ~y) = 0.

Por tanto, S ⊆ Ha ∩ Hn. Rećıprocamente, si ~y ∈ Ha ∩ Hn y la distancia hi-
perbólica entre ~p e ~y es t, entonces − cosh ρ = (~p, ~y) = (~p, γ(t)) = − cosh t. Por
lo que ρ = t e ~y ∈ S.

De forma análoga a como se hizo cuando estudiamos Sn, incluimos Rn+1

en Pn+1, mediante la aplicación ψ : Rn+1 → Pn+1, dada por

ψ(~y) = ψ(y1, y3, . . . , yn+2) = [(y1, 1, y3, . . . , yn+2)] = [~y + ~e2].

Para la esfera no orientada S se transforma en ψ(S) = ψ(Hn)∩H, donde
H es el hiperplano proyectivo que corresponde a Ha. Nótese que ψ(Hn) = Σ y
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que H = P(ξ⊥), donde ~ξ = ~p + cosh ρ~e2. Luego el punto que corresponde a S

es [~ξ] y (~ξ, ~ξ) = (~p, ~p) + cosh2 ρ = −1 + cosh2 ρ = senh2ρ. Por lo que el punto [ξ]
es espacial.

Rećıprocamente, si tomamos un punto espacial [~z], donde ~z = ~z1 + z2~e2 y
tal que ~z1 sea temporal. Multiplicamos ahora ~z por −1 si fuese necesario para
conseguir un representante del punto con z2 > 0. Seguidamente consideramos

~ξ =
1√

−(~z1, ~z1)
~z = ~p+ cosh ρ~e2.

Como (~p, ~p) = −1, se tiene que ~p ∈ Hn y será el centro de la esfera S corres-
pondiente al punto [~z]. El radio ρ de S es ρ = arccosh z2√

−(~z1,~z1)
y se obtiene que

(~ξ, ~ξ) = senh2ρ.

Ahora hacemos corresponder la esfera orientada o esfera de Lie S de Hn

con un punto [~x] de la cuádrica de Lie Qn+1, donde ~x = ~x1+x2~e2+xn+3~en+3 con
~x1 temporal. Necesariamente x2 6= 0, multiplicando ~x por −1 si fuese necesario,
podemos suponer que x2 > 0. Considerando el vector representante del punto
[~x] dado por

~ζ =
1√

−(~x1, ~x1)
~x = ~p+ cosh ρ~e2 +

xn+3√
−(~x1, ~x1)

~en+3.

Se tienen dos posibilidades:

(i) Si senhρ = xn+3√
−(~x1,~x1)

, entonces el punto correspondiente a la esfera de Lie

S es [~p+ cosh ρ~e2 + senh ρ~en+3].
(ii) Si senhρ = − xn+3√

−(~x1,~x1)
, entonces el punto correspondiente a la esfera de Lie

S es [~p+ cosh ρ~e2 − senh ρ~en+3].

Siguiendo exactamente el mismo proceso como en el caso esférico, en-
contramos que la esfera orientada S en Hn con centro ~p y radio con signo ρ
corresponde a un punto de en la cuádrica de Lie Qn+1 como sigue:

S ←→ [~p+ cosh ρ~e2 + senh ρ~en+3]. (2.6)

La fórmula sigue teniendo sentido si ρ = 0, en cuyo caso se obtiene el punto
esfera [~p+ ~e2 + 0~en+3]. Esta única fórmula juega el papel de todas las fórmulas
dadas en la tabla 2.1 dada anteriormente para el caso eucĺıdeo.

Hay también una proyección estereográfica τ : Dn → Hn, con polo sur
−e1, desde el disco unidad Dn = {~u ∈ Rn | ~u · ~u < 1} de Rn en el espacio
hiperbólico Hn dada por
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τ(~u) =
(

1+~u·~u
1−~u·~u ,

2~u
1−~u·~u

)
.

Nótese que −e1 está en el hiperboloide, pero no en Hn. La métrica inducida
sobre Dn para hacer que τ sea una isometŕıa es la métrica de Poincaré, dada
por

(~x, ~y)Dn =
4

(1− ~u · ~u)2
~x · ~y,

para ~x, ~y ∈ T~uDn.

2.6. Esferas de contacto orientadas y haz parabólico de
esferas

En la geometŕıa de Möbius, el concepto geométrico principal es el ángulo.
En la geometŕıa de las esferas de Lie, el concepto central son las esferas de
contacto orientadas.

Definición 2.12. Dos esferas orientadas S1 y S2 en Rn son de contacto orien-
tadas, si son tangentes y tienen la misma orientación en el punto de contacto.

Una esfera orientada S con centro ~p y radio con signo r y un hiperplano
orientado H con vector normal n y ecuación a + ~n · ~u = 0, se dice que son de
contacto orientados, si H es tangente a S y sus orientaciones coinciden en el
punto de contacto.

Dos hiperplanos orientados H1 y H2 cuyas ecuaciones respectivas son a1 +
~n1 ·~u = 0 y a2+~n2 ·~u = 0 se dicen que son de contacto orientados, si ~n1

‖~n1‖ = ~n2

‖~n2‖ .

Se considera que su punto de contacto es el punto impropio.
Un punto ~u de Rn es de contacto orientado con la esfera orientada S o con

el hiperplano orientado H, si ~u ∈ S o ~u ∈ H.
Dos puntos ~u1 y ~u2 se dice que son de contacto orientados si son coinci-

dentes.

Figura 2.4. Dos posibilidades para un par de esferas de contacto orientadas
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Si ~p1 y ~p2 son los respectivos centros de S1 y S2 y r1 y r2 son sus radios con
signo respectivo entonces, la condición anaĺıtica para ser orientadas de contacto
es

‖~p1 − ~p2‖ = |r1 − r2|. (2.7)

Asimismo, la condición anaĺıtica para una esfera y un hiperplano que sean de
contacto orientados es

~p · ~n = −a+ r‖~n‖. (2.8)

Seguidamente se expresa la noción de contacto orientado en términos de
la métrica de Lie.

Proposición 2.13. Sean dos esferas de Lie representadas por los puntos [~k1]

y [~k2] pertenecientes a la cuádrica de Lie Qn+1. Entonces [~k1] y [~k2] son de

contacto orientados si y solo si 〈~k1,~k2〉 = 0.

Demostración. Si [~k1] y [~k2] son dos esferas de contacto orientadas S1 y S2,

entonces los puntos [~k1] y [~k2] admitirán como representantes respectivos a

~k1 = λ1

(
1+~p1·~p1−r21

2 ,
1−~p1·~p1+r21

2 , ~p1, r1

)
,

~k2 = λ2

(
1+~p2·~p2−r22

2 ,
1−~p2·~p2+r22

2 , ~p2, r2

)
.

Haciendo el producto de Lie de estos dos vectores resulta

〈~k1,~k2〉 = λ1λ2

(
(r1−r2)2

2 − ‖~p1−~p2‖
2

2

)
= 0.

Lo que equivale a la condición (2.7).

Sean ahora, [~k1] la esfera orientada S y [~k2] el hiperplano de ecuación

a + ~n · ~u = 0 orientados de contacto, entonces los puntos [~k1] y [~k2] admitirán
representantes respectivos a

~k1 = λ1

(
1+~p·~p−r2

2 , 1−~p·~p+r
2

2 , ~p, r
)
, ~k2 = λ2(−a, a, ~n, ‖~n‖).

Haciendo el producto de Lie de estos vectores resulta

〈~k1,~k2〉 = λ1λ2(a+ ~n · ~p− r‖~n‖) = 0.

Lo que equivale a la condición (2.8).
En el caso de que sean dos hiperplanos orientados H1 y H2, se tendrán los

representantes

~k1 = (−a1, a1, ~n1, ‖~n1‖), ~k2 = (−a2, a2, ~n2, ‖~n2‖).

Haciendo el producto de Lie de estos vectores resulta 〈~k1,~k2〉 = ~n1 · ~n2 −
‖~n1‖‖~n2‖ = 0. Esto equivale a que ~n1

‖~n1‖ = ~n2

‖~n2‖ .
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En el caso de una esfera orientada S con centro ~p y radio con signo r y un
punto ~u, los respectivos representantes serán

~k1 = λ1

(
1+~p·~p−r2

2 , 1−~p·~p+r
2

2 , ~p, r
)
, ~k2 = λ2

(
1+~u·~u

2 , 1−~u·~u2 , ~u, 0
)
.

El producto de Lie de estos vectores resulta 〈~k1,~k2〉 = λ1λ2

2 (r2 − ‖~p− ~u‖2) = 0.
Esto equivale a que ~u ∈ S.

En el caso de un hiperplano orientado H y un punto ~u, los respectivos
representantes serán

~k1 = (−a, a, ~n, ‖~n‖) ~k2 = λ
(
1+~u·~u

2 , 1−~u·~u2 , ~u, 0
)

El producto de Lie de estos vectores resulta 〈~k1,~k2〉 = λ(a + ~n · ~u) = 0. Esto
equivale a que ~u ∈ H.

Finalmente, en el caso de tener dos puntos ~u1 y ~u2 de Rn, los respectivos
representantes serán

~k1 = λ1
(
1+~u1·~u1

2 , 1−~u1·~u1

2 , ~u1, 0
)
, ~k2 = λ2

(
1+~u2·~u2

2 , 1−~u2·~u2

2 , ~u2, 0
)
.

El producto de Lie de estos vectores resulta 〈~k1,~k2〉 = −λ1λ2

2 ‖~u1 − ~u2‖
2 = 0.

Esto equivale a que ~u1 = ~u2. �

Usando la proposición vista en los preliminares de este trabajo, podemos
afirmar lo siguiente relativo a subespacios proyectivos contenidos en una cuádrica
de Lie.

Proposición 2.14. La cuádrica de Lie Qn+1 contiene rectas proyectivas, pero
no subespacios proyectivos de dimensión mayor que uno.

Demostración. Si el subespacio proyectivo P(W ) está contenido en Qn+1, en-
tonces W es de isotroṕıa respecto de la forma polar correspondiente. Como la
signatura de Qn+1 es (n+ 1, 2), entonces dimW ≤ min(n+ 1, 2) + 0 = 2, por la
proposición 1.17. Por tanto, la dimensión de P(W ) es uno a lo sumo. También
por la proposición 1.17, Qn+1 está formada por rectas. �

Seguidamente vamos a ver que el conjunto de esferas de Lie en Rn corres-
pondiente a puntos sobre una recta contenida en Qn+1 forman lo que se llama
un haz parabólico de esferas de Lie. Además también mostramos que cada haz
parabólico contiene exactamente una esfera punto ~p. Si este punto es un punto
propio de Rn, entonces el haz contiene exactamente un hiperplano H. Dicho
haz consistirá en todas las esferas de contacto orientadas que son que contacto
orientadas con H en el punto ~p.

Para mostrar lo dicho en el párrafo anterior, haremos uso de lo siguiente.

Lema 2.15. Sea ` = P(W ) una recta contenida en la cuádrica de Lie Qn+1,
entonces:
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H

u

Figura 2.5. Haz parabólico de esferas

(i) Si [~x] ∈ `⊥ = P(W⊥) y [~x] es luminoso, entonces [~x] ∈ `.
(ii) Si [~x] ∈ `⊥ = P(W⊥) y [~x] no está en `, entonces [~x] es espacial.

Demostración. Si [~x] ∈ `⊥, entonces W ⊆ ~x⊥. Como [~x] es luminoso, entonces
~x ∈ ~x⊥. En estas condiciones, denotando por ω la forma cuadrática que define
Qn+1, se tiene que la signatura de ω restringida a ~x⊥, ω|~x⊥ , es (n+1−1, 2−1) =
(n, 1), por la proposición 1.18. Por lo que un subespacio de isotroṕıa de ω|~x⊥ es
a lo sumo de dimensión mı́n{n, 1} + 1 = 2, por la proposición 1.17. Si [~x] /∈ `,
entonces el subespacio [~x]+W seŕıa de isotroṕıa respecto de ω|~x⊥ y de dimensión
3, contradicción. Luego [~x] ∈ `.

Veamos (ii). Por el apartado (i), [~x] no puede ser luminoso porque en
tal caso estaŕıa en `. Además si [~x] fuese temporal la signatura de ω|~x⊥ seŕıa
(n+1, 1), por la proposición 1.18. Por lo que ω|~x⊥ admite subespacios de isotroṕıa
de dimensión a lo sumo 1, por la proposición 1.17. Pero de la hipótesis se deduce
que W es de isotroṕıa para ω|~x⊥ y es de dimensión 2, contradicción. Por tanto,
[~x] es espacial. �

Teorema 2.16. (i) La recta en Pn+2 determinada por dos puntos [~k1] y [~k2] de
la cuádrica de Lie Qn+1, está contenida en dicha cuádrica si y solo si las
esferas correspondientes a [~k1] y [~k2] son de contacto orientadas, es decir, si

〈~k1,~k2〉 = 0.

(ii) Si la recta que une [~k1] y [~k2] está contenida en Qn+1, entonces el haz pa-
rabólico de esferas en Rn correspondiente a los puntos de dicha recta es
precisamente el conjunto de todas las esferas de contacto orientadas con [~k1]

y [~k2].

Demostración. Supongamos que la recta que une los puntos [~k1] y [~k2] está

contenida en Qn+1. Sea [~x] un punto de la recta, entonces ~x = α~k1 + β~k2, para
α y β reales, (α, β) 6= (0, 0). Además, como [~x] pertenece a Qn+1, se tiene que
〈~x, ~x〉 = 0. Por tanto, se satisface la expresión
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〈α~k1 + β~k2, α~k1 + β~k2〉 = 0.

Usando la bilinealidad, se llega a que 2αβ〈~k1,~k2〉 = 0. Tomando α = β = 1,

resulta 〈~k1,~k2〉 = 0.

Rećıprocamente, si 〈~k1,~k2〉 = 0 y [~x] está en la recta, entonces ~x = α~k1 +

β~k2, para α y β reales con (α, β) 6= (0, 0). Como 〈~x, ~x〉 = 〈α~k1+β~k2, α~k1+β~k2〉 =

2αβ〈~k1,~k2〉 = 0, [~x] ∈ Qn+1. Por tanto, la recta está contenida en Qn+1.

Veamos ahora (ii). Si [~x] es un punto de la recta, entonces ~x = α~k1 + β~k2.

Por lo que se tiene que 〈~x,~k1〉 = 0 y 〈~x,~k2〉 = 0. Esto implica que la esfera de
Lie en Rn correspondiente a [~x], es de contacto orientada con las esferas de Lie

correspondientes a los puntos [~k1] y [~k2].
Rećıprocamente, si se tiene una esfera de Lie en Rn que es de contacto

orientada con las de [~k1] y [~k2], por la proposición 2.13, se tiene que 〈~x,~k1〉 = 0 y

〈~x,~k2〉 = 0. Luego [~x] ∈ `⊥, donde ` es la recta que une [~k1] y [~k2], como además
〈~x, ~x〉 = 0, por el lema 2.15, se tiene [~x] ∈ `. �

En lo siguiente se estudia como son los haces parabólicos de esferas de Lie.

Lema 2.17. Sea [~x] un punto temporal de Pn+2 y ` es una recta contenida en
la cuádrica de Lie Qn+1. Entonces ` interseca al hiperplano polar P(~x⊥) de [~x]
en exactamente un punto.

Demostración. Para la recta ` y el hiperplano P(~x⊥) caben dos posibilidades:

(i) ` ∩ P(~x⊥) es un único punto;
(ii) o ` ⊆ P(~x⊥). En este segundo caso, se tiene que [~x] ∈ `⊥. Si [~x] ∈ ` ⊆ Qn+1,

[~x] seŕıa luminoso. Si [~x] /∈ `, entonces [~x] seŕıa espacial, por el lema 2.15.
Contradicción, luego la segunda posibilidad no se da. �

Seguidamente se analizan los haces parabólicos.

Proposición 2.18. Cada haz parabólico contiene exactamente una esfera pun-
to. Además, si la esfera punto es un punto propio, entonces el haz contiene
exactamente un hiperplano.

Demostración. Sea la base ortonormal {~e1, ~e2, . . . , ~en+3} de Rn+3 con respecto
a la métrica de Lie. El hiperplano polar P(~e⊥n+3) de [~en+3] tiene por ecuación
xn+3 = 0. Por tanto, las esferas puntos constituyen el conjunto Qn+1 ∩P(~e⊥n+3).
Al haz parabólico de esferas le corresponde una recta ` contenida en la cuádrica
de Lie y el punto [~en+3] es temporal, por el lemma 2.17, se tiene que `∩P(~e⊥n+3)
es exactamente el punto esfera buscado.

Para mostrar la parte final del enunciado de la proposición, se hace no-
tar que los hiperplanos en Rn corresponden a puntos de Qn+1 que están en la
intersección de Qn+1 con el hiperplano polar x1 + x2 = 0 del punto [~e1 − ~e2].
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La recta ` que corresponde al haz parabólico de esferas interseca el hiperplano
x1 + x2 = 0 en un único punto o está totalmente contenida en dicho hiperplano.
Si ` estuviese totalmente contenida en el hiperplano, entonces ` ⊆ P((~e1−~e2)⊥).
Es decir, [~e1−~e2] ∈ `⊥ y como [~e1−~e2] es luminoso, por el lema 2.15, [~e1−~e2] ∈ `.
Nótese que [~e1 − ~e2] es el punto impropio. Por tanto, si el único punto esfera de
` es propio, ` no puede estar contenida en el hiperplano P((~e1 − ~e2)⊥). Con lo
que se concluye que la intersección ` ∩ P((~e1 − ~e2)⊥) es un único punto que se
corresponde con un hiperplano de Rn. �

Tras todo lo visto, uno puede identificar cada haz parabólico de esferas de
Lie con un par (~p, ~n

‖~n‖ ) formado por un punto ~p de Rn y un vector unitario de
~n
‖~n‖ también de Rn. Dicho punto es la única esfera punto del haz y, si es propio,

el vector unitario indica la orientación del único hiperplano del haz. En cambio,
si tal punto fuese el impropio, ∞, ello significa que es el haz está formado por
hiperplanos paralelos. Todos orientados con el mismo vector unitario ~n

‖~n‖ . En tal

caso, el haz se identifica con el par (∞, ~n
‖~n‖ ). En resumen,

{Haces parabólicos de esferas de Lie} = (Rn ∪ {∞})× Sn−1 ∼= Sn × Sn−1.

También es interesante, establecer una correspondencia de este tipo en
términos de la métrica esférica de Sn. Para ello recordamos que si se tiene una
esfera de Lie S en Sn con centro esférico ~p y radio esférico con signo ρ, dicha esfera
de Lie se corresponde con el punto [(cos ρ, ~p, senρ)] de Qn+1. Además, ρ = ±π2
si y sólo si S es una esfera orientada máxima. Pero, esto es equivalente a que S
se corresponda con el punto [(0, ~p,±1). Este último punto está en el hiperplano
P(~e⊥1 ) ≡ x1 = 0 que es el hiperplano polar de [~e1] en Pn+2. Rećıprocamente, si se
tiene un punto [~x] de la intersección {x1 = 0} ∩Qn+1, entonces necesariamente
xn+3 6= 0. Dividiendo por xn+3, se obtiene un representante de [~x] dado por
(0, ~p, 1), que se corresponde con una esfera de Lie de centro esférico ~p y radio
esférico π

2 . Una tal esfera orientada es máxima.
Sea un haz parabólico de esferas de Lie que se corresponde con recta `

contenida en Qn+1. Como [~e1] es temporal, la intersección `∩P(~e⊥1 ) es un único
punto, por el lema 2.15. Por tanto, el haz contiene una única esfera de Lie máxima
[~k2] . Además, ya sabemos que el haz contiene una única esfera punto [~k1], dada
por la intersección ` ∩ P(~e⊥n+3). Sean dichos puntos dados por

[~k1] = [(1, ~p, 0)], [~k2] = [(0, ~ξ, 1)].

Como están sobre la recta `, son esferas de Lie de contacto orientadas y 0 =
〈(1, ~p, 0), (0, ~ξ, 1)〉 = ~p · ~ξ. El vector unitario ~ξ es tangente en el punto ~p a la

esfera Sn. Estos puntos, [~k1] y [~k2], determinan la recta `. Si [~x] ∈ `, entonces

~x = α(1, ~p, 0) + β(0, ~ξ, 1) = (α, α~p+ β~ξ, β), (α, β) 6= (0, 0).
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Dividiendo por
√
α2 + β2 y poniendo cos t = α√

α2+β2
y sen t = β√

α2+β2
, se

obtiene un representante del punto [~x] dado por

[~x] = [(cos t, cos t ~p+ sen t ~ξ, sen t)].

Por tanto, la esfera de Lie S del haz que corresponde al punto [~x] es de radio
esférico t y su centro ~pt está situado sobre la geódesica de Sn con punto inicial
~p y dirección inicial ~ξ a una distancia esférica t del punto ~p. Nótese que ~p ∈ S y
que su orientación en ~p está determinada por ~ξ.

[ξ]

p

p 
t

Figura 2.6. Haz parabólico de esferas en Sn

2.7. Transformaciones de esferas Lie

En esta sección se describen las trasformaciones propias de la geometŕıa
de las esferas de Lie.

Definición 2.19. Una transformación de esferas de Lie es una proyectividad
biyectiva de Pn+2 en si mismo que lleva la cuádrica de Lie Qn+1 en ella misma.

Obsérvese que como una proyectividad biyectiva lleva rectas en rectas,
toda transformación de esferas de Lie hace que la imagen de un haz parabólico
de esferas de Lie sea también un haz parabólico de esferas de Lie.

Proposición 2.20. El conjunto de las transformaciones de esferas de Lie es un
grupo isomorfo al grupo cociente O(n+ 1, 2)/{I,−I}.

Demostración. La composición de dos transformaciones de esferas de Lie resulta
que también es una transformación de esferas de Lie. La composición de aplica-
ciones siempre es asociativa. La identidad es una transformación de esferas de
Lie. Finalmente, para toda transformación de esferas de Lie f̃ se tiene que su
inversa es una proyectividad f̃−1 inducida por la aplicación lineal inversa f−1
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de la aplicación lineal f que induce f̃ . Es inmediato comprobar que f̃−1 también
preserva Qn+1. Por tanto, el conjunto G de las transformaciones de las esferas
de Lie es un grupo con la composición.

Sea la aplicación π : O(n+1, 2)→ G, dada por π(f) = f̃ . Es inmediato ver

que si f es una aplicación lineal ortogonal, entonces f̃ es una trasformación de
esferas de Lie. Se tiene que π es un homomorfismo de grupos con núcleo {I,−I}.

Sea la transformación de esferas de Lie f̃ inducida por la aplicación li-
neal f : Rn+3 → Rn+3. Como f transforma vectores luminosos con respecto
a la métrica de Lie en vectores luminosos, por el teorema 1.22, se tiene que
〈f(~x), f(~y)〉 = λ2〈~x, ~y〉, λ 6= 0. Por tanto, 1

λf ∈ O(n+ 1, 2) y − 1
λf ∈ O(n+ 1, 2).

Por tanto, π( 1
λf) = f̃ , con lo que se concluye que π es sobreyectiva. De ah́ı el

isomorfismo O(n+ 1, 2)/{I,−I} ∼= G. �

Una transformación de Möbius es una transformación sobre el espacio de
las esferas no orientadas, es decir, el espacio de los puntos espaciales o luminosos
de Pn+1. Cada transformación de Möbius f̃ está inducida por una aplicación
ortogonal f ∈ O(n + 1, 1) y se puede asociar a dos trasformaciones de esferas

de Lie: la primera, la transformación denotada por f̃1 inducida por la aplicación
lineal ortogonal f1 : Rn+3 → Rn+3 tal que f1(~en+3) = ~en+3 y coincidente con la
anterior f sobre Rn+2. En términos de matrices, si A es la matriz asociada a f ,
entonces la matriz asociada a f1 es(

A 0
0 1

)
.

La segunda transformación, denotada por f̃2 es inducida por la aplicación lineal
ortogonal f2 : Rn+3 → Rn+3 tal que f2(~en+3) = −~en+3 y coincidente con la
anterior f sobre Rn+2. En términos de matrices, la matriz asociada a f2 es(

A 0
0 −1

)
.

Como las matrices asociadas a f1 y a f2 no son proporcionales, se tiene
que f̃1 6= f̃2. Sin embargo, f̃1 = Γ̃ ◦ f̃2 , donde Γ̃ es la trasformación de Lie
inducida por la aplicación ortogonal γ cuya matriz asociada es(

I 0
0 −1

)
.

Las transformaciones de esferas de Lie f̃1 y f̃2 son distintas pero están
asociadas a la misma trasformación de Möbius f̃ . Únicamente difieren en un
factor γ̃, denominado trasformación de cambio de orientación.

Enunciamos ahora el teorema fundamental de la geometŕıa de las esferas
de Lie. Sophus Lie probó este teorema para n = 2 en su tesis doctoral [6]. Una
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demostración para n en general fue dada por Pinkall en [9]. Aqúı no incluimos
dicha demostración porque ello está fuera del alcance de la magnitud de este
trabajo.

Teorema 2.21. Todo difeomorfismo de Qn+1 que preserve rectas es la restric-
ción a Qn+1 de una trasformación de esferas de Lie.

2.8. Generación por inversiones del grupo de
transformaciones de esferas de Lie

Aqúı se muestra que el grupo G de transformaciones de esferas de Lie y
el grupo H de transformaciones de Möbius está generado por inversiones. Esto
se sigue del hecho que los correspondientes grupos ortogonales están generados
por reflexiones según hiperplanos.

Definición 2.22. Un hiperplano H en Rn se denomina no degenerado con res-
pecto a 〈·, ·〉, si la métrica 〈·, ·〉 restringida a H es no degenerada.

Por la proposición 1.18, sabemos que un hiperplano H es no degenerado si y sólo
si H = ~ξ⊥, siendo ~ξ temporal o espacial.

Definición 2.23. Sea un vector ~ξ temporal o espacial, la reflexión ΩH según el
hiperplano H = ~ξ⊥ es la definida por

ΩH(~x) = ~x− 2〈~x, ~ξ〉
〈~ξ, ~ξ〉

~ξ.

Para hiperplanos H degenerados, H = ~ξ⊥ siendo ~ξ luminoso, no se definen
reflexiones. También se puede comprobar que toda reflexión es aplicación lineal
ortogonal. Esto es un elemento de O(n− k, k).

El papel jugado por las reflexiones se pone de manifiesto en el teorema
cuyo enunciado damos a continuación.

Teorema 2.24 (de Cartan-Dieudonné (ver caṕıtulo 3 de [1])). Toda apli-
cación lineal ortogonal, con respecto a una métrica 〈·, ·〉 de signatura (n− k, k),
de Rn en si mismo es un producto de a lo sumo n reflexiones.

Dirigiendo ahora nuestra atención de nuevo al contexto de la geometŕıa de
las esferas de Lie se tiene la siguiente noción.

Definición 2.25. Una inversión de Lie es toda transformación de esferas de Lie
inducida por una reflexión según un hiperplano. Esto es, si se tiene una reflexión
ΩH ∈ O(n + 1, 2), Ω̃H será una inversión de Lie. Similarmente, una inversión
de Möbius es toda transformación Möbius inducida por una reflexión según un
hiperplano. Esto es, si se tiene una reflexión ΩH ∈ O(n + 1, 1), Ω̃H será una
inversión de Möbius.
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Como consecuencia del teorema de Cartan-Dieudonné se tiene lo siguiente.

Teorema 2.26. (i) Toda transformación de esferas de Lie es el producto de un
número finito de inversiones de Lie.

(ii) Toda transformación de Möbius es el producto de un número finito de inver-
siones de Möbius.

Si se tiene una base ortonormal {~e1, ~e2, . . . , ~en+2} de Rn+2 con respecto
a la métrica de Lorentz, donde ~e1 es el vector temporal, se observa que para
~x = x1~e1 + · · ·+ xn+2~en+2 y Hi = ~e⊥i se obtiene

ΩHi(~x) = x1~e1 + · · ·+ xi−1~ei−1 − xi~ei + · · ·+ xn+2~en+2.

Por tanto, para la composición ΩH2 ◦ΩH3 ◦ · · · ◦ΩHn+2 y para la reflexión ΩH1

se tiene

ΩH2
◦ΩH3

◦ · · · ◦ΩHn+2
(~x) = x1~e1 − x2~e2 − · · · − xn+2~en+2,

ΩH1
(~x) = −x1~e1 + x2~e2 + · · ·+ xn+2~en+2.

Evidentemente ΩH2
◦ΩH3

◦ · · · ◦ΩHn+2
6= ΩH1

, pero Ω̃H2
◦ Ω̃H3

◦ · · · ◦ Ω̃Hn+2
=

Ω̃H1
. Debido a esto, se sigue el siguiente refinamiento, relativo a la geometŕıa de

Möbius, del teorema anterior.

Teorema 2.27. Toda transformación de Möbius es el producto de un número
finito de inversiones de Möbius que son inducidas por reflexiones según hiper-
planos H = ~ξ⊥ tales que ~ξ es un vector espacial.

Describimos ahora geométricamente como es una inversión de Möbius Ω̃H
inducida por una reflexión según un hiperplano H = ~ξ⊥ tal que ~ξ es espacial.
Si [~ξ] se corresponde con una esfera S de Rn de centro ~p y radio r, entonces un

representante del punto [~ξ] está dado por(
1+~p·~p−r2

2 , 1−~p·~p+r
2

2 , ~p
)
.

Calculando la imagen de un vector representante de una esfera punto me-
diante ΩH , se obtiene

ΩH
(
1+~u·~u

2 , 1−~u·~u2 , ~u
)

= (η1, η2, ~u− ~p+ ‖~u−~p‖2
r2 ~p),

donde η1 + η2 = ‖~u−~p‖2
r2 . Dividiendo por ‖~u−~p‖

2

r2 , se obtiene

Ω̃H(φ(σ(~u)) =
[(

1+~v·~v
2 , 1−~v·~v2 , ~v

)]
, con ~v = r2

‖~u−~p‖2 (~u− ~p) + ~p.

Por tanto,la transformación IS : Rn → Rn que induce Ω̃H en Rn, está
dada por IS(~u) = ~v, donde ~v es el punto de Rn tal que
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~v − ~p =
r2

‖~u− ~p‖2
(~u− ~p).

Esto es, el punto ~v es un punto de la recta que une ~p con ~u satisfaciendo

‖~u− ~p‖ ‖~v − ~p‖ = r2.

En conclusión, IS es lo que clásicamente se conoce como inversión de centro
~p y razón r2. Para todo punto ~u de S, se tiene IS(~u) = ~u. La esfera S está
constituida por puntos dobles de IS . Se suele decir también que IS es la inversión
determinada por la esfera S.

Si [~x] se corresponde con un hiperplano H ≡ a+~n · ~u = 0 de Rn, entonces

un representante del punto [~x] es (−a, a, ~n) = ~η. La inversión de Möbius Ω̃η⊥
inducida por la reflexión Ωη⊥ en Rn+2 se corresponde con la reflexión af́ın en
Rn según el hiperplano af́ın H que está dada por

ΩH(~u) = ~u− 2(a+~n·~u)
~n·~n ~n.

Esta transformación es un tipo particular de inversión. Se considera como la
inversión según la “esfera” H de centro el punto impropio y radio infinito.

En este punto, se finaliza el presente trabajo. Sin embargo, se podŕıa con-
tinuar el mismo analizando las transformaciones de las esferas de Lie que no sean
inducidas por inversiones de Möbius. Esto significaŕıa una tarea ardua adicio-
nal fuera ya de nuestro alcance. Además, también se podŕıan analizar diversas
geometŕıas, como la eucĺıdea, la esférica, la hiperbólica, la de Laguerre y la de
Möbius, desde el punto de vista del Programa Erlangen de Klein. Tras dicho
análisis se concluye que dichas geometŕıas se pueden considerar como subgeo-
metŕıas de la geometŕıa de las esferas de Lie.



Conclusiones

A lo largo de este trabajo hemos descrito y presentado una introducción
a la geometŕıa de las esferas de Lie. En primera instancia, hemos expuesto unas
herramientas preliminares de álgebra lineal relativa a formas bilineales y produc-
tos escalares. Aśı, se hace un repaso de nociones básicas y se muestran con mas
detalle resultados que a nuestro juicio no son usualmente conocidos. En segundo
lugar, hemos recordado brevemente algunas nociones y propiedades relativas a
espacios proyectivos y variedades cuádráticas. El desarrollo de estas materias
preliminares contribuye a que el alumno refuerce su conocimiento del álgebra
lineal y de la geometŕıa proyectiva.

Seguidamente, entrando en la materia principal del trabajo, se ha esta-
blecido a través de la proyección estereográfica la correspondencia entre puntos,
esferas e hiperplanos de Rn con ciertos puntos del espacio proyectivo Pn+1. Pos-
teriormente, dicha correspondencia se establece entre puntos, esferas orientadas
e hiperplanos orientados de Rn con puntos de la cuádrica de Lie Qn+1 en el
espacio proyectivo Pn+2. Se estudian propiedades y nociones preservadas por
dichas correspondencias, como el ángulo y la condición de contacto orientado.

Como en los contenidos de las asignaturas del Grado de Matemáticas,
la presencia de la geometŕıa proyectiva es escasa, el material manejado en el
presente trabajo ayuda a completar la formación matemática del alumno. En
particular, se subraya la contribución en dicho aspecto en lo relativo a conocer
la relación existente entre las diversas geometŕıas básicas: eucĺıdea, af́ın, proyec-
tiva. Algunos aspectos de las geometŕıas esféricas e hiperbólica también se han
manejado.

Un estudio que se podŕıa realizar y que entraŕıa en el marco de lo estudia-
do en este trabajo seŕıa un análisis mas completo de las transformaciones de las
esferas de Lie y un estudio de otras geometŕıa como la de Laguerre. Aśımismo,
ver como las geometŕıas eucĺıdea, esférica, hipérbolica, de Möbius y de Laguerre,
desde el punto de vista del Programa Erlangen de Klein, son subgeometŕıas de
la geometŕıa de las esferas de Lie. Desafortunadamente, esto extendeŕıa excesi-
vamente la presente memoria, pudiendo ser materia para un estudio posterior.
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1. Introduction

Lie introduced his geometry of spheres in
the dissertation of his doctoral thesis in
1871. Such a geometry was actively pur-
sued through the early part of the twen-
tieth century, culminating with the publi-
cation in 1929 of the third volume on dif-
ferential geometry authored by Blaschke.
After this, in 1981, Pinkall used it as the
principal tool in his classification of Dupin
hypersurfaces in R4. Since that time, it
has used in the study of submanifolds in
space forms: Euclidean, spherical, hyper-
bolic, etc.
The main purpose this work is to de-
scribe an introduction to Lie sphere geom-
etry. Additionally, it is showed how tools
of linear algebra and projective geome-
try prove their efficiency and utility in the
study of such a geometry. In order to do
this, mainly following Cecil’s book [3], this
work consists in a detailed exposition of
basic notions and properties of Lie sphere
geometry.

2. Real bilinear forms

In this first chapter it is included some ma-
terial relative to bilinear forms, quadratic
forms and scalar products. All of this will
be necessary later. The following results
are specially relevant.

Proposition.- Let ω be a quadratic form
with polar form f on a real vector space V
of finite dimension, then:
(i) if U is a vector subspace of V , the

set U f = {~x ∈ V | f (~x,~u) = 0, ∀~u ∈ U } is
also a vector subspace of V such that
dimU +dimU f = dimV +dim(ker f̂ ∩U ).
Moreover, (U f ) f =U +ker f̂ .

(ii) If U1 and U2 are vector subspaces of V
such that U1 ⊆U2, then U f

2 ⊆U f
1 .

(iii) It is satisfied the identities ker f̂|U = U ∩
U f and ker f̂|U f = U ∩U f + ker f̂ . Hence
if the form f is not degenerated on U , it
is obtained V = U ⊕ f U f . On the other
hand, if f is not degenerated on U f ,
then f is not degenerated on U and on
V .

Proposition.-Let ω be a quadratic form on
a vector space V of finite dimension n with
signature (p, q), polar form f and such that
the kernel , ker f̂ , of polarity linear map is
of dimension s. Then:
(i) If an isotropy subspace is of dimen-

sion a, then min{p, q}+ s ≥ a. Further-
more, there exists at least an isotropy
subspace of dimension min{p, q}+s and
such a subspace contains ker f̂ .

(ii) If a vector ~x is isotropic, then there ex-
ists a istropy subspace U of dimension

min{p, q}+ s such that ~x ∈U y ker f̂ ⊆U .
In particular, if ~x is not in ker f̂ , then
~x ∈U ⊆~x f .

Proposition.- Let ω be a quadratic form
on a vector space V of finite dimension
n with signature (p, q), polar form f and
such that the kernel, ker f̂ , of polarity lin-
ear map is of de dimension s. Let W be a
vector subspace of dimension n −1 of V ,
then, with respect to the restriction ω|W of
ω to W , it follows:
(i) If ker f̂ 6⊆W , then the signature of ω|W is

(p, q) and ker f̂|W = ker f̂ ∩W .
(ii) If ker f̂ ⊆ W , then there exists a vector

~x ∈ V such that ~x f = W and there are
three posibilities :

(a) If ~x ∈ W , then the signature of ω|W is
(p −1, q −1) and ker f̂|W = [~x]+ker f̂ .

(b) If ~x ∉ W and ω(~x) > 0, then the signa-
ture of ω|W is (p − 1, q) and ker f̂|W =
ker f̂ .

(c) If ~x ∉ W y ω(~x) < 0, then the signature
of ω|W is (p, q −1) and ker f̂|W = ker f̂ .

3. Lie sphere geometry

Lie stablished a bijective correspondence
between the set of all Lie spheres, i.e., ori-
ented spheres, oriented hyperplanes and
point spheres in Rn∪{∞}, and the set of all
points of the Lie quadric Qn+1{

Lie spheres in Rn}
�Qn+1

Qn+1 = {
[~x] ∈P n+2 | 〈~x,~x〉 = 0

}
〈·, ·〉 is the scalar product on Rn+3 with sig-
nature (n +1,2)

The one-parameter family of Lie spheres
in Rn ∪ {∞} corresponding to the points on
a line in Qn+1 is called parabolic pencil of
spheres. It consists of all Lie spheres in
oriented contact at a certain element on
Rn ∪ {∞}.
Lie spheres in oriented contact:

Parabolic pencil of spheres:

H

u

There is a bijective map between the set
of parabolic pencils on Rn ∪ {∞} and the
manifold of lines included in Qn+1.{
Parabolic pencils in Rn}

�
{
lines in Qn+1}

A Lie sphere transformation is a projec-
tive transformation of P n+2 which maps
Qn+1 to itself. In terms of geometry of
Rn, a Lie sphere transformation maps Lie
spheres to Lie spheres.
Any Lie sphere transformation preserves
the condition of oriented contact of Lie
spheres on Rn.

Fundamental theorem of Lie sphere
geometry.- A line-preserving difeomof-
phism of the Lie quadric Qn+1 is the restric-
tion to Qn+1 of a projective transformation
of P n+2.
In other words, a transformation on the
space of Lie spheres that preserves ori-
ented contact of spheres is a Lie sphere
transformation.

The group G of shpere Lie transformations
is isomorphic to the quotient group O(n +
1,2)/{I ,−I }. By the theorem of Cartan-
Dieudonné, the orthogonal group O(n +
1,2) is generated by reflections in hyper-
planes . Since the induced projective
transformations by reflections are inver-
sions, then G is generated by inversions.

Any Möbius (conformal) transformation of
Rn ∪ {∞} induces a Lie sphere transforma-
tion . The group of Möbius is presicely the
subgroup of Lie sphere transformations
that map point spheres to point spheres.
A Möbius transformation induced by a re-
flection in a hyperplane on Rn+1 is corre-
sponding with a inversion on Rn in classic
sense (with center a point in Rn and radius
a positive real number).
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