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Resumen - Abstract

Resumen

Lie introdujo su geometria de las esferas en su tesis doctoral presentada
en 1871. Dicha geometria fue activamente estudiada durante las primeras
décadas del siglo XX. Ello culminé con la publicacién en 1929 del tercer
volumen de la obra de Blaschke sobre geometria diferencial. Después de
esto, el interes por la materia decayé hasta que, en 1981, Pinkall usé la
geometria de las esferas de Lie en la clasificacién de las hipersuperficies de
Dupin de R*. Desde entonces, la geometria de las esferas de Lie ha sido
utilizada por algunos gedmetras en el estudio de subvariedades de formas
espaciales: euclidea, esférica, hiperbdlica, etc.

El objetivo de este trabajo es exponer una introduccién a la geometria de
las esferas de Lie y mostrar como herramientas del dlgebra lineal y de la
geometria proyectiva demuestran su eficacia y utilidad en la descripcién
de dicha geometria.

Palabras clave: Esfera de Lie — Transformacién de esferas de Lie —
Transformaciéon de Mobius — Cuddrica de Lie — Métrica de Lie — Métrica
de Lorentz — Contacto orientado.

Abstract

Lie introduced his geometry of oriented spheres in his dissertation in the
dissertation of his doctoral thesis in 1871. Such a geometry was actively
pursued through the early part of the twentieth century, culminating with
the publication in 1929 of the third volume on differential geometry aut-
hored by Blaschke. After this, the subject fell out of favor until 1981,
when Pinkall used it as the principal tool in his classification of Dupin
hypersurfaces in R*. Since that time, it has been employed by several geo-
meters in the study of submanifolds in space forms: Euclidean, spherical,
hyperbolic, etc.

The purpose of the present work is to expose an introduction to the so-
called Lie sphere geometry and show how tools of linear algebra and pro-
jective geometry display their efficiency and utility in the description of
such a geometry.

Keywords: Lie sphere — Lie sphere transformation — Mobius transfor-
mation — Lie quadric — Lie metric — Lorentz metric — Oriented contact.
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Introduccién

Sophus Lie, en la disertaciéon de su tesis doctoral, introdujo su geometria
de las esferas. Posteriormente, dicha geometria formé parte del contenido de su
articulo [6] publicado en 1872. El us6 dicha geometria en el estudio de las trans-
formaciones de contacto [7]. La materia fue activamente estudiada durante las
primeras décadas del siglo XX. Ello culminé con la publicacién en 1929 del tercer
volumen de la obra de Blaschke titulada Vorlesungen tiber Differentialgeometrie
[2]. Dicho volumen se ocupa de la geometria de las esferas de Lie y sus subgeo-
metrias. Después de esto, la materia cayé un poco en el olvido hasta 1981. En
dicho ano, Pinkall usé la geometria de las esferas de Lie en la clasificacién de
las hipersuperficies de Dupin de R* [9]. Desde entonces, la geometria de las esfe-
ras de Lie ha sido utilizada por diversos autores en el estudio de subvariedades
tensas, isoparamétricas y de Dupin. En particular, la geometria de las esferas
de Lie se muestra muy adecuada para el estudio de problemas que tratan sobre
subvariedades del espacio euclideo R", de la esfera S™ y del espacio hiperbdlico
H".

El objetivo de este trabajo es exponer una introduccién a la geometria de
las esferas orientadas de Lie y mostrar cémo herramientas del algebra lineal y
de la geometria proyectiva demuestran su eficacia y utilidad en la descripcién
de dicha geometria. Por ello, este trabajo consiste principalmente en desarrollar
con detalle, siguiendo principalmente la obra de Cecil [4], lo que a continuacién
se expone a modo de resumen:

Lie estableci6 una correspondencia biyectiva entre el conjunto de todas las
esferas de Lie, es decir, esferas orientadas, hiperplanos orientados y esferas punto
en R"U{oo}, y el conjunto de todos los puntos de la cuddrica Q" en el espacio
proyectivo real P2 dada por la ecuacién (, F) = 0, donde (-, ) es un producto
escalar indefinido con signatura (n+1,2) sobre R" 3. Esta cuddrica de Lie Q"1
contiene rectas pero no subespacios proyectivos de dimensién mayor. La familia
uniparamétrica de esferas de Lie en R™ U {oco}, correspondientes a los puntos de
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una recta contenida en Q"' se denomina haz parabdlico de esferas. Consiste en
todas las esferas de Lie que son de contacto orientadas con un cierto elemento de
R™U {oo}. De este modo, Lie también establecié una correspondencia biyectiva
entre la variedad de los elementos de contacto de R™ U {oo} y la variedad A%"~1
de rectas contenidas en la cuddrica de Lie Q™*1!.

Una transformacion de esferas de Lie es una proyectividad biyectiva de
P"+2 en si misma tal que la imagen de Q"T! esta contenida en dicha cuddrica.
En términos de la geometria de R", una transformacion de esferas de Lie aplica
esferas de Lie en esferas de Lie. Ademds, puesto que una proyectividad biyectiva
aplica rectas en rectas, una transformacion de esferas de Lie preserva la condicién
de contacto orientadas entre esferas de Lie en R™. Lie probé el denominado
teorema fundamental de la geometria de las esferas de Lie en el caso n = 2.
Pinkall lo generalizé a dimensiones superiores [10]. Este teorema establece que
un difeomorfismo de la cuddrica de Lie Q™! que preserve rectas, es la restriccién
a Q! de una proyectividad biyectiva de P"*2 en si mismo. En otras palabras,
una transformacién sobre el espacio de las esferas de Lie tal que preserva la
condicién de contacto orientadas entre esferas es una transformacién de esferas
de Lie.

Uno puede mostrar que una transformacién de esferas de Lie es inducida
por una aplicacién lineal ortogonal de R"*3 respecto de la métrica (-,-). Asi, el
grupo G de las transformaciones de esferas de Lie es isomorfo al grupo cociente
O(n + 1,2)/{I,—1I}. Por el teorema de Cartan-Dieudonné, el grupo ortogonal
O(n + 1,2) es generado por reflexiones segin hiperplanos. Como las proyectivi-
dades inducidas por dichas reflexiones resultan ser inversiones, entonces G esta
generado por inversiones. Cualquier transformacién (conforme) de Mdobius de
R™ U {00} induce una transformacién de esferas de Lie. El grupo de Mobius es
precisamente el subgrupo de transformaciones de esferas de Lie que envia es-
feras punto a esferas punto. Si uno estudia con detalle una transformacién de
Mobius inducida por una reflexiéon segin un hiperplano, obtiene la descripcién
geométrica de una inversién en R™ en el sentido cldsico (con centro un punto de
R™ y razén una constante real positiva). Otra geometria de esferas, ademds de
la de Mébius, es la de Laguerre. Estas, asi como las usuales geometrias euclidea,
esférica e hiperbdlica son subgeometrias de la geometria de las esferas de Lie.

Finalmente, queremos sefialar que la variedad diferenciable A2"~! de las
rectas contenidas en la cuddrica de Lie Q™*! tiene una estructura de contacto.
Es decir, sobre A2"~! se puede definir una uno-forma diferencial w tal que w A
(dw)"~! no se anula sobre A2"~!. Condiciones utilizando la uno-forma w se
utilizan para estudiar subvariedades de R™.
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Formas bilineales reales

Aqui se exponen nociones y propiedades, relativas a formas bilineales

reales, que se utilizan a lo largo del trabajo. (Para més detalles sobre este ma-
terial ver [1],[5]).

1.1. Definicion y propiedades basicas

Definicién 1.1. Sea V' un espacio vectorial sobre R. Una aplicacién f : V x
V' — R se dice que es una forma bilineal, si satisface las siguientes condiciones:

(i) AL + p’, §) = M (Z,9) + nf (@, 7),
(ii) f(fa AY + sz/) = Af(f’ 37) + Mf(fvgv)a

para todo @, 7,7,y € V y todo A, u € R.

Las condiciones anteriores son equivalentes a que las aplicaciones parciales
foo V— R, .’f() ﬁjO;
¥ — [(Zo,¥),
Irgo 1V — R, Yo fijo;
z ? f(fv 370)7
sean formas lineales.

El conjunto de las formas bilineales de V', denotado por £2(V,R), tiene
estructura de espacio vectorial sobre R con las operaciones:

(f +9)(@,3) = f(&,9) + 9(Z.7),
(MA@, §) = Af(Z,9).
Es evidente que f(Z,0) =0y que f(0,%) = 0.
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- Una forma bilineal sobre V se dice que es simétrica, si f(Z,9) = f(§,Z), para
todo Z, 4 € V. En este caso, para todo vector & coinciden las aplicaciones
parciales, frz = frz. El conjunto de las formas bilineales simétricas Sy
es un subespacio vectorial de £2(V,R).

- Una forma bilineal sobre V' se dice que es antisimétrica, si f(Z,9) = —f (¥, T),
para todo Z, % € V. En este caso, para todo vector Z coinciden las aplicacio-
nes parciales, frz = — frz. El conjunto de las formas bilineales antisimétricas
A2V* es un subespacio vectorial de £%(V, R).

El espacio £?(V,R) de la formas bilineales es suma directa del espacio
S2V* de formas simétricas y del espacio A2V* de formas antisimétricas. Esto es,

L2(V,R) = S*V* @ A%V™.

Para f € L2(V,R), se tiene que f = fs + fa, donde

fs(&,9) = 3(f(@.9) + f(7.9)),
fa(@,9) = 5(f(&,9) — £(7. 7))

Teniéndose que fs € S2V* y fo € A2V*.

Matriz asociada a una forma bilineal
Supongamos que dim V = n, y sea {€1,...,€,} una base de V. Si f es
una forma bilineal sobre V', entonces

@) = FOoi i€, 251 Y€)= Doimy 2 j—y a5 [ (€, €5).

Si consideramos la matriz A = (a;;), donde a;; = f(€;,€;), obtenemos,
por un lado, que la expression de la forma bilineal f estd dada por

f(&,9) = Z?:l Z;Ll QijTiYj, (1.1)

y, por otro, que matricialmente f se expresa

ail a2 * - Gin 1

= a21 @22 -+ a2 .
FEG) = @y pwa) [ 2027 Xy,

Apl Gp2 **° App Yn

Por tanto, tenemos definida una aplicacién

L2(V,R) — Mpxn(R)

[ — A= (aij), aij = f(€i,€)),

que es un isomorfismo de espacios vectoriales.
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- Una matriz A es simétrica, si para todo elemento a;; de ella es tal que
a;j = aj;. Se tiene que una matriz A es simétrica si y sélo si A* = A, donde
A" denota la traspuesta de A. También se tiene que una forma bilineal sobre
V' es simétrica si y sélo si estd asociada a una matriz simétrica.

- Una matriz A es antisimétrica, si para todo elemento a;; de ella es tal que
a;j = —aj;. Se tiene que una matriz A es antisimétrica si y sélo si A* = —A.
También se tiene que una forma bilineal sobre V' es antisimétrica si y sélo si
estd asociada a una matriz antisimétrica.

1.2. Formas cuadraticas reales

Definicién 1.2. Dada f : V x V — R una forma bilineal simétrica. Se llama
forma cuadrdtica asociada a la forma bilineal f, a la aplicacion

w:V —R
Z — w(Z) = (&, D).
La forma bilineal simétrica f se denomina forma polar de w.

Como consecuencia de la definicién de forma cuadratica tenemos las si-
guientes propiedades.

Lema 1.3. Siw es una forma cuadrdtica de V' con forma polar f, entonces para
todo T,y € V y todo X € R se satisfacen:

(i) w(AE) = Nw(&); (i) w(0) = 0; (i) w(& + §) = w(@) + w(F) + 2f(Z,7)

De la propiedad (iii) del lema anterior se deduce la siguiente férmula que
permite calcular la forma polar a partir de la expresién de la forma cuadratica,

FE ) = (T + )~ w(@) — (@) (12)
Por consiguiente, si dos formas bilineales simétricas definen la misma forma
cuadratica, entonces son iguales. Por tanto, podemos afirmar que existe una
correspondencia biyectiva entre formas cuadréticas y formas bilineales simétricas
de modo que a cada forma cuadratica se le hace corresponder su forma polar.
El conjunto Q(V,R) de las formas cuadraticas sobre un espacio vectorial
V' tiene estructura de espacio vectorial sobre R con las operaciones

(w+)(7) = w(@) +w'(7),
Aw)(&) = ().

Un papel relevante lo juega la siguiente aplicacién lineal.
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Definicién 1.4. Sea w : V — R una forma cuadraticay f: V xV — R su
forma polar. Se denomina aplicacion lineal de polaridad de w, a la aplicacién
definida en el modo siguiente

donde f(7) es la forma lineal dada por

f@):V—R
# — @)@ = £, 7).

Nétese que f(7) = fLz = frs- Es inmediato que la aplicacién f : V — V*
es una aplicacion lineal.

Para describir el conjunto imagen de la aplicacion lineal de polaridad f
recordamos la siguiente nocion.

Definicién 1.5. Sea U un subespacio vectorial de un espacio vectorial V y V*
el espacio vectorial dual de V. Se llama anulador de U al subespacio vectorial

U? de V* formado por las formas que toman el valor cero para todos los vectores
de U. Esto es,

U° ={heV*|h(il) =0,Yi € U} = {h € V*|U C kerh}.

En general es bien conocido que cuando V es de dimension finita se tienen las
igualdades
dimU +dimU° =dimV y (U%)° =U.

Lema 1.6. S5i V' es de dimensidn finita, se tiene que el conjunto imagen Imf
de la aplicacion lineal de polaridad f estd formado por las formas lineales de V
tales que su nicleo contienen al nicleo de f. Esto es,

Imf ={heV*|kerfCkerh} = (ker f)°.

Demostracion. Si h € Im f, entonces existe Z € V tal que f(Z) = h. Como para
todo 7 € ker f se tiene que f(Z,7) = 0. Ello implica que § € ker f() = ker h.
Luego se tiene ker f C kerh y h € (ker f)" Por tanto, Im f C (ker f)o

Por otro lado de las ecuaciones

dimIm f + dimker f = dim V, dim(ker f)o + dimker f = dimV,

se obtiene que dimIm f = dim (ker f)o Por lo que Im f = (ker f)o O



1.2 Formas cuadraticas reales 5

Sidim V =n, sea {€1,...,&,} una base de V' y {é},..., €5} su base dual.
Denotemos por A = (a;;) la matriz asociada a la aplicacién lineal f con respecto
a dichas bases. Es decir, la matriz tal que

n
F@) =" aie;.
i=1

Entonces se tiene que a;; = f(€;)(€i) = f(&,€;), por lo que la matrices de la
forma polar y de la aplicacién lineal de polaridad coinciden.

Definicién 1.7. Se llama rango de una forma cuadrdtica, al rango de su aplica-
cién lineal de polaridad, o lo que es lo mismo, al rango de una matriz asociada
a la forma polar.

Una forma cuadrética se dice que es ordinaria o no degenerada si su
rango es igual a la dimensién del espacio vectorial sobre el que esta definida.
Ello equivale a decir que la aplicacién lineal de polaridad es un isomorfismo.
También a que si f(Z,9) = 0 para todo § € V, es decir, & € ker f, entonces
Z = 0. Para la forma cuadrdtica, es méas usual utilizar el término ordinaria
y, para la forma polar correspondiente, se usa mas decir no degenerada para
referirse a ella.

Una forma cuadratica se dice que es degenerada, si su rango es menor que
la dimensién del espacio vectorial sobre el que estd definida. Esto es, si su matriz
asociada respecto de una base es singular.

Sea w : V — R una forma cuadratica sobre un espacio vectorial V,
dim V =n, y sea {€1,...,€,} una base de V. Para todo & € V, se tiene

n n n
w(f) = Z xixjf(é'i,é’j) = X'AX = Zaiixf + QZaijmixj.
i,j=1 =1 1<J

Por tanto, una forma cuadratica puede ser dada por la expresién homogénea de

segundo grado

n n

w(T) = Z aiw? + 2 Z ATy,

i=1 i<j
o bien, en forma matricial

w(?) = X'AX.

Cuando consideremos productos escalares haremos uso de la siguiente no-

cién.
Definicién 1.8. Si la suma de dos subespacios vectoriales Uy y Us es directa y
ademds se tiene que f(u1,uz) = 0, para todo @y € Uy y s € Us, se dird que
dicha suma directa es ortogonal respecto de f y se denotard Uy @y Us.
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Seguidamente vemos el siguiente resultado que serd muy usado cuando se trabaje
con productos escalares.

Proposicién 1.9. Sea w una forma cuadrdtica con forma polar f sobre un es-
pacio vectorial real V' de dimension finita, entonces se tiene:

(i) Si U es un subespacio vectorial de V, el conjunto UT = {¥ € V | f(Z,4) =
0, Vii € U} es un subespacio vectorial de V tal que dim U+dim Uf = dim V +
dim(ker f NU). Ademds, (U)f = U + ker f.

(i) Si Uy y Us son subespacios vectoriales de V' tales que Uy C U, entonces
ul cuf.

(iii) Se tienen las igualdades ker fj;y = U N Ul y ker Jior=UN Ul 4+ ker f. Por
tanto, si la forma f es no degenerada en U se sigue la igualdad V = U®y Uft.

Por otro lado, si f es no degenerada en US, entonces f es no degenerada en
UyenV.

Demostracion. Veamos que US es un subespacio vectorial de V. En efecto, si
7,7 € Ul y a, B €R, se tiene

f(afl + 5527/&:) = af(fhﬁ) + ﬂf(jé»ﬁ) = 07
para todo @ € U.
Para la igualdad relativa a las dimensiones, se hace notar que Ul =

sev ker f(@0). Por tanto, dim U/ = dim V — dim f(U). Por otro lado,
dim(ker f N U) + dim f(U) = dim U. Finalmente, de las dos tltimas iden-
tidades, se sigue la igualdad requerida. Para finalizar (i), es inmediato que
U+ker f C(U')/. Ademss, se tiene

dim U/ + dim (U/)f = dim V + dim(ker f NU/) = dim V 4 dimker f.

Por lo que dim (Uf)f — dim U = dimker f — dim(ker f N U/). Con lo que se
concluye

dim (U/)f = dim U + dimker f — dim(ker f N U¥) = dim (U + ker f).

Para(ii), si ¥ € UQf y Uy C U, es inmediato ver que ¥ € Ulf.
Veamos ahora (iii). En efecto, se puede comprobar ficilmente que
Uunuf = kerfw.

Por tanto, si f restringida a U es no degenerada, se tiene que UNU/ = {6} Ello
implica que UNker f = {6}, pues ker f C U’. De todo esto se sigue V = UEBfo.
Por otro lado, de lo anterior también se deduce
ker fiyr = U N (U =U/ (U +ker f) =U/ NU +ker f.

Luego si f restringida a U/ es no degenerada, entonces U N U/ = {0} y ker f =
(0}, 0
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1.3. Diagonalizacién de formas cuadraticas. Ley de
inercia de Sylvester

En esta seccién veremos que para toda forma cuadrética se puede buscar
una base de modo que, respecto de la cual, la forma cuadrética se expresa como
suma de términos cuadraticos uinicamente. Ello se basa en un uso reiterado del
siguiente lema.

Lema 1.10. Sea w una forma cuadrdtica con forma polar f sobre un espacio
vectorial real V' de dimension finitan y & € V, se tiene:

(i) & ¢ ker f si solo si dim @ =n — 1.
(ii) w(Z) # 0 si y solo si V = [&] & &/, donde [7] = {\T|\ € R}.

Observacion 1.11. Nétese que dim#/ = n es equivalente a que & € ker f Si
w(Z) = 0, entonces ¥ € #/. Por lo que [7] + #/ = 77, no siendo directa la suma
cuando & es no nulo.

Demostracion. El hecho de que & ¢ ker f es equivalente a que f (Z) # 0. Lo que
asimismo equivale a que dimker f(Z) = n — 1. Como &/ = ker f(&), se tiene lo
afirmado.

Por otro lado, w(Z) # 0siy solosi Z ¢ &/ y [#]NZ/ = {0}. Lo que equivale
a que la suma [7] + #/ sea directa y ortogonal respecto de f. O

Mediante una aplicacion reiterada del lema 1.10, se demuestra que para

toda forma cuadrética existe una base de modo que la matriz asociada con
respecto a tal base es diagonal.

Proposicion 1.12. Dada una forma cuadrdtica w : V. — R, con dim V = n,
siempre existe una base de V respecto de la cual la matriz asociada es diagonal.

El resultado anterior es equivalente a la siguiente proposicién relativa a
matrices.

Proposicién 1.13. Dada una matriz simétrica A € Myxn(R), existe alguna
matriz reqular P € GL(n;R) tal que PT AP es diagonal. Es decir, para toda
matriz simétrica se puede encontrar una matriz diagonal congruente con ella.

Sea w : V — R una forma cuadratica de rango r y {€1,é,...,€,} una
base tal que la matriz asociada a w sea diagonal. Esto es,

di 0 -0 -0
0dy--- -0
A= 00 --d---0

00---0---0
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Es usual ordenar la base para que primero figuren los d; positivos, luego los d;
negativos y, finalmente, los nulos.

Definicién 1.14. Se llama signatura de w, al par (p, q), donde p es el nimero
de elementos positivos que hay en la diagonal principal de una cualquiera de las
matrices diagonales asociadas a w y ¢ el nimero de elementos negativos.

Lo anterior tiene sentido debido al siguiente resultado dado a continuacién.

Teorema 1.15 (Ley de inercia de Sylvester). El nimero de elementos po-
sitivos que hay en la diagonal principal de una cualquiera de las matrices dia-
gonales asociadas a una forma cuadrdtica real, es el mismo; tal nidmero no de-
pende, pues, de la diagonalizacion que se considere de w, sino que es un numero
intrinsecamente ligado a la forma cuadrdtica.

También el niimero de elementos negativos ha de coincidir, puesto que p+q = 7.

Sea w : V — R una forma cuadritica y sean r y (p,q) el rango y la
signatura de w. Sabemos existe una base de V', {€},€és,...,€,}, con respecto a
la cual w estd dada por

N 2.2 2.2 2 2 2 2
w(T) = a1a1 + -+ QT — 4T Ap+q¥p+q
donde a; # 0,7 =1,...,p+ ¢. La igualdad anterior es una expresion diagonal
de w.
Si tomamos la base, il; = ¢, Uppqg = ——Cpyq, U = ¢
» UL T gy Gl Mptg T Ot Yptgtl T Cptgtly s

w(&)

a3
respecto de esta nueva base, se obtiene la expresion candnica de w que estara
dada por

Uy = €y, entonces w(;) =

2
=+% = 41, parai = 1,...,p+ ¢. Por tanto,

- 2 2 2 2
WE) =27+ T, Ty — = T
La base {#1,...,u,} se dice que es ortonormal respecto de la forma polar f.

Definicién 1.16. Dada una forma cuadratica w sobre un espacio vectorial V,
diremos que un vector & de V' es de isotropia respecto de w o de su forma polar f,
si w(Z) = 0. Asimismo, un subespacio vectorial U de V es de isotropia respecto
de w o de f, si todos sus vectores son de isotropia.

El resultado siguiente juega una papel relevante en el presente trabajo.

Proposicion 1.17. Sea w una forma cuadrdtica sobre un espacio vectorial V' de
dimensidn finita n con signatura (p,q), forma polar f y tal que el nicleo de la

aplicacion lineal de polaridad, ker f, es de dimension s. Se tiene:

(i) Si un subespacio de isotropia es de dimension a, entonces min{p,q}+s > a.
Ademds, existe al menos un subespacio de isotropia de dimensién min{p, q}+
s y un tal subespacio contiene necesariamente a Ker f.
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(ii) Si un vector ¥ es de isotropia, entonces siempre eziste un subespacio de
isotropia U de dimension min{p, }Jr s tal que T € U y kerf C U. En
particular, si ¥ no pertenece a ker f, entonces T € U C &/ .

(141) Si un subespacio vectorial es de dimension b y no contiene vectores de iso-
tropia distintos de cero, entonces méx{p,q} > b. Ademds hay subespacios
vectoriales de dimensidn méx{p,q} cuyo unico vector de isotropia es el cero.

Demostracion. Veamos(i). Supongamos que existe un subespacio de isotropia U
de dimensién a tal que min{p, ¢} + s < a y que, para una cierta base, la forma
cuadrética w viene expresada por

w(a‘c’)zxf—l—-~-+x12,—yf—-~-—y§. (1.3)

Si fuese ¢ < p, consideramos el subespacio vectorial T' determinado por la in-
terseccién de los hiperplanos vectoriales y; = 0,yo = 0,...,y, = 0. Dichos
subespacio T es de dimensién n — ¢ = p + s. Para el subespacio suma T + U se
tiene

n>dim(T+U)=p+s)+a—z>p+s+q+s—z=n+s—u,

donde x es la dimensiéon de TN U. Por tanto, z > s > 0. Luego existe un vector
Z no nulo perteneciente a T'N U. Calculamos ahora w(Z) mediante la expresién
(1.3). Alser ¥ € T 'y & € U se tiene que
w(@) =ai+--+ax, =0.

De ahi que & = 0, contradiccion. Luego g + s > a.

Si fuese p < ¢, se consideraria el subespacio vectorial T' determinado por
la interseccién de los hiperplanos vectoriales 1 = 0, o = 0,..., z, = 0.
Seguidamente desarrollarfamos un argumento similar al hecho anteriormente.

Veamos (ii). Si fuese g < p, se considera el subespacio vectorial U, deter-
minado por la interseccién de los hiperplanos vectoriales

x1=0,...,7p ¢=0, Tpy1¢g—y1=0,..., 7, —y, = 0.

Como la dimensién de U, es n — p = ¢ + s y se puede comprobar que U, es de
isotropia, se tiene que existe al menos un subespacio de isotropia U, de dimensién
maxima posible g + s. Notese que se tiene ker f C U,. Pues en caso contrario la
suma U, + ker f seria un subespacio de isotropia de dimensién mayor.

Sea un vector T de isotropia cualquiera. Si ¥ € ker f entonces, ya se tiene
Z € ker f C U, Si& ¢ ker f , entonces se considera el hiperplano vectorial
#7. Si & € U,, entonces ya se tendria & € U, C Zf. Si & ¢ U,, entonces se
tendria #/ N U, seria de dimensién q + s — 1. Luego tomando [7] + &/ N U,, se
tendria que U seria de isotropia y de dimensién ¢ + s. Finalmente del hecho que
ker f C #f N U, implica ker f cUu.
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En lo anterior, todo se ha hecho suponiendo ¢ < p. Si fuese p < ¢, se
seguiria un argumento similar para la prueba.

Veamos (iii). Sea un subespacio vectorial L de dimensién b tal que su tinico
vector de isotropia es el cero. Si fuese ¢ < p < b se tendria que

n>dim(L+U,)=b+q+s—x>p+qg+s—z=n—u,

donde z = dim(L N U,). De lo anterior, se sigue que x > 0. Por tanto existe un
vector no nulo ¥ € L NU,, que seria de isotropia, contradiccién.

Para ver que existe un tal subespacio vectorial, consideramos una base
ortonormal

—

{U1,y .. Uy, Upt1s- -y Uptg, Uptqtls---sUnt

respecto de f, de modo que w(#;) = 1,4 = 1,...,p, w(d@;) = -1, 5 = p+
1,...,p+q w(dy) =0,k =p+q+1,...,n. Asumiendo como antes ¢ < p, el
subespacio vectorial resultado de la intersecciéon de los hiperplanos vectoriales

xp+1:0, ceey xp_;,_q:O, Z‘p+q+1:O, ceey J)nZO

es de dimensién n — (¢ + s) = p y con cero como unico vector de isotropia . En
el caso p < ¢, la prueba seria similar. O

Seguidamente se estudia la restriccion a un hiperplano vectorial de una
forma cuadratica.

Proposicion 1.18. Sea w una forma cuadrdtica sobre un espacio vectorial V' de
dimensidn finita n con signatura (p,q), forma polar f y tal que el nicleo de la
aplicacion lineal de polaridad, ker f, es de dimension s. Sea W un subespacio
vectorial de dimension n—1 de V', entonces con respecto a la restriccion wyy de
w a W, se tiene lo siguiente:

(i) Si ker f & W, entonces la signatura de wyw es (p,q) ¥y kerf‘W =ker fNW.

(i) Si kerf C W, entonces siempre existe un vector £ € V tal que ¥¥ =W y se
tienen tres posibilidades : A
(a) Si & € W, entonces la signatura de wyy es (p—1,q — 1) y ker fjy =

[Z] + ker f .

(b) Si & ¢ W y w(Z) > 0, entonces la signatura de wyy es (p —1,q) y
ker fliy = ker f .

(c)Si & ¢ W y w(@) < 0, entonces la signatura de wyw es (p,q — 1) y
ker fij = ker f.

Demostracion. Supongamos que la signatura de wy es (p1,q1), entonces existe
una base {€1,...,€,_1} de W con respecto a la cual w)y se expresa en el modo
siguiente
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r P 2 e 2 — 2 I — 2
w|W(x) =T + + xpl $p1+1 xp1+q1'

Por otro lado, por hipotesis existirda un vector €, que pertenece al ker f y no
pertenece a W. Por tanto, el conjunto {€,...,€,_1,€,} constituird una base de
V para la cual la forma cuadrética w se expresa

7 — 2 ... 2 — 2 —_— . e e — 2
w(l‘) =x1+ + Tpy — Tpi+1 Tp1+ar
Nétese que por ser €, € ker f, se tiene w(é,) = 0. Por tanto, la signatura de w

es (p1,q1) = (p, )- ) ) )
Es evidente que ker f "W C ker fij y que dim(ker f N W) = s — 1. Por

otro lado, si dim(ker f|W) = si,setienen—1=p+qg+s3 =p+q+s—1. Luego
s1 = s — 1. Al ser de la misma dimensién, kerfﬁ W = ker ﬁW.

Veamos (ii). Sea ker f C W, si h € V* tal que kerh = W (una tal h
siempre existird pues dim W = n — 1), entonces h € (ker f)" = Im f, por el lema
1.6. Por tanto, existe un Z € V tal que f(&) = h. Ello implica

W =kerh =ker f(Z) = {7 € V| f(Z 7) =0} =2

Mostremos el apartado (a). Si ¥ € W se puede encontrar una base
{#,e1,...,€p, €41, Eptqs-- - En2} de W, con respecto a la cual wy se
expresa

2 2 2 2
QJ|W(’LU) =xit-t Tpy = Tpi+1 = "~ Tpitqro
donde se supone que la signatura de wjw es (p1,q1).

Por otro lado, como dim W = n — 1, existird un vector no nulo z' no
contenido en W. Para dicho Z se tiene que f(Z,Z) # 0. Considerando la base
{Z,Z,€1,...,€p1,Ep141s-+Cprtqrs---+En_2} de V,laforma cuadritica w vendra
dada por

—»

2
w(Y) = a112° + 2a122x + 2013221 + -+ + 241,252
2 2 2
Ty A+ Ty, T Tpi+1 T T Tpitgy
Nétese que esta expresién de w no es diagonal, pues ajs # 0. Si también fue-
se aj; # 0, extrayendo aj; como factor comin en todos los sumandos donde
interviene z y completando el cuadrado se obtiene la expresién

7 2
w(y) = a1 (z + 22z 20y 4 280 0g,

H(H2p 4 U3y 4.} m$n72)2)

ail aii ail

g (@12 . 4 G13 4 aim 2
all(anx + an L1 + + arl l’n_g)

2 2
To] e+ Ty, T Tpi41 T T Tpygegy
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A partir de esto podemos escribir

2
w(y) = a1 (z 4 a1z %xl NI mmnﬂ)

ail aiil

— a2 ais . ain 2
all(anx + Cbuxl + + ail xn_z)

2 2 2
+1’1‘ik'”+gjpli‘r;m+l7'”7‘:0;014-(11'

’r_ aiz aiz .. Q1n /I a1z ais co.Qin
Llamando 2z’ = z+ et oot PR, g, et et g, o,

) =T1,...,2,_o = Tn_a, se obtiene la expresién diagonal
— 12 12 12 12 12 12
w(y> = a1z —anr +$1 + ”-+x1)1 _x;DlJrl - _xlerth'

Por tanto, para la signatura (p, ¢) de w se tiene que (p,q) = (p1 + 1,1 + 1).

Finalmente, si fuese a1; = 0, consideraremos {Z+ Z, Z, €1, ..., €p,_2} como
nueva base. Para dicha base el elemento a1 es distinto de cero. En efecto, a1 =
w(Z+ &) = 2f(Z, %) # 0. Para esta segunda base procedemos de forma andloga
a como se hizo anteriormente.

Es inmediato que [Z]+ker fnw c kerﬁw v que dim[f]Jrkerf = s+1. Por
otro lado, si dim(kerf|w) =sy,setienen—1=p—1+q¢g—1+s; =p+q+s—1.
Luego s1 = s + 1. Al ser de la misma dimensién, [Z] + ker f = ker f|W.

Mostremos (b) y (c).

Si w(Z) > 0 (6 w(Z) < 0), y fijada una base {€1,...,€,_1} con respecto a
la cual la forma cuadrética wy, viene expresada como w(w) = X34+ a:}%l —
a2y —---—x2 ., al anadir Z a dicha base, se obtendré una base de V, con
respecto a la cual, la forma cuadratica w esta dada por

w(u_j) = 0,11.23% +oe Tt .131271 - x1271+1 D 'r1271+Q1'
Por lo que la signatura de w es (p1 +1,q1) = (9,9) ((p1, @1 +1) = (p, q)).
Finalmente como ker f C ker fiy y, si dim(ker f) = s1,n—1=p—1+q+
s1=p+q+s—1n—1=p+qg—1+4+s1)=p+q+s—1, entonces s; = s. Al
ser de la misma dimension, ker f = ker fy. O

1.4. Productos escalares o métricas

En este trabajo hacemos un uso amplio de nociones y propiedades relativas
a productos escalares.

Definicién 1.19. Se llama producto escalar o métrica sobre un espacio vectorial
V', a toda forma bilineal simétrica no degenerada.
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Definicién 1.20. Dados dos espacios vectoriales V7 y Vo dotados con productos
escalares (,)1 vy (,)2, respectivamente, diremos que son isoformos isometrica-
mente o isométricos, si existe un isomorfismo lineal ¢ : V7, — V5 entre ellos que
preserva los productos escalares. Esto es, (¢(Z), ¢(7))2 = (Z,9)1-

Dos espacios de la misma dimension con métricas que tengan misma sig-
natura son isométricos.

Normalmente trataremos con el producto escalar en el espacio R™ con
signatura (n — k, k) para k = 0,1, 2. Sin embargo, a veces consideraremos subes-
pacios vectoriales de R™ sobre los cuales la métrica de R™ restringida a ellos,
constituye una forma bilineal simétrica degenerada.

Para un producto escalar dado, una base ortonormal lo serd con respecto
a la forma bilineal que él determina, en el sentido dicho en la seccién 1.2.

Definicién 1.21. Se llama espacio de Lorentz al espacio vectorial R™ dotado
con una métrica de signatura (n — 1,1). Dicha métrica se denomina métrica de
Lorentz y estard denotada por (-,-).

Fijada una base ortonormal, la métrica de Lorentz en R™ se expresa en el

siguiente modo

(fa g) =
donde (x1,...,2,) y (y1,-..,Yn) son las componentes de Z e ¢, respecto de dicha
base, respectivamente.

Un vector Z se dice que es espacial, temporal o luminoso, si (Z,Z) es positi-
vo, negativo o cero, respectivamente. Usaremos esta terminologia incluso cuando
estemos usando una métrica de distinta signatura. En el espacio de Lorentz, el
conjunto de todos los vectores luminosos, dados por la ecuacion

—Z1Yy1 + -+ TnYn,

—23 4+ 25+ ... +22 =0,

forman un cono, llamado cono de luz. Del mismo modo a como se hizo en una
seccién anterior, en la literatura, los vectores luminosos son frecuentemente lla-
mados isotropicos y el cono de luz es denominado cono isotropico. Los vectores
temporales estan “dentro del cono”, y los espaciales estan “fuera del cono”. Si
Z € R*T!, 71 denota el conjunto de vectores que son ortogonales a & con respecto
de la métrica de Lorentz.

A partir de la proposicién 1.18, se tiene:

e Si ¥ es temporal, entonces la métrica restringida a &+ es definida positiva
con signatura (n—1,0) y Z+ interseca al cono de luz inicamente en el origen.

e Si 7 es espacial, entonces la métrica tiene signatura (n —2,1) sobre #+ y -+
interseca al cono en un cono de una dimensién menor.
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e Si # es luminoso, entonces la métrica restringida al hiperplano Z+ es una

forma bilineal degenerada con signatura (n—2,0). Por tanto, Z* es tangente
al cono de luz a lo largo de la recta [Z] que pasa por su vértice, el origen 0.
En efecto, es evidente que el subespacio generado por Z, [Z], estd contenido
en la interseccién de Z+ con el cono. Reciprocamente, si existiese un vector
7 contenido en dicha interseccién y no contenido en [Z], se obtendria que
el subespacio vectorial de dimensién 2 generado por & e g, también estaria
contenido en dicha interseccién. Esto se contradice con lo afirmado en la
proposicién 1.17.

A continuacién, debido a que se utilizard mas adelante vemos el siguiente
resultado.

Teorema 1.22. Sea f un isomorfismo lineal del espacio vectorial R™ en si mis-
mo y se considera que R™ estd dotado con un producto escalar (-,-) de signatura
(n—k,k) conl1<k<n-—1.5if estal que lleva vectores luminosos a vectores
luminosos, entonces :

(i) Hay una constante X\ distinta de cero tal que (f(0), f(W)) = MU, W), para
todo v, w € R™.
(i) Ademds, si k #n —k, entonces A es positivo.

Demostracion. Dado que £ > 1 y n — k > 1, existen vectores temporales y
vectores espaciales en R™. Supongamos que ¥ es un vector temporal unitario y
que @ es un vector espacial unitario de tal manera que (0, W) = 0. Luego 74+ @ y
¥ — w0 son vectores luminosos. Por la hipétesis del teorema, se tiene que f(¥+ )
y f(¥ — @) son ambos vectores luminosos. As{

(f(0 + ), f(0+ @) = (f(V), f(¥)) + 2(f (¥), f(@)) + (f (@), f(&))
Ahora, si restamos a la segunda ecuacién la primera, nos queda que (f(7), f(
0. Considerando esto en las ecuaciones anteriores, se obtiene

0

w)
w)

v)) =

—(f(0), f(0)) = (f (@), f(@)) = A, (1.4)

para un cierto ntimero real \.
Ahora supongamos que {¥y, ..., U, Wy, ..., W,_k} €s una base ortonormal
de R™ con 1,...,7; vectores temporales y wi,...,w,_, vectores espaciales.

Nosotros ya hemos demostrado que (f(%;), f(@;)) = 0, para todo i = 1,...,k
yj =1,...,n — k. De la ecuacién (1.4) obtenemos que —(f(%;), f(¥;)) =
(f(@;), f(W;)) = A, para todos los i y los j, puesto que podemos mantener
fijo ¥ y variar @; y viceversa.

Resta probar que (f(;), f(¥;)) =0y (f(@;), f(@W;)) = 0, para i # j. Para
ello, se considera el vector Tit @i Nétese que dicho vector es espacial, unitario
y ortogonal a v7. Por tanto,
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(£, @) = (F (B ) (P )) = &
Desarrollando esta identidad mediante la bilinealidad, se sigue que
2\ = (f(dy), f(;)) + 2(f (@), f(dy)) + (f (), f(y))-

Como A = (f (W), f(W;)) = (f(&;), f(&W;)), se tiene que {f(w;), f(wW;)) = 0. Del
mismo modo se probarfa que (f(7;), f(¥;)) =0, para ¢ # j.

Finalmente, se puede demostrar usando lo anterior que (f(Z), f(¢)) =
MZ, 7)), para todo Z,§ € R™. En efecto, usando la base ortonormal anterior

{,..., 0, W1,...,Wn_r}, se tienen las expresiones
k n—k n—k
— — /- — ’
T = E T;U; + § xjwja y= § YiU; + E ijj
=1 j=1 i=1 i=1

De ahi que (Z,9) = — Z 1 TiYi + Zn fz Y. Por otro lado, se tiene
k n—=k
(F@), @) = Yyl (@), (@) + Y 2y (@), £())-
i=1 j=1
k
= wii(=A +Zx A= NZ, ).
i=1

Con lo queda probado el apartado (i).

Para ver (ii), procedemos por reduccién al absurdo. Supongamos A <
0. Como f es un isomorfismo lineal se tiene que, {f(01),..., f(Tk), f(W1),...,
f(Wy—g)} es también una base de R™ constituida por vectores ortogonales entre
si por lo que se ha visto en la demostracién del apartado (i). Al ser A negativo
se tendria que los f(¥;) serfan espaciales y los f(w;) temporales. Por lo que la
signatura de (-, -) serfa (k,n — k). Como en el enunciado del teorema se dice que
la signatura es (n — k, k). Ello implica que k = n — k, contradiccién.

Se observa que, cuando n — k # k, para todo isomorfismo con las condi-
ciones del teorema, los vectores espaciales se transforman en vectores espaciales
y los vectores temporales en temporales.

1.5. Espacios Proyectivos. Variedades cuadraticas
En el estudio de la geometria de las esferas de Lie abordado en el presente

trabajo, nos vamos a mover en el ambito de la geometria proyectiva. Es por eso
que resulta necesario repasar algunos conceptos de dicha geometria.
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Definicién 1.23. Dado un espacio vectorial real V' de dimensién n+1. Se llama
espacio proyectivo asociado al espacio vectorial V', al conjunto de subespacios
vectoriales de dimensién 1 de V. Se denota P(V') y sus elementos los denotaremos
por [7] = {\7| X € R, ¥ # 0}. Es decir,

PWV)={[g] ) T#0,7€V}.

Los elementos de un espacio proyectivo se llamaran puntos del mismo. Si P = [7]
se dice que el vector ¢ define el punto P.

Definicién 1.24. Si P(V') es un espacio proyectivo asociado al espacio vectorial
V, la dimension de P(V) se define igual a dim V — 1.

1.5.1. Subespacios proyectivos

Definicién 1.25. Para un espacio proyectivo P(V), se dice que P(W) es un
subespacio proyectivo de P(V'), si W es un subespacio vectorial de V.

En particular:

Si dimW = 2, a P(W) se le denomina recta. La dimensién de una recta
es 1.

SidimW = 3, a P(W) se le denomina plano. La dimensién de un plano
es 2.

Si dimW = n, a P(W) se le denomina hiperplano. La dimensién de un
hiperplano es n — 1.

Un punto X = [Z] es un subespacio proyectivo, {X} = P([Z]). Su dimen-
sién es cero.

Si dimW = 0, P({0}) = ¢ es un subespacio proyectivo sin ningiin punto
(vacfo). Su dimensién es —1.

1.5.2. Variedades cuadréaticas

Recordamos ahora algunas nociones y propiedades relevantes desde el pun-
to de vista proyectivo relativas a variedades cuadraticas. Sélo introduciremos
aquello que nos va a ser necesario més adelante (para mds detalles ver ([3], [8]).

Definicién 1.26. Sean V' un espacio vectorial real de dimensién mayor que 1,
Q(V,R) el espacio vectorial de las formas cuadraticas sobre V' y, para £ € V no
nulo, [Z] el subespacio vectorial de V' generado por Z. Una variedad cuadrdtica en
el espacio proyectivo P(V') es todo punto [w] del espacio proyectivo P(Q(V,R)).
Los ceros de [w] es el subconjunto de P(V') dado por C(w) = {[Z] € P(V)/w(Z) =
0}.
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Si dim P(V) = 2, la variedad cuadrética [w] se llama cdnica.
Si dim P(V) = 3, la variedad cuadratica [w] se llama cuddrica.
Si dim P(V) > 3, la variedad cuadratica [w] se llama hipercuddrica.

Observacion 1.27. En la definicién anterior, hemos establecido que es diferente
hablar de una variedad cuadréitica [w] que considerar sus ceros C(w). Sin em-
bargo, por razones de usar un lenguaje mas simple e intuitivo, en lo sucesivo
escribiremos C(w) en lugar de [w], para referirnos a una variedad cuadrética.

El conjunto de los puntos X = [Z] que estdn en una variedad cuadrética en
C(w) estdn determinados por vectores Z no nulos que son de isotropia respecto
de w. Por otro lado, si un subespacio proyectivo P(W) estd contenido en C(w),
entonces el subespacio vectorial W es de isotropia repecto de la forma polar f.

La siguiente proyectividad juega un papel esencial en el estudio de varie-
dades cuadraticas.

Definicién 1.28. La polaridad de una variedad cuadratica C(w) es la proyecti-
vidad f : P(V) — P(ker f) — P(V*) que se deduce de la aplicacién lineal de
polaridad f : V' — V* de w. Para un punto Y = [¢] € P(V) — P(ker f), se dice

que f(Y) = [f(%)] = P(i7) es el hiperplano polar de Y y que Y es un polo del

hiperplano f(Y).

Asimismo, son relevantes las nociones contenidas en lo siguiente.

Definicién 1.29. Sea la polaridad f : P(V) — P(ker f) — P(V*), definida a
partir de una forma cuadratica no nula w con forma polar f. Dos puntos [Z] = X
e [y] =Y de P(V) se dice que son conjugados respecto de la variedad cuadrética
C(W), si f(Z,%) = 0. Un punto [#] = X € P(V) se dice que es singular, si es
conjugado a todos los puntos de P(V) o lo que es lo mismo, si estd determinado
por un vector & que estd en el nicleo de f . El conjunto de los puntos singulares

es S = P(ker f).

Para [§] =Y € P(V) = S, se tiene f(Y) ={[@] € P(V)]|0 = fH(@) =
f(7,Z) }. Esto es, el hiperplano polar f(Y) estd formado por los puntos que son
conjugados a Y.

Fijamos ahora una referencia proyectiva R = {Uy, ..., U,; U} en P(V) y la
correspondiente referencia dual R* = {Ug,...,U;U*} en el espacio proyectivo
dual P(V*). Seguidamente, tomamos bases normalizadas de dichas referencias
{€0,.-.,€n} y su dual {&,...,e:} (ver [3],[8]). Dada una variedad cuadrética
C(w), sea A = (a;;) una matriz asociada a w respecto de una base normalizada de
R. Pues bien, para X € P(V) — S con coordenadas homogéneas (xo, ..., Tp), si
F(X) tiene coordenadas homogéneas (ug, . . . , uy), entonces la ecuacién matricial
de la polaridad fviene dada por
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o Goo @o1 - Gon xo
aio ai1 *- - Qin
p = )
Un aAno An2 *** Ann Tn

donde p es un numero real distinto de 0.

Nétese que si dim P(V) = ny el rango de w es r, entonces dim (ker f) +r =
n+ 1. Por lo que dim S =n —r.
Seguidamente se describe el conjunto imagen de la polaridad.

Lema 1.30. Para P(V) de dimension finita, el conjunto imagen Imf de la po-

laridad [ es igual al conjunto de hiperplanos que contienen a el conjunto de
puntos singulares S. Es decir, si (ker f)° es el anulador de ker f, entonces

Im f = P((ker f)°).

A lo largo del texto, denotamos por P el espacio proyectivo asociado a
R™*1. Las coordenadas rectangulares (1,...,Znt1) son llamadas coordenadas
homogéneas del punto [Z]. Estdn tinivocamente determinadas salvo un multiplo
escalar no nulo. La referencia fijada para dichas coordenadas estd dada por
{U1,...,Ups1;U}, donde U; = [(0,...,0,1,0,...,0)], el 1 situado en el lugar ¢,
yU= [(1771)]

El espacio afin R™ se incluye en P™ como el complementario del hiperplano
del infinito Hy, (Hoo = @1 = 0), por la aplicacién ¢ : R™ — P™ dada por
d)(ylv s 7yn) - [(Lyla s 7yn)]

Un producto escalar en Rﬁ“, tal como la métrica de Lorentz, tiene su
aplicacion lineal de polaridad, L : Rt — R de modo que para todo
¥ se tiene que ker 1 (¥) = #'. Dicha aplicacién lineal de polaridad define la
proyectividad, denominada polaridad, entre P™ y su espacio proyectivo dual P™*
dada por L([Z]) = [L(Z)]. Este punto del espacio proyectivo dual se identifica
con el hiperplano proyectivo P (ker I(f)) = P(#*), denominandose hiperplano
polar del punto [Z]. También se dice que [Z] es el polo del hiperplano P (7).

Si Z es un vector luminoso no nulo en R™ ! entonces necesariamente
x1 # 0 y el punto [Z] puede ser representado como un vector de la forma (1, @),
para i € R™. La ecuacién para el cono de luz (#,Z) = 0 es @ - 4 = 1(- denota
el producto euclideo en R™) que es la esfera unidad S"~! en R". Por lo tanto,
el conjunto de puntos de P" determinados por vectores luminosos no nulos en
R™*! es difeomorfo con S™~1.
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Geometria de las esferas de Lie

2.1. La Geometria de Mobius de las esferas no orientadas

Como primer paso hacia la geometria de las esferas de Lie, recordemos la
geometria de las esferas no orientadas en R™ conocida como geometria de Mobius
0 geometria conforme. Siempre asumiremos que n > 2.

R

Figura 2.1. Proyeccién estereografica de R™ en S™

Denotamos el producto euclideo de dos vectores @ y ¢ en R™ por @ - ¢. En
primer lugar consideramos la proyeccién estereografica.

o:R* — S" —{P},

donde S™ es la esfera unidad en R"*! dada por la ecuacién 4 -4 = 1y P =
(=1,0,...,0) es el polo sur de S™. La imagen o(i#) de un punto @ de R™ se
determina del modo siguiente: se considera la recta que une el polo sur P con ,
el punto o() resulta de la interseccién de dicha recta con S™. La férmula para
o (1) viene dada por
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En efecto, la recta que pasa por Py el punto (0, %), tiene vector director (1, @),
entonces:

Z=(-1,0) 4+ A1, q).
Por tanto,

F=(—1+\\0).

Ahora se halla la interseccién de la recta con la esfera. Esto es, se considera la
expresiéon
(=14 X ),

entonces

(=14 X2+ Xi-Ad = 1.

Desarrollando el binomio y simplificando, nos queda
AA =24+ Xi- %) =0.

Porloque A\=06 A(1+ @ @) =2. Es decir, A\ =06 X\ = ﬁ
Asi, cuando A = 0 se obtiene P y cuando A = —2— se obtiene la expresién

. ’ Traa
requerida para o ().

Si determinamos la métrica g sobre R™ tal que la aplicacién o sea una
isometria se obtiene

g(f7 g) = 1+§1‘.ﬁf' g’

para todo &,y € TzR"™, siendo TzR™ el espacio tangente a R™ en el punto .
Y

A continuacién procedemos a incluir R™*len P! por la aplicacién ¢
mencionada en la seccién 1.5.2. Asf se tiene

¢o : R — P

dada por

doli) = [ (11558, 1205 )| = (487, 50,4

Sea el punto [(21, ..., 2zn4+2)] de P*T1 y (-,-) la métrica de Lorentz en el espacio
R"*2. Luego ¢o(R™) es exactamente el conjunto de puntos en P"*! sobre la
esfera X dada por la ecuacién (Z,Z) = 0, con excepcién del punto impropio
[(1,—1,0)] correspondiente al polo sur P. Nos referiremos a los puntos en X
distintos del polo sur P como puntos propios, el polo sur serd el punto impropio
y llamaremos esfera de Mobius o espacio de Mdbius a

r={AeP|(z2) =0}

Un hecho que debe ser tenido en cuenta en lo que sigue es que todo punto [Z] de
2 necesariamente tiene su primera coordenada no nula, z; # 0. Esto es, dicho
punto es imagen mediante ¢ de algin punto de R*+1.
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A menudo, es méas sencillo comenzar en S™ en lugar de en R™. Asi podemos
evitar la aplicacién o y el punto especial P. Sin embargo, hay ciertas ventajas,
de indole intuitivo, si comenzamos desde R".

El marco de referencia basico de la geometria de Mobius de las esferas no
orientadas es el siguiente. Supongamos que E es un vector espacial en R"12, es
decir, (E, E) > 0. Usando la proposicién 1.18, la interseccion del hiperplano polar
P(EL) de [€] en P! con la esfera X, es una variedad cuadrética X N P(£L)
en 73(5_1) con signatura (n,1). Dicha variedad cuadrética se corresponde con
la interseccién de la esfera S™ con el hiperplano afin H, de R**! dada por la
ecuacion

Ho=—-& + &%y + -+ §nrayni1 = 0,

—

donde (&1,&2,...,&n+2) son coordenadas homogéneas del punto [¢]. Por tanto,
S™ N H, es una esfera de dimensién n — 1 en H,. Que a su vez es la imagen
mediante ¢o de una esfera de dimensién n — 1 de R™ a no ser que X N P(£4)
contenga el punto impropio [(1,—1, 6)} En este tltimo caso, el polo sur (—1,0)
estard en S™ N H,, por lo que S™ N H, serd la imagen mediante la proyeccién
esterografica ¢ de un hiperplano de R™. Por tanto, hay una correspondencia
biyectiva entre el conjunto de todos los puntos espaciales en P"*! y el conjunto
de todas las esferas e hiperplanos en R”.

iA(3)

-

Figura 2.2. El punto espacial [¢] y su esfera correspondiente S en X

Veamos ahora formulas especificas para esta correspondencia.

Lema 2.1. Sea la esfera Sg_l(r) en R™ con centro P’ y radio r > 0 dada por la

ecuacion
(@) (@5 =
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Entonces U € 5571(” si y solo si @ satisface la ecuacion (€, o (@) = 0, donde

[f_] es el punto espacial con & + & # 0 tal que

6 = (B2, 2 ). (2.1)

Nétese que si & + & = 1, entonces (E,E) =172y (&,...,&n42) = P. Luego la
esfera 51?71(7,) se corresponde con el punto [€].

Demostracion. Dada la esfera S;f_l(r) en R™ con centro p y radio r > 0 se

quiere determinar el punto espacial que [E] =1[(&,.. -, ént2)] = [(51752,5{,)} que

le corresponde. Para ello, si se tiene un vector @ de la esfera, se satisface la

ecuacién (@ — p) - (@ — p) = r? que es equivalente a i - @ + 29 @ + p-p = r.
Por otro lado, a partir de que

do(@) = (B2, 558, @)] € 0 PE),
se obtiene que
0= (€ ¢o (@) = —& LT 4 1500 4 &,
Necesariamente & + €2 # 0. Si fuese &1 + & = 0, se obtiene la igualdad
b g, i=0.

Por lo que el punto « estaria en el hiperplano afin de R™ representado por la
ecuacién anterior. Esto es, la esfera de centro p'y radio r estaria contenida en
un hiperplano, contradiccién.

Por tanto, podemos elegir un representante (fl,fg,f_;) del punto [5_] de
modo que & 4+ & = 1. La ecuacién anterior se transforma en la igualdad

-8 _17. G4, 7=0.

A continuacién, sustituyendo @ - @ = r? — §- g+ 2 - 4, se obtiene

2

CEL . PP 5.4+ E, i =0.

Poniendo ahora Eo =p y& —& =r%—p-pjunto con la condicién & + & = 1,

resulta ) )
_ g _ 1—pptr
2 ) £2 - 2 .

dado por
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Reciprocamente, dado un punto [E] = [(&1, &, f_;)} espacial con & + & # 0,
se quiere determinar la esfera de R™ que le corresponde. Siempre se puede encon-
trar un representante del mismo punto con 51 + & = 1. Entonces, considerando
un tal representante llamamos 72 = (£,€) y 7 = &,. Se puede comprobar que la
esfera de R™ de centro p'y radio r se corresponde con nuestro punto espacial de
partida. En efecto, ya se tiene 5_; = p'y, ademads, se obtiene

145512 _ 14&-8o—(£€) _ 14E-6 _ 1466 _ ¢
2 2 1

1—p-

Mh@l

12 1-E-E+ (£ _ 1-64E5 _ 1-&146 —¢
2 2 2 — 62

O

Veamos ahora de forma elcph'cita la correspondencia entre hiperplanos de
R” y puntos espaciales [(£1,&2,&,)] en P™HL tales que & + & = 0.

Lema 2.2. Sea H, un hiperplano afin de R™ dado por la ecuacion a+m -4 = 0,
donde it # 0 es un vector normal a H,. Entonces @ € Hy si y solo si @ satisface
la ecuacion ((—a,a, ), po(@)) = 0. Nétese que ((—a,a, i), (—a,a,7)) = 7-7 > 0.
Esto es, el hiperplano Hy, = a + 7 -4 = 0 se corresponde con el punto espacial

[(—a,a,n)].

Demostracion. Sea u € H,, entonces se tiene que

I4d-d 1—i-i
(—a, a,7), (@) = —(—a) +2“ Cra i =t =0,

Reciprocamente, si se tiene el punto espacial [(—a,a,7)] y @ que satisface
((—a,a,m),po(@)) = 0, entonces

Por tanto, 4 € H,. O

Finalmente, observemos que una circunferencia de centro p y radio 0,
es decir, un punto p, se corresponde con el punto luminoso (de X) ¢o(p) =

(72, 17, 5.

2.2. Angulos

El invariante fundamental de la geometria de Mobius es el angulo. El
estudio de los dngulos resulta bastante natural en el contexto de dicha geometria.
Veremos que los dngulos entre esferas y planos en R™ pueden ser expresados en
términos de la métrica de Lorentz.
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Definicién 2.3. Sean dos esferas S y So de R™ con interseccién no vacia, para
determinar el dngulo entre las esferas S7 y S, se considera un punto p de la
interseccién S1 NSy y los hiperplanos Hy y Hy tangentes a S y S en el punto
comun p, respectivamente, el dngulo entre S; y Sy es el dngulo entre dichos
hiperplanos. Dicho dngulo se calcula mediante los vectores 71 y 75 ortogonales
a dichos hiperplanos tangentes y vendra dado por

|71y - 712

|COS 9' = s
1731 eIzl

JEr—

donde ||@|. = VU - 4.

Figura 2.3. Angulo entre dos esferas

Proposicion 2.4. Dadas dos esferas con interseccion no vacia, Sy con centro
p1 y radio r1 > 0 y, So con centro ps y radio ro > 0, entonces el dngulo 6 entre
S1 y Sy viene dado por:
2, .2 S o S o
ri + 15— (p1 — P2) - (P1 — P2)

5 0] = .
ICOS | 27”17’2

Ademds, si los puntos espaciales [51] y [52] son los correspondientes a Sy y So
respectivamente, entonces

| cos 6] = M, (2.2)
€12l €2l

- =

donde |I€]l; = 1/ (£, ).

Demostracion. Nétese que, si p'es un punto de S; N Ss, los vectores p'— py y
P — P2 son respectivamente ortogonales a los hiperplanos tangentes a S7 y S en
p. Por tanto,
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P-P—P-Ppr— P P2+ D1 D2
T1ir2 -

(0'—p1) - (P — p2)
r1ir2

| cos 0] =

Por otro lado, se tiene las igualdades
P-P—20P+p-ph=r, P-P—20 PatpPePo=r13
Sumando miembro a miembro las dos identidades se obtiene
25— 2P Pr — 20 P+ P1 - D1+ Do P =17 + 75
Lo que equivale a la igualdad
2p- PP pL— D Do+ PL-P2) =711 +15 — (P — P2) - (P1 — Da).

Utilizando esta igualdad en la expresion 2.3, obtenida arriba, se deduce la férmula
requerida en la proposiciéon. Dicha férmula también la podemos obtener median-
te la utilizacién del teorema del coseno en el tridngulo de vértices pi, Py po.
Teniendo en cuenta que el dngulo del tridngulo en el vértice p es igual a 6.
Finalmente, el punto espacial [51] que se corresponde con S; viene dado
por [(H2 flfr%, 171 fﬁr? ,71)]. Del mismo modo para S, se tiene el punto [£)]

N S
dado por [(FHP2P2=Te 17P2P2tTs 5] Ffectuando ahora el producto de Lorentz

. S 2 Lo 2 S L2 oL o
(51762) _ )\1)\2((1-1‘171';01—7”1 1-pi-pit+r] : - ), (1+P2'P2—T2 1—172'172-i-T27 —»2))

2 ; 2 2 ; 2
— i 413 — (71— P2) - (P1 — Pa)
=M \y .
2
Como ademds [|€1]l; = |M|r1 y €]l = |Xa|re, se sigue la expresién requerida
para | cosf| en términos de la métrica de Lorentz. O

Definicién 2.5. El dngulo 6 entre dos hiperplanos afines Hy y Hy de R” es el
formado por dos vectores normales a Hy y Hs, respectivamente. Se determina
mediante la expresién

iy - 1

|cos€|:7_|, ! f‘ ,
1721 [le [[772]]

donde Hi = a1+ 17, -© =0y Hy = as + 1y - © = 0 son las ecuaciones de los
hiperplanos dados.

Proposicién 2.6. Dados dos hiperplanos afines Hy y Hy de R™, si [1] y [72]
son los dos puntos espaciales que se corresponden con Hy y Hs, entonces

|(771, 772)|

|COS 9| = S ST S -
Il e
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Demostracion. Si Hy = a1 +11 -4 =0y Hy = as+1is -4 = 0 son las ecuaciones
de los hiperplanos dados, entonces 71 = pi(—ay,a1,71) y T2 = po(—az,as,M2).
Es inmediato comprobar que

|7, 772)]  paperiy 72|
o = ———— = | cos /|
lllllizlle |mapelllfi]lelfizlle

O

Definicién 2.7. Sean una esfera S y un hiperplano afin H de R™ con interseccién
no vacfa, para determinar el dngulo entre S y H, se considera un punto p, de
SN H y el hiperplano H, tangente a S en el punto p,, el dngulo entre S'y H es
el dngulo entre los hiperplanos H, y H.

Proposicién 2.8. Dados la esfera S y el hiperplano afin H de R™ con intersec-

—

cidn no vacta, si [€] y [7]] son los dos puntos espaciales que se corresponden con
S y H, entonces
|cos 8] = M
€117l

Demostracion. Si S es de centro p'y radior > 0y H = a+7-@ = 0 es la ecuacién

del hiperplano dado, entonces 5: A (1+ﬁ'§_r2, 1_ﬁ'§+r2,ﬁ) y 77 = u(—a,a,).

Es inmediato comprobar que

(EM _ Pula+5-7)|
(3| E T | Alr|7ille

Por otro lado, sabemos que si p, es un punto de S N H, entonces

|cos @] = _ = =

O

Consideramos ahora las transformaciones que conservan las propiedades y
nociones que son propios de la geometria de Mobius.

Definicién 2.9. Una transformacion de Mdobius es toda proyectividad biyectiva
de P**1 en si mismo que preserva la condicién de punto luminoso. Esto es, una
proyectividad f, inducida por el isomorfismo lineal f, serd transformacién de

Mébius, si para todo [7]] tal que (77, 77) = 0, se tiene que f([7]]) = [f(7)] es tal que
(f(m), £(7) = 0.

Teniendo en cuenta el teorema 1.22, se deduce que toda transformacién
de Mo6bius f conserva los angulos. En efecto, si se tiene dos puntos espaciales
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[Eﬂ y [52], el dngulo entre ellos viene dado por la expresién (2.2). Por otro lado,

calculamos el angulo entre los puntos espaciales f([gl]) = f(é)] y f([é]) _
[f(g})] est4 dado por
(f(&) f(&) MELL &) B (&,6)

IFENNFEN — VAIEIVAIED &Gl

Debido a esto, se justifica el uso de la palabra conforme para también denominar
la geometria de Mdbius.

Proposicion 2.10. El conjunto de las transformaciones de Mobius es un grupo,
denominado grupo de Mdébius. Dicho grupo es isomorfo al grupo cociente O(n +

1,1)/{I,-1}.

Demostracion. La composicién de dos transformaciones de Mobius resulta que
también es una transformacién de Mobius. La composicion de aplicaciones siem-
pre es asociativa. La identidad es una_transformaciéon de Mobius. Finalmente,
para toda transformacién de Mobius f se tiene que su inversa es una proyecti-
vidad f~! inducida por la aplicacién lineal f _~1 inversa de la aplicacién lineal
f que induce f. Es inmediato comprobar que f~! también preserva los puntos
luminosos. Por tanto, el conjunto H de las transformaciones de Mobius es un
grupo con la composicion. B

Sea la aplicacién 7 : O(n+ 1,1) — H, dada por n(f) = f. Es inmediato
ver que si f es una aplicacion lineal ortogonal, entonces ]?es de Mobius. Se tiene
que 7 es un homomorfismo de grupos con nicleo {I, —I}.

Sea la transformacién de Mobius ]? inducida por la aplicacién lineal f :
R?*2 — R"*2, Como f transforma vectores luminosos con respecto a la métrica
de Lorentz en vectores luminosos, por el teorema 1.22, se tiene que (f(Z), f (7)) =
(T, 1), )\~;£ 0. Por tanto, 1 f € O(n+1,1) y —3f € O(n+ 1,1). De ahi que,
77(% f) = f con lo que se concluye que 7 es sobreyectiva y se tiene el isomorfismo
O(n+1,2)/{I,—1} =~ H. O

2.3. Geometria de las esferas orientadas de Lie

Dirigimos ahora nuestra atencién a la construccién de la geometria de Lie
de las esferas e hiperplanos orientados en R". Sea W™t el conjunto de vectores
Q? de R"*2 tales que (5 C) 1. Es un hiperboloide de una hoja en el espamo
afin R"*2. Si X es un punto  espacial de Pnt+1 entonces hay dos vectores —|—C , C
en Wt tales que X = [C] Dichos dos vectores se van a utilizar para fijar
orientaciones sobre la esfera o el hiperplano correspondiente al punto X. Para
hacer esto, se necesita introducir una coordenada més. Primero, metemos R"*2
en P2 mediante la inclusién Z — [(Z,1)]. Si ¢ € W™+ entonces
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—GH G+ o+ G =1

Asf el punto [(C,1)] de P+ est4 sobre la variedad cuadritica Q+! en Pm+2
dada por la ecuacién

—ai a4 T — Ii+3 =0, (2.4)

donde (1,22 ...,Zpnt+2, Tyts) son las coordenadas homogéneas, segin la inclu-
sién anterior, de un punto cualquiera X de P"*2. La variedad cuadratica Q"' se
llama cuddrica de Lie y el producto escalar determinado por la forma cuadratica
expresada en (2.4) se denomina métrica de Lie o producto escalar de Lie, que seréd
denotado por (-,-). Cuando consideremos una base ortonormal {€,...,€, 13},
los vectores temporales serdn €1 y €,43 y el resto serdn los espaciales.

A continuacién mostraremos cémo los puntos de la cuddrica de Lie Q7!
estan en correspondencia biyectiva con el conjunto de esferas orientadas, hiper-
planos orientados y esferas puntos de R™ U {oco}, donde oo es el punto impropio
que se corresponde con el polo sur en la proyeccidn estereografica. Suponga-
mos que [(%, z,+3)] es un punto de Q™" con coordenada homogénea z,,43 # 0.
Haciendo la oportuna divisién por #,,3, se obtiene que [(Z,zn43)] = [(,1)]
y (5, 5) = 1. En esta situacién, se consideran dos alternativas: z1 + x2 # 0 6
Ty + 29 = 0.

Siz1 +x2 # 0 (o lo que es lo mismo, ¢; + {2 # 0), entonces en geometria
de Mobius [f] representa una ebfera en R™. Para determinar el radio y el centro,

consideramos § = ——2. Ahora la suma de las dos primeras coorde-

C1+C2C = w1+w
nadas de § es 1, &1 4+ & = 1. Pues bien, haciendo ahora el producto de Lorenz
(f f) =72 se obtlene el radio r. El centro es p'= (&s,...,&,+2). En resumen, se
puede Comprobar que

2

g_ (1+ﬁ~ﬁ—f’ 1- pp+r —»)
- 2 ’ » P

: g 2 _ 1 _
corr210 en (2.1). Como hemos partido de £ = ey +C C, entonces, 1° = @rar =
(Tfiiff;)z Por lo que se tienen dos posibilidades.

(a) r= ﬁ = ;1_:;2 . En este caso ¢ = %gy se tierie que el [iunto de la cuadrica
de Lie tomado al principio es [(Z,zn43)] = [(2£,1)] = [(€, )]

(b) r = *ﬁ = 7;171:;2. En este caso ( = 7%5 y se tiene %ue el purito de la
cuédrica de Lie tomado al principio es [(Z, z,43)] = [(—2&,1)] = [(£, —r)].

Se interpreta la ultima coordenada como un radio con signo positivo o
negativo de la esfera con centro p y radio r > 0. Con el fin de interpretar
esto geométricamente, se adopta el convenio de que un radio con signo positivo
corresponde a la orientacién de la esfera representada por un campo de vectores
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normales y unitarios hacia dentro y un radio con signo negativo corresponde a
la orientacién de la esfera representada por un campo de vectores normales y
unitarios hacia fuera. Por tanto, las dos orientaciones de la esfera en R™ con
centro p' y radio 7 > 0 se representa mediante dos puntos en la cuadrica de Lie

Qn+1.

1+ p—r® 1=p-p+r® - . 1+p-p—r® 1=—pptr’ =
|:( 2 ) 2 y D, T o 2 ’ 2 y Dy, =T

Si 1 + x2 = 0, entonces [(Z,xp+3)] = [(z1, 22, Zo, Tnt3)] representa un
hiperplano en R™. En efecto, denotando a = zo = —xz1 y @ = Z,, se tiene
que el hiperplano correspondiente es de ecuacién a + 7 - 4 = 0. Nétese que
del hecho de que el punto [(z1, 22, %o, Tni3)] pertenece a la cuddrica de Lie

Q" se obtiene la condicién 7 - 7t = &, - &, = x2 4. Por lo que z,,43 = ||7i]|c 6
ZTnt3 = —||7i||e- Por tanto, se tiene que nuestro punto de partida de la cuddrica es
(1, 2, o, wny3)] = [(—a,a, 7, ||7i]|)] 6 (21, 22, To, Tny3)] = [(—a, a7, —7i][e)],

que representa el mismo hiperplano mencionado anteriormente pero con distinta

orientacién, determinada por Hﬁll\ 6 —ﬁﬁ.
Supongamos ahora que partimos de un punto [(Z,0)] = [(z1, 22, Zs,0)]

de Q! tal que 2,43 = 0. Como anteriormente consideramos las posibilidades
x1+x27é0yx1+x2=0. .

Si fuese 21 + a2 # 0, entonces [(C1,(2,(0,0)] = [(z1,22,%0,0)], donde
(Cl,(g,g?o,O) = ﬁ((bhx%fo,()). Se tiene que el punto de partida se corres-

ponde con el punto ¥ = (_; de R™. En efecto, se puede comprobar que

(61,62, 0) = (T, 1527 4 0)

Finalmente, si 21 + 22 = 0, entonces tenemos el punto [(x1, z2, Zo,0)] =
[(—a,a,7i,0)]. Del hecho de que el punto estd en la cuddrica de Lie, se obtiene
la condicién 7 - @ = 0. De ahi que 7 = 0. Por consiguiente, el punto es nece-

sariamente [(fa,a,(j7 0)] = [(—1,1,0,0)] que se corresponde con el polo sur de
.

Observacion 2.11. Antes de continuar queremos senalar que la interseccion de
Q™! con el hiperplano proyectivo x,,3 = 0 es el espacio de Mobius X. Mientras
que la interseccién de Q™! con el complementario de dicho hiperplano es el
conjunto W"+!, Esto es, Q"1 = YU W" L,

En la geometria de las esferas de Lie, los puntos se consideran como esferas
de radio cero, o esferas puntos. A partir de ahora, usaremos el término esfera
de Lie para denotar una esfera orientada, un hiperplano orientado, o una esfera
punto en R™ U {oo}. Las coordenadas de la columna derecha en la tabla 2.1 se
denominan coordenadas de Lie de la correspondiente esfera de Lie: punto, esfera
o hiperplano.
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Euclideo Lie
puntos: 4 € R" (1+§~r, =41, 0)
e} (_L ]-7 67 0)]
esfera de centro p'y radio r [(W, %,ﬁ, r)]

con signo segun orientacién

hiperplanos: a + 7 -4 =0 [(—a,a,,[|7]])]

Tabla 2.1. Correspondencia entre esferas de Lie y puntos de la cuadrica de Lie

2.4. Esferas de Lie en la geometria esférica

En cierto modo es més simple usar la esfera S™ en lugar de R™ como el
espacio de partida para estudiar la geometria de Mobius o la de las esferas de Lie.
Esto evita el uso de la proyeccién estereografica y la necesidad de referirnos a
puntos impropios o distinguir entre esferas y planos. Ademaés la correspondencia
en la tabla 2.1 puede ser reducida a una sola férmula

S <— [(cos p, P, sin p)].

En la seccién 2.1, considerdbamos S™ como la esfera unidad en R"*! y
luego inclufamos R"*! en P"*1 usando la aplicacién ¢. Luego ¢(S™) = X es la
esfera de Mobius, dada por la ecuacién (2, Z) = 0 en coordenadas homogéneas.

A partir de ahora trabajaremos en el contexto de la geometria esférica de
S™. Primero consideraremos una esfera geodésica S en S™ de centro p; € S™ y
radio geodésico p con 0 < p < 7. Esto es,

S ={# e 5" |ds (1, %) = p},

donde dg» indica la distancia geodésica en el espacio S™. Recordamos que una
geodésica con punto inicial p} y con direccién inicial el vector unitario € tangente
a S™ en pj viene dada por

~v(t) = cost py + sent €.

Noétese que v(t) estd parametrizada por la longitud de arco. Por tanto, si § € S,
se tendrd ¢ = y(p) = cos p p1 + sen p €. Por lo que

P1 - Y = cos p, 0<p<m.

Luego el punto ¢ pertenece al hiperplano afin H, = —cosp +p; - & = 0 de
R™*!. Es decir, la esfera geodésica S es tal que S C S™N H,. Reciprocamente, si
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¥ € S"NH,, entonces § = y(t) = cost py +sent €y p1-y = cosp, con 0 <t <7
y 0 < p < m. De ahi que cost = cosp, siendo 0 <t <7y 0 < p < 7. Porlo que
t=peyelbs.

Se considera ahora la inclusién ¢ de R™*! en el espacio proyectivo P™*1. Al
punto ¢ le corresponde el punto [(1, )] y al hiperplano afin H, = — cos p+p;-& =
0 le corresponde el hiperplano proyectivo H = — cos p z1 +p1 - Z, = 0. Como H es
el hiperplano polar del punto [f_] = [(cos p,P1)], P(E)L = H, se tiene que la esfera
no orientada S se corresponde con el punto espacial [5_], donde E = (cos p,p1).
Dicho punto es espacial puesto que (f_’7 5) = ((cos p, p1), (cos p,p1)) = — cos p? +
P - p1 = sen?p > 0.

Ahora hacemos corresponder la esfera orientada S con un punto [(Z, z,43)]
de la cuddrica de Lie Q" '. Necesariamente z+22 , 5 # 0y se considera el vector

1 = Tn43 - , .
( Z ) representante del punto [(Z,z,43)]. Asi, se obtiene el
\/I%"'%fwrs ’\/r%+zi+3 ’ ’
vector
T To Tn42 Tn+3
\/$%+"3i+37 \/$§+‘Ei+3 B \/mf"‘lfwrs’ \/$?+xi+3
Multiplicaremos por —1 si es preciso para que xj se mayor o igual que cero
2 -
_ x1 Tn+3 _ 2 _ = —
cosp = —=2=— > 0. Tomando —"25— = sen = (cos =
y P \/zf+wi+3 - (w%-&-;rber%) Py 5 ( P:pl)

——~——7, se tienen dos posibilidades:
VEITT, 3

(i) Sisenp = ——22_  entonces el punto correspondiente a la esfera orientada
vV 37%+$3L+3
S es [(Z,zny3)] = [(cos p, P, senp)]

Tn+3

(11) Si senp = _\/TT_H;

tada S es [(Z, n13)] = [(cos p, D1, —senp)]

, entonces el punto correspondiente a la esfera orien-

Si se considera que p puede variar entre 7y —mw, —7 < p < 7, las dos
posibilidades anteriores se sintetizan en una sola:

S «— [(cos p, p1,sen p)] (2.5)

La férmula sigue teniendo sentido si p = 0, en cuyo caso se obtiene el punto
esfera [(1,p,0)]. Esta dnica férmula juega el papel de todas las férmulas dadas
en la tabla 2.1 dada en la seccién anterior para el caso euclideo.

Como en el caso euclideo, la orientaciéon de la esfera S en S™ estd de-
terminado por la elecciéon de un vector normal a S en S™. Geométricamente,
tomaremos sen p positivo en (2.5) que corresponden al campo de vectores nor-
males y unitarios que son vectores tangentes a la geodésica desde p; a —p;. Cada
esfera orientada puede ser considerada de dos maneras, con centro p; y radio
con signo p —m < p < 7, 6 con centro —pj y el radio con signo apropiado p + 7.
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2.5. Esferas de Lie en el espacio hiperbdlico

Para estudiar las esferas en el espacio hiperbdlico H™, consideramos
el subespacio vectorial R**! de R"*2 generado por {€,€3, - ,€ni2}, donde
{€1,E5,E3, -+ ,Enia} es una base ortonormal de R"*2 con respecto a la métrica
de Lorentz, siendo €; vector temporal. Entonces H" es la hipersuperficie

H" = {f € R"™ | (7,79) = -1, y1 > 1}.

La restriccién de la métrica de Lorentz a H™ da lugar a una métrica euclidea.
En efecto, para § € H", el espacio tangente TyH"™ a H" en ¥ estd generado

por {@a,...,Uns1} donde {, @, ...,y 1} es una base ortonormal de R™*! con
respecto a la métrica de Lorentz. Puesto que ¥ es temporal, entonces los restantes
; son espaciales. Como la base {,...,Un41} de TyH™ estd constituida por

vectores espaciales, ello implica que la métrica de TyH™ es de signatura (n,0).
Para analizar la distancia entre dos puntos p'y ¢ del espacio hiperbélico

H™, consideramos las geodésicas en dicho espacio. Una geodésica en H™ con

punto inicial p'y direccién inicial el vector tangente unitario € viene dada por

~(t) = cosh t 7+ senh té.

Como +/(t) = senhtp + cosh t € es de longitud uno, entonces (t) estd parame-
trizada por la longitud de arco. Por tanto, t es la distancia entre los puntos p'y

q=(t).
Sea ahora, la esfera S en H™ de centro p'y radio p > 0. Esto es,

S={y e H"|dun(p,y) = p},

donde dg» denota la distancia hiperbdlica. Si ¢ € S, entonces ¢ se expresa como
¥ = 7(p) = cosh pp+ senh p . Haciendo el producto de Lorentz siguiente

(P, %) = (P, cosh pp'+ senh p &) = — cosh p.
Luego ¥ pertenece al hiperplano afifn H, de R"*! de ecuacién
H, =coshp+ (p,y) =0.

Por tanto, S C H, N H™. Reciprocamente, si ¥ € H, N H™ y la distancia hi-
perbdlica entre e ¥ es t, entonces — cosh p = (p,¢) = (§,7(t)) = — cosht. Por
loquep=teyes.

De forma analoga a como se hizo cuando estudiamos S, incluimos R™*+!
en P*t! mediante la aplicacién 1 : R**1 — P71 dada por

w(?j) = w(ylvy?n s 7yn+2) = [(yh 17y3a s 7yn+2)] = [27+ 62]

Para la esfera no orientada S se transforma en ¢(S) = ¢ (H™) N H, donde
H es el hiperplano proyectivo que corresponde a H,. Nétese que ¢(H™) = X'y
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que H = P(&1), donde 5: P+ cosh pés. Luego el punto que corresponde a S
es [€] y (€.€) = (7.9) + cosh? p = —1 + cosh? p = senh?p. Por lo que el punto [¢]
es espacial.

Reciprocamente, si tomamos un punto espacial [Z], donde Z = Zj + 225 y
tal que 27 sea temporal. Multiplicamos ahora 2z’ por —1 si fuese necesario para
conseguir un representante del punto con zo > 0. Seguidamente consideramos

= 1
§ = ———=——=7=p+coshpés.
7(217 Zl)
Como (p,p) = —1, se tiene que p € H™ y serd el centro de la esfera S corres-

pondiente al punto [z]. El radio p de S es p = arccosh \/% y se obtiene que
—(%1,%1

— =

(€,€) = senh?p.

Ahora hacemos corresponder la esfera orientada o esfera de Lie S de H™
con un punto [#] de la cuddrica de Lie Q"*!, donde & = &1 + 25+ 21,4 3€, 43 con
21 temporal. Necesariamente zo # 0, multiplicando & por —1 si fuese necesario,
podemos suponer que x5 > 0. Considerando el vector representante del punto
[#] dado por

ol 1 S o - Tn+3 N
(= ———=—=T=p+cosh péy + ————
_(:1:17:1;1) _($17$1)

Se tienen dos posibilidades:

(i) Si senhp = \/%, entonces el punto correspondiente a la esfera de Lie
S es [p'+ cosh pés + senh p &4 3]

(ii) Sisenhp = — "c("jﬂ , entonces el punto correspondiente a la esfera de Lie
—(T1,T1

S es [P+ cosh péy — senh p &, 43].

Siguiendo exactamente el mismo proceso como en el caso esférico, en-
contramos que la esfera orientada S en H™ con centro p' y radio con signo p
corresponde a un punto de en la cuddrica de Lie Q! como sigue:

S <— [P+ coshpéy + senh p &4 3]. (2.6)

La férmula sigue teniendo sentido si p = 0, en cuyo caso se obtiene el punto
esfera [P+ € + 0 €,+3]. Esta tnica férmula juega el papel de todas las férmulas
dadas en la tabla 2.1 dada anteriormente para el caso euclideo.

Hay también una proyeccién estereografica 7 : D™ — H'™, con polo sur
—e1, desde el disco unidad D" = {@ € R" |4 -4 < 1} de R™ en el espacio
hiperbélico H™ dada por
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r(@) = (HEL, 25 ).

Noétese que —e; estd en el hiperboloide, pero no en H™. La métrica inducida
sobre D" para hacer que 7 sea una isometria es la métrica de Poincaré, dada
por

- =

.g)zz'y’

—~
\.Hl
NS
>}
3
Il
S|

(1-
para Z,y € Tz D".

2.6. Esferas de contacto orientadas y haz parabdlico de
esferas

En la geometria de Mobius, el concepto geométrico principal es el angulo.
En la geometria de las esferas de Lie, el concepto central son las esferas de
contacto orientadas.

Definicién 2.12. Dos esferas orientadas S y S en R™ son de contacto orien-
tadas, si son tangentes y tienen la misma orientacién en el punto de contacto.
Una esfera orientada S con centro p'y radio con signo r y un hiperplano
orientado H con vector normal n y ecuacién a + 71 - @ = 0, se dice que son de
contacto orientados, si H es tangente a S y sus orientaciones coinciden en el
punto de contacto.
Dos hiperplanos orientados Hy y Hs cuyas ecuaciones respectivas son a; +
T Tio

71U = 0y as+7i2-u = 0 se dicen que son de contacto orientados, si T = Tl

i1
1

Se considera que su punto de contacto es el punto impropio.

Un punto @ de R™ es de contacto orientado con la esfera orientada S o con
el hiperplano orientado H,siw € Sou € H.

Dos puntos w; y s se dice que son de contacto orientados si son coinci-

dentes.

r <0
ri,rp >0

ry >0

Figura 2.4. Dos posibilidades para un par de esferas de contacto orientadas
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Si Py v P son los respectivos centros de S1y S2 y 71 y r2 son sus radios con
signo respectivo entonces, la condicién analitica para ser orientadas de contacto
es

p1 — Pal| = |r1 — ral. (2.7)
Asimismo, la condicién analitica para una esfera y un hiperplano que sean de
contacto orientados es

- =

p-i=—a+r|d. (2.8)
Seguidamente se expresa la nocién de contacto orientado en términos de

la métrica de Lie.

Proposicion 2.13. Sean dos esferas de Lie representadas por los puntos [El]
y k2] pertenecientes a la cuddrica de Lie Q"*'. Entonces [ki] y [k2] son de
contacto orientados si y solo si (ky,ks) = 0.

Demostracién. Si [ky] y [ko] son dos esferas de contacto orientadas Sy y S,
entonces los puntos [k;1] y [k2] admitirdn como representantes respectivos a

o 1+p1-pr—r; 1-pi-Pritr; -
kl—)\l( 2 1a 2 laplﬂ"l ;

o 1+p2Ppa—rs 1—Pa-patrs =
kZ*)Q( 2 27 2 2,p2,7"2 .

Haciendo el producto de Lie de estos dos vectores resulta

<E1,E2> = A\ ((m;rz) _ \|ﬁ1;ﬁ2|\ ) —0.

Lo que equivale a la condicién (2.7).

Sean ahora, [k1] la esfera orientada S y [ks] el hiperplano de ecuacién
a+ii- @ = 0 orientados de contacto, entonces los puntos [ky] y [k2] admitirdn
representantes respectivos a

L= A (1+ﬂ2ﬁ—r2’ 1_5'25+T2,ﬁ, 7,) , ko = Xo(—a,a, i, ||7]).
Haciendo el producto de Lie de estos vectores resulta
(k1, k) = Mda(a +ii - p— 7)) = 0.

Lo que equivale a la condicién (2.8).
En el caso de que sean dos hiperplanos orientados Hy y Hs, se tendran los
representantes

ki = (—ar,an i, []), ke = (—as, ag, s, |1s]])-
Haciendo el producto de Lie de estos vectores resulta <E1,E2> = 71 - Ty —
|171]|||72]] = 0. Esto equivale a que 72k = 22

il = iRzl
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En el caso de una esfera orientada S con centro p'y radio con signo r y un
punto 4, los respectivos representantes seran

- —

i I4p-p—r® 1-pptr® - 14d@-d@ 1—@-ad 5
k1:>\1( pé) y p; ,p,T’), k2:>‘2( +uu’ Quuauao)'

El producto de Lie de estos vectores resulta (ky, ka) = 222 (12 — [|5 — @]|%) = 0.
Esto equivale a que @ € S.

En el caso de un hiperplano orientado H y un punto , los respectivos
representantes seran

k1 = (—a,a,7,|7) ko = A (IEZE 1= g )

El producto de Lie de estos vectores resulta (ky,ky) = A(a + i - @) = 0. Esto
equivale a que © € H.

Finalmente, en el caso de tener dos puntos u; y us de R™, los respectivos
representantes seran

k1 =\ (M%,%,Elﬁ), ko = Ao (M%’l—ﬁ%,%,o)_
El producto de Lie de estos vectores resulta (ki,ks) = —2L2 || — is]|2 = 0.
Esto equivale a que @ = . O

Usando la proposicién vista en los preliminares de este trabajo, podemos
afirmar lo siguiente relativo a subespacios proyectivos contenidos en una cuadrica
de Lie.

Proposicién 2.14. La cuddrica de Lie Q™' contiene rectas proyectivas, pero
no subespacios proyectivos de dimension mayor que uno.

Demostracion. Si el subespacio proyectivo P(W) estd contenido en Q"*!, en-
tonces W es de isotropia respecto de la forma polar correspondiente. Como la
signatura de Q"*! es (n + 1,2), entonces dim W < min(n +1,2) + 0 = 2, por la
proposicién 1.17. Por tanto, la dimensién de P(W) es uno a lo sumo. También
por la proposicién 1.17, Q™t! est4 formada por rectas. O

Seguidamente vamos a ver que el conjunto de esferas de Lie en R™ corres-
pondiente a puntos sobre una recta contenida en @™*! forman lo que se llama
un haz parabdlico de esferas de Lie. Ademés también mostramos que cada haz
parabdlico contiene exactamente una esfera punto p. Si este punto es un punto
propio de R”, entonces el haz contiene exactamente un hiperplano H. Dicho
haz consistird en todas las esferas de contacto orientadas que son que contacto
orientadas con H en el punto p.

Para mostrar lo dicho en el parrafo anterior, haremos uso de lo siguiente.

Lema 2.15. Sea ¢ = P(W) una recta contenida en la cuddrica de Lie Q"1,
entonces:
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Figura 2.5. Haz parabdlico de esferas

(i) Si [7) € ¢+ = P(W) y [7] es luminoso, entonces [F] € £.
(ii) Si [#] € ¢+ = P(W) y [Z] no estd en {, entonces [Z] es espacial.

Demostracion. Si [¥] € ¢+, entonces W C #+. Como [#] es luminoso, entonces
Z € Z*. En estas condiciones, denotando por w la forma cuadrética que define
Q"1 se tiene que la signatura de w restringida a #*, wigL,es (n+1-1,2-1) =
(n, 1), por la proposicién 1.18. Por lo que un subespacio de isotropia de w)zL es
a lo sumo de dimensién min{n,1} + 1 = 2, por la proposicién 1.17. Si [Z] ¢ ¢,
entonces el subespacio [Z]+ W serfa de isotropia respecto de w)zL y de dimension
3, contradiccién. Luego [Z] € 2.

Veamos (ii). Por el apartado (i), [Z] no puede ser luminoso porque en
tal caso estarfa en . Ademds si [7] fuese temporal la signatura de wyz1 serfa
(n+1,1), por la proposicién 1.18. Por lo que w|z+ admite subespacios de isotropia
de dimension a lo sumo 1, por la proposicién 1.17. Pero de la hipdtesis se deduce
que W es de isotropia para wz. y es de dimension 2, contradiccién. Por tanto,
[Z] es espacial. O

Teorema 2.16. (i) La recta en P™2 determinada por dos puntos [k1] y [k2] de
la cuddrica de Lie Q™T1, estd contenida en dicha cuddrica si y solo si las
esferas correspondientes a [ky] y [k2] son de contacto orientadas, es decir, si
(k1,k2) = 0.

(i) Si la recta que une [k1] y [ks] estd contenida en Q"Y, entonces el haz pa-
rabolico de esferas en R™ correspondiente a los puntos de dicha recta es
precisamente el conjunto de todas las esferas de contacto orientadas con [El]

Demostracién. Supongamos que la recta que une los puntos [k1] y [ka] estd
contenida en Q"1. Sea ] un punto de la recta, entonces ¥ = aEl + BEQ, para
a 'y f3 reales, (a, 3) # (0,0). Ademds, como [Z] pertenece a Q"T!, se tiene que
(Z,Z) = 0. Por tanto, se satisface la expresién
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<Ck];1 + ﬂ];z, Ck]gl + ﬁ];2> =0.

Usando la bilinealidad, se llega a que 2aﬁ<E1, E2> = 0. Tomando o = 3 = 1,
resulta (K1, ks) = 0.

Reciprocamente, si (k1,k2) = 0 y [Z] est4 en la recta, entonces & = aky +
Bk, para o y 3 reales con (a, B) # (0,0). Como (Z, &) = (al_ﬁ + Bk, aky +BE2> =
208(k1, k) = 0, [F] € Q. Por tanto, la recta estd contenida en Q"1

Veamos ahora (ii). Si [Z] es un punto de la recta, entonces = aky + Bko.
Por lo que se tiene que (7, El> =0y (%, 152> = 0. Esto implica que la esfera de
Lie en R™ correspondiente a [Z], es de contacto orientada con las esferas de Lie
correspondientes a los puntos [ky] y [ks].

Reciprocamente, si se tiene una esfera de Lie en R™ que es de contacto
orientada con las de [El] y [122], por la proposicién 2.13, se tiene que (Z, l%) =0y
(Z,ky) = 0. Luego [Z] € £+, donde ¢ es la recta que une [k1] y [k2], como ademés
(#,&) =0, por el lema 2.15, se tiene [Z] € . O

En lo siguiente se estudia como son los haces parabdlicos de esferas de Lie.

Lema 2.17. Sea [Z] un punto temporal de P""2 y £ es una recta contenida en
la cuddrica de Lie Q" 1. Entonces { interseca al hiperplano polar P(i+) de [Z]
en exactamente un punto.

Demostracion. Para la recta £ y el hiperplano P(#+) caben dos posibilidades:

(i) £NP(&+) es un tnico punto;

(i) o £ C P(#+). En este segundo caso, se tiene que [7] € ¢+. Si [7] € £ C Q"1
[#] serfa luminoso. Si [Z] ¢ ¢, entonces [Z] seria espacial, por el lema 2.15.
Contradiccion, luego la segunda posibilidad no se da. O

Seguidamente se analizan los haces parabdlicos.

Proposicion 2.18. Cada haz parabdlico contiene exactamente una esfera pun-
to. Ademdas, si la esfera punto es un punto propio, entonces el haz contiene
exactamente un hiperplano.

Demostracion. Sea la base ortonormal {€1,é,...,¢&,13} de R"*3 con respecto
a la métrica de Lie. El hiperplano polar P(€x, ;) de [€,43] tiene por ecuacién
Tnts = 0. Por tanto, las esferas puntos constituyen el conjunto Q" NP(eL, 5).
Al haz parabdlico de esferas le corresponde una recta ¢ contenida en la cuadrica
de Lie y el punto [€},13] es temporal, por el lemma 2.17, se tiene que éﬂ’P(e%_Hg)
es exactamente el punto esfera buscado.

Para mostrar la parte final del enunciado de la proposicién, se hace no-
tar que los hiperplanos en R™ corresponden a puntos de Q1! que estdn en la
interseccién de Q™ *! con el hiperplano polar x; + x5 = 0 del punto [€] — €].
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La recta ¢ que corresponde al haz parabdlico de esferas interseca el hiperplano
21+ x2 = 0 en un dnico punto o esta totalmente contenida en dicho hiperplano.
Si ¢ estuviese totalmente contenida en el hiperplano, entonces £ C P((€] —é)1).
Es decir, [¢] —&] € £+ y como [€] —é] es luminoso, por el lema 2.15, [¢] —é5] € L.
Nétese que [€1 — €3] es el punto impropio. Por tanto, si el tinico punto esfera de
¢ es propio, £ no puede estar contenida en el hiperplano P((€; — €3)+). Con lo
que se concluye que la interseccién £ N P((€; — €»)) es un tnico punto que se
corresponde con un hiperplano de R". O

Tras todo lo visto, uno puede identificar cada haz parabdlico de esferas de
Lie con un par (p, ﬁ) formado por un punto p' de R™ y un vector unitario de

ﬁ también de R™. Dicho punto es la unica esfera punto del haz y, si es propio,
el vector unitario indica la orientacién del inico hiperplano del haz. En cambio,
si tal punto fuese el impropio, oo, ello significa que es el haz esta formado por
hiperplanos paralelos. Todos orientados con el mismo vector unitario ﬁ En tal

caso, el haz se identifica con el par (oo, Hnl\) En resumen,
{Haces parabdlicos de esferas de Lie} = (R™ U {oo}) x S~ ! = §" x §" 1,

También es interesante, establecer una correspondencia de este tipo en
términos de la métrica esférica de S™. Para ello recordamos que si se tiene una
esfera de Lie S en S™ con centro esférico p'y radio esférico con signo p, dicha esfera
de Lie se corresponde con el punto [(cos p, P, senp)] de Q"+, Ademds, p = +7
si y sélo si S es una esfera orientada maxima. Pero, esto es equivalente a que S
se corresponda con el punto [(0,p, +1). Este ultimo punto estd en el hiperplano
P(é1) = x1 = 0 que es el hiperplano polar de [¢1] en P2, Reciprocamente, si se
tiene un punto [Z] de la interseccién {z; = 0} N Q" *!, entonces necesariamente
Znts # 0. Dividiendo por z,43, se obtiene un representante de [Z] dado por
(0,p,1), que se corresponde con una esfera de Lie de centro esférico gy radio
esférico 5. Una tal esfera orientada es mdxima.

Sea un haz parabdlico de esferas de Lie que se corresponde con recta ¢
contenida en Q1. Como [€]] es temporal, la interseccién £NP(€1) es un tnico
punto, por el lema 2.15. Por tanto, el haz contiene una tinica esfera de Lie maxima,
[k2] . Ademas, ya sabemos que el haz contiene una tnica esfera punto [k ], dada
por la interseccién £ N P(e n+3) Sean dichos puntos dados por

[kl] = [(1723:0)]’ [E2] = [(nga 1)]

Como estén sobre la recta £, son esferas de Lie de contacto orientadas y 0 =
((1,9,0), (0, f, 1)) =p- f El vector unitario 5 es tangente en el punto P a la
esfera S™. Estos puntos, [k1] y [k2], determinan la recta £. Si [#] € ¢, entonces

#=a(1,5,0) + B(0,6,1) = (a,ap + B, 8), (o, B) # (0,0).
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Dividiendo por /a2 + 82 y poniendo cost = \/ﬁ y sent = \/% se

2482’
obtiene un representante del punto [Z] dado por

[#] = [(cost,cost f+sent &, sent)].

Por tanto, la esfera de Lie S del haz que corresponde al punto [Z] es de radio
esférico t y su centro p; estd situado sobre la geddesica de S™ con punto inicial
p'y direccién inicial E a una distancia esférica t del punto p. Ndtese que p'e€ S'y
que su orientacién en p estd determinada por 5

Figura 2.6. Haz parabdlico de esferas en S™

2.7. Transformaciones de esferas Lie

En esta seccién se describen las trasformaciones propias de la geometria
de las esferas de Lie.

Definicién 2.19. Una transformacion de esferas de Lie es una proyectividad
biyectiva de P"*2 en si mismo que lleva la cuddrica de Lie Q™! en ella misma.

Obsérvese que como una proyectividad biyectiva lleva rectas en rectas,
toda transformacién de esferas de Lie hace que la imagen de un haz parabdlico
de esferas de Lie sea también un haz parabdlico de esferas de Lie.

Proposicion 2.20. El conjunto de las transformaciones de esferas de Lie es un
grupo isomorfo al grupo cociente O(n + 1,2)/{I,—1I}.

Demostracion. La composicién de dos transformaciones de esferas de Lie resulta
que también es una transformacion de esferas de Lie. La composicién de aplica-
ciones siempre es asociativa. La identidad es una transformacién de esferas de
Lie. Finalmente, para toda transformacién de esferas de Lie f se tiene que su
inversa es una proyectividad f~! inducida por la aplicacién lineal inversa f~!
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de la aplicacién lineal f que induce f Es inmediato comprobar que f‘l también
preserva Q"+, Por tanto, el conjunto G de las transformaciones de las esferas
de Lie es un grupo con la composicion. B

Sea la aplicacién 7 : O(n+1,2) — G, dada por 7w(f) = f. Es inmediato ver
que si f es una aplicacién lineal ortogonal, entonces fes una trasformaciéon de
esferas de Lie. Se tiene que 7 es un homomorfismo de grupos con nicleo {I, —I}.

Sea la transformacién de esferas de Lie f inducida por la aplicacién li-
neal f : R"*3 — R"+3. Como f transforma vectores luminosos con respecto
a la métrica de Lie en vectores luminosos, por el teorema 1.22, se tiene que
(f(Z), (7)) = X2(Z, ), A # 0. Por tanto, + f € O(n+1,2) y —xf € O(n+1,2).
Por tanto, 77(% f) = fv, con lo que se concluye que 7 es sobreyectiva. De ahi el
isomorfismo O(n + 1,2)/{I,-I} = G. O

Una transformacién de Mdébius es una transformacién sobre el espacio de
las esferas no orientadas, es decir, el espacio de los puntos espaciales o luminosos
de P"*+1. Cada transformacién de Mobius f estd inducida por una aplicacién
ortogonal f € O(n + 1,1) y se puede asociar a dos trasformaciones de esferas
de Lie: la primera, la transformacién denotada por fl inducida por la aplicacién
lineal ortogonal f; : R"*3 — R"*3 tal que fi(€,43) = €,13 y coincidente con la
anterior f sobre R"*2. En términos de matrices, si A es la matriz asociada a f,
entonces la matriz asociada a fi es

A0
(a7)

La segunda transformacion, denotada por fs es inducida por la aplicacién lineal
ortogonal fo : R™3 — R"*3 tal que fo(€h43) = —€ny3 v coincidente con la
anterior f sobre R™*2. En términos de matrices, la matriz asociada a fo es

(65)

_Como las matrices asociadas a f1 y a f2 no son proporcionales, se tiene
que f1 #* f2 Sin embargo, f1 =To f2 , donde I es la trasformacién de Lie
inducida por la aplicacién ortogonal v cuya matriz asociada es

10
0-1/"
Las transformaciones de esferas de Lie f1 y f2 son distintas pero estdn
asociadas a la misma trasformacion de Mobius f. Unicamente difieren en un
factor 74, denominado trasformacion de cambio de orientacion.

Enunciamos ahora el teorema fundamental de la geometria de las esferas
de Lie. Sophus Lie probé este teorema para n = 2 en su tesis doctoral [6]. Una
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demostracién para n en general fue dada por Pinkall en [9]. Aqui no incluimos
dicha demostracién porque ello estd fuera del alcance de la magnitud de este
trabajo.

Teorema 2.21. Todo difeomorfismo de Q™! que preserve rectas es la restric-
cion a Q™! de una trasformacion de esferas de Lie.

2.8. Generacion por inversiones del grupo de
transformaciones de esferas de Lie

Aqui se muestra que el grupo G de transformaciones de esferas de Lie y
el grupo H de transformaciones de Mobius estd generado por inversiones. Esto
se sigue del hecho que los correspondientes grupos ortogonales estan generados
por reflexiones segin hiperplanos.

Definicién 2.22. Un hiperplano H en R™ se denomina no degenerado con res-
pecto a (-, -), si la métrica (-,-) restringida a H es no degenerada.

Por la proposicién 1.18, sabemos que un hiperplano H es no degenerado si y sélo
si H= fL siendo § temporal o espacial.

Definicion 2.23. Sea un vector § temporal o espacial, la reflexion 25 segin el
hiperplano H = £+ es la definida por
— - 2 fa 3 ~
_QH(.T) =T — <<ﬁ 3>§

Para hiperplanos H degenerados, H = él siendo E luminoso, no se definen
reflexiones. También se puede comprobar que toda reflexién es aplicacién lineal
ortogonal. Esto es un elemento de O(n — k, k).

El papel jugado por las reflexiones se pone de manifiesto en el teorema
cuyo enunciado damos a continuacion.

Teorema 2.24 (de Cartan-Dieudonné (ver capitulo 3 de [1])). Toda apli-
cacion lineal ortogonal, con respecto a una métrica {-,-) de signatura (n — k, k),
de R™ en si mismo es un producto de a lo sumo n reflexiones.

Dirigiendo ahora nuestra atencién de nuevo al contexto de la geometria de
las esferas de Lie se tiene la siguiente nocién.

Definicion 2.25. Una inversion de Lie es toda transformacién de esferas de Lie
inducida por una reflexién segiin un hiperplano. Esto es, si se tiene una reflexién
Ny € O(n+1,2), 2y serd una inversién de Lie. Similarmente, una inversion
de Mébius es toda transformacién Mobius inducida por una reflexién segin un
hiperplano. Esto es, si se tiene una reflexion 25 € O(n 4+ 1,1), 2y serd una
inversion de M&bius.
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Como consecuencia del teorema de Cartan-Dieudonné se tiene lo siguiente.

Teorema 2.26. (i) Toda transformacion de esferas de Lie es el producto de un
numero finito de inversiones de Lie.

(i) Toda transformacion de Mdbius es el producto de un nidmero finito de inver-
siones de Mobius.

Si se tiene una base ortonormal {€},&,,...,&, 12} de R"™2 con respecto
a la métrica de Lorentz, donde €] es el vector temporal, se observa que para
T=216) + -+ Tni26nie y H; = & se obtiene

Qu, () =x1€1 + -+ 2161 — i€ + -+ + Tpj2€n42.

Por tanto, para la composicién {2, o 2, 0 -+ 0 2y, ., y para la reflexién 25,
se tiene

Qp, 02p 000y, (X)) =216 — 28 — -+ — L4242,

-QHl (:l_f) = —x1€1 + Toly + -+ mn+2€n+2~
Eividentemente g, 0,000y, ., # 2n,, pero 2y, 02y, 0--- 00y, ., =
2y, . Debido a esto, se sigue el siguiente refinamiento, relativo a la geometria de
Moébius, del teorema anterior.

Teorema 2.27. Toda transformacion de Mébius es el producto de un nimero
finito de inversiones de Mdbius que son inducidas por reflexiones segin hiper-
planos H = &1 tales que € es un vector espacial.

Describimos ahora geométricamente como es una inversién de Mobius (2g
inducida por una reflexién segin un hiperplano H = £+ tal que & es espacial.

Si [€] se corresponde con una esfera S de R™ de centro p'y radio r, entonces un
representante del punto [€] estd dado por

Lipp=r? 1=pptr’ o
2 ’ 2 P -

Calculando la imagen de un vector representante de una esfera punto me-
diante {25, se obtiene

QH( gﬁv 1_5.7]7 _’) (77177723“_]9—’_ ”u PH 1577

donde n; + 1y = M Dividiendo por ”“Tip” se obtiene

Qu(9(o(@) = [(HEL,1E2.5)], con T = 75 (i — ) + 7.

Por tanto,la transformacién Ig : R® — R™ que induce Qu en R"”, esta
dada por Ig(@) = U, donde ¥ es el punto de R™ tal que
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r2

U—p=-—==(u—p).
[ — pl?
Esto es, el punto ¥ es un punto de la recta que une p con @ satisfaciendo

1 =P |17 = pll = 2.

En conclusién, Ig es lo que clasicamente se conoce como inversion de centro
7y razén r2. Para todo punto @ de S, se tiene Ig(i#) = . La esfera S estd
constituida por puntos dobles de Ig. Se suele decir también que Ig es la inversién
determinada por la esfera S.

Si [Z] se corresponde con un hiperplano H = a+ 17 -4 = 0 de R™, entonces
un representante del punto [Z] es (—a,a,) = 7. La inversién de Mdobius .(NZ,]L
inducida por la reflexién §2,. en R™*2 se corresponde con la reflexién afin en
R™ segin el hiperplano afin H que estd dada por

Qu (i) = i@ — 2edid g
Esta transformacién es un tipo particular de inversién. Se considera como la
inversién segun la “esfera” H de centro el punto impropio y radio infinito.

En este punto, se finaliza el presente trabajo. Sin embargo, se podria con-
tinuar el mismo analizando las transformaciones de las esferas de Lie que no sean
inducidas por inversiones de Mobius. Esto significaria una tarea ardua adicio-
nal fuera ya de nuestro alcance. Ademds, también se podrian analizar diversas
geometrias, como la euclidea, la esférica, la hiperbodlica, la de Laguerre y la de
Mobius, desde el punto de vista del Programa Erlangen de Klein. Tras dicho
analisis se concluye que dichas geometrias se pueden considerar como subgeo-
metrias de la geometria de las esferas de Lie.



Conclusiones

A lo largo de este trabajo hemos descrito y presentado una introduccién
a la geometria de las esferas de Lie. En primera instancia, hemos expuesto unas
herramientas preliminares de dlgebra lineal relativa a formas bilineales y produc-
tos escalares. Asi, se hace un repaso de nociones bésicas y se muestran con mas
detalle resultados que a nuestro juicio no son usualmente conocidos. En segundo
lugar, hemos recordado brevemente algunas nociones y propiedades relativas a
espacios proyectivos y variedades cuadraticas. El desarrollo de estas materias
preliminares contribuye a que el alumno refuerce su conocimiento del algebra
lineal y de la geometria proyectiva.

Seguidamente, entrando en la materia principal del trabajo, se ha esta-
blecido a través de la proyeccién estereografica la correspondencia entre puntos,
esferas e hiperplanos de R™ con ciertos puntos del espacio proyectivo P™*1. Pos-
teriormente, dicha correspondencia se establece entre puntos, esferas orientadas
e hiperplanos orientados de R™ con puntos de la cuddrica de Lie Q™! en el
espacio proyectivo P2, Se estudian propiedades y nociones preservadas por
dichas correspondencias, como el angulo y la condicién de contacto orientado.

Como en los contenidos de las asignaturas del Grado de Matematicas,
la presencia de la geometria proyectiva es escasa, el material manejado en el
presente trabajo ayuda a completar la formacién matemédtica del alumno. En
particular, se subraya la contribucién en dicho aspecto en lo relativo a conocer
la relacion existente entre las diversas geometrias bésicas: euclidea, afin, proyec-
tiva. Algunos aspectos de las geometrias esféricas e hiperbélica también se han
manejado.

Un estudio que se podria realizar y que entraria en el marco de lo estudia-
do en este trabajo seria un analisis mas completo de las transformaciones de las
esferas de Lie y un estudio de otras geometria como la de Laguerre. Asimismo,
ver como las geometrias euclidea, esférica, hipérbolica, de Mobius y de Laguerre,
desde el punto de vista del Programa Erlangen de Klein, son subgeometrias de
la geometria de las esferas de Lie. Desafortunadamente, esto extenderia excesi-
vamente la presente memoria, pudiendo ser materia para un estudio posterior.
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1. Introduction

Lie introduced his geometry of spheres in
the dissertation of his doctoral thesis in
1871. Such a geometry was actively pur-
sued through the early part of the twen-
tieth century, culminating with the publi-
cation in 1929 of the third volume on dif-
ferential geometry authored by Blaschke.
After this, in 1981, Pinkall used it as the
principal tool in his classification of Dupin
hypersurfaces in R*. Since that time, it
has used in the study of submanifolds in
space forms: Euclidean, spherical, hyper-
bolic, etc.

The main purpose this work is to de-
scribe an introduction to Lie sphere geom-
etry. Additionally, it is showed how tools
of linear algebra and projective geome-
try prove their efficiency and utility in the
study of such a geometry. In order to do
this, mainly following Cecil’s book [3], this
work consists in a detailed exposition of
basic notions and properties of Lie sphere
geometry.

2. Real bilinear forms

In this first chapter it is included some ma-
terial relative to bilinear forms, quadratic
forms and scalar products. All of this will
be necessary later. The following results
are specially relevant.

Proposition.- Let w be a quadratic form
with polar form f on a real vector space V
of finite dimension, then:

(i)if U is a vector subspace of V, the
set U/ = {x e V|f(& i) =0,Yii€ U} is
also a vector subspace of V such that
dimU +dimU’ = dimV + dlm(kerf nu).
Moreover, (U")! = U +ker f.

(i) If U, and U, are vector subspaces of V
such that U, < Us, then UJ < U].

(iii) It is satisfied the identities ker f v=Un
U’ and ker fiyr = UnU! +ker f. Hence
if the form f is not degenerated on U, it
is obtained V = Ue;U’. On the other
hand, if f is not degenerated on U/,
then f is not degenerated on U and on
V.

Proposition.-Let w be a quadratic form on

a vector space V of finite dimension n with

signature (p, q), polar form f and such that

the kernel , ke f, of polarity linear map is
of dimension s. Then:

(i) If an isotropy subspace is of dimen-
sion a, then min{p,q}+s = a. Further-
more, there exists at least an isotropy
subspace of dimension min{p, g} +s and
such a subspace contains ker f.

(ii) If a vector X is isotropic, then there ex-
ists a istropy subspace U of dimension
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min{p, g} + s such that X e U ykerf; u.
In particular, if % is not in ker f, then
feUci.

Proposition.- Let w be a quadratic form

on a vector space V of finite dimension

n with signature (p,q), polar form f and

such that the kernel, ker f, of polarity lin-

ear map is of de dimension s. Let W be a

vector subspace of dimension n—1 of V,

then, with respect to the restriction w, of
w to W, it follows:
(i) Ifker f ¢ W, then the signature of wy is
(p,q) andker fi =ker fnW.
(ii) If ker f = W, then there exists a vector
%€V such that ¥/ = W and there are
three posibilities :
(a) If X € W, then the signature of wy is
(p-1,9-1) andkerﬂw= [X] +kerf.
(b)If ¢ W and w(X) > 0, then the signa-
ture of wyw is (p—1,q) and ker fiy =
ker f

(c)IfX¢ W y w(X) <0, then the signature
of w is (p,q—1) and ke fiy, = ker f.

3. Lie sphere geometry ‘

Lie stablished a bijective correspondence
between the set of all Lie spheres, i.e., ori-
ented spheres, oriented hyperplanes and
point spheres in R”u{co}, and the set of all
points of the Lie quadric Q"*'

{Lie spheres in R"} = Q"*!

n+l {[xlegn+2|<x i>=0}
¢, is the scalar product on R"** with sig-
nature (n+1,2)

The one-parameter family of Lie spheres
in R" U {oo} corresponding to the points on
aline in Q"' is called parabolic pencil of
spheres. It consists of all Lie spheres in

oriented contact at a certain element on
R" U {oo}.
Lie spheres in oriented contact:

There is a bijective map between the set
of parabolic pencils on R" U {oo} and the
manifold of lines included in Q™*!.

{Parabolic pencils in R"} = {lines in Q"*'}
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A Lie sphere transformation is a projec-
tive transformation of 22"*2 which maps
Q"*! to itself. In terms of geometry of
R", a Lie sphere transformation maps Lie
spheres to Lie spheres.

Any Lie sphere transformation preserves
the condition of oriented contact of Lie
spheres on R".

Fundamental theorem of Lie sphere

geometry.- A line-preserving difeomof-
phism of the Lie quadric Q"*! is the restric-
tion to Q"*! of a projective transformation
o’grﬂz_
In other words, a transformation on the
space of Lie spheres that preserves ori-
ented contact of spheres is a Lie sphere
transformation.

The group G of shpere Lie transformations
is isomorphic to the quotient group O(n +
1,2)/{I,-I}. By the theorem of Cartan-
Dieudonné, the orthogonal group O(n +
1,2) is generated by reflections in hyper-
planes . Since the induced projective
transformations by reflections are inver-
sions, then G is generated by inversions.

Any Mébius (conformal) transformation of
R" U {oo} induces a Lie sphere transforma-
tion . The group of Mdbius is presicely the
subgroup of Lie sphere transformations
that map point spheres to point spheres.
A Mébius transformation induced by a re-
flection in a hyperplane on R"*! is corre-
sponding with a inversion on R” in classic
sense (with center a point in R” and radius
a positive real number).
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