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Abstract

A escala humana, nos encontramos inmersos en un mundo puramente clasico, donde las ecuaciones
de movimiento y trayectorias se pueden controlar y predecir de manera determinista. Sin embargo,
este mundo tangible y ordenado deriva de, a priori, el caos de la fisica cuantica y la estadistica.
., Cémo puede evolucionar un sistema cudntico a los sistemas cldsicos que acostumbramos a ver en
nuestro dia a dia?

Una de las explicaciones mas aceptadas en la actualidad es el fenémeno conocido como decoheren-
cia cudntica. En este trabajo nos dedicaremos a estudiar este fenémeno, deduciendo y aplicando la
ecuacién maestra de evolucién temporal para resolver distintos sistemas cudnticos: oscilador armé-
nico, sistema atémico de dos niveles y dos osciladores armoénicos acoplados. Todos ellos inmersos
en un bano que interactia con los sistemas pequenos y que origina el fenémeno de decoherencia.
Analizaremos la evolucién de los elementos del operador densidad de los sistemas mencionados, es
decir, se estudiard la evolucién de las poblaciones (elementos diagonales) y las coherencias (elemen-
tos no diagonales). Estas Gltimas son las responsables de la pérdida de las propiedades cudnticas
del sistema.

In our human scale, we are surrounded by a pure classical world, where the equation of motion
and trajectories can be controlled and be predicted in a deterministic way. Although, this tidy and
tangible world comes from, a priori, the chaos of quantum physics and statistics. How can a small
quantum system evolve to a classical system such as we usually see in our day to day?

Currently, one of the most accepted explanations by scientific community is the phenom known as
quantum decoherence. In this project we are going to study this process, deducing and applying the
time-evolution master equation in order to solve different kind of quantum systems: harmonic osci-
llator, two-state atom and two coupled harmonic oscillators. All of them surrounded by a reservoir,
which is responsible of the measurement process.

Moreover, we are going to analyse the evolution of the density operator components of the systems
mentioned above, i.e. we will study the evolution of populations (diagonal elements of the density
matriz) and the coherences (non-diagonal elements). These non-diagonal elements are responsable
about the loss of quantum effects of the systems.
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1. Introduccion

Hablamos de un sistema cldsico cuando nos referimos a un sistema, el cual puede adoptar varios
estados diferentes, que se encuentra en cada instante dado en uno de esos estados y en principio,
es posible determinar en qué estado se encuentra sin alterar dicho estado ni su evolucién posterior.
Sin embargo, la fisica cudntica no tiene dicho comportamiento.

En la mecénica cuantica, los sistemas estdn descritos por una funcién de onda, la cual evolu-
ciona conforme a la ecuacién de Schrodinger donde la energia se conserva cuando el hamiltoniano
H es independiente del tiempo. Sin embargo, es de gran interés estudiar los sistemas abiertos,
los cuales suponen la mayor parte de los sistemas fisicos reales. En este trabajo estudiaremos
la evoluciéon temporal de la matriz densidad de un sistema cuantico pequenio en presencia de un
sistema de muchos grados de libertad con ciertas propiedades que denominaremos bafio (reservoir).

La mayor parte de los sistemas abiertos estan sometidos a procesos disipativos, donde se pierde
informacion. Si esta pérdida de informacién involucra también una disminucién en el valor de los
elementos no diagonales de la matriz densidad del sistema pequefio, entonces hablamos de un fe-
némeno de decoherencia. Hablamos por tanto de que la decoherencia implica la transiciéon de un
sistema de efectos de superposicién cuanticos a un sistema sin dichos efectos, con probabilidades
clasicas de encontrar dichos estados.

When we talk about a quantum system, we talk about a system which we can not know its state
without disturbing it, affecting its future motion. So the measurement changes the evolution of the
system.

Quantum systems are not isolated and it is very difficult avoid their interaction with the su-
rroundings. This coupling with the environment affects their dynamics and their evolution. This
process can be interpretate as a measurement.

We can not neglect or switched off the electromagnetic field from a charge particle or system. This
coupling causes the decay of excited states of the system and the subsequent emission of a photon.

A plenty of open systems are subject to dissipative and decoherence process. Decoherence is the

process that causes a loss of information due to the reservoir coupled with the system which is found
in the non-diagonal elements of the density matrixz. They decay to zero over the time.
We will study this process calculating the time evolution of the elements of the density matrix of
three concrete systems: One Harmonic oscillator, Two-level atom and Two Harmonic oscillators.
Moreover, we will analyse the populations (diagonal elements) using master equations, in order to
study the behaviour of the probabilities of the different states for each system.
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2. Ecuacion Maestra

La ecuacién maestra es una herramienta que describe la evolucién de las componentes del ope-
rador densidad para sistemas abiertos acoplados con un bafo térmico. En este capitulo vamos a
describir la ecuacién maestra, partiendo de su origen en su forma més general. Explicaremos la
aproximaciéon de Born y daremos unas pinceladas a la aproximacién de Markoff.

2.1. Derivacion y origen de la ecuaciéon maestra

Trabajaremos con sistemas con un Hamiltoniano de la forma

H = Hs+ Hg + Hsg, (2.1)

donde Hg corresponderia al operador que representa la energia del sistema S, el término Hp, corres-
ponde al operador que representa la energia del bafio R y el término Hgpr corresponde al operador
que representa el término de interaccién entre la energia del bafio R y la del sistema S.

Este tltimo término Hpg estard formado por el producto tensorial (o suma de productos) de los
operadores correspondientes a los subespacios del bafio R y del sistema S. Debido a la evolucién
temporal de nuestro sistema, se puede producir "enredo” (del inglés, entanglement) o correlaciones
tales que

|¥) # [¥)r @ |¥)s. (2.2)

La forma mas general para tratar el sistema es mediante el operador densidad. Debido a la inmensa
cantidad de grados de libertad del bafio R, se nos tornarfa muy dificil la utilizacién de la funcién
de onda. Ademads, podemos recurrir a la traza parcial para solo obtener las propiedades del sistema
S que es el sistema en el que estamos interesados a estudiar.
La evoluciéon temporal del operador densidad viene dada por:

d A
h A A~ 23
? th = [HaX]a ( )

donde hemos seguido la deduccién teérica empleada en [2].
Procedemos ahora a transformar los operadores a la imagen de interaccién de la siguiente formas:

X(t> — e_i(HS+HR)%>26i(HS+HR)%7 (24)

por lo que la evolucién temporal del operador densidad en esta imagen de interaccion es:

X = %[FISRJa~ (2.5)

En nuestro caso, vamos a considerar que la interaccién del baifio con la materia (los distintos siste-
mas que escogeremos) corresponde a una interaccion débil. Asi pues, el término Hgg de interaccién
va a ser un término lo suficientemente pequefio como para despreciar términos ctibicos y superiores
en la ecuacion maestra.

Como podemos ver, tenemos una ecuacién diferencial que podemos integrar obteniendo:

T30 + 55 [ s (t). (1) (26)

Sustituimos en (2.4):

X = = [Hrs(t), x(0)] — ?/o dt'[Hsr(t), [Hrs(t'), x(t)]]. (2.7)



Universidad
marlalagore Entanglement and Decoherence in Quantum Physics

Antes que nada, haremos la traza parcial sobre el bafio (T'rgr) para solo centrarnos en las pro-
piedades del sistema pequeno S y disminuir los grados de libertad del sistema:

Trr(xX) =p = TTR(%UEIRS(WX(O)]) - TTR(%/O dt'[Hsgr(t), [Hrs(t), x(t')]]). (2.8)

Podemos hacer que el primer sumando de la ecuacién anterior sea nulo, asumiendo que el valor
medio del bafio (R), en el estado or de R es cero:

Trr[Hsr(t)poRo] = Trglyest/h e Hst/heitrt/h pe=tHrt/h 5 R
= St poTrglert/m Re HHRAR)| =
] =

N . _ 2.9
= ~vS(t)poTrr[Re' /P Rye~Hrt/T 29)
= ’)’S’(t)po < R(](t) > .
Si < Ry(t) ># 0, siempre podemos redistribuir la energia para que lo sea:
Hg Hp
H = Hg + trg[Hsg, poRo] ® 1r +Hg + Hsg — Trr[Hsg, poRo] ® 1 = (2.10)
donde
Hg = Hs + trr[Hsg, poRo] @ 1g,
H}, = Hsp — Trr[Hsg, poRo) ® 1g.
Luego:
. 1 [t . .
p= a5 [ dTralselt), [ Hsn(®).x(?)]) (2.1)
0

2.2. Aproximacion de Born

Es importante explicar el significado y consecuencias de la aproximacién de Born. Se trata de
aproximar el operador de interaccién Hggr a primer orden, es decir, de manera lineal. Ello conlleva
a que a la hora de escribir la interaccién del sistema, es decir, la forma en la que se transmiten los
fotones o cuantos de energia entre los distintos sistemas, solo se pueda llevar a cabo con un solo
foton cada vez. Es una aproximacién que se lleva a cabo en [1].

Escribimos ¥ = p(t)Ro + O(Hgsgr) v sustituimos en (2.11). La aproximacién de Boérn consiste en
despreciar en esta ecuacién términos de orden ciibico de Hgr de manera que la ecuacién queda

0= 2% [ @R OO XOR], (2.12)

Pongamos un ejemplo muy sencillo que utilizaremos después: Hsgr = h(al'l + afT). Esto quiere
decir, que la energia de intercambio entre el sistema pequeno S y el bano R se llevaréd a cabo de la
siguiente forma:

i) El primer término de Hsp, al'l es el responsable de que el sistema pierde o emite un fotén de
una cierta energia y que el bano absorbe dicho fotén.

ii) El segundo término a'T" implica que ahora es el baiio el que emite un fotén al sistema pequeno S.

Sin embargo, esto no es la tnica forma que existe de plantear la energia de interaccién Hggr. Es

posible, mediante términos cuadraticos, permitir al bafio aportar dos fotones de energia % a un

sistema que necesite una energia hw para conseguir cambiar de estado.
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Sin embargo, nosotros aplicaremos la aproximacién de Born, argumentando que la Hgpr es lo
suficientemente pequefia para que interacciones a mas de primer orden puedan no tenerse en cuenta
para este calculo.

2.3. Introduccion a la aproximaciéon de Markoff

Los cambios en el sistema S van a depender de un largo historial de cambios que se traducen

como alteraciones en el estado del banio R a través de la interaccion Hgg. Los estados anteriores
se reflejan luego en la evolucién futura de S a medida que interactiia con el bafio modificado.
Sin embargo, si el bano es un sistema grande mantenido en equilibrio térmico, no esperamos que
preserve dichos cambios pequefios producidos por su interacciéon con S por mucho tiempo; no por
el tiempo suficiente como para afectar significativamente la evoluciéon de S.
Se convierte entonces en una cuestién de tiempo de correlacién del bano frente a la escala de tiempo
para variar significativamente el sistema S. Este pensamiento permiter introducir el comportamien-
to Markoviano del sistema. Para ello hagamos un poco mas especifico el sistema. Consideraremos
un hamiltoniano de interaccién tal que

Hgsp = th”ifi, (2.13)
i
donde los operadores s; y I'; actiian en los subespacios €g y €r respectivamente.

Sustituimos en la ecuacién (2.12) y hacemos traza parcial

pt) = —% ZZ/O dt'Trg[3;()T3(t), [3;(¢)T;(t"), (¢') Roll, (2.14)

donde hemos tenido en cuenta que x(t') = p(t')Ro,
p(t') € es,
Ry € €.

Si desarrollamos la ecuacién anterior y tenemos en cuenta que la traza es sobre el subespacio del
baifio (R):

B 1 K 1T s A(+\A(+ 3 o(t5: (¥ [ L (t
st = _7122%:/0 dt'([5:()5; () p(t')) — 5:(£)p(t")5; ()| Tr[Rols ()T 5 (¢)]+ (2.15)

Ademads sabemos que:

Trg[Roli(H)T;(t)] =< Ty(t)T;(t') >,
TT‘R[Rof‘j(ﬁl)f‘i(t)] =< fj(tl)fi(t> >R .
Aunque lo explicaremos mas adelante en detalle con un ejemplo, se puede demostrar que si

T;(t)T;(t') decae réapidamente (R se mueve rapido) en la escala de tiempos de la variacién de j(t)
(sistema pequerio) entonces:

(LT, ()R o< 6(t —t').

Lo cual se conoce como aproximacion Markoviana. Procederemos por tanto a realizar el siguiente
cambio:

p= _% /Ot dt'Trr[Hsr(t), [Hrs(t'), p(t) Ro]l- (2.16)

Esta es la ecuacion maestra que nos permitira acoplar un sistema material a radiaciéon E.M.
La ecuacién es similar a la 2.11 salvo por la variable de p(t) que ya no depende de t', sino de t
debido a la aproximaciéon Markoviana.
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2.4. Resumen

Estamos antes una ecuacién que no corresponde a la de Schrondinger. Se trata de una ecuaciéon
diferencial-integral que relaciona la probabilidad de estados de un sistema cuantico con un bafio
mucho més grande, en el que se ignora por completo los cambios producidos en él. Es por eso que
se trata de un sistema abierto con pérdida de energia.

Para poder calcular la evolucién temporal de los elementos de la matriz densidad de nuestro
sistema, tendriamos que proyectar p sobre los estados de nuestro sistema, obteniendo un sistema
de ecuaciones diferenciales.

In this chapter, we have described the origin of the master equation in its general form, explai-
ning the Born and Markoff approzimations. This equation provide us a tool to describe the evolution
of the components of the density matriz for an open system coupled with a reservoir.

We have obtained a different equation than Schrédinger one. It is an integral-differential equation
which gives us the relation between the probability to find the small system in some state due to
the couple with the larger system. This reservoir just ignores the changes on it because of the small
system (loss of energy/information).

3. Ecuacién maestra para un modo de una cavidad dirigida
por luz térmica

En este capitulo vamos a deducir la ecuaciéon maestra para un caso concreto: Un oscilador ar-
monico acoplado con un bano térmico de fotones. Este sistema es muy importante porque es la
base para describir el resto de sistemas que estudiaremos mas adelante.

Lo primero, serd calcular la ecuaciéon maestra para este sistema, explicando en profundidad las
aproximaciones. Por ultimo se procederd a calcular la evolucién temporal de la matriz densidad
usando la ecuacién maestra para cualquier funcién de onda inicial.

3.1. Derivacién de la ecuaciéon maestra

Vamos a considerar un modelo especifico: Derivaremos la ecuacién maestra para un modo de
una cavidad en interacciéon con un bafo térmico de fotones. El intercambio de energia solo tendra
lugar en una sola dimension.

Asi pues, el hamiltoniano serd la suma de estas tres componentes:

Hg = hwcaTa,
HR = Z hijjTTj,

J
HS’R — Z h(/{j*aT‘jT —+ kjaTrj) = h(aFT + GTF)
J

Notese que no ponemos la energia de punto cero porque es irrelevante en los calculos pero los
hamiltonianos la tienen como cualquier oscilador arménico.

El oscilador de S se acopla con cada uno de los osciladores de R mediante la constante k;. Utiliza-
mos la rotating wave approximation en la que despreciamos los términos que no conserven la energia.

El sistema S es un oscilador armonico de frecuencia we, mientras que el bafio R es una coleccion
de osciladores armonicos de frecuencias distintas (la condicién para que el sistema R se considere
un bafio térmico es que su espectro en frecuencias sea muy ancho). Ademads, podemos ver que el
hamiltoniano de interaccién tiene dos términos: en el primero (aI'T) se pierde un fotén del sistema
S y el bafio R gana un fotén. Y en el otro término (a'T') el sistema S gana un fotén procediente
del bano R. Nunca un fotén que gane el bafio R procediente del sistema S volverd a formar parte,
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de nuevo, del sistema S (sistema abierto).

El bano R estd a una temperatura 7" siendo su operador densidad:

R() = Z_le_BH = H(]. — D@Oe_ﬁH)
— He_hij‘jTrj/kBT(l _ e_hwj/kBT)’
J

con fugacidad 2 = 0 (efectos cudnticos fuertes).

Comparando la ecuacién 2.11 con nuestro Hggr tenemos:

S1=a SQZG/T,
:Zk‘j*TjT FQ :F:Zk’ﬂ”j.
% i

Y ahora calculamos la evolucion temporal de cada operador:

~ ; i iweatat  —iweat
Sl(t) _ eszt/hae iHst/h _ efwoa atae iwca'at

)

fat

)

Sg(t) _ ezHgt/haJre iHgt/h — plweca ataTe iwea

~1 _ zHRt/h Z ki ﬂ‘HRt/h _ eizwmt” Z k'*rj)efiz:wjrjwj’
) ‘ (3.2)
Fg(t) _ e’LHRt/FL Zk rj —zHRt/FL _ eszJTJ T Zk 7,,] ZzijjTTj.

Pero esto se puede simplificar para que la ecuacién maestra sea mas sencilla de manejar. Para ello,
hacemos un desarrollo en serie de las exponenciales:

= " r oz
xr
= 7:1 —_— —_— e
‘ nz::On! METRCTI

A modo de ejemplo, desarrollaremos el operador §;:
o 1 oy a 1 )
51~ (14 iweNt — §(cht) Ja(l — iwe Nt — §(cht) )

1 1
=a+ twcNta — i(cht)Q — atwc Nt + wgNtaw.Nt + i(cht)Qa(icht)

fg(cht)zf(icht)a%(chtf ;(cht) L w2

1
=a +iwcNta — iwctaN +wit* NaN — §wct2N2a2 (3-3)

iwct[N,a)

1 2 72 372 3 2, wWett o oo

—§wctaN +2w ct’N=aN — 2w tNN—}—TNaN
2t2 -

C” [2NaN — N2a — aN] + %wgt?’ [N2aN — NaN?|.

= a + iwct[N,a] —
Ahora desarrollamos los conmutadores:
[N,a]|[N) = Na|N) — aN|N) = Ny/n|N — 1) — an|N)

= Vi~ DIN = 1) = ny/alN — 1) = (Va(n - 1) — Van)|N - 1) (3.4)
— V/n|N — 1) = —a|N).
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Sabiendo esto y que:

aN =Na+a
—N?a = Na — NaN (3.5)
—aN? = —NaN — aN,
[2NaN — N%a — aN] = 2NaN + Na — NaN — NaN — aN = Na — aN (3.6)
=[N,a] = —a.

Y podemos seguir asi cuanto queramos. En nuestro caso solo hemos tomado aproximacién de se-
gundo orden por lo que el corchete con ¢ no nos vale para el célculo.
Como resultado tenemos:

wet?

§1(t) ~ a —iwcta — 5 4= ae” et (3.7)

De manera analoga podemos obtener la evolucién temporal de todos los operadores:

._1 (t) _ ae_iWCt,

~2(t) — a]‘eiwct’

Di(t) =Y kjoryfetst, (3.8)
J

fz(t) = Z kjrje_iwjt.
J

Ahora sustituimos estos operadores en la ecuaciéon maestra, es decir, la ecuacién 2.15 desarrollada
a nuestro caso particular:

p(t) = — /0 dt' {51 ()51 (t)p(t") — 51(6)p(t") 51 () (T2 (OT1 () m
=51 (A5 () + A()F1 (#)5: (D)1 ()1 (1))
+[52(t)51(t)p(t') — 52(t)p() 31 () (T2 (D1 () R
=511t 52(t) + ()51 (t)52 ()] (T () T2 (1) R (3.9)
+E(D52()A(E) — 1)) 32 ()T (T2 () R
+[=52(t")p(t")51 (1) + p(t)52(t)51 ()] (T2(t)T1 (1)) r
+[E2(1)52(t)A(t") — 52(6) ()32 ()T (T2 ()

De esta ecuacién podemos reducir a la mitad sus términos. Ello es debido al término del valor
medio de los operadores I'. Vamos a estudiarlos de forma més detallada:

T ()R = <(Z ki*rﬁeiw”,)(z ki*riteit)) g

o (3.10)
=D Ak kg e Trp[Rori Ty T}
0,J
Nos fijamos en el valor de la traza solamente:
ZTTR[ROriTTjW = Z <n1,n2...\R0riT7’jT\nl,n2...>. (3.11)

i,J {nl,n2...}

Pese a que Ry es un operador, depende tnicamente del operador nimero afa por lo que aunque
no conmute con el resto de operadores, en esencia, no va a alterar los estados del bra y del ket, a
diferencia de los operadores rﬁrﬂ que si lo hacen. De hecho, podemos ver en la ecuacién 3.9 que
solo cuando 7 # j el valor medio de las gammas es distinto de O.

10
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Asi pues, los valores medios dan como resultado:
(Tt R—Z|k )| Peti (- t)<7"T7"J R—Z‘k (wy)[Per t)ﬁ(w]aT)v

(C(t) R—Z|k wy)|Pe i) R—Z\k ) [2et U fi(w;, T) + 1],
(3.12)

(CHOTT () r = Z(k*( 3))7e D (g = 0,

J
COLE )R = Y (k(wy))2e™ ) 1y p = 0.
J
Recordemos ahora que las frecuencias del bafio (reservoir) son una magnitud continua y el su-
matorio se puede poner en forma integral con una densidad de estados en frecuencias g(w).

<1~“T(t)f(t’)>R=/Ooo dw  g(w)[k(w) e Di(w, T),

oo (3.13)
(LIt r = / dw  g(w)lk(w)Pe™ ™) (A(w, T) + 1),
Ahora sustituimos estos valores medios en la ecuacién 3.9.
Haciendo el cambio de variable: 7 =t — ' nos queda la ecuacidn:
5o / {Jaa' j(t — 7) — ap(t — T)ale T (FT(OT(t = 7))k + hoct
0 (3.14)
+latap(t — 1) — ap(t — T)al )™ (DTt — 7)) g + hoc.}.
Donde se puede demostrar que los términos no nulos de los valores medios son:
TTOL(t —7))r :/ dw ™7 g(w)|k(w)|*a(w, T),
0 (3.15)

PR —r)n = [ dw e ) k(w) PG, 7) + 1.

0

3.2. Aproximacion Markoviana

Cabe decir, que hasta ahora no hemos considerado la aproximacién Markoviana. Sin embargo,
veremos a continuacion el origen de dicha aproximacién.

Centrémonos en esos valores medios de antes. La aproximacién Markoviana aparece solo gracias
a que los dos valores medios de la ecuacién 3.15 son proporcionales a una delta de Dirac.

Para verlo hay que tener en cuenta que esas dos funciones son muy anchas en el espectro de
frecuencias, caracteristico del bafno térmico o reservoir (fotones de todo tipo de frecuencias).

Dicho esto, vamos a hacer un pequefio andlisis sobre como varia la exponencial y cémo varia esa
funcién f(w) (aunque sea en el dominio real y los valores del eje x no sean precisos, podemos dar
buena cuenta de la aproximacién de manera més intuitiva):

Hemos hecho una gréafica (Figura 1) con dos funciones f(w) y ™7
intuitiva.

para verlo de forma maés

Lo importante de esta grafica, es que el tiempo 7 actia como frecuencia para la onda/funcién
e~"™T A tiempos 7 muy altos, la funcién exponencial oscila muy rapido, de tal forma que el valor
de la integral se hace nula.

Asi pues, solo para cuando la 7 — 0 el valor de la integral serd diferente de cero.
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Figura 1: Grafica que representa en el espectro de frecuencias las funciones que intervienen en el
valor medio en R de la ecuacién maestra

Como consecuencia, si solo la integral posee un valor distinto de cero, que es justo cuando la
7 — 0, entonces dicha integral se convierte automaticamente en una especie de delta de Dirac y lo
mas importante, hace que las funciones dejen de depender de 7.

Matematicamente lo podemos ver de la siguiente forma. Si expandimos los valores medios del
bano en forma integral, nos damos cuenta que deberemos resolver lo siguiente:

- /O Car /O ~ iwe(t=t) g(w)|k(w)|?e™ = fi(w, T)dw. (3.16)
Primero integramos en tiempo:
- / T e iwe (=t gin(t—t') (3.17)
0
Hacemos un cambio de variables:
t—t' =7,
—dt' = dr.

Teniendo en cuenta que los limites cambian:
t'=t=71=0,
t'=0=r71=t.

Entonces ahora:

0 t
_/ (_d,r)e—iwcreiw'r _ _/ d’Te_iwCTein. (318)
t 0
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Expandimos el limite temporal (t — 00):

P

el (3.19)

—/ dre™"™eTe™T — _[r§(we — w) + i
0

Donde P es el nimero principal de Cauchy.
Si ahora volvemos a nuestra ecuaciéon maestra, por ejemplo, a la ecuacién 3.10:

p=- / dr{laa’p(t — 7) — ap(t — T)ale BT Ot 7)) + hoct
0

+latap(t — 1) — ap(t — 7)a’]e™ (T (t — 7)) g + h.c.}.

Nos damos cuenta de que el valor de dicha ecuacion es cero si la 7 # 0, por lo que realizamos
el cdlculo para 7 — 0. Asi eliminamos la dependencia de p # p(7) y queda solo dependiendo de
p = p(t) gracias a que la integral se hace no nula.

p=- / dr{aatp(t) — atp(t)ale™ e (FTOF(0) e + hoct
0

+latap(t) — ap(t)alle™e™ (DT (t)) g + h.c.}.

Si sustituimos el resultado de las integrales, dejandolas indicadas en funcién de « y § tenemos:

a = mg(we)|k(we)|? +iA,
stue)kluw)? +id 520)
B =mg(we)lk(we)|"n(we) +iA,
donde:
A P/ duw g(we |k?_wc)| ’
“’Ck (3.21)
P/ g Iwellkwe)* A(we).
wo —w
Por dltimo haciendo:
k= k 2
mg(we)|k(we)l (3.22)

n= ﬁ(wc).

A partir de aqui vamos a explicar el calculo teérico:

(*nétese que en la siguiente explicacion, p no tiene tilde, pero las siguientes cuatro ecuaciones,
hasta la ecuacién 3.27, han de entenderse con p).
—p=(a'ap —apa®)a + (a'ap — apa’ + paa’ — a'pa)p + h.c.
= a(a’ap — apa®) + B(a’ap — apa’ + paa’ — a'pa) (3.23)

+ o*(pata — apa’) + B (pata — apa’ + aa’p — a'pa),

p=apa'(a+a”)+ (apa’ +a'pa) (5 + 5) — alap(a + B) — pa'ala” + 5*) — B(paa’) — B*(aa’p).
—_——  —
(€0) (2) (3) 4) (5) (6)

(3.24)
Vamos a analizar cada término por separado
(1) = apa’2mg(we)|k(w)|?,
(2) = (apa’ + @’ pa)2mg(we) [k(we) Pa(we, T),
B 9. ) ; N ; (3.25)
(3) + (4) = (—alap — pa’a)mg(we) |k(we) *i((we, T) + 1) + iA[p, a’a] +iA'[p, a'al,
(5) + (6) = (—paa’ — aa’ p)wg(we)|k(wo|*)(we, T) — iA[p, a'al.
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Haciendo el cambio de variable de 3.22 y agrupamos términos queda:

p = 2k(apa’) + 2kn(apa’ + a'pa) — k(n+ 1)(a'ap + pa'a)
+iA[p,ata) +iA'[p,aa] — iA[p,ata) — (paa’ + aa’p)kn
= k(2apa’ — aTap — pa'a) + kn(2apa’ + 2a'pa — aTap — pata — paa’ — aa’p) +iA[p, ata)
= —iA[a'a, p] + k(2apa’ — aTap — pa’a) + 2kn(apa’ + o' pa — aTap — paal).

(3.26)
Llegamos entonces a la ecuacion maestra en imagen de interaccion:
(**Notese que ahora p si lleva tilde)
p=—iAla'ap) + k(2apa’ — a'ap — pata) + 2ki(apa’ + a'pa — a’ap — apaal). (3.27)
Volvemos de nuevo a la imagen de Schrédinger:
p= %[Hs,ﬂ] +e(RHs el Hst), (3.28)
i

Por lo que finalmente obtenemos:

p=—i(we + A)[ata, p] + k(2apa’ — a'ap — pata) + 2kni(apa’ + alpa — atap — paa’).| (3.29)

3.3. Calculo de los estados estacionarios de las poblaciones

La condicién para tener un estado estacionario es p(oco) = 0. Por tanto, cogemos nuestra ecua-
cién, proyectamos a izquierdas y derechas sobre un mismo estado cualquiera |n > e igualamos a 0:

<n|pln > = ppn = 0 = [=2kn — 2k (2n + 1)]pnn) + [2k(n 4+ 1) + 2kA(n + 1) pirtins1) + [2kn0)pn—1n—1)

= Qk[(_n —n - 2nﬁ)p(nn) + [(n + 1)(ﬁ + 1)]p(n+1n+l) + nﬁp(nflnfl)}
(3.30)

A partir de aqui, despejamos p(,41n+1):

1 - - -
P(n+1n+1) = ( [(277’” +n+ n)p(nn) - nnp(n—ln—l)]' (331)

1+n)(1+n)
Ahora procederemos a encontrar una regla segin vayamos calculando n =1, 2....
n=0
1 7

n = — 3.32
1+ﬁ[npoo} 1+ﬁp007 ( )

P11 =

1
- [(2A+147)py —
P22 50+ 7) (272 + 1+ 7)p11 — Npoo]

1 [@ﬁ+1+Mﬁ
C2(1+R) 1+7
i
=57
n

Poo — 7poo] (3.33)

)QPOO,

1
— QA4+ 14 ) — T
P22 20+ 7) (27 + 1+ 1) p11 — Npoo]

_ 1 [@ﬁ+1+Mﬁ
~2(1+7) 1+7
_ _ Poo (2ﬁ2+ﬁ+ﬁ2—ﬁ—ﬁ2)
2(1 +7) 1+7
il
:(1+~
n

Poo — 7Poo)
(3.34)

)2/)00~
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n=3
n
psz =[..] = (1 n ﬁ)gpom (3.35)

Por lo que podemos deducir que:

n
n 3.36
1 ﬁ) £00, ( )

Ahora afadimos la condicién de normalizacién:) | pp, = 1 y obtenemos:

pnn:(

= 0
Z( )" poo = 1
o 1t+n (3.37)
1
Poofl_i_ﬁ,

Por lo que finalmente queda que:

H T

n

3.4. Resolucién de la ecuacion maestra

Para resolver la ecuacion maestra, lo primero que hay que hacer es proyectar a izquierdas y
derechas sobre los estados niimero, cada término de p. Asi, obtendremos un sistema de ecuaciones
diferenciales acopladas que podemos resolverlo con python diagonalizando la matriz A:

P00 Poo
po1 | por
— Al . (3.39)

Una vez que se ha proyectado la ecuacién en los estados < n|, |m > cualquiera se puede escribir
en funcién de tres posibles componentes de p:

(nlplm) = [~iwf(n —m) — (n+m)k — 2ki(n +m + 1)) (nolm)
+ [2kvn + 1vm + 1+ 2kav/n + 1v/m + 1)(n + 1|pjm + 1) (3.40)
+ [~2kn/ny/m](n — 1|plm — 1).
Mediante el lenguaje de programacién Python hemos sido capaz de crear un programa que en

base a dos pardmetros (funcién de onda y nimero de niveles del oscilador) es capaz de resolver la
ecuacién maestra. Para ello se basa lo siguiente:

8 (3.41)

(*D es una matriz diagonal)
luego:

o 3.42
= SDATp(t)At. (3.42)

Multiplicando a izquierda por St y a derecha por S

STp(t 4+ At)S = Stp(t)S + DSTp(t)SAt. (3.43)

Podemos ver que hemos hecho un cambio de base, donde S’Tp(t)g es basicamente p en la base de
vectores propios de A.
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La solucién final de p(t) serd proporcional a una combinacién lineal de autovectores de la matriz
A multiplicadas por exponenciales que dependerdan de los autovalores de la matriz:

Pl(t) a1 by dy
pa(t) az ba do
p(t) = . =c . Mt ey . M, . et (3.44)

(*)Las constantes ¢, se calculan mediante las condiciones iniciales. Los vectores columna @, b...
d son los autovectores de la matriz A.

A continuacién, procederemos a calcular un caso concreto de condicién inicial y la estudiaremos
en funcién de los pardmetros del bano y el sistema S.

Calculo de la evolucién temporal de las poblaciones

Todos los calculos que requieren elegir una base de tamano finito para realizar los calculos hemos
comprobado que la convergencia es correcta, de manera que el resultado no varia significativamente
cuando aumenta el tamano de la base.

Asi pues, vamos a estudiar las poblaciones a modo de ilustracién para los valores:

we=1 k=1 n=1 (3.45)

Estas cifras de arriba se mantendran constantes en el estudio de las poblaciones de la ecuacién
maestra para este sistema.

Cogiendo 5 niveles para una funcién de onda inicial |¥) = -=|0) + =|1) + L |2) +
tenemos:

— rho0O
--—— rholl
rho22
rho33 R
-— rho44
rho55
: rho66
| — rho77 g
--- rho88
rho99
: rhol010
i -— rhollll |
rhol212
rhol1313
— rhol4l4 |4

Probabilidad

0.0 ==

0.0 0.5 1.0 115 2.0 25 3.0
Tiempo (w!)

Figura 2: Poblaciones del oscilador (5 estados) arménico inmerso en un bafio térmico 7 = 1
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Es muy importante recalcar que cuando indicamos wo = 1, nos referimos a que el gap entre
niveles de la energia de los estados del oscilador arménico es una unidad arbitraria. En este trabajo
no nos vamos a centrar en dar cuenta de la magnitud exacta de los tiempos de decaimiento sino
en la forma con la que evolucionan la probabilidad de cada estado. Ademds esta frecuencia we es

concretamente la unidad que aparece en el eje x de las graficas (que aparece como w).

En la figura 2, podemos ver las poblaciones, es decir, la evolucién temporal de los elementos
diagonales de la matriz densidad. Ademés sus probabilidades tienden a los estados estacionarios

calculados anteriormente en la secciéon 3.3,

Probabilidad tedrica | Probabilidad Calculada
0.5000 0.4952
0.2500 0.2499
0.1250 0.1260
0.0626 0.0636
0.0313 0.0320
0.0156 0.0161
0.0078 0.0081
0.0039 0.0041
0.0019 0.0020
9.76e-4 0.0010
4.88e-4 4.9e-4
2.44e-4 2.40e-4
1.22e-4 1.11e-4

6.10e-05 4.69e-05
3.05e-05 1.53e-05

Cuadro 1: Probabilidad de los estados asintéticos de las poblaciones i = 1.

Vamos a estudiar a continuacion, el comportamiento del sistema cuando fijamos 7 = 0, es decir,
el nimero de ocupacion del bano tiende a cero, lo que equivaldria a tener un bano a temperatura

de OK.
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rho00
rholl
rho22
rho33 ||
rho44
rho55
rho66
rho77
rho88
rho99

=
o

0.4 -

Probabilidad

Figura 3: Poblaciones del oscilador arménico (10 estados) para 7 = 0

Podemos ver que las poblaciones de la figura 3 decaen al estado fundamental (linea azul marina

y/o sélida en la grafica), por lo que el estado |0) es el que alcanza la méxima probabilidad (1 =
100 %).

Ademaés podemos observar que el resto de estados excepto el estado maés alto de nuestra funcién
de onda (el estado |4)) tienen un valor de probabilidad que aumenta en un cierto tiempo justo
después de empezar a contar el reloj y luego vuelven a decaer hasta tener una probabilidad nula o
casi nula de encontrar energia en esos estados.

Este comportamiento es debido a que la ecuacién maestra es un mecanismo que entre otras
cosas, adquiere energia de un nivel mas alto y la transmite al nivel inferior. De tal manera que
el estado |4) transfiere su energia inicial al estado |3) y por ello se encuentra que en el estado
|3) existe mas probabilidad de encontrar energfa en él. Sin embargo, este estado también trasfiere
energfa al estado inferior, es decir al estado |2), de tal manera que cuando el estado |4) se vacia por
completo, el estado |3) empieza a vaciarse y por ende, empieza a bajar la probabilidad de obtener
energia en él a medida que avanzamos en el tiempo. Esto ocurre con todos los estados hasta llegar
al fundamental, el cual es siempre el mas probable de encontrar energia en él.

Como solo tenemos poblaciones iniciales hasta el estado |4), cabe preguntarse cémo es posible
que exista probabilidad de encontrar a nuestro sistema en estados superiores atendiendo al meca-
nismo explicado anteriormente. Ello es debido a que existe otra operacién que efectia la ecuacién
maestra. La absorcién inducida, es el mecanismo por el cual los estados absorben energia del bafio
y es por ello que los estados mas altos tienen una probabilidad no nula después de t=0. Conforme
nos vamos alejando de los estados inicialmente poblados, este proceso se atentia.

Desde un punto de vista més teérico, podemos estudiar la ecuacién maestra para explicar este
fenémeno para las poblaciones:

Partimos de la ecuacién 3.30, la cual, para el caso concreto de las poblaciones (n=m), luego
tenemos:

p= Qk[(n + 1)(7~7, + 1)P(n+1n+1) + nﬁp(n_ln_l) - ﬁ(n + 1)P(nn) - n(fz + 1)p(nn)] (346)

(*)Nétese que las poblaciones representan un subespacio del O.A.: {{[n —1 >,|n >, |n+1 >}
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Una posible explicacion de la ecuacién es:

El nivel |n) gana poblacién procedente del estado |n + 1) con un ritmo de 2k(n + 1)(72 + 1).
El nivel |n) gana poblacién procedente del estado |n — 1) con un ritmo de 2knn.

El nivel |n) cede poblacién al estado [n + 1) con un ritmo de 2kn(n + 1).

El nivel |n) cede poblacién al estado |n — 1) con un ritmo de 2kn (7 + 1).

— N —

1
2
3
4

En base a estos procesos, somos capaces de distinguir 3 procesos en la transferencia de poblacién
en el sistemas:

i) Pérdida de poblacién de |n) debida al efecto del bafio, proceso conocido como emisién inducida

ii)Obtencién de poblacién de |n) debida al efecto del bafio, proceso conocido como absorcién
inducida

iii)Pérdida de poblacién de |n) debida al acoplamiento con el campo EM, proceso conocido como
emision espontanea.

Finalmente, nos gustarfa analizar el sistema para una funcién de onda |¥) = %(|O) + |1)) con

la condicion de 1o = 0, es decir, teniendo un bano térmico sin fotones:

— rho0O0
--- rholl
©
© i
O
-E A}
1] A3 : : : : :
O %\ 5 5 5 5 5
E \\ . . . . .
0.0 ; . T ——— e i
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

Tiempo (w1)

Figura 4: Poblaciones del oscilador arménico (2 estados) para . =0

Podemos ver en la figura 4 que la poblacion cae al estado fundamental desde el nivel superior.
La norma siempre se conserva.
Esto ocurre porque al hacer 7 = 0, estamos evitando los términos inducidos descritos anteriormente
y nos quedamos solo con el término de emisién espontanea debido al campo EM.
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Si en cambio ahora queremos aumentar la temperatura del bafio (reservoir) de tal manera que
ya los niimeros de ocupacién sean distinto de cero (en concreto 72 = 1, obtendremos:

Nétese que cuando indicamos que las unidades del eje x de las graficas son w™*

nos referimos
concretamente a la frecuencia caracteristica del sistema S (en este caso w¢).

0.6 T T
— rho00
--- rholl
: ¥ - - rho22 []
I‘. : : : : --- rho33
0.4 7‘\ , : : -— rho44 ||
i ; ; rho55
© \ : :
S N | : : | rho66
T 03 - e st — tho77 H
5 S S U N
©
QO 02} .
o
-
o ; ; ; ; ;
01l ,,--,',",‘,,",',",,“;',", ‘;’,”',,",",_‘,,",',",,"T,",',
00 —'_-‘——-‘ ................................................
-0.1 L 1 1 L L
0.0 0.5 1.0 15 2.0 25 3.0

Figura 5: Poblaciones del oscilador arménico (2 estados) para 7 = 1

En este sistema de la figura 5 las poblaciones més préximas al estado mds alto poblado (|11))
de la funcién de onda inicial se van poblando de energia gracias al mecanismo de la absorcién
inducida. Sin embargo, otros dos mecanismos van a hacer transmitir esa poblaciéon al resto de
estados inferior como si de una cascada se tratase, amortiguando el efecto de decaimiento de la

probabilidad y haciendo tender al sistema a un estado asintético como el calculado y explicado
antes.

Y aprovechando este 1iltimo ejemplo vamos a hacer un estudio de las coherencias del sistema.

20



Universidad

marlalagore Entanglement and Decoherence in Quantum Physics

0.5 T T !
' ' ' — rho02
. : : : --- rho04
0.4 o B : ' R o - - rho06 []
| : : : rhol0
03 -— rhol2
- 03} |
© rhol4
©
Dooaf
© . : : :
0 :
o L : 5 5 :
o 01 - : : B e : : —
/’ -""*-.__\- : :
T
H“-—-—._ H H
0.0 [ = :’:-_"“:L"w:-?:;;-.:;',:;:.'"-",a;-:;-awﬂ
_01 ] L | ] 1
0.0 0.5 1.0 15 2.0 25 3.0

Tiempo (w1)

Figura 6: Coherencias del oscilador arménico (2 estados) para i = 1

En la figura 6 podemos apreciar que para la funcién de onda |¥) = %(|0) +]1)) obtenemos

todas las coherencias del sistema (son tantas que solo procedemos a graficar seis de ellas pero se
asegura que todas tienden a cero). Podemos ver que todas ellas decaen a cero conforme pasa el
tiempo.

Ello implica un transito entre un sistema S inicial con propiedades de superposiciéon de estados
(propiedades cuanticas), a un estado final con probabilidades cldsicas de encontrar a dichos estados.

Summary

We have analysed the first concrete system: One Harmonic oscillator. This system is very im-
portant because, as the reservoir does not change everytime we choose another small system, the
steps which guide us to reach a final equation are almost the same in all cases.

At first, we have calculated the master equation for this system, explaining the origin of all the
approximations. Moreover we have worked out the time evolution of the density matrix using the
master equation for some particular cases of initial wavefunctions.

As a result, we have obtained that k is the parameter responsable to connect the reservoir with our
system S, 0 is the coefficient which gives us the number of photons in the reservoir which is rela-
tionated with the temperature of the bath and the responsable of the measurement process. Finally
the we is the parameter which define the energy gap between the harmonic oscillator states.

4. Ecuaciéon maestra de un sistema atémico de dos niveles
en equilibrio térmico con un bano de radiaciéon

En este capitulo se analizard y estudiara un sistema atémico de dos niveles inmerso en un bafio
térmico. Calcularemos la ecuaciéon maestra para dicho sistema fisico asi como la evoluciéon temporal
del operador densidad para distintas funciones de onda iniciales. Cabe decir, que este sistema es
mas sencillo que el anterior debido a que solo tenemos dos niveles de energia y por tanto nuestra
matriz densidad solo va a tener 4 componentes, a diferencia del oscilador arménico anterior que
podiamos coger los niveles que quisiéramos.
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4.1. Derivacion de la ecuacién maestra

En esta ocasién, consideraremos un atomo de dos niveles en presencia de un bafio térmico de
fotones. Los estados energéticos del dtomo son |1) y |2) con energias respectivas Fy y Es siendo
FEi < Es.

Nuestro objetivo es describir la energia disipada y la transicién de estados |1) — |2) con el campo
de radiacién de vacio (osciladores arménicos del baiio).

Podemos describir este sistema atémico de dos niveles con las matrices de Pauli. Si partimos
de la base de que cualquier operador puede ser expandido como sigue utilizando la relacién de cierre:

0 = 3" (n[Ofm) n) (m]. (4.1)

Si tomamos los autovectores de la energia |1) y |2) como base de nuestro sistema atémico de dos
niveles, podemos escribir entonces:

E[ = ﬁA + ]A{intv (42>
N 1 ~ 1
Ho = Ep|1)(1] + E»|2)(2] = §(E1 + E2)1 + §(E2 + E1)62, (4.3)
donde & = [2)(2] — |1)(1].

El primer término de Hy lo podemos omitir si establecemos nuestro sistema de referencia de la
energia en el medio de la energia de los estados |1) y |2).

Entonces cogiendo ese origen, podemos escribir la energia Hy en términos de la matriz &,

N 1
Ha = ithﬁm (4.4)

donde wg = (B2 — Ey)/h.
El momento dipolar eléctrico se define como: eg:

2
cg=c Yy (n|glm)ln){m|
n,m=1 (45)
= e(n, m(1|§12)[1) (2 + (2[q[1)[2)(1])
=d126_ +d216.
debido a que (1]4|1) = (2|§|2) = 0 debido a que § es un operador impar y solo conecta estados con

distinta paridad.
Ademads tenemos que:

diz = e(1g]2),
da1 = e(2[q[1),
o- = [1)(2],
o1 = 121,

(4.6)

Las representaciones matriciales de los operadores que necesitamos para nuestro hamiltoniano son:

e (1 0) = (00 (2 0), an

Las relaciones de conmutacién que necesitamos saber son:

[64,6_]=6. (64,6:) = F26+. (4.8)
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Los operadores anterior actiian sobre los estados de nuestro atomo de la siguiente forma:

&:11) = —[1) G2(2) = [2),
5[1) =0 6_12) = 1), (4.9)
6.11) = [2) 6.[2) = 0.

Visto todo esto, ya por ultimo solo nos queda calcular estos valores medios que necesitaremos
cuando resolvamos este sistema en particular:

(62) =tr(p6=) = (2[pl2) — (1|p[1) = p22 — pa1,

4.10
<€(j> = d12p21 + d21,012. ( )

Ahora vamos a considerar un sistema atémico, en presencia de un bafio térmico. El hamiltoniano
de nuestro sistema sera:

1
Hs = ~hwaé.,

2
Hp = Z hawr g ATk, (4.11)
kA :
FISR = Zh(k*kﬁr;)\&* + kk’)\Tk)\@'Jr).
kA
Recordemos de la ecuacién 2.12 sacamos los operadores de la energia de interaccion:
S51 = 5',,
S2 = 6—4—7
Ty =Y (Kkarf ) (4.12)
kA
Iy = Z(kk,Ark,A)-
kA

Ahora calculamos la evolucién temporal en imagen de interacciéon de manera analoga a como lo
hicimos para el caso del oscilador armoénico:

(*)A partir de ahora, por comodidad, se sobreentiende que o es un operador aunque no lleve el
sombrero.
Los operadores del bafio (reservoir) son los mismos que en el caso anterior

L wpos w0 s
51 = 67.(72 )to__e (=52t o_e 7.wAt’

L wATy i wWAOTz .
5y = (47N~ _ o it (4.13)

Esta tdltima ecuacién 4.13, salvo por las diferencias en la notacién, es igual a la ecuacién 3.1, con
la sustitucién a — o_ y al — oy.

3 t
I = E (k*k,ﬁ;,\)emk ,
ko

FQ = Z(kk,)\Tk7)\)67iwkt.
kA

(4.14)

Ahora debemos sustituir estos operadores en la ecuacién maestra exactamente igual a como lo
hicimos anteriormente en la ecuacion 3.9:
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p(t) = —/0 dt'{[5:(t)5: (") p(t") = 5:1(0)p(t)3 ()T (DT () r
=515 () + p(t")51 ()51 (DT ()1 (1))
H[52(1)31(¢)p(t") = 52(t) ()51 (Do ()T (¢)) &
H[=51(t)p()52(t) + p(t")51 ()52 () (T2 ()2 (t))
+EL(0)52(t)A(t) — 51152 ()(T1(BT2())
+H[=52(t)p(")51 (1) + p(t")52 ()51 ()] (T2 (t)T1 (1))
+H[32(1)32(") (1) — F2()A(t) 32 ()T ()2 (1))
+H[=52(t)A(t")32(t) + p(t')32(t")32 ()T (') Ta(t)) r}

Como el bafo es el mismo (el Gnico sistema que cambiamos es el sistema pequenio S) se nos van
la mitad de los términos quedando:

pt) = - / dt'{[o o p(t') — o p(t')o_]e™ 2D (T ()

e pt)as + pE Yoo e O () (1) (4.15)
(o045t — o p(t)os e A By O (1)) n
o f(l)o— + 5t oo Jem A () (1) R}
La derivacién de la ecuacién maestra para el sistema atémico de dos niveles es completamente

andloga a la resolucién de la ecuacién maestra del modo de una cavidad (oscilador arménico). Hay
ciertas diferencias como las relaciones de conmutacion o los grados de libertad.

Resolviendo exactamente las mismas integrales que en el caso anterior llegamos a

W(204po- —0_01p—po_oy),

(4.16)

*’L
p=Swhlowpl+ B+ )20 poy —o+0 p—poio )+ 1n

que es la ecuaciéon maestra para un sistema atémico de dos niveles en presencia de un bafno térmico,

donde

v = 27r2/d3k g(&)|k(k, N)[26(k. — wa),

s=yr [ a0 )

wA—k;
ZP/dSkg )k, A” ke, T).
wA—

4.2. Resolucidon de la ecuacion maestra

Para resolver la ecuacién maestra debemos resolver un sistema de ecuaciones diferenciales aco-
pladas. Para ello diagonalizaremos la siguiente matriz de manera anédloga a como lo hicimos en la
cavity mode:

P11 P12 P21 P22
p11 | =M 0 0 (R +1)
prz | 0 [, —~(i+3) 0 0
por | O 0 —iwy — (A + %) 0
P22 | YR 0 0 —(n+1)
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Vamos a analizar los términos del operador densidad (poblaciones y coherencias) para distintos
valores de las variables de la ecuaciéon maestra.

A modo de ilustracion, para el caso de tener los valores: y=0,5 n=3 w) =1

Lo U>=v0.1[1>++v0.9]2>
= ol
--- rhol2
0.8 - - rho2l [
rho22
o é
© :
i :
= |
[{+] :
0 :
o] :
|- N
Q- :
_02 | | | i i i i
0.0 0.5 1.0 15 2.0 2.5 3.0 35 4.0

Tiempo (w1)
Figura 7: Poblaciones del sistema atémico para 7 = 3

Esta grafica trata de un sistema atémico de dos niveles en un reservoir con un nimero de ocu-

pacién n = 3. Podemos ver en ella la evolucién de las poblaciones p1; v p22 v de las coherencias
P12 Y pP21-
Las poblaciones parten de la funciéon de onda inicial descrita en el titulo. Al principio, existe una
probabilidad de un 10 % de encontrar al sistema en el estado fundamental p11 y un 90 % de encon-
trar al sistema en el estado p23. Sin embargo, segin avance el tiempo y debido a los fotones del
bafio, las probabilidades hacen que el estado fundamental sea el mas probable, conforme a la dis-
tribucién de temperaturas del bano, conservandose en todo momento la norma de p o probabilidad
total.

Ademads, nos damos cuenta de que estas dos poblaciones alcanzan estados asintéticos conforme
transcurre el tiempo como vimos en el caso anterior.

Con respecto a las coherencias p12 ¥ p21, vemos que a medida que avanza el tiempo decaen a 0,

se hacen nulas, por lo que al final obtendremos un sistema con probabilidades clasicas de encontrar
dos estados.

Para el caso de tener los valores: v =0, =0 w/y =1
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Lo W>=v0.1[1>+v0.9/2>

| | ; | ? — rholl
--- rhol2
- - rho2l ]

rho22

Probabilidad

Tiempo (w=1)

Figura 8: Poblaciones del sistema atémico para 7 =0

En este otro caso tenemos esta vez un niimero de ocupaciéon 77 = 0. Ello implicaria una tempe-
ratura de 0K, es decir, no tener fotones en el bano que provoquen una absorcién inducida y por
tanto provoquen un aumento en las poblaciones mas altas.

Lo que observamos de la grafica es que el estado p2o va cediendo toda su poblacién al estado

fundamental, hasta haber probabilidad nula de encontrar energia en él.

A diferencia de cuando la 72 # 0, nunca obtendremos que los estados avanzan a una probabilidad
no nula estacionaria o asintética.

Para el caso de tener los valores a modo de ilustracién: y=0 =0 w/) =1
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v>=v0.1[1>+v0.9]2>

1.0 : .

....... - — rholl |

0.8 | 77T Tho12 ]

; - - - - - rho2l

: 5 5 ; ; |- rho22
o |
5 04} -
8 e -
3 [ : : : : :
= : e ' ' ' : :
(o S ~ :

0.0 | b
S0.2F e T
0.4 i i i ; ; i i

0.0 0.5 1.0 15 2.0 2.5 3.0 35 4.0

Tiempo (w=1)
Figura 9: Poblaciones del sistema atémico para n =0y v =10

Esta tltima grafica nos sirve de ejemplo perfecto para explicar el término . Cuando hacemos
tender a cero dicho término, logramos desacoplar los dos niveles de nuestro sistema atémico del
bano, de manera analoga al pardmetro k del oscilador arménico del capitulo anterior, logrando dos
estados estacionarios (independientemente del valor de 7).

Con respecto a las coherencias, no hay problema porque sus probabilidades sean menores a cero
debido a que son ntimeros imaginarios dependientes del término w,. Lo importante es que tienden
a cero a medida que avanza t.

Summary

We have analysed the second system: Two-state atom. At first, we have calculated the master
equation for this system. Then we have calculated the time evolution of the density matriz using
the master equation for some particular cases of initial wavefunctions as we did in the previous
case. This is an easier system than the harmonic oscillator because the problem to solve the master
equation is fized to calculate a matrixz 4x4. Also, we have obtained some interesting results. For
instance, there are some parameters wich define some properties of the system. In this time 7y is
the object wich couple the reservoir with the system S. As the previous case, the parameter ni is the
responsible of the measurement process, it means the decayment of the coherences and the reach to
the asynthotic states.
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5. Ecuacion maestra de dos osciladores armoénicos acoplados
a un bano de radiacion térmica

En este capitulo deduciremos la ecuaciéon maestra para un sistema formado por dos osciladores
armonicos acoplados entre si e inmersos en un bafio térmico (mismo baifio que en los dos sistemas
anteriores). Estudiaremos la evolucién temporal de los elementos de la matriz densidad en funcién
de distintas funciones de onda iniciales.

Este sistema es un poco mas complicado de resolver debido a la gran cantidad de elementos que se
obtienen en el sistema de ecuaciones diferenciales a resolver. Ello es debido a que los estados son
el producto tensorial de las funciones de onda de ambos osciladores armonicos.

5.1. Derivacién de la ecuacidon maestra

En este sistema particular vamos a realizar las siguientes condiciones:

Tendremos dos osciladores arménicos con la misma frecuencia (we) (como podemos ver este
punto es mejorable, dando como desafio a un futuro alumno de TFG la posibilidad de realizar el
célculo para dos osciladores arménicos de frecuencias distintas).

Conectaremos cada oscilador arménico con un bafio (Hg) independiente, de tal manera que
simularemos que ambos osciladores arménicos se encuentran inmersos en el mismo bano pero no
contemplaremos la capacidad de que un oscilador arménico intercambie energia con un bano y que
luego ese fotén pueda ser usado para intercambiar energia con el otro bafo.

Teniendo esto en cuenta, nuestro operador hamiltoniano (por comodidad evitaremos el uso del
sombrero H) tendrd la siguiente forma:

H=Hg+ Hgp+ Hps = Hy + Hy + Hio+Hg + Hig + Hag,
—————— ————

(5.1)
Hs HRS
Hg = hwcalax + hwca;r,ay + ”y(axagt + a;fcay)7
HR = Z hijjT,
J
Higp =) Nk agr;" + kjalrj) = h(s1T1 + s2l), 52
J
Ho = Y (ks a4+ Kiafr) = Bsal's + 7).
J
donde
S]_ = Ay 52 = 0;7
53 = Qy 54 = CLL,
Ty =Y (k5rh) Ty =Y (kyr)), (5.3)
j J
= 305 = 3057
j J

Por lo que este seria el hamiltoniano de nuestro sistema de dos osciladores armoénicos. Ahora
viene la parte mas dificil, calcular la propagacién temporal de los 8 operadores anteriores.

Podemos ver que los operadores del bano son iguales a los casos anteriores, debido a que el bafio
fotonico es el mismo. Sin embargo, los operadores de los osciladores (son andlogos y por tanto solo
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hay que calcular dos de ellos) son distintos debido a que la energia Hy ha cambiado:

5 iHot | 4 —iHyt
81(t) = exp(—-)S )

donde

Hy = hwe(ala, + a;;ay) + ’y(aIaL +alay,).

(5.4)

(5.5)

Es decir, aparte de la energia de cada oscilador por separado, tenemos un término que relaciona
el intercambio de energia entre los dos osciladores armoénicos = e y de manera que conserve la

energia (rotation-wave approximation).
Se puede comprobar que los dos sumandos de Hy conmutan:

[(alar + azay)v (axaz + alay)] =0.

Luego podemos factorizar la exponencial gracias a la propiedad
1
eAeB — A+B3lAB]

~ . it . —int
S (t) = ezwct(alam+aza?¥)e%(am“L‘HILay)Sle—cht(alaz-‘raLay)e o (awa2+alay)

iyt —iyt

=eh

Slefiwct

Por lo que podemos factorizar la solucién de la evolucién temporal del operador Sy:

~ . t + . t T i o —i
S (t) _ [ezwct(azaﬁrayay)sle zwct(azanrayay)]e iwot _ Sie iwet
Podemos hacer esto para cada uno de los operadores de los osciladores armonicos:

Si(t) = Syevet So(t) = Spe'e
S3(t) = Sge~wet Sy(t) = Syetvet,

(amaz-&-alay) eiwct(alamﬁ-azay)Sle—iwct(alam-&-azay) e (aza;;—i-alay)'

(5.10)

Ahora habria que sustituir nuestros operadores que ahora ya dependen del tiempo en la ecuaciéon

andloga a la 3.9 pero ya tenemos en cuenta que los términos (I';(¢)T;(¢)) = 0:

p0) == | dt{5105)0(F) — 52055 (¢)] < TuOT() >r +
+[=51(t)p(t)32(t) + p(t")52(t) 51 (D2 (t)T1 (1)) &
+[51(0)34(") A1) — 8a()p(t)31 ()T (T (') r
+[=51(t)A(t)5a(t) + p(t)34(t)5 (O)(Ta(t)T1 () R
+[52(0)31 (1) A(t") — 51(1)p()32 ()T ()T (¢') r
+H[=52(t)p(t)31 () + p(t")51 ()52 (T2 () T2 (1))
+[52(8)33(t)p(t') — 33(t)p(t) 32 () (T2 (H)Ds(t)) r
+[=52(t)p(t)3s(t) + p(t")53(t) 32 ()3t )Ta(t)) g
+[83(1)32(t)p(t) — S2(t)p(t)33(t) (T3 (t)T2(t)) &
+[=83(t")p(t")32(t) + p(t')52(t")3s () (T2 (t)Ts(1)) r
+[83(0)31(t)A(t") — 54(t)p(t") 33 ()T T4 ()
+[=83(t)p(t)34(t) + p(t)5a(t) 53 (T4 (t)T3(t) R
+[84()35(t")p(t") — 83(1)p(t)34(t)(Ta(t)T3(t'))
+[=5a(t")p(t)3s(t) + p(t")33(t)54()](Da(t )Ta(t))
+[84(0)51 (1) A(t") — 51 )34 (t)(Ta ()T (¢') r
+[=84(t")p(t")51(t) + p(t)51 (¢34 (D(T1 ()T a(t)) £}

(5.11)
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Ademas de haber quitado los términos nulos debidos al valor medio de los operadores del bano, de-
bemos ahora tener en cuenta que no todos los operadores del bafio conectan entre si. Ello es debido
a que los fotones que emiten los osciladores arménicos a un bano no pueden ser reabsorbidos por
el otro oscilador arménico, sino que se pierden. De otro modo estariamos anadiendo interacciones
extra entre el bafio y los osciladores arménicos.

Asi pues, vamos a conectar el bano 1 (I'; y I'y) con el oscilador arménico 1 (S7 y S2) e indepen-
dientemente conectaremos el bafio 2 (I's y I's) con el oscilador arménico 2 (S5 y Sy). Podemos
considerar después que los banos sean iguales o no, pero la condicion para tratar de manera correcta
nuestro problema es considerar que los operadores del primer bano no conectan con el segundo y
viceversa.

El recurso matematico que nos permite hacer esto es desacoplar los bafios, es decir, I'y <> I's y
I's <> I'y tnicamente. Dicho de otra forma, estariamos haciendo que ambos osciladores arménicos
estuvieran acoplados a banos independientes.

Por tanto, se nos cancelan la mitad de los términos de la ecuacién anterior ya que no nos valen
términos que mezclen operadores del oscilador arménico 1 (S7 y S2) con operadores del oscilador
2 (S3 y S4). Asi, queda la ecuacién anterior como:

pt) = /o dt'{[51(8)52(t)p(t") — 52(t)p(t")31 (¢ ) (T2 () T2 (') o+
H[=51(t)p()52(t) + p(t")52(t) 51 ()] (T2 (t)T1 (1))
+[52()51(t)A(t") — 511t ) 52 () (T2 (OT1 ()
H[=52(t)p(")51 () + p(")51 ()52 (T2 () T2 (t)) (5.12)
+[83(1)3(t)A(t") — 5a(t)p(t") 33 ()T (T4 (t))
+[=83(t")p(t")34(t) + p(t)54(t)35 () (Ta(t) (1)) r
+[84(6)33(t)A(t") — 53(t)(t") 34 (t)(Ta(t) L5 (t))
H[=34(t")p(¢)33(t) + A(t")33(¢)30(0)(Ta (") Ta(t)) £}

Podemos observar que lo que realmente aparece en la ecuacién anterior es casi la misma ecuacion
maestra del caso de un oscilador arménico pero repetida dos veces y con los operadores todavia
dependientes del tiempo debido al hamiltoniano de interaccién entre los osciladores.

El siguiente paso consiste como ya hemos visto en resolver las integrales (aproximacién Marko-
viana):

p=- / {[S1(0S2(t)p(t") = Sa(t)p(t) Sy ()]e TPy ()2 () g + hoc.
(

+[Sa(t)S1(1)A(t') — S1(t) () S (t)]e™ T (Do ()T1 (1) & + hoc. (5.13)
+[S3(1)Sa(t)p(t') — Sa(t')p(t) Ss(t)]e T (Ta(t)Ta(t)) r + hec.
H[S4(t) S5 (1) (') — S3(t)p(t") Sa(t)]e™ ™ (Ca(t)T3(t')) r + hoc.}.

A partir de aqui, las integrales a resolver son las mismas que las del caso de la cavity mode:

= —iA[S551, ] + k(251 5Ss — S2S81p — pS2S1) + 2ki(S1pSe 4+ S2pSy — S2S81p — pS159)

— ’LA[S453, } + k(253p54 — 5453,0 pS;;Sg) + 2k‘n(SgpS4 + S4p53 — S4Sgp p5354)
(5.14)

Tenemos la ecuacién maestra de dos osciladores armoénicos. Ahora pasamos de imagen de inter-
accion a imagen de Schrodinger:

1
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donde recordemos que esta vez la Hg es:

Hg = hwe (ala, + aLay) +7 (aza;g +ala,).

a b
[a,b] =0

Y finalmente llegamos a la ecuacién maestra:

p=—i(A+wc)[S251, p] + k(251952 — S2S1p — pS2S1) + 2k (S1pS2 4+ S2pS1 — S281p — pS1.92)—
—i(A + wc)[5453, p] + k(253p54 — S4Sgp — pS453) + 2/€fl(53p54 + S4p53 — S4S3p — pSgS4)—
— i agal, + alay, p] .

extra

(5.15)

Donde podemos ver que la nueva ecuacién maestra tiene los mismos términos que el modo
de una cavidad (dos veces, debido a los dos osciladores arménicos) mas un nuevo término que es
el conmutador de la energia de interacciéon entre los osciladores arménicos con la funcién densidad p.

Por 1ltimo cabe senalar que dicha ecuacién corresponderia también a un sistema de un oscilador
armonico bidimensional isétropo, donde ahora el término ”extra” relaciona los grados de libertad
en cada uno de los ejes de oscilacién.

5.2. Resolucién de la ecuacion maestra

Para resolver la ecuaciéon maestra, procedemos a proyectar la ecuacién sobre los estados de los
osciladores armonicos < n,m| y |n’,m’ >. Asi obtendremos un sistema de ecuaciones diferenciales
acopladas. En concreto obtendremos (n + 1)?(m + 1)? ecuaciones diferenciales.

Como resultado de la proyeccién de estados obtendremos nueve términos diferentes que expon-
dremos a continuacion:

(1) = (n,mlp|n’,m")—i(A +we)(n —n') —nk — n'k — 2kiin — 2ka(n + 1)—
—i(A +we)(m —m') —mk —m'k — 2kivom — 2ki(m + 1)]
(2) = (n+ 1,m — 1|, ) (—in' Vi Tvm) (5.17)

(5.16)

(3) = (n—1,m+ 1p|n’,m")(—iv'v/nvVm + 1) (5.18)

(4) = (n,m|pln’ —1,m’' +1)(iv'Vn/'vVm’ + 1) (5.19)

(5) = (n,mlp|n’ +1,m’ —1)(iy'/n' + 1Vm') (5.20)

(6) = (n+ Lm|p|n' + 1,m)(2kv/n + 1Vn' + 1 + 2kinv/n + 1V/n/ + 1) (5.21)

(7) = (n —1,m|p|n’ — 1, m’)(2ka/n\/n’") (5.22)
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(8) = (nym + 1|p|n/,m’ + 1)(2kv/m + 1vV/m/ + 1 + 2ka/m + 1vV/m/ + 1) (5.23)

(9) = (n,m — 1|p|n’, m’ — 1)(2ki/mvVm’) (5.24)

Con estos términos ya podemos resolver el sistema de ecuaciones diferenciales acopladas. Utiliza-
remos el lenguaje de programaciéon python para calcularlos de manera similar a como lo resolvimos
en el primer caso de todos.

Asi pues, estudiaremos varios casos para explicar lo més detalladamente posible la ecuacién
maestra obtenida.
) _ 1
Caso 1: |¥(0)) = —5(|00) + [10))
El sistema consiste en dos osciladores armoénicos acoplados entre ellos gracias al término de
interaccién v’ y acoplados a su vez al bafio gracias al término k.
Poblaciones

Para los siguientes valores, vamos a analizar el estudio de las poblaciones del sistema:

k=1 we=5 =1 =0 A=5

En primer lugar, estudiaremos como interactiia el sistema con un bano sin fotones, a temperatura

0*C.

— rho[0, 0, 0, 0]
--- rho[0, 1, 0, 1]
1-- rho[l, 0,1, 0][]
rho[1, 1, 1, 1]
- i
(18]
2
'_5 N
1]
o]
@]
|-
0_ -
—0.2 i i i
0.0 0.5 1.0 15 2.0

Figura 10: Poblaciones del doble oscilador arménico (2 estados) paran =0y v =1
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Podemos ver en la figura 10 que:

1)El bafo no aporta energia (7 = 0) al sistema, por lo que los estados no poblados inicialmente
no aumentan su probabilidad debido al bafio térmico. Se puede ver claramente como el estado |10)
pese a que su poblacién inicial era nula, aumenta levemente su probabilidad de encontrar poblacién
en él. Esto es debido a que el estado 01 le transmite energia gracias al término 4’ que conecta el
estado (n, m|p|n’,m’) con cuatro estados distintos: (n + 1,m — 1|p|n’,m’), (n — 1,m + 1|p|n’,m’),
(n,m|pln’ +1,m' — 1) y (n,m|p|n’ —1,m' +1).

Graficamente, se puede ver mejor si aumentamos el valor de v/, por ejemplo 7/ = 20:

rho[0, 0,0, 0
rho[0, 1,0, 1
rho[1, 0,1, 0
rho[1,1,1,1

]
]
1]
]

Probabilidad

Figura 11: Poblaciones del doble oscilador arménico (2 estados) paran =0y v = 20

Podemos ver claramente en la figura 11 como hay una oscilacién entre los dos posibles estados
que conecta ' y debido a la emisién espontdnea, ambos van decayendo al estado fundamental, es
decir, al estado |00).

Por tltimo, vamos a ver qué términos relaciona 7’ en concreto para un sistema un poco maés
grande:

Caso 2: |¥(0)) = ﬁuoo) +101) + [10) + |11) + |20) + [21)

k=1 we=5 ~+"=200 n=0 A=5

33



Universidad

marlalagore Entanglement and Decoherence in Quantum Physics

— rho[0, 0, 0, 0]
=== rho[0, 1,0, 1]
- rhol0,2,0,2]
rhol1, 0, 1, 0]

-— rhol1,1,1,1]
rhol1, 2, 1, 2]

- rho(2,0,2,0]
— rho[2, 1,2, 1]
- rho(2,2,2,2]

Probabilidad
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Figura 12: Poblaciones del doble oscilador arménico (6 estados) para 7 = 0y v = 200

Podemos ver en la figura 12,que el término de acoplamiento v sélo conecta estados que posean
el mismo nivel de energia Hg: los estados |12) y |21), los estados |11), [02) y |20), etc.

— rho[0, 0, 0, 0]
=== rho[0, 1,0, 1]
- rho[0,2,0,2]
rho[1, 0, 1, 0]

-— rho(1,1,1,1]
rhol1, 2, 1, 2]

= rho[2,0,2,0]
— rhol2,1,2,1]
- rhol2,2,2,2]

0.04

°
°
8

Probabilidad

o
S
S

0.01

0.62 0.64 0.66 0.68 0.70

Tiempo (w!)

Figura 13: Poblaciones del doble oscilador arménico (6 estados) para 7 = 0y v = 200 (zoom)

En la figura 13, la cual es un zoom de la anterior (figura 12), podemos apreciar mucho mejor la
oscilacién de los niveles |11), [02) y |20) debido al término ~.

Ahora vamos a estudiar la evolucién de las poblaciones para cuando tenemos un cierto valor de
los nimeros de ocupacion 71 # 0.
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Para resolver este tipo de sistemas, se ha de coger un amplio rango de niveles de energia ya
que dependiendo del niimero de ocupacion del bano, la ecuacién maestra puede transferir energia
a estados mas altos que los de la funcién de onda inicial, por lo que para alcanzar una buena
normalizaciéon de la matriz densidad se ha de coger una base finita con un tamafno adecuado. En
esta ocasién cogeremos N=5, por lo que el niimero de poblaciones serd de 6 = 1296 estados. Por
este motivo no se procederd a representar todas las coherencias en las graficas.

— rhol0, 0,0, 0]
= rhol0, 1,0,1]

05 -— rho[0, 4, 0,
rho[1, 0, 1, 0]

-— rho[2, 1,2,

rhol2, 2, 2, 2]
- rho2, 3,2,3]
— rho(2,4,2,4]

Probabilidad

- rho[4, 0, 4, 0]
-4 — rho[4,1,4,1]
--- rhold, 2, 4,2]

01 - - rhola, 3,4,3]
. rhold4, 4, 4, 4]

Tiemplg (w™')
Figura 14: Poblaciones del doble oscilador arménico (2 estados) para n =05y v =1

Traza total de p=0.971

Podemos ver en la figura 14 que al igual que ocurria cuando tenfamos un oscilador armoénico,
aqui también perdemos poblacién al bafio a un ritmo proporcional a . Asi pues, el estado funda-
mental, el estado |00) (azul marino o trazo sélido en la grafica) aunque al principio gane poblacién
procedente del estado |10), empieza a emitir fotones al bafio térmico por lo que su poblacién baja.
Asi pues, como hemos dicho arriba, las poblaciones mas altas cercanas a los estados de la funcién de
onda inicial se empiezan a llenar segin avanza el tiempo (absorcién inducida). Entran en juego los
procesos de emisién esponténea (por la que un estado cede energia a un nivel inferior) y la emisién
inducida en la que el bano fuerza a un estado a ceder energia a un nivel inferior. Aparte del efecto
de intercambio de energia debido al término de interaccién +' que hemos explicado anteriormente.
Todos estos mecanismos provocan que cada poblacién tienda a un estado asintdtico a tiempos
largos. La suma de las probabilidades de cada estado de cada poblacién debera ser igual al 100 %.

Coherencias

Por dltimo, analizaremos las coherencias: |¥(0)) = %(|00> + [10))

=)

we=5 =1 =05 A=1
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Figura 15: Coherencias del doble oscilador arménico (2 estados) para 7 =05,y =1y k=1

k=1

Podemos ver en la figura 15 que a diferencia de las poblaciones, las coherencias no alcanzan
un estado asintético (distinto de cero) a medida que avanza el tiempo, sino que decaen a cero. Es
decir, los efectos cuanticos de superposicion desaparecen de nuestro sistema.
Ahora vamos a ver qué ocurre cuando aumentamos el término de acoplamiento del sistema S con

el bano:

(*)Solo hemos trazado las primeras seis coherencias (debido a que son muchas) pero todas tien-
den a cero.
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Figura 16: Coherencias del doble oscilador arménico (2 estados) para # = 0,5, y =1y k = 50

Podemos apreciar en esta tltima figura 16, que las coherencias tienden a cero mucho mas deprisa
a medida que el término de interaccion de los osciladores armoénicos con el bafio aumenta.

Una vez mas, solo hemos graficado algunas coherencias debido a que no caben todas el la leyen-
da. Todas ellas tienden a cero aunque no se vea representado aqui.

Summary We have analysed the last system: Two Harmonic oscillators coupled with a reser-
voir. At first, we have calculated the master equation for this system.Then we have worked out the
time evolution of the density matriz using the master equation for some particular cases of initial
wavefunctions as we did in the previous cases. We had to take into account that now we have two
small systems so the states of the initial wavefunction are the tensorial product from the states of
each system. As result, we have obtained huge matrizes that we had to solve to calculate the final
time evolution of the elements of the density matriz.

Finally we can see some the properies of some parameters. The element k as we saw before in
the first system is represents the coupling of the harmonic oscillators with the reservoir, wit the
EM field. The parameter 7y is the object which links the states between the two harmonic oscillators.
Finally the coefficient we gives us the energy gap between the states of the oscillators.
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6. Resumen y conclusiones

Pese a que hemos ido explicando los resultados que hemos ido obteniendo de la ecuaciéon maestra
para los distintos sistemas estudiados, procederemos a puntualizar una vez maéas todas las conclu-
siones importantes de los fenémenos producidos por el proceso de medida de un sistema cuantico.

La ecuacién maestra es una herramienta que nos permite calcular la evolucién de una matriz
densidad de un sistema cudntico inmerso en un bano térmico cuyo espectro en frecuencias es muy
ancho. Se trata por tanto de un sistema abierto, debido a que los fotones recibidos por el bano del
sistema cuantico pequeno no se pueden volver a reabsorber por el sistema S.

Pese a que los sistemas S estudiados en los tres casos son diferentes, podemos sacar unas conclu-
siones generales y luego puntualizar para el caso particular del doble oscilador arménico.

La ecuacion maestra presenta tres mecanismos de transferencia de energia entre niveles: emisién
inducida, emisién espontdnea y absorcién inducida (inducida por el baifio).

En todos los sistemas estudiados, el bano posee una papel de disipador de energia, haciendo que

las poblaciones alcancen estados estacionarios determinados mientras que las coherencias tienden
a cero conforme pasa el tiempo.
Si estudiamos la ecuacién para 77 = 0, entonces se consigue un sistema (no conservativo tampo-
co, ya que aunque no hayan fotones en el bafio, no se desacopla el campo EM responsable de la
emisién inducida) cuyos estados tienden a tener una probabilidad nula de encontrar poblacién en
ellos, salvo el estado fundamental, el cual alcanza la probabilidad méxima.

Por 1ltimo, en el caso del doble oscilador arménico, existe un término de interaccién entre los
dos osciladores, lo cual introduce un nuevo mecanismo que permite la transferencia de energia entre
elementos diagonales y no diagonales del sistema (algo nuevo con respecto al oscilador arménico del
primer caso). Ademds, provoca que existan oscilaciones entre dichos estados (con misma energia
Hg) mientras van decayendo a cierto estado asintético debido al efecto inevitable disipativo del
bano térmico.

The master equation allows us to calculate the evolution of the components of the density matriz
of a quantum system inmersed in a thermal bath, which has a wide spectrum in frequencies. It is an
open system where photons obtained by the reservoir from the small system can not be reabsorbed
by the small system again.

Even if we have studied three different kind of systems S, we can point general conclusions for
them. In the final case of double harmonic-oscillator, we can make some concrete conclusions about
that system.

Master equation presents three mechanisms of energy transference: induced emission, spontaneous
emission and induced absortion (induced by the reservoir).

In all the systems we have studied, the reservoir has a roll of energy dissipator. It makes that
the populations reach stacionary states meanwhile the coherences go to zero along the time.
If we set n = 0, then we will obtain a system (which is not still energy conservative due to the
coupling of the system S with the EM field) which all the populations (diagonal terms of the density
matriz) go to zero except the ground state which reaches the mazimum probability.

Finally, we need to specify some features about the two harmonic-oscillator system. In this case
there is an extra term in the hamiltonian as also in the master equation which links one harmonic
oscillator with the other one which makes the populations be coupled with the coherences. Also, it
produces some oscillations between the states connected by that term while all their probabilities go
to zero due to the reservoir dissipation effect.
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