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Resumen

El objetivo de este Trabajo de Fin de Grado ha sido estudiar la transformacion integral
clasica de Laplace, haciendo énfasis en sus fundamentos tedricos.

Una vez establecidas las principales reglas operacionales, se prueban con rigor y detalle los
resultados fundamentales, a saber, los teoremas de existencia (convergencia), unicidad,
analiticidad y comportamiento en el infinito. Se ha dedicado una especial atencion a la
deduccion de la férmula de inversion que, en nuestro caso, viene dada por una integral de
linea compleja.

También se presentan algunas aplicaciones de esta transformacion a la resolucion de pro-
blemas que se plantean mediante ecuaciones diferenciales ordinarias o en derivadas par-
ciales.

Palabras clave: Transformacién integral, Transformacion de Laplace, Reglas operaciona-
les, Analiticidad, Convergencia, Convolucién, Férmula de inversién, Aplicaciones.






Abstract

The main objective of this Report has been studying the Laplace integral transformation
in a classical setting, by paying a special attention to its theoretical foundations.

Once the most important operational rules have been obtained, we verify in complete
generality and with detailed, exact proofs, the paramount results concerning this trans-
formation, namely, the theorems of existence (convergence), uniqueness, analyticity and
behaviour near infinity. Next, the inversion formula has been rigorously established, giving
rise to a complex line integral.

Finally, the theory developed is used in solving the Cauchy problem for ordinary linear
differential equations (and systems) with constant coefficients. This method of the La-
place transform can also be applied to solve some partial differential equations arising in
mathematical physics.

Keywords: Integral transformation, Laplace transform, Operational rules, Analyticity theo-
rem, Convergence theorem, Convolution, Inversion formula, Applications.
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Proélogo

Este Trabajo de Fin de Grado en Matematicas, que se titula ”Resultados clasicos de la
transformacion integral de Laplace”, muy bien podria llevar el anadido ”segin Doetsch”,
porque fue este matemdtico alemén quien primero doté a esta teoria de una fundamenta-
cién matematica rigurosa. Su obra [3] se ha convertido en un clésico en este campo y en
el estudio de algunos de sus capitulos, precisamente, se basa esta memoria.

En el plan de estudios de la antigua Licenciatura de Matematicas figuraba una asig-
natura, " Transformada integral de Laplace”, dedicada enteramente a este tema. En la
actualidad, en el Grado, apenas se da algo en la asignatura de Ecuaciones Diferenciales 1,
reduciéndose todo a un cédlculo operacional.

Sin embargo, un alumno que esta finalizando el Grado, dispone de conocimientos y
formacion para abordar un tratamiento riguroso de este tema. Ciertamente, se trata de
un tema interdisciplinar, que se relaciona con otras materias de esta titulacion. Por su de-
finicién, la transformada de Laplace es una integral impropia, que actia sobre operadores
diferenciales e integrales, y cuyo calculo se apoya muchas veces en la teoria de la integra-
cién y derivacién paramétrica, lo que es objeto de estudio en las disciplinas de Anélisis
Matematico III y IV. La imagen de la transformada de Laplace es una funcién compleja,
analitica en un semiplano derecho del plano complejo, y su férmula de inversién viene dada
por una integral de linea compleja, para cuya evaluacién - a veces muy complicada - hay
que recurrir a la teoria de los residuos. Todas estas cuestiones forman parte del temario de
la asignatura Analisis VI. Por otra parte, la transformacién de Laplace es una herramienta
poderosa para la resolucion de problemas de Cauchy o de valores iniciales de ecuaciones
y de sistemas de ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes, asi como pa-
ra cierta clase de ecuaciones en derivadas parciales, lo que se estudia en materias como
Ecuaciones Diferenciales 1 y Ecuaciones Diferenciales 2.

En este trabajo se han tratado los siguientes objetivos concretos

= Definicién de la transformacion integral de Laplace. Ejemplos. Deducciéon de las
primeras propiedades y reglas operacionales.

= Demostracién rigurosa de los principales resultados tedricos: teoremas de existencia
(convergencia), unicidad, analiticidad y comportamiento en el infinito.

= Estudiar la transformada de Laplace de los operadores derivacién e integracién,
asi como de la convolucién.

= Obtencién de la formula de inversion de la transformacién de Laplace.
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= Aplicaciones de esta transformada.

A lo largo de este trabajo se consideran numerosos ejemplos, que sirven para ilustrar
la teoria y para mostrar sus aplicaciones.



Capitulo 1

Introduccion a la Transformacion
de Laplace

1.1. Introduccién

La transformacién de Laplace es una de las transformaciones mas ductiles y manipula-
bles debido a su riqueza en reglas operacionales. Si se conoce, por ejemplo, la transformada
F(s) de la funcién f(t), esto es, F(s) = L{f(t)}, resulta muy facil determinar L£{f(at)},
L{f(at +b)}, L{e }, L{t"f(t)}, ..., donde a > 0, b € R, a € C, n € N. Pero destacan
fundamentalmente su relacién con tres operaciones: la derivacién, la integracién y la con-
volucién. El principal objetivo de este capitulo es estudiar con detalle estos tres casos, en
los que la aplicacién de Laplace conduce siempre a un producto algebraico. Ademas, se
establecerd rigurosamente los teoremas de existencia (convergencia), unicidad y analitici-
dad.

Las funciones que comparecen son integrables en el sentido de Riemann y, cuando
se escribe F(s) = L{f(t)}, se entenderd que F(s) es la transformada de Laplace de la
funcién dada f(t) y que dicha transformada converge en cierto semiplano derecho, aunque
no siempre se especifique.

1.2. Definicion y ejemplos

Definicién 1.2.1. Sea f una funcion real definida en [0, 00). Denominamos transformada
de Laplace de f a la funcion

F(s) = L{f(8)} = /0 T et (o) dr,

donde s € C, siempre que esta integral exista.

Nota. Si la funcion f tomara valores complejos, se entenderd que f es transformable
Laplace si lo son sus partes real e imaginaria.

Un primer resultado que garantiza la existencia de esta funcién F es el siguiente.
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Teorema 1.2.1. Supongamos que existe c € R tal que e~ f(t) es absolutamente integrable
en (0,00). Entonces existe la transformada de Laplace de f para todo s € C, Re(s) > c.

Demostracion. Sigue inmediatamente de que , si Re(s) > ¢, se tiene

(/ e“f@)ﬁ‘ﬁv/ emd“‘*kf“fﬁﬂdtéb/ AU f(1)] dt
0 0 0

O]

Mais adelante profundizaremos en los problemas de convergencia de la transformacién
de Laplace.

Ejemplo 1.2.1. La funcion

0 si t<0
u(t) = (1.1)
1 st t>0.

se llama funcion escalén unidad o funcion de Heaviside (por eso se denota también por
H(t)). Su transformada de Laplace es

00 1— —Ts 1
0 T—00 S S
si, y sdlo si, Re(s) > 0.
Ejemplo 1.2.2. Para f(t) = t*, donde X es una constante compleja, se tiene
o0
L{f(t)} = / e U dt.
0

Realizando el cambio de variable u = st, se tiene

O A

que es la integral de Euler para la funcion gamma. Por lo tanto, llegamos a que

1
L{f()} = WF()\ +1),
si Re(s) >0 y Re(\) > —1.
Ejemplo 1.2.3. Si f(t) = e, donde o es un complejo arbitrario, tenemos que

aﬂm=4wfwwﬁ: L

S —«

para Re(s) > Re(a).
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Ejemplo 1.2.4. Si f(t) = t*e™, (\,a € C), se tiene
L{tre ) = / eI dt = F(s+a) ,
0

donde denotamos F(s) = L{t*}. Entonces, de acuerdo con el Ejemplo 1.2.2, se concluye
que
'(A+1)

A —«
L{t'e t}zm,

Re(s) > Re(a) , Re(\) > —1.

Ejemplo 1.2.5. Para determinar la transformada de Laplace de f(t) = ch(kt), k € C,
podemos proceder de dos maneras. Una, calculando directamente la integral; y la sequnda,
teniendo en cuenta la definicion del coseno hiperbdlico y el resultado anterior,

L{f(t)} = /0 et eh(kt) dt = /0 st <k+2k> gt —

1 [ 1 [ 1 1 1 S
_ 1 ~(s=R)t g / ~(sthyt gy 1 _
2/0 ¢ T3, ° 25—k stk 2R

para Re(s) > |Re(k)|.

Ejemplo 1.2.6. Andlogamente, si f(t) = sh(kt), k € C, obtenemos

L{f(b)} = /0 et sh(kt) dt = /0 T (’“—2’€> gt —

1 [ 1 [ 1 1 1 k
1 ~(s—k)t dt—/ ~(sthyt gy 1 B _
2/0 ¢ 2), © 2ls—k s+k| 22—k’

para Re(s) > |Re(k)|.

Ejemplo 1.2.7. Dado f(t) = cos(kt) = M, k € C, si recordamos que cos(z) =
ch(iz), sigue que

s s
— (ik)2  s24+ k2’

L{F()} = L{cos(kt)} = L{ch(ikt)} = -

siempre que Re(s) > [Im(k)|.
Ejemplo 1.2.8. De forma similar, de la relacion sen(z) = —ish(iz) se deduce, con k € C,

ik k
2 (k)2 24k

L{f(t)} = L{sen(kt)} = —iL{sh(ikt)} = —i

para Re(s) > |Im(k)|.
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Ejemplo 1.2.9. Sea
1 si te(a,b)

ua,b(t) =
0 si t¢ (a,b)

donde a,b € R, 0 < a < b. Su transformada de Laplace es

—sa __ e—sb
S

b e
L{u(t)} = / et dt = ————
para todo s € C.

Ejemplo 1.2.10. Para f(t) = et se tiene que

C{f(0)) = /O e gy

no converge para ningun s € C, ya que - fijado arbitrariamente s € C - siempre es posible
determinar T' > 0 de modo que Re(t — s) =t — Re(s) > 0, para todo t > T.

No siempre es tan sencillo calcular las funciones imégenes. En la mayoria de los casos
hay que recurrir a herramientas mas potentes del analisis matematico. Lo ilustraremos con
dos ejemplos mas.

Ejemplo 1.2.11. Calcular la transformada de Laplace de la funcién de Bessel Jy(t) de
primera clase y orden cero.
Sabemos que esta funcion viene definida por la serie

n2n

[e.e]
Z 2,0§t<oo,

que converge uniforme y absolutamente en cualquier intervalo de la forma [0,T], para todo
T > 0. Por tanto, es licito hacer, para Re(s) > 0,

/T et Jo(t) dt = i 72_1):12 /T e~ dt.

Pero el segundo miembro tiene sentido cuando T — oo ya que, por el Ejemplo 1.2.2,
se stgue que

i (_1)n > e—stth dt = i (_1)n 2n + 1 i n 271)
22n(n!)2 0 - 22n(n!) S2n+l n' 22n ()2 g2n+1 7

n=0

expresion que coincide con el desarrollo binomial de la funcion \/j |s| > 1. Luego,

,ls| > 1.
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Ejemplo 1.2.12. Demostrar que

(i) L {f%e*%} = 26_2\/3, Re(c) > 0, Re(s) > 0.

(i1) L {t_%e_%} = %6_2‘/£, Re(c) > 0, Re(s) > 0.

22
(i1i) L {W@u}, Re(s) >0, x> 0.

Para establecer (i), partiremos de la integral biparamétrica

2 2

> —a2y2- b
I(a.b) :/ e «2 du.
0

St derivamos respecto del pardmetro b se obtiene

or
9 ol
ab “

Sabemos, ademas, que I(a,0) = g La solucion de este problema diferencial es

I(a,b) = \2/562@ (1.2)

2

Vayamos al problema propuesto. Haciendo el cambio t = u”, se tiene

} :/ et dt = 2/ e W TE du = \/?6_2‘/& , (1.3)
0 0 s

2

*10

L {t_%e_

al recurrir a (1.2) con a® = s, b = c.

Ahora bien, si en la expresion (1.3) derivamos paramétricamente respecto de c se obtiene

que
> —st—< [ ,-3/2 _ _ I\/g —2y/es _ T _—2\/cs
/0 ‘ t( ' ) « \/:\/Ee \/:e '

Es decir, llegamos asi a (ii)
L {t_%e_§} =/ Zem2ves,
c

. . . 2
Finalmente, teniendo en cuenta (ii) con c = %, se concluye que

X z2 X 3 z2
_22 | R
E{Qﬁt?’/?e 4t}_ 2\/E£{t He 4t}_e ’

que es la formula (iii).
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1.3. Convergencia. Teoremas de existencia.

En esta seccién procederemos a estudiar, con mayor detalle, la convergencia de la
integral de Laplace.

Teorema 1.3.1. Si la integral de Laplace converge absolutamente en algin punto sg,
converge absolutamente en el semiplano cerrado derecho, esto es, para Re(s) > Re(so).

Demostracion. Sean Ty > Ty > 0. Para Re(s) > Re(sg) se tiene

T2 T2
[ e an= [ jetemre )] de -

T1 Tl

TQ T2
= [Cemeete st de < [ e
T1 Tl

Por hipétesis, la integral fgf le=%0t f(¢)] dt converge. Por ello, para todo € > 0, existe
un 7' > 0 tal que

T>
/ le SOt f(t)] dt < e

T
para todo Tb > T7 > T. El aserto se infiere del criterio de convergencia de Cauchy.

Teorema 1.3.2. Si la integral

/ T e di = F(s)
0

converge absolutamente en sg, entonces F(s) estd acotada en el semiplano derecho Re(s) >
Re(so).

Demostracion. Para Re(s) > Re(sg), el resultado sigue de
[Tt < [T em oo ar< [T e o) ao-
0 0 0
= [Tl a
0

[F(s)| =

O

Teorema 1.3.3. El dominio exacto de convergencia absoluta de la integral de Laplace es
el semiplano abierto derecho Re(s) > « o el semiplano cerrado derecho Re(s) > a. Caben
las posibilidades a = F00.

Demostracion. Dado el niimero real s, vamos a considerar tres casos:

= La integral converge absolutamente para todo real s. Entonces, por el Teorema 1.3.1,
converge para todo complejo s. Por lo tanto, el Teorema 1.3.3 queda probado para
Q= —00.
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= La integral no converge absolutamente para ningiin real s. Entonces, por el Teo-
rema 1.3.1, no converge para ningin complejo s. Por lo tanto, el Teorema 1.3.3
esta probado para a = cc.

» Existe un real s donde la integral converge absolutamente , y existe un real s donde
la integral diverge absolutamente. Sea K7 la clase de los s; donde la integral diverge
absolutamente y sea K la clase de los so donde la integral converge absolutamente.

Esta separacién en clases implica un corte de Dedekind, ya que

e Todo real pertenece a una de las dos clases.
e Las clases son no vacias.

e Todo numero real s; de K7 es menor que todo numero sy de Ko. Ya que si
suponemos que hay un s; de K; que es mayor que algiin sy de Ko, entonces
por el Teorema 1.3.1 resultaria que s; es un punto de convergencia absoluta,
contradiciendo la definicién de Kj.

Se define asi un ndmero real o de modo que, para todo s € C, con Re(s) < a,
la integral diverge absolutamente; mientras que si Re(s) > «, la integral converge
absolutamente.

La recta vertical Re(s) = « puede pertenecer o no al dominio de convergencia
absoluta. El Teorema 1.3.1 establece que la convergencia absoluta en un punto de
esta recta implica la convergencia absoluta en toda la linea. Los siguientes ejemplos
son ilustrativos

e Para f(t) = 7 itQ tenemos que o = 0 y la integral converge absolutamente para

todo s con Re(s) = 0.

e Para f(t) = 1 tenemos que a = 0 y la integral diverge absolutamente para todo
s con Re(s) = 0.

O

Nota. A este numero « lo llamamos abscisa de convergencia absoluta de la transforma-
cion integral de Laplace y el semiplano abierto Re(s) > « o el semiplano cerrado Re(s) > «
se denomina semiplano de convergencia absoluta de dicha transformacion.

Teorema 1.3.4 (Teorema Fundamental). Si la integral de Laplace
o
/ e SLf(t) dt
0

converge para s = sq, entonces converge en el semiplano abierto Re(s) > Re(sg), donde
puede ser expresada por la integral absolutamente convergente

(s — s0) / e~ (=20t (1) dt,
0
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siendo .
= 5T f(71) dr.
o) = [ i)

Demostracion. Sea T' > 0. Usando integracién por partes, junto con el el hecho de que
»(0) = 0, tenemos

T T
/ e f(t) dt = / e (sms0ltemsol f(1) dt =
0 0

T
= e 0T p(T) + (s — so)/o "m0t dt (1.4)

Si la integral de Laplace converge en sy, entonces o(t) tiene limite Fj para t — oo.
Ademds, la integral ¢(t) es continua para ¢t > 0. Por lo tanto, ¢(t) esta acotada, es decir,
existe M > 0 tal que |¢(t)| < M para t > 0. Consecuentemente, para Re(s) > Re(sg), los
limites

lim e~ (=507 (T) = 0

T—o0

T [e'e)
lim [ e 70l p(t) dt = / e~ (550t (1) dt
0

T—o00 0

existen.
La integral converge absolutamente, ya que

/ e~ (57500 (1)| dt < M/ e~ Rels=s0)t g
0 0

De la expresién (1.4), se infiere a la vista de las consideraciones anteriores, que:

/ Tt F(t) dt = (s — sq) / h e (=50t () dt
0 0

para Re(s) > Re(s). O

Teorema 1.3.5. El dominio exacto de convergencia de la integral de Laplace es un semi-
plano derecho: Re(s) > 3, posiblemente incluyendo todo, parte o ningun punto de la recta

Re(s) = .
Ejemplo 1.3.1. Para la funcién f(t) = H_Ltg tenemos que = 0 y la recta Re(s) = 0
entera pertenece al dominio de convergencia.

Ejemplo 1.3.2. Para la funcion f(t) = l%rt se obtiene que B = 0 y la integral diverge

para s = 0. Sin embargo, converge para s =iy (y #0), ya que

/Ooe—iyfl dt:/oo cosyt dt—z’/oo senyt
0 1+t 0 Z+t 0 ’l+t

y cada integral converge para y # 0.
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Ejemplo 1.3.3. Para la funcién f(t) = 1 sigue que B = 0 y ningin punto de la linea
Re(s) = 0 pertenece al dominio de convergencia.

Llamamos abscisa de convergencia de la integral de Laplace al nimero 3, mientras que
el semiplano abierto Re(s) > [ se denomina el semiplano de convergencia de la integral
de Laplace.

Nota. En el siguiente ejemplo, extraido de [3], mostraremos una funcion cuya transfor-

mada converge en todo punto, pero que no converge absolutamente en ningiun punto. Se
trata de la funcion

0 , St 0<t<Inln3=a

£t = .

(-=D)"ez , si Inlnn<t<lnln(n+1),

paran = 3,4,...
La integral diverge absolutamente para todo s, puesto que

[e’e] e8] ot
/ le™stf(t)] dt = / e BT gt

Notese que para s € C arbitrariamente fijado, % crece mds rapidamente que Re(s)t.
Para establecer la convergencia, es suficiente considerar s € R. Investigando f(t) en

un intervalo de signo constante, tenemos
Inln(n+1) t n+l —s5—1
st nw
In:/ e St dt:/ %daz
Inlnn n xr2

donde se ha efectuado la sustitucion et = Inz. Analicemos la funcion

1 —s—1
o) =BT sy
€r2
Se wverifica que lim (x) = 0. En efecto, para s > —1, resulta obvio. Para s <
Tr—r00

—1, exponente —s — 1 es positivo, por lo que resulta una expresion indeterminada que se
puede resolver aplicando reiteradamente la regla de L’Hopital hasta que, en el paso k, para
cierto k € N, se consigue al derivar k veces convertir el exponente en negativo, es decir,

—-s—1—-k<0.
e 1 s+1
] s 2 .
(Inz) <2+lnx>

Por otra parte,
Si s > —1 se ve fdcilmente que ¢'(x) < 0 (pues x > 1). En cambio, si s < —1, esta
derivada sequird siendo negativa cuando, y solo cuando,

ol

Y(a) = —a"

1 s+1

2 Inx

>0,
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lo cual ocurrird solamente si
2(s+1)

Tr>e .

Por lo tanto, para x suficientemente grande, la funcion ¥ (x) es estrictamente decre-
ciente y, ademds, tiende a cero cuando x — oo. Es decir, a partir de cierto n € N en
adelante,

ILy>1,4+1 vy lim I,=0.
n—oo

Se obtiene ast la serie
—13+I4—I5+...

cuya convergencia esta garantizada por el Criterio de Leibniz para series alternadas.

En definitiva, hemos encontrado o # 8, en cuya caso, necesariamente 5 < a, ya que la
convergencia absoluta implica la convergencia. Luego, para este caso tenemos una banda
de convergencia condicional 8 < Re(s) < a = o0.

Nota. La transformacion de Laplace define un operador lineal. Ciertamente, si f y g
poseen transformadas de Laplace L{f} = F y L{g} = G convergentes en los semiplanos
Re(s) > Bf y Re(s) > By, respectivamente, se tiene -cualquiera que sean las constantes X y
p - que Af(t)+pg(t) admite transformada de Laplace en el semiplano Re(s) > max{B¢, By}
y se cumple

LN () + pg(t)} = AF(s) + pG(s) = AL{f} + pLig}

Ejemplo 1.3.4. Para calcular L{sen?t}, aplicaremos esta propiedad y resultados ante-
riores. Ast,

L{sen?t) = £ {1_;‘”%} _ % (L{1} + L{cos2t}) =

1/1 ] 2
——(Z= = R 0.
2 (s 82+4> s(s?2+4) 7 els) >

Teorema 1.3.6. Si L{f} = F(s) converge en el punto sy, entonces la integral L{f}
converge uniformemente en toda region angular |arg(s — so)| < ¥ < 7/2.

Demostracion. Si sumamos la identidad
T
0= F(so) —e =0T Fsq) — (s — 50)/ e~ (57500t P(sq) dt
0

a la expresion (1.4) del Teorema Fundamental, se obtiene

T T
| e a0 dt = Py e [o(T)=Flso)s=s0) [ e o0)=F(so)) e

donde
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Considérese T7,T> € R, 0 < T < T5. Con la ayuda de este ultimo resultado, se puede
escribir

T
| ) = T (1) = Fso)] - e ()~ Flso))+

Ts
s — 50) /T e =50t [(t) — F(s0)] dt.

Puesto que th’m ©(t) = F(so), para todo € > 0 existe T' > 0 tal que
—00

lpo(t) — F(so)| <€, parat>T.
Eligiendo T' < T1 < T», y Re(s) > Re(sq), tenemos

T 1> T
/ et F(t) dt‘ < 2e+|s—so| € / e~ Rels=50)t gt < 2e+4|s—s0| € / e Hels=so)t gy —
Ty Ty 0

|s — sol
—c (24200
‘ ( +Re(s—so) ’

ya que |e®=50)T| < 1. En la regién angular |arg(s — so)| < < 7/2, 5 # s0, se tiene

Re(s — sp)

= cos[arg(s — sp)] > cosp .
|s — sol

Por lo tanto,

T . 1
=S t) dt| < 2 =K
Ahe ﬂ)’_e<+mw> ‘.

donde la constante K = 2 + sec? no depende de s. Luego, L{f} converge uniformemente
en la regién angular considerada

O

Teorema 1.3.7. Si L{f} = F(s) converge en sq, entonces F(s) tiende hacia cero, cuando,
en la region angular |arg(s — so)| < ¢ < /2, s tiende hacia co.

Demostracion. Descomponemos F'(s) de la siguiente manera

F(s) = /O Nt ey de s / Bt ) drt / Tt py dt

T T

y elegimos, para un € > 0 dado, un nimero suficientemente pequenio 177 > 0, tal que

T1 Tl €
/ e (1) dt' </ FO)] dt < £, para Re(s) >0,
0 0 3
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y un ntmero 75 > 0 suficientemente grande tal que, por el Teorema 1.3.6,

o0
/ et f(t) dt’ < % , para todo s en la regién angular.
Ts

Una vez fijados 17 y T3, elegimos un xg > 0 suficientemente grande tal que

Ty Ts €
/ et f(t) dt' < em®oh1 / |f(t)] dt < =, para Re(s) > xo.

Tl Tl 3
Consecuentemente,

|F'(s)| < e, paratodo s en la regién angular, con Re(s) > zp.

De forma similar se puede demostrar la afirmacién siguiente

Teorema 1.3.8. Si L{f(t)} = F(s) converge absolutamente en s = sp € R y, en con-
secuencia, para Re(s) > x, entonces F(s) = F(x + iy) tiende a cero cuando y — +o0,
uniformemente en x > xg.

1.4. Teoremas de unicidad y analiticidad

Dos funciones diferentes pueden tener la misma transformada de Laplace. Por ejemplo,
las funciones

H)=1,t>0
y
1, si t>0,t#3
fa(t) =
4 |, st t=3

poseen la misma imagen F(s) = Fy(s) = %, Re(s) > 0.
Para aclarar la situacién, introducimos la funcién nula n(¢) que es una funcién integrable
en cualquier intervalo finito de R, tal que

¢
/n(T)deO,VtZO.
0

Para esta funcién nula n(t), usando integracién por partes, concluimos que

T T T t
/ e *tn(t) dt = e_ST/ n(r) dr + s/ e_St/ n(r) dr dt = 0.
0 0 0 0

Por lo tanto, tenemos que

T
lim e Stn(t) dt = L{n} = 0.

T—o0 0

Esto demuestra que cualquier funcién nula n(t) puede ser sumada a la funcién original
sin afectar a su correspondiente funcién imagen. Vale, pues, el siguiente resultado
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Teorema 1.4.1 (Teorema de Unicidad o de Lerch). Dos funciones originales cuyas imdge-
nes son idénticas (en un semiplano derecho), difieren a lo mds en una funcion n(t).

Nota. El Teorema 1.4.1 es equivalente a la afirmacion: Si L{f} = F(s) = 0, entonces
f(t) es una funcion nula.

Teorema 1.4.2. Sea ¥(x) una funcion continua, y supongamos que los momentos de
cualquier orden de ¥(x) en el intervalo finito (a,b) se anulan, esto es

b
/ 2"™p(z) de =0, Ym=0,1,...

Entonces, ¥(x) =0 en (a,b).

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, podemos considerar ¢ una funcién real. Para
funciones complejas, la conclusiéon puede ser aplicada separadamente para mostrar que la
parte real y la parte imaginaria se anulan simultaneamente.

El Teorema de Weierstrass asegura, para todo § > 0, la existencia de un polinomio
ps(x) tal que en el intervalo finito (a,b) la funcién continua ¢ (z) difiere de ps(x) como
maximo en §. Por ello, podemos escribir

P(x) = ps(x) + 69(x), con |J(x)] <1 paraa <z <b.

Multiplicando esta igualdad por ¢ (z) e integrando entre a y b, da

/ab V*(z) do = /abp(s(x)@ﬁ(x) dr + 5/ab19(x)¢($) da

La primera integral del segundo miembro es una combinacién lineal de momentos de
¥(x) en (a,b), que se anulan por hipétesis. Luego, resultaria la expresion

[ ar<s [ ) a

Supongamos que ¥ (x) no es idénticamente nula en (a,b). Entonces existe un punto y,
por continuidad, un entorno de ese punto, donde [i(z)| > 0. Como

b b
[ @ dz=o v [@lds>o.
se infiere que

b
s do V) do
J2 1@ da

Ello es imposible, ya que ¢ puede ser elegido arbitrariamente pequeno.
Asi pues, ¥(z) =0 en (a,b). O
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Teorema 1.4.3. Si L{f} = F(s) se anula en una sucesion infinita de puntos que estdn
equiespaciados (a igual distancia) a lo largo de una recta paralela al eje real

F(sop+no) =0 (60>0,n=1,2,...) (1.5)
siendo so un punto de convergencia de L{f}, entonces f(t) es una funcion nula.

Demostracion. El Teorema 1.3.4, para Re(s) > Re(sp), nos permite expresar

F(s) = (s — 50) /0 et dt,

donde

Por ello,

F(so+no) = na/ e "y(t) dt
0

y, en virtud de la hipétesis (1.5),

oo
/0 e "lp(t)dt=0, n=12, (1.6)
Si realizamos la sustitucién
—ot Inx
e =ret=——,
o

y ponemos

podemos reescribir (1.6) de la forma

1 1
/ " Yp(z) de =0, n=1,2,...,
0

(2

o sea,
1
/ tp(z) de =0, p=0,1,...
0

Si definimos
P(0) = im () = F(so) , ¥(1) =¢(0)=0

t—o00

y recordemos que ¢(t) es continua en [0, c0), la funcién v (z) serd continua en [0, 1]. Luego,
podemos aplicar el Teorema 1.4.2 y observar que 9 (x) = 0, esto es

o(t) = /0 e T f(r) dr = 0.
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Integrando por partes

e~ %ot /Otf(r) d7+/0t e %07 /OT F(u) du dr =0

Como el integrando de la segunda integral es continuo, ésta es derivable y, consecuen-
temente, también la primera, por lo cual

t d [t t
—soe_sot/ f(r) dr + e_sotd/ f(r) dr + soe_sot/ f(u) du=0.
0 t Jo 0

Llegamos asi a que

d t
dt/o f(r)dr=0

Como fg f(7) dr = 0 para t = 0, tenemos que

/Otf(T)dTEO,

esto es, f(t) es una funcién nula.
O

Nota. Una funcion imagen no trivial podria tener infinitos ceros a lo largo de una recta
paralela al eje real, siempre que no estén a iguales intervalos de espacio a lo largo de dicha
recta. Esto se puede observar en los siguientes ejemplos [3].

L {\/17?75 Ccos <1>} = \}ge_\/@cosx/%

e (e L v

Teorema 1.4.4 (Teorema Fuerte de Unicidad). Dos funciones, cuyas imdgenes toman
valores iguales en una sucesion infinita de puntos equidistantes sobre una recta paralela al
eje real, difieren como mucho en una funcion nula.

El siguiente aserto nos indicaré cuando dos funciones originales son exactamente iguales.

Teorema 1.4.5. Dos funciones que difieren en una funcion nula, son exactamente iguales
en aquellos puntos donde ambas funciones son continuas.

Teorema 1.4.6. Si la transformada de Laplace F(s) no es idénticamente nula, no puede
ser periddica.

Demostracién. Suponemos, por reduccién al absurdo, que F(s) es periddica con periodo
complejo o; esto es, en el semiplano derecho de convergencia se verifica

F(s)=F(s+o0).
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Entonces
> —st o > —(s+o)t _ > —st(q4 _ _—ot _
/0 e (t) dt /O e F(t) dt /0 et (1 — e ) f(t) dt =0

Por lo tanto, (1 —e~9%) f(t) es una funcién nula. Puesto que ¢t € R, el factor (1 —e7%) sélo
se anula:

= Para o € C, hay exactamente un cero en t = 0.

= Para ¢ imaginario puro, los ceros estdn dados por la sucesién de valores reales t =
2mni _
=+ conn=01,23,...

Tenemos que

/Ot(l —e ) f(t) dt =0

Por ello, poniendo
t
| 1@ ar =t

y usando integraciéon por partes

o(t) = /0 e f(r) dr = e~p(t) + 0 /0 T p(r) dr |

esto es,

(1 e(t) = o /0 e~ (r) dr (1.7)

La funcién ¢(t) es continua y, por ello, el segundo miembro puede ser derivado. Conse-
cuentemente, el primer miembro y ¢(¢) son derivables, con la posible excepcién de en los
ceros de (1 —e™%). Si lo hacemos, se tiene

oe "' o(t) + (1 — e 7' (t) = oe™ (1)
Por lo tanto
¢'(t) =0

con la excepcién de los ceros de (1 — e ?%). Como quiere que ¢(0) = 0, se infiere que
©(t) = 0. Luego, f(t) es una funcién nula y F(s) = 0.
O
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Teorema 1.4.7 (Teorema de analiticidad). La transformada de Laplace es una funcion
analitica en el interior de su semiplano de convergencia, Re(s) > [, es decir, tiene deri-
vadas de todos los ordenes. Las derivadas se obtienen derivando bajo el signo integral, es
decir,

FM(s) = (—1)n/ e M f(t) dt = (=1)"L{t" f (1)}
0
Las derivadas son las transformadas de Laplace de la funcion (—t)" f(t).

Demostracion. Es suficiente demostrar el teorema para n = 1, deduciéndose la conclusién
general por iteracionm.
Para un punto interior del semiplano de convergencia s debemos ver que

lfm F(th_ Fls) _ —/OO eSULf(t) dt (1.8)

h—0 0

En virtud del Teorema Fundamental 1.3.4, podemos poner

F(s) = (s —s0) /Ooo e*(sfso)go(t) dt (Re(s) > Re(sp)) , (1.9)

siendo

o(t) = /000 e 7 f(7) dr (1.10)

donde sp es un punto de convergencia de £{f}.
Como Re(s) > [, podemos poner Re(s) — 3 = 3¢ > 0, y escogemos

so=p+¢

Por lo tanto,
Re(s —s9) =26 >0 (1.11)

Derivando formalmente (1.9) bajo el signo integral, obtenemos

U(s) = / e~ (4) dt — (s — so)/ e~ (=50t (1) dt. (1.12)
0 0
Todo se reduce ahora a establecer que

. F(s+h)—F(s)
e h = V()

donde |h| < €.
Teniendo presente (1.9), sigue
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D(h) = F(s+h}1—F(s) _w(s) =
= %{(3 +h —s0) /Ooo 6*(8+hfso)t(p(t) dt — (s — so) /OOO e*(sfso)tgp(t) dt}
_ /OO e*(sfso)t(p(t) dt + (s — so) /OO e*(sfso)tt(p(t) dt —
0 0

—ht

= / e~ 5Tt (e _ 1)oo(t) dit + (s — s0) / e~ (s7s0)t <€h_1+t> o(t) dt.
0 0

Ahora bien, del desarrollo potencial de la exponencial, sigue de una parte

_ ht  (ht)2  (ht) Ihlt  |h|?t)?
ht | - L —
le —1|_’ Tt e T ST ) =
= |h|tel™t < |n|test
Por otra parte,
e Mt 1 t_lﬁ R%t3  R3t <2 (1 |n|t  |n|*t? B
= |n|t2ellt < |n|t2eft |
ya que |h| < &.

La funcién ¢(t) es continua parat > 0y th ©(t)) = F(sp). Por lo tanto, tenemos
—00

() <M £2>0
Asi se deduce que
o0 o0
|D(h)| < |h|M/ e 2ttt dt + |s — so||h]M/ e 260268t gt =
0 0

oo o0
= |h|M{/ e S dt + |s — so|/ e S12 dt} = |h|const.
0 0

Consecuentemente, D(h) — 0 cuando t — 0, lo cual implica que F'(s) = U(s).
Ahora, vamos a simplificar la representacién de ¥(s). Integrando por partes tenemos

/Ot T [e70Tf(7)] dr =tp(t) — /Ot (1) dr,

esto es,

to(t) = /0 [o(7) + e f(7)] dr. (1.13)
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Utilizando (1.13), se obtiene que

[e.o]

0

—/OO e~ [o(t) + te ™0 f(1)] dt = —/OO e~ (5750t () dt
0 0
—/ e Stf(t) dt (1.14)

0

(5 50) /0 e [1p()] dt = &=V tio(r)|

ya que por (1.11) y por |h| < & tenemos que e~ (550t p(t) — 0 para t — co.
Sustituyendo (1.14) en (1.12) se llega a la expresion (1.8) para U(s).

Se prueba facilmente que

Teorema 1.4.8. La transformacion finita de Laplace, dada por

T
Cr{f(t)} = Fr(s) = /0 etf(t) dt, seC,

donde f es absolutamente integrable en (0,T), T > 0, define una funcion entera.

Nota. Cuando T — oo se obtiene la transformacion infinita de Laplace o, simplemente,
la transformacion de Laplace

LU} = Lol (1)} = Foo(5) = F(s) = /0 T ety d

la cual es holomorfa es un semiplano de convergencia, como acabamos de demostrar.

1.5. Reglas operacionales

Teorema 1.5.1 (Teorema de Semejanza). Sea f(t) : [0,00) — R y supongamos que
L{f(t)} = F(s). Entonces, para todo a > 0,

cifa) =7 (2).
Demostracion.
ciay = [ttt a=1 [T ao= e (2)
O

Nota. En general, la sustitucion tiene significado sélo para a > 0, ya que f(t) estd definida
necesariamente para t > 0.
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Teorema 1.5.2 (Primer Teorema de Traslacién). Sea f(t) : [0,00) — R y supongamos
que L{f(t)} = F(s). Entonces, para b > 0,

L{f(t = bJult —b)} = e ™ F(s) ,
donde u(t) es la funcion 1.1.

Demostracion.

L{f(t—bu(t—1b)} = /Oo e St f(t —b)u(t —b) dt = /OO e Sf(t—b) dt =

0 b
= e_bs/ e U f(v) dv = e P F(s).
0
O

Ejemplo 1.5.1. Considérese una funcion periddica p(t), de periodo w, cuya transforma-
cion de Laplace es P(s). Definimos la funcion p,(t) igual a p(t) en el primer periodo ,
0 <t <w,ya cero fuera de ese intervalo. Entonces la transformacion de p,(t) vendrd dado
por
P,(s) = P(s)(1 — e %)
Esto significa que podemos determinar la transformacion de Laplace P(s) de una fun-
cion periddica p(t) usando la transformacion de Laplace "finita”P,,(s) en el primer periodo
1 “ "
— —S
Teorema 1.5.3. Sea f(t) : [0,00) — R tal que L{f(t)} = F(s) ya >0, b> 0. Entonces
1 _» S
L{f(at — b)) =~ _ESF(—> ,
{fat = 1)} = eioF (2
siempre que f(t) =0 para t < 0.
Demostracion.

_byg

ﬁ{f(at—b)}—[)meStf(at—b) dt =" /Oooevst”f(v) dv = e F(§>

a

Teorema 1.5.4. Sea f(t) : [0,00) — R tal que L{f(t)} = F(s) ya >0, b> 0. Entonces

e =25 () - 2}
Demostracion.

L{f(at + b} = /000 et flat +b) dt = legs /boo e f(v) dv =

a

_ 2638 {/OOO e F(t) db — /Obe—itf(t) dt} = %egs {FC)-50)}
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Tomando a = 1 obtenemos el siguiente teorema

Teorema 1.5.5 (Segundo Teorema de Traslacién). Sea f : [0,00) — R tal que L{f(t)} =
F(s) y b> 0. Entonces

L{f(t+b)} = ™ {F(s) — Fy(s)}
Teorema 1.5.6. Supongamos que F(s) = L{f(t)} y sea ¢ >0 y d complejo. Se tiene

Fles+d) = iﬁ{e—‘itf <Z>}

Nota. Si F(s) tiene sentido para Re(s) > (3, entonces F(cs + d) estd definida para

— d
Re(s) > 76 fe(d)
c
Demostracion.
F(es+d) :/ e~ (st D p (¢ dt = 1/ emlestdT f <B) dv = 1/ e st {egtf <t>] dt
0 C 0 C C 0 C

Tomando ¢ = 1 obtenemos el siguiente teorema

Teorema 1.5.7 (Teorema de Amortiguacién). Sea F'(s) la transformacion de Laplace de
la funcion f(t) y sea d complejo, entonces

F(s+d) = £{e™"f(t)}

1.6. Operador Integracion

Teorema 1.6.1 (Teorema de Integracién). Definimos el operador integral u operador de
integracion de una funcion f mediante

1(f) = p(t) = /0 f(r) dr

Si L{f} converge para algin nimero real s = xo > 0, entonces L{p} converge para s = xq,
y tenemos

Ligh = L{7),
esto es,
B(s) = EF(S)

para s = xg y Re(s) > xg. Ademds,
o(t) = o(e™") t— oo

Por lo tanto, L{p} converge absolutamente para Re(s) > xg.
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Nota. Observamos que xg estd restringido a xo > 0. El teorema 1.6.1 puede fallar para
Zo < 0.

Demostracion. Definimos

9(2) = €%Y(2),  h(z) = €™*

Como la funcién ¢(t) es continua, la funcién 1(z) y, en consecuencia, g(z) son derivables
para z > 0. Es obvio que h(z) es también derivable. Ademds, la funcién h(z) es real para
xg real, h(z) — 400 para z — +00 ya que xg > 0, y h/(2) = x9e™? # 0. Integrando por
partes se obtiene

Usando la integracion por partes obtenemos:

g'(z) _ ez +¢)

L (o + o) =

h(z) xpero? zo

1 z
= ool [ o) i e () =
1 —x02 ? —xot —x0z
= —e "%p(z) + ; e PONf(t) dt + e % p(2)| =
1 z
= e "ol f(t) dt.
0
Por hipétesis £ converge para s = xg, asi que entonces g:(z) tiende a ) cyando
h'(z) o
z — oo. Por la regla de L’Hopital, % tiene el mismo limite
9(2) g F(x)
LA = t) dt — —=2
78— = [t ar -T2 s
Ello implica que
F(z)
) = .
(zo) -

Asi hemos demostrado la conclusion del teorema 1.6.1 para s = xg. Como quiera que
las hipdtesis se satisfacen para todo x € R, x > xg, también vale
O(x) = M , T > X0
x
Puesto que las funciones ®(s) y F(s) son analiticas para Re(s) > xp, podemos extender
esta ecuacién funcional al semiplano Re(s) > xq [3].

Por otra parte, de
/
tim 98 _ iy £0)

z—o0 h(z)  z—o0 B/(2)

se tiene que

lim ¥(z) = lim i[:cow(z) +¢'(2)]

Z—00 2—00 X
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Por ello,
lim ¢'(2) =0,

Z—00

es decir,

zlirgo e_xOZSD(Z) =0,

de donde se infiere la ultima afirmacién del teorema.

Nota. Si iteramos n veces, n € N, el operador integral, se tiene

" f(t):/olt /Oznl /:2 /:1 f(2) dz dz dzg -+ dzp—1.

Procediendo andlogamente se llega a que

i pen - PO _ LU

sn sm

Es uno de los resultados mds sorprendentes de la transformacion de Laplace, pues se
ha establecido que integrar en el espacio original significa dividir por una potencia natural
de s en el espacio imagen: si se integra una vez, se divide por s; si dos, por s®; ... En
otras palabras, el operador integral se transforma en una sencilla operacion algebraica, el
cociente de dos funciones.

1.7. Operador Derivacién

En este parrafo suponemos que la funcién f(t) y sus derivadas implicadas son integrables
para todo t > 0. En particular, se tiene que la integral

/01 f(r) dr

existe. Ahora bien,

1 1
/ f'(7) dr = lim / f'(7) dr = f(1) — Um f(¢).
0 t

t—0t t—0t

Por tanto, existe ll’m+ f(t) = f(07). En consecuencia, si aplicamos el Teorema 1.6.1 a
t—0

la expresién
t
| rear= o= soh
y tenemos en cuenta queda

f(0F)

S

L{f(07)} = , Re(s) >0,



26 Tanausu Aguilar Hernandez

se deduce que

= cqsen - 182

L{f'(t)}
de donde
L{f/(#)} = sLLf()} — f(0T) = sF(s) — f(0T) ,
siendo F(s) = L{f(t)}.
Por otra parte,
f@) _ f@) —f0F)  f(0F)

ot = o + o —0, si t—o00,

ya que xg > 0.
Hemos demostrado asi el siguiente teorema

Teorema 1.7.1 (Teorema de Derivacién). Si f(t) es derivable parat > 0y L{f'} converge
para algin real vg > 0, entonces el limite f(0T) existe y L{f} también converge para
s = xg, valiendo la expresion

L{f'y =sL{f} — f(O1) , para s = zg y Re(s) > xg

Ademds, como
f(t) = o(e™) | t— o0,

L{f} converge absolutamente para Re(s) > xq.

Asumamos ahora que f(t) es derivable dos veces para t > 0y L{f”} converge para
algin xy. Entonces podemos aplicar el teorema 1.7.1 a f’ en lugar de a f y tenemos que
1/(0) existe, que L£{f’} converge para s =z y que

L{f"}y = sL{f'} — f/(07) para s = g y Re(s) > xq. (1.15)

Aplicando de nuevo el teorema 1.7.1, concluimos que f(0") existe, que £{f} converge
para s = xp y que

L{f'} =sL{f}— f(0T), para s =29y Re(s) > 0. (1.16)
Combinando (1.15) y (1.16) llegamos a que
L{f"y = s*L{f} —sf(0T) — f(0T) , para s =y Re(s) > zo.
Ademas, valen los comportamientos
f'(t) = o(e*™") v f(t) = o(e*™") , cuando t — oco.

La generalizacién de este resultado se da en el siguiente
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Teorema 1.7.2. Si f(t) es derivable n veces para t > 0 y L{f"™} converge para algin
real xg > 0, entonces los limites

fm — m F () = f e 1fm FD(p) = pn-1)
Jim f(8) = £(07), Mm f(8) = £/(0F), oo, Mm FOU(E) = f7D(07)

existen y L{f} converge para s = x¢, verificindose que

LU} = s"L{f} = FO7)s" ! = f(01)s" 2 = = DT (117)
para s = xg y para Re(s) > xg. Ademds, como
f(t) = o(e™), f'(t) = o(e™), ---, f(”*l)(t) =o(e*™") , cuando t— oo,

L{f}, LLf'Y, -+, L{f@™ DY converge absolutamente si Re(s) > xo.
Nota. Si f € C"[0,00) y existe L{f™}, la férmula (1.17) se puede reescribir asi

LU} = $"L{f} = F(O)s" 7 = f1(0)5" 72 = oo = FO7D(0). (1.18)
O bien,
)y — g _ £, 1Y)
L{f"™} =s L{f(t) FO) + 7t + e+ 1) S
En el supuesto de que f(0) = f/(0) = --- = f(=1(0) = 0, esta férmula se reduce a
c { £ (t)} = S"L{f(1)} = s"F(s). (1.19)

El Teorema 1.7.2 establece un importante hecho, implica que la derivada n-ésima en
el espacio original se corresponde con una operacién algebraica en el espacio imagen: la
multiplicacién por s™ y la sustraccién de un polinomio de s, cuyos coeficientes son los
valores iniciales de las funciones originales. Obsérvese que entre corchetes aparecen los n
primeros términos del desarrollo de Taylor de f(t).

A continuacién, recordaremos el teorema 1.4.7

Teorema 1.7.3. La derivacion n-ésima de la funcion imagen se corresponde con la mul-

tiplicacion de la funcion original por (—t)™:

L{(=0)"f(t)} = FT(s). (1.20)

Nota. Los resultados correspondientes al comportamiento de la transformacion de Laplace
respecto de los operadores integracion y derivacion se pueden unificar, si interpretamos la
multiplicacion de F(s) por la potencia s™ en el espacio original como derivar n veces
la funcion f(t), si n es un entero positivo, e integrar n veces f(t), si n es un entero
negativo (opuesto). Esta afirmacion es consistente con el hecho de que derivar e integrar
son operaciones opuestas.

Ademds, las formulas (1.19) y (1.20) muestran una sorprendente simetria entre lo que
ocurre en los dos espacios, el original y el imagen. En efecto, derivar en el primero significa
multiplicar en el seqgundo por una potencia de s; y, reciprocamente, derivar en el seqgundo
se traduce en el primero en multiplicar por una potencia de —t.



28 Tanausu Aguilar Hernandez

1.8. La convolucion

A continuacién estudiaremos el comportamiento de la transformacién de Laplace ante
operaciones que involucran més de una funcién, como la suma y el producto de funciones.
La férmula para la suma de funciones

L{fi+ fo} = L{Ifi} + L{fo} = 1 + F»

es evidente, en virtud de la linealidad de £. Sin embargo, analizar lo que ocurre con el
producto de dos funciones originales o de dos funciones imégenes es bastante mas compli-
cado. Mientras que la suma de dos funciones en un espacio se corresponde con la suma de
sus imégenes en el otro, el producto no se corresponde con el producto.

Supongamos que tenemos el producto Fj - F5 en el espacio imagen. No preguntamos
entonces jcual es su correspondencia en el espacio original? Planteado de otra forma,
.qué operacién hay que realizar con las funciones de partida fi y fo para que su transfor-
mada de Laplace sea precisamente Fj - Fy?

Para dar respuesta a estas cuestiones, aprovecharemos la analogia existente entre la
teoria de series y la de integracion. Si multiplicamos dos series de potencias convergentes

Z anz" y ()02 Z b, 2"

obtenemos la nueva serie de potencias (producto de Cauchy)

©(2) = p1(2 chz )

cuyos coeficientes estan dados por la siguiente formula

Cn—zarnr_z:fl fgn*T‘),

si adoptamos la notacién funcional para las sucesiones de coeficientes (ay,) y (by), es decir,
an = fi(n) y by, = fa(n), respectivamente.

De igual forma que el producto de dos series potenciales es otra serie potencial, parece
natural conjeturar que el producto de las dos integrales

R = [Teth dt v B = [ et d
sera otra integral i,
Fi(s)Fa(s) = F(s) = /0 e f (1) di

donde la funcién original

t):/o R ot — 7) dr (1.21)
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estd formada de manera andloga al coeficiente de la serie producto. A la expresién (1.21)
se le denomina producto de convolucidon, o, abreviadamente, convolucion de las funciones
f1 v fo. Ademads, denotaremos simbdlicamente a la convolucién de la siguiente manera

Pk fy = /0 R falt — 7) dr. (1.22)

Antes de probar dicha conjetura debemos suponer ciertas hipétesis, ya que en compa-
racién con el producto de series surgen ciertas dificultades:

= La convergencia absoluta en el interior del dominio de convergencia no estd garanti-
zada.

» A diferencia de los coeficientes ¢, de la serie producto, la integral (1.21) no siempre
existe. Por ejemplo, si consideramos las funciones

N

AW =t73, o) =|1—1t2

tenemos que la convolucién f(t) no existe para t = 1, ya que
1 ) 1
f(1) :/ T 2[1-(1—7)"2dr :/ 1dr
0 0
Por lo tanto, vamos a restringir las funciones originales a una clase especifica de fun-

ciones

Definicién 1.8.1. La clase F estd formada por las funciones f(t) absolutamente integra-
bles que estan acotadas en todo intervalo finito que no incluye al origen: 0 < Ty <t < T5.

Para esta clase de funciones si existe la convolucién. En efecto, sean f1 y fo funciones
de clase F, y sea t > 0 fijado. Entonces

t
[fu(r)] < My, |f2(7)] < Mz para 5 <7 <t
y por ello

t/2

t/2
A falt — 1) dr | < My /0 A(7)] dr,

0

t/2
< M /0 F2(0)] dv.

t

t
fi(r)fa(t — 1) dr
/2

Luego, f1 * fo existe siempre en F.

Es sabido que el producto de dos series potenciales absolutamente convergentes es otra
serie absolutamente convergente [1]. El resultado andlogo para el producto de integrales
se recoge en el siguiente
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Teorema 1.8.1 (Teorema de Convolucién). Si L{f1} y L{f2} convergen absolutamente
para s = Sg, y si f1 y fa son funciones de clase F, entonces L{f1 x fa} converge absoluta-
mente para s = sg Y tenemos

L{f1* fo} = L{f1}L{f2} para Re(s) > Re(so)

Demostracion. Definimos
fi(t) = fa(t) = 0 para t < 0.
Entonces, para s = s,
o

CURICA ) = / =7 f1(7) dr / =7 fo(7) dr. (1.23)

—0o0 —0o0

o0

Como la segunda integral es constante se puede meter bajo el primer signo integral.
Ademsds, introducimos una nueva variable ¢ mediante el cambio de variable u =t — 7y
reescribimos la integral de la siguiente forma

| emhe [ [ et dt] dr.

—00 —0oQ
Podemos conmutar el orden de integracién ya que las integrales convergen absoluta-
mente.

/OO €_Sot |:/OO fl(T)fQ(t — ’7’) dT:| dt. (124)
Obsérvese que

> S A ot —T1)dr si t>0
| it = |
- 0 st t<O0

que coincide con la expresiéon que se habia conjeturado para la convolucion.
Luego, (1.24) se puede escribir

/OOO e~ (fix f2)(t) dt = L{f1 * fo}. (1.25)

El resultado sigue de (1.23) y (1.25). Por lo tanto, el teorema 1.8.1 se verifica para s = s

y, en consecuencia, para Re(s) > Re(sp).
O]

De este teorema podemos deducir algunas propiedades importantes de la convolucién:

= Propiedad conmutativa: f1 x fo = fo x fi.

Demostracion. Llevando a cabo el cambio t = v — 7, sigue que

t t
f1*f2=/0 AT falt —7) drz/o it — ) fav) do = fox fi
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» Propiedad asociativa: (f1 * f2) * f3 = f1 x (f2 * f3).
Demostracion. Aplicando el Teorema 1.8.1 repetidamente obtenemos

L{(f1* fa) x f3} = L{f1 x fo} L{fs} = L{AAYL{ f2} L f3}

expresién idéntica a la obtenida para L£{f1 * (f2 * f3)}. Es decir,
LL(f1* f2) * fs} = L{f1+ (fa % f3)}
Luego, por el Teorema de Unicidad 1.4.1 tenemos que

(fixfo)* fa=fix(fax f3)+n
donde n es una funcién nula.

Como demostraremos a continuacién que la convolucién es continua para t > 0, en
virtud del teorema 1.4.5 se infiere que n = 0 y sigue el resultado deseado.

O]

» Propiedad distributiva: fi * (fo + f3) = f1 % fo + f1 % f3.
Se prueba de forma similar.
Teorema 1.8.2. Sean f1 y fo funciones de clase F. Entonces la convolucion f1 * fa es
continua para t > 0.
Demostracion. Sea t un ntmero positivo fijo. Tenemos que demostrar que, para § — 0,

t+0

Do) = [ A falt+6—1) dT—/O R ot — 7) dr

0

converge a cero. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que § es positivo, ya que la
verificacion para § < 0 es andloga. Ademaés, asumimos que

0<d6<1.

Sea ty un numero positivo tal que

~~

0<t0§§

Ahora descomponemos D(t,d) como sigue

D(t.5) = OtO AUt +5—7) — falr)] drt

; ttfl(T)[f2(t+5 1) - folr) dr

t+4

+ fl(T)fQ(t+5—T)dT:Il+IQ+I3.
t

A continuacion, estudiamos cada una de las integrales:
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» Para la integral 7, el menor argumento de f2 es (t — tg) y el mayor es (¢t + 0); esto
es, los argumentos varfan, a lo més, en el intervalo (¢/2,¢ + 1) En este intervalo, la
funcién fo de clase F esta acotada, digamos |fa| < My (M2 > 0 constante).

» Para la integral I, el argumento de f; estd en el intervalo (to,t). La funcién f; de
clase F esta acotada en dicho intervalo por un cota que depende de la eleccion de
to, sea |fi| < m(to).

» Para la integral I3, el argumento de f; varia en el intervalo (¢,t+0), esto es, a lo més,
en el intervalo (¢, + 1). En este intervalo tenemos |fi| < M; (M; > 0 constante).

De las consideraciones anteriores se infiere la siguiente acotacion

to t—to 5
D(.0) <202 [ 1) dr+mito) [ 1fafo+8) = o)l do+ 2 [ 1fa(w)] do

0

Dado que
to

Ii dr =0
tim [ p@)dr=0.
para cualquier € > 0, podemos encontrar ty suficientemente pequeno, de modo que
€
3

Con este tg, ya podemos fijar m(tp). Ademads, elegimos dy > 0 de forma que para 0 < 6 < Jp,
(ver [3, p. 48])

to
2M2/0 |f1(7)| dr <

i—to
ml(to)/o |fo(v+6) — fo(v)] dv < g

0 €
Aﬁ/|ﬁ@ﬂm<
0 3
Por lo tanto, combinando las tres tltimas desigualdades tenemos
|D(t,d)] < e, para 0 < d < dy

se concluye asi que (f1 * f2)(t) es continua para ¢t > 0.
O

Nota. La continuidad de la convolucion ha sido establecida para t > 0. No tiene por
qué ser continua en t = 0. Ndtese que (f1 * f2)(0) = 0, aunque f1 * fo no tienda a cero
cuando t — 0. Por ejemplo,

t 1
t_é*t_éz/ 7_%(1—7)_% d’T:/ U_%(l—v)_% dv =
0 0
11 r(Hrd
:B< )Z(ﬂkﬂzﬂ,t>o

22 r(1)

Por ello, el limite de la convolucion cuando t — 0 es 7, que mo coincide obviamente
con el valor de la misma en t = 0.
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Teorema 1.8.3. Sean f1 y fo funciones de la clase F y supongamos que bien fi o bien
fa estd acotada en un entorno de cero, digamos |f1| < Mi, para 0 < t < T. Entonces la
convolucion fi * fo es continua para t > 0, esto es, también es continua en t = 0.

En efecto, con 0 < t < T se tiene

/tf1(7)f2(t—7') dr SMl/t]fg(vﬂ dv— 0, cuando t — 0
0 0

No siempre el producto de dos series convergentes es otra serie convergente. El Teorema
de Mertens [1] asegura que si al menos una de ellas converge absolutamente, entonces el
producto converge. El anédlogo a este resultado para el producto de integrales viene dado
por

Teorema 1.8.4 (Teorema de Convolucién Generalizado). Si L{f1} converge absoluta-
mente para s = so, y L{f2} converge para s = sg, siendo f1 y fa de clase F, entonces
L{f1* fo} converge para s = sy, y se cumple

L{f1* fo} = L{f1}L{f2} , para s =s0 y Re(s) > Re(so)

Demostracion. Es suficiente probar el Teorema 1.8.4 para sg = 0, ya que la aplicacién de
la conclusién asf deducida a e™0! () y e =%t (), junto con el hecho de que

t
eSO f1 (1) % e fy () = /0 e 1 (7)e T ot — 1) dr = e (fy * fa) |

establece el caso general.
Para sy = 0, las hipdtesis indican que los limites

00 t o] t
| in@ldr =i [iaeiary [T pe ar= i [ 6
existen. Ademads, la tesis a verificar es
t t
T (f + f)(r) dr = Jim /0 fa() dr - lim /0 fo(r) dr

g . . t .
Con notacién convolucional, la integral fo f(7) dr puede ser escrita de la forma f x 1.
Usando esta notacién podemos reescribir la conclusién en la forma

T (fy % £ 1)(8) = M (fy#1)(t) - Jm (fo % 1)(t)

= Primero, estudiaremos el caso

F>(0) = Jim (f2 % 1)(t) = 0.
Tenemos que verificar que

Jim (f1# fa1)(t) = 0.
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En efecto, dado € > 0, podemos elegir T tal que

|(fa*x1)(t)| <e, parat>T.
Por otra parte, fo * 1 es una funcién continua y, por hipdtesis, posee limite finito
para t — oo. Por ello,

|fox 1] < M , parat >0y cierta constante M > 0.

Para t > T, obtenemos la acotacién

T t
Iﬁ*h*ﬂsuéJﬂ#ﬂﬂb*ﬂﬁwh+-AfoWHh*HUMhS

t e8]
<M [ Jp@ldre [T IA@]do (1.20
t=T 0
Como la integral fooo |f1](v) dv existe, por el criterio de convergencia de Cauchy,

to
/ |f1(7)| dT < €, para todos los pares to > t; > T. (1.27)
t1

Entonces, para t > 27T, tenemos que t — T > T, y usando la acotacién (1.27) con la
expresién (1.26) se infiere que

|f1*f2*1|§6-<M+/000|f1(v)\ dv> , t>2T

Como la expresion entre paréntesis es constante, se deduce que
Ii 1H(t) =
Jim (f1+ fox1)(t) =0

y el resultado es cierto para el caso F(0) = 0.
Si F5(0) # 0, entonces
L{fo(t) — F2(0)e™"}
converge para s = 0y Re(s) > 0. Ademas, es igual a
F5(0)
L —
{fQ} s+ 1 )

expresién que se anula en s = 0. Como tanto £{f1} como £{e™*} convergen absolu-
tamente en s = 0, por el Teorema 1.8.1 tenemos

L{f1* (F2(0)e) om0 = L{fi}s=0 - L{F2(0)e ™" }omo = L{f1}s=0 - <?J(r02> .
= L{f1}s=0 - F2(0) = L{f1}s=0 - L{f2}s=0-

El resultado sigue sin méas que tener en cuenta los resultados que anteceden y que

Ji® fo= fi*[f2 — Fa(0)e"] + f1 % F5(0)e™"
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O

Finalizamos este capitulo estudiando la derivaciéon de la convolucién. Por un lado,
(f1 * f2)(t) no es necesariamente derivable en todo valor de ¢ > 0; por otro, cuando lo
es, su derivada no coincide con la regla de derivacion del ”producto algebraico” de dos
funciones. Veremos, en el siguiente teorema, que al calcular la derivada del ”producto de
convolucién”, la derivada sélo afecta a uno de los factores.

Teorema 1.8.5. Sea fi(t) derivable parat > 0, y supongamos que fi(t) y fa(t) pertenecen
a la clase F. Entonces, en todo puntot > 0 donde fo es continua, f(t) = f1*f2 es derivable
Yy se tiene

F1(t) = fi* f2+ f1(07) fa(t) (1.28)

Demostracion. En vista de la identidad
hn) = [ fie) do+ po0),

sigue que

10 = [ 5= [[ s @t nion] i =
- [(pa=n [ ) avar+ 50 [ o)

Las funciones f{ y fo, siendo funciones de clase F, son absolutamente integrables, por
lo que podemos escribir

/Otfz(tf) /0 fi(v) dv dr = //Ogv%t fat =) fi(v) dr do

Usando la transformacion

T=—y+t o r=7+t+v
V=T —Yy Yy=T7+¢

de Jacobiano J = 1, obtenemos la nueva integral doble

J[ s~ ) do ay,

que se puede expresar de la forma

/Ot /O filx — ) faly) dy da.

Como la integral interior es una convolucién de funciones de clase F, su existencia
esta asegurada. Por lo tanto, tenemos
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£(t) = /0 /Oxf{(:r—y)fz(y) dy dz + f(01) /0 folv) dv

Para la integral con la variable x en el extremo superior, el integrando es una convo-
lucién de funciones de clase F que es continua para x > 0. Por lo tanto, esta integral es
derivable para todo ¢ > 0 y su derivada es f] * fo. Por otra parte, al ser fo continua, el
segundo sumando es derivable y su derivada da f1(07)f2(¢). En definitiva,

') = f1 = fa+ f1(07) fo.
]

Nota. La formula (1.28) puede fallar para t = 0. Para probar esto, consideraremos el
siguiente ejemplo: f1(t) = t'/2, fo(t) = t~Y/2. La convolucion de estas funciones es

f(t)_fl*fQ_/tTl/Q(t—T)1/2 dr—t/0t01/2(1_v)1/2 do —

0

31 rerd) 1
=B <2,2> = 7)2 = 5,

que también es vdlido parat = 0. Para t >0 , la derivada de la convolucion es /2.

Cuando usamos la formula (1.28), tenemos que

0 st t=0
f/(t) _ lt—1/2 " t—1/2 —
2 /2 si t>0.

La afirmacion del teorema es correcta para t > 0, pero no vale cuando t = 0.



Capitulo 2

Teorema de Inversion

2.1. Introduccion

Es fundamental que una transformacién integral admite férmula de inversion. Fijémonos
en que la transformacién de Laplace convierte una funcién f(t), que estd en el espacio
original o espacio tiempo ¢, en una funcién F'(s), en el espacio imagen o espacio s. Si
aplicamos esta transformacién para resolver un determinado problema en el espacio t, lo
convertiremos en otro problema en el espacio s, en general, mas sencillo. Supongamos que
lo podemos resolver en este 1ltimo espacio. Pero no nos interesa eso, no nos interesa la
resolucién del problema transformado; lo que no preocupa es determinar la solucién en el
espacio original. Para conseguirlo es imprescindible invertir el camino, es decir, volver del
espacio s al espacio t. Y ello se logra mediante la formula de inversién.

Ese, pues, serd el principal objetivo de este capitulo. Primero se establecerd la férmula
de inversion de la transformacién integral de Fourier. Después, mediante la aplicacion de
de estos resultados a la transformacién bilateral de Laplace - previa su introduccién y
estudio - se deducird la inversién de nuestra transformacién de Laplace. La expresion de
esta formula de inversion viene dada por una integral de linea compleja, no siempre facil
de evaluar.

Este capitulo finaliza en el calculo directo y efectivo de la formula de inversién para
algunas funciones.

2.2. Transformacién de Fourier

Existen muchas formas de definir la transformacién integral de Fourier, tantas como

se quiera distribuir la constante % entre la expresion de las férmulas directa e inversa.
En lo que sigue las variables z,y € R y, dada la funcién g(x), optamos por definir su

transformada de Fourier mediante
oo

()} = G(y) = / e~y (z) da , (2.1)

—00
porque es la expresion méas adecuada para compararlo con la transformacion de Laplace.
Obviamente, siempre que (2.1) tenga sentido, al menos, para un valor de y € R. La hipétesis

37
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mas sencilla que garantiza la existencia de (2.1) es que g sea absolutamente integrable en
R, lo que denotaremos escribiendo g € L(R). En esta hipétesis, G(y) estd definido para

todo y € R, ya que
o0
Gly)| < / l9(z)| dz.

— 0o
Un primer resultado para la transformacién de Fourier viene dado por el siguiente
aserto

Teorema 2.2.1. Si g(x) es absolutamente integrable en (—oo,00), entonces G(y) =

§{g(x)} estd acotada y es uniformemente continua en R.
Demostracion. Se infiere inmediatamente de

)| = \ [ g i < [ gt e

que G(y) estd acotada en —oo < y < oo, que es la primera afirmacién del teorema. Por

otra parte,
o0 .
< [ e ]l o
—0o0

e™9% _ 1 = (cos(6z) — 1) — isen(dx) ,

Gy +6) — Gly)| = ] [ e - ) de

—0o0

donde § € R. Como

se tiene que

‘e_i‘sz - 1‘2 = (cos(6z) — 1)? + sen?(dz) = 2(1 — cos(dx)) = 4 sen? <52$> .

Luego,

!G@+w)—G@ﬂ§2[> %n( )Mg dx<2(/ / )m V| it
+/j, 5. sen (%) ydx<2</ /ﬁ>\g \dx+hﬂ¥/‘ 2)| da.

oz /2
Dado € > 0 arbitrariamente fijado se puede encontrar un X suficiente grande tal que

2(/_j+/:) o(@)] dx < 5

puesto que ambas integrales convergen a cero cuando X — oo.
Una vez fijado este valor de X, se deduce que

wx/ ]M<2
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para ¢ suficientemente pequenio. Por ello,
Gy +0) - Gy)| <e

Por tanto, G(y) es continua en —oo < y < 0o, de hecho, uniformemente continua, ya
que la demostracién efectuada es independiente de la variable y.
O

A continuacién, nuestro objetivo es determinar si, y en qué condiciones, g(z) puede ser
recuperado a partir de G(y) usando la férmula

o(z) 1/meWG@d% (2.2)

:% .

para todos los valores de x o para ciertos valores de x.
La integral
o0
Glo) = [ e (o) do

—0o0
converge uniformemente para todo y, en virtud del Teorema 2.2.1. Por lo tanto, cuando
integramos G(y) sobre el intervalo finito —Y <y <Y, podemos intercambiar el orden de
integracién. Esto sigue siendo vélido si multiplicamos primero por la funcién acotada e™Y,
para todo z € R fijado.

1 ry . 1 Y . oo
L WW@wz/eW/eW%@%@z

27 -Y 27 -Y 0
1 oo y 1 e oY (@) _ o~ (z—€)
_ = —iy(z—¢&) _ = _
o] g(S)/ye v gdyd§2w/oo 9(§) i(x — &) “
1 sen(Y(x —¢))
O 23)

Sea § un numero fijo tal que 0 < § < 1, y sea X > |z| + 1. Podemos escribir

) —-X z—0 T+ X 9
/ _/ +/ +/ +/ +/ =hLh+Ib+Is+ 14+ Is.
—c0 —0 -X z—3§ z+0 X

En las integrales I; e I5, tenemos |z —&| > 1,y |sen(Y (z —¢))| < 1. Por lo tanto, para
todos los valores de Y tenemos

—-X ')
|h§/“ MOM&LMSATW@Mé

—00

Puesto que g € L(R), estas dos integrales convergen a cero si X — co. Entonces, para
un € dado, podemos elegir el valor X tan grande que

1
SL+Is] < < (2.4)
T 3
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independientemente de Y.
El intervalo de integracién de la integral

z+X o
I, = / sen(Yu)M du
5 u

no incluye el origen. Por ello, g(z —u)/u es absolutamente integrable en ese intervalo. Asi,
por el Lema de Riemann-Lebesgue [1, p. 447] concluimos que

I — 0 cuando Y — oo.
El mismo razonamiento prueba que
Iy —0s1 Y — oo.

Consecuentemente, para todo Y suficientemente grande,
1 €
— |+ I4] < <. 2.5
—2+ L] <3 (25)

La integral que resta analizar

1 1/:” sen(Y (x = §)) 1 /5 sen(Yu)

s ™

g(§) d§ =

B " = | " g(x —u) du (2.6)

es la conocida integral de Dirichlet de la teoria de series de Fourier.
Centrémonos en el anélisis de la integral

é 0 8

sen(Yu sen(Yu

/ yg*(u) du = </ +/ ) yg*(u) du , (2.7)
-5 U -5 0 u

donde ¢g*(z) = g(x — u). Como vamos a asumir que g es de variacién acotada en un cierto

entorno del punto z, recordaremos brevemente este concepto.

Definicién 2.2.1. Sea f : [a,b] — R y sea P = {xg,x1,...,%s} una particion del inter-
valo cerrado [a,b]. Se dice que f es de variacion acotada en [a,b] si existe una constante
M > 0 tal que

Z |f(zr) = flar—1)| <M,

k=1

para todas las particiones de [a,b].

El ejemplo més sencillo de funciones de variacién acotada no triviales en [a,b] lo da
la clase de funciones monétonas en dicho intervalo. Si f es continua en [a,b] y derivable
en (a,b) con derivada acotada, la funcién f también es de variacién acotada en [a,b].
La continuidad sola no garantiza necesariamente que la funciéon sea de variacion acotada,
como se puede ver en el contraejemplo [1, p. 159].

Las funciones de variacién acotada en [a, b] estdn caracterizadas porque son diferencia
de funciones crecientes (o estrictamente crecientes) [1, p. 162]. Por ello, sin pérdida de



Resultados Clasicos de la Transformacion de Laplace 41

generalidad, podemos suponer que g es creciente y escribir la segunda integral de (2.7)
como sigue

g n u h sen u h sen u
/ se (Y )g*(u) du = g*(0+)/ (Y ) du+/ [g*(u) o g*(0+)} (Y ) du +
0 0 u

u 0 u
¥ sen(Yu
—i—/h ELY )g*(u) du , (2.8)

para cierto h, 0 < h < §, que fijaremos mas abajo.
Para la tercera integral se cumple

/: g (u)

u
por lo que se puede aplicar el Lema de Riemann-Lebesgue [1, p. 447], resultando

1 é
du<y [ 1)l du <o,
hJp,

0
Y
i sen(Yu)
Y—oo Jp u

9" (u) du = 0. (2.9)

Nétese, por otra parte, que

/h sen(Yu) du:/Yh senwv dv_>/°° senwv dv:E,
0 u 0 (% 0 v 2

cuando Y — oo, razén por la cual

h

Y

lim ¢*(0%) / S gy = Tgr(0t) = Tga) | (2.10)
Y —oo 0 u

\)
\)

que es el comportamiento del primer término del segundo miembro de (2.8).
Finalmente fijamos nuestra atencién en la integral intermedia. Comenzaremos obser-
vando que, para cierta K > 0,

b
/ sen(Yu) dul < K .

u

para todos a,b € R, b > a > 0. Ahora bien, ¢ es creciente, lo que entrana que también lo
es ¢g*. Entonces, dado arbitrariamente € > 0, podemos tomar h € (0,0) de modo que se
tenga que
€
*(h) —g*(0M)| < —
lg°(h) — 9°(0%)] < =

(ya queda fijado h, 0 < h < §).
Recordemos ahora el

Teorema 2.2.2 (Segundo Teorema del Valor Medio del célculo integral [1, p. 209]). Sea
Y continua y supongamos que @ es creciente en [a,b], ¢(xz) > 0, x € [a,b]. Existe entonces
un punto xo € [a,b] tal que

/ o) de = o) / b () de.
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En nuestro caso g*(u) — g*(07) > 0, u € [0, h], ya que g es creciente en ese intervalo.
Aplicando el anterior teorema, se puede determinar ¢ € [0, h] tal que

h Sen u h Sen u €
[ @ =g ] = g - o) [ ) < o=
Asi pues,
h sen u
g [ ) - g gy = (2.11)
oo 0 u

En definitiva, si hacemos que Y — oo en (2.8) y tenemos presente (2.9), (2.10) y (2.11),
se deduce que

4
sen(Yu) T,
Ii ——2¢"(u) du= = . 2.12
Jim [ S w) du = Do) (2.12)
Con el mismo razonamiento se concluye que
0
sen(Yu) T
1i —2g" = —g(z™). 2.1
Jm oY (u) du= Sg(z™) (2.13)

De (2.7) y a la vista de (2.12) y (2.13), se infiere que

0 Sen u T
g [ g ) = Tgta) 4 gl

De este modo hemos establecido, para Y > 0 suficientemente grande, que

) IR 2.14
Finalmente, de (2.3), (2.4), (2.5) y (2.14) se llega a que

1 + -
lim / e"G(y) dy = w (2.15)
Y >0 27T Y 2

Hemos demostrado asi el teorema que nos suministra la férmula de inversiéon de Fourier
Teorema 2.2.3. Sea g € L(R). Entonces existe su transformacion de Fourier G(y) =

§{g(x)}, para todo y € R, y en cualquier punto x € R, en un entorno del cual g sea de
variacion acotada, se verifica que

5 HGW) = W = % /_Oo eV G(y) dy. (2.16)

Si g fuera continua en x, se obtiene que § G (y)} = g(x).
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Nota. El Teorema 2.2.3 necesita inmediatamente una matizacion. Recordemos que si G
es una funcion integrable en R, se dice que

/_Z G(y) dy

Yo
lim Gy) dy ,

Y1~>foo B YQ*}OO Yl

existe si, y solo si, existe

es decir, este limite existe cuando Yy, e Yo tienden independientemente a sus respectivos
valores infinitos.

En cambio, si eriste
Y

lim G(y) dy

Y —oo -Y
a ese resultado se le denomina valor principal de Cauchy y escribimos
Y

ve [~ G dy=Jim [ 6 d.

Naturalmente, puede existir este ultimo limite y no el primero. Por ejemplo, para la
funcion impar
Y
Glyy=—-, yeR,
) =1 T2 Y

1 Y
1m
Y —oo e 1 -+ y2

0 Yo
Y y
dy y / —— dy
/y1 1+ 42 o 1+

no posee limite cuando Y1 — —oo e Yo — 00. En consecuencia, no existe

Y

dy= lim 0=0
y Y1—r>noo ’

mientras que

Y2 y
lim / 5 dy.
Y1 —oo ’ Yo—o0 Yi 1 + Yy

Por tanto, como lo que se probé fue la existencia del limite (2.15), queda claro que la
conclusion (2.16) del Teorema 2.2.3 hay que interpretarla en el sentido del valor principal
de Cauchy.

Ejemplo 2.2.1. La funcién g(z) = e~ %l es absolutamente integrable en (—oo, c0), asi que
G(y) = §{g} existe para todo y, siendo su imagen

0 0 0
Gly) = / v —lal gy — / . / v —lal gy —
—00 0 —00

00 . oo o
/ e e " dx +/ eVe ™ dr = 2/ e " cos(yz) dx.
0 0 0
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La dltima integral es la transformada de Laplace de cos(xy) evaluada en s = 1, que vale

GO) = 13 = 3L,

La funcién e 1%l es de variacion acotada en todo intervalo finito. Ademds, es continua
en todo R. Por tanto, podemos emplear la férmula de inversion, resultando e~ para
todo x. La integral de la inversion converge en el sentido ordinario, de hecho converge
absolutamente, por lo que podemos suprimir el V.P., quedando simplemente

[e.9]
e~l7l = 1/ e’ ! 5 dy.
T J_oo 14y

2.3. Transformacién bilateral de Laplace. Férmula de inver-
sion de la transformacion de Laplace

Para explotar al maximo las posibilidades ofrecidas por el Teorema 2.2.3, primero ge-
neralizamos la transformada de Laplace extendiendo el intervalo de integracién (0, 00) a
todo el eje real (—oo, 00). Denominaremos a la nueva transformacién ” transformacion de
Laplace bilateral” y la representaremos por el operador Liy

o0

Lilfy=Fe) = [ e di (2.17)

—00

La notacion L serd usada en lugar de £ siempre que queramos enfatizar la transforma-
cién de Laplace en el sentido de la ” transformacion de Laplace unilateral”, o para evitar
confusiones con la bilateral, lo que puede ocurrir cuando se estén considerando a la vez.

La integral de Laplace correspondiente al intervalo (0, c0) converge, como mucho, en un
semiplano derecho. La integral en el intervalo (—oo, 0) converge en un semiplano izquierdo,
como se demuestra a continuacién

0 00 00
—st _ ster _ —(=s)t pr__
/ e T f(t) dt /0 e f(—t) dt /0 e f(=t) dt.

—00

Cuando ambos semiplanos tienen una franja en comun, entonces esta franja es la re-
gién de convergencia de la transformada de Laplace bilateral. Es decir, la transformacion
bilateral de Laplace se puede expresar como la suma de dos unilaterales

Lr{f®)} = (Lr{f®)}) (s) + (L{f(=D)}) (=) (2.18)

Si B es la abscisa de convergencia de la primera transformada unilateral de Laplace (lo
que entrana su convergencia en el semiplano derecho Re(s) > 1) y (2 es la de la segunda
transformada unilateral de Laplace (lo que implica su convergencia en el semplano izquier-
do Re(s) < [32), (2.18) tiene sentido si, y sélo si, 81 < f2. En tal caso, la transformacién
bilateral de Laplace convergera en la franja 51 < Re(s) < .
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Ejemplo 2.3.1. Si f(t) = e~ la primera integral converge para Re(s) > —1 y la sequnda
para Re(s) < 1. Por lo tanto, la transformada de Laplace bilateral converge en la franja
—1 < Re(s) < 1.

Ejemplo 2.3.2. Si f(t) = 1, las dos integrales convergen para Re(s) > 0 y Re(s) < 0,
respectivamente. Por ello, no podemos encontrar una franja comin a ambos semiplanos,
y la transformada bilateral de esta funcion no existe.

La convergencia de la transformada de Laplace bilateral en un sélo punto no nos per-
mite deducir su comportamiento en otros puntos. Sin embargo, cuando se sabe que la
transformada de Laplace bilateral converge en los puntos s; y s2, con Re(s1) < Re(s2),
entonces converge en la franja Re(s1) < Re(s) < Re(s2).

En cuanto a la convergencia absoluta, si la transformada de Laplace bilateral converge
absolutamente en algtin punto sg, entonces por el Teorema 1.3.1 la transformada de Laplace
bilateral converge en toda la recta vertical Re(s) = Re(so).

Consideremos la transformada L7 en los puntos s de una recta vertical s = x + iy, con
x = constante. Se tiene

F(zx+iy) =L {f} = /_Oo e W [e7P ()] dt = F{e Tt f(t)}). (2.19)

La férmula (2.19) relaciona la transformacion bilateral de Laplace con la de Fourier.
Si se pretende aplicar el Teorema 2.2.3 de inversiéon de Fourier, hemos de exigir que la
funcién e~ f(t) satisfaga las hipStesis del mismo. Asf que, por una parte, requerimos que

o
| el <o,
—0oQ
esto es, L17{f(t)} converge absolutamente en s = x y, por consiguiente, en la recta vertical
Re(s) = x. Por otra parte, e % f(¢) tiene que ser de variacién acotada en cierto entorno de
t. Como quiere que el producto de dos funciones de variacién acotada es otra funcién de
variacién acotada [1, Teorema 8-9], bastaria imponer que f(¢) fuera de variacién acotada
en dicho entorno.

Bajo estas hip6tesis podemos invertir la expresién (2.19) de acuerdo con el Teore-
ma 2.2.3, para obtener

() = / NP +iy) dy

DY A

1 & -
F) =5 / M (e +iy) dy
2 J_
que podemos escribir poniendo s = x + iy como sigue
1 4100
() = / ¢ B (s) ds.
x

211 —ioo

Hemos asi deducido la férmula de inversion.
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Teorema 2.3.1. Supongamos que Lir{f} = F(s) converge absolutamente para s = x
(real) y consecuentemente para Re(s) = x, esto es,

/OO e~ £(1)] dt < oo,

Sea t € R y asumase que f es de variacion acotada en algun entorno de t. En estas
condiciones, se tiene que

1 xr+1i00
Li{F(s)} = i ) ¢ F(s) ds =
Lo FE) + ()

Cuando f es continua en t, entonces (2.20) toma el valor f(t).

Nota. Vale aqui la misma observacion que se hizo en el caso de la inversion de Fourier.
La formula (2.20) hay que entenderla en el sentido del valor principal de Cauchy.

Si f(t) estd definida sélo cuando t > 0, podemos extenderlo a todo R redefiniendo
f(t) =0, t <0. De esta manera,

Li{f®)} = Li{f)} = LLf(®)} (2.21)

es decir, la transformacion de Laplace considerada en el Capitulo 1 es un caso particular
de la transformacién bilateral. A fin de aplicar el Teorema 2.3.1 a (2.21), considérese t € R
y analicemos los siguientes casos:

(i) Si f(t) es de variacién acotada en algin entorno de ¢ > 0, entonces (2.20) nos da el

valor 7f(t+);f(ti) .

En el caso de que f sea continua en t, la férmula de inversién (2.20) recupera exac-

tamente el valor f(t).

(ii) Si f(t) es de variacién acotada en algun entorno de ¢t = 0. Como f(07) = 0, de la
férmula (2.20) da el valor %ﬂ

(iii) Si f(t) es de variacién acotada en cierto entorno de t < 0, como f(t7) = f(tT) =0
(va que f(t) =0, <0), (2.20) vale cero.

Resumimos estas consideraciones en el siguiente

Teorema 2.3.2 (Teorema de inversién de la transformacién de Laplace). Supongamos
que Li{f} = F(s) converge absolutamente para s = xq (real) y, consecuentemente, para
Re(s) > xg, esto es,

/OO Tt £()] dt < o,
0
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Si f(t) es de variacion acotada en algin entorno de t > 0, se tiene

T+100 + —
LHF(s)} = ! / e F(s) ds = S0 +707) (x > x9)

T omi S, 2
Si f(t) es de variacion acotada en algin intervalo a la derecha de t =0, entonces

T+i00 +
LIYF(s)} = — Fs) ds = 2O (2> 5.

2 Sy i 2

Por dltimo, sit <0,

T+100
LoYF(s)} = — / e F(s) ds = 0 (x> o).

B % —100
Nota. La formula de inversion del Teorema (2.3.2) es una integral compleja cuyo cambio
de integracion es la recta vertical Re(s) = x, © > xg.
Parece natural esperar que la formula de inversion de Laplace sea independiente de

la recta vertical Re(s) = x que se considere, siempre que dicha recta permanezca en el
semiplano derecho de convergencia. En efecto, sean x1,x2 € R, 9 < 1 < T2, Yy veamos

que
x1+i00 xr2+1i00
/ e F(s) ds :/ e F(s) ds.
€T

1—100 X2 —100

Construimos el rectangulo de lados verticales Re(s) = z1 y Re(s) = x2 y lados hori-
zontales Im(s) = Ty Im(s) = —T, donde T' > 0, llamando a estos cuatro lados I, II,
11T y IV, con las orientaciones asignadas en la figura.

v

S

AT II7A

xo T €2

Y=
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Las funciones e'® y F(s) son analiticas, por lo que, en virtud del Teorema de Cauchy,
se tiene

/1 e F(s) ds:/H e F(s) ds+/m e I (s) ds+/ e F(s) ds. (2.22)

v
En el lado horizontal IV es s = x + T, x1 < x < x9, y se tiene

txo

e st t>0
|€ts| _ etRe(s) < C(t;ZL‘l,ZL‘g) <

e s t< 0,

esto es, |e'®| tiene una cota superior C' que no depende del valor de T. Ademds, por el
Teorema 1.3.8, F'(s) tiende, uniformemente en x1 < z < x9, hacia 0, cuando T' — oc.
Luego, dado arbitrariamente € > 0, existe T > 0 suficientemente grande de modo que
para T > T se tiene que F(x +iT)| < €, x € [x1,x2]. Por tanto,

/ e F(s) ds
v

Hemos verificado que la integral a lo largo del lado IV converge hacia cero, cuando
T — oo. La misma conclusién es valida para la integral a lo largo del lado horizontal I1.
Asi pues, se sigue de (2.22) que

< C(t;xy, o) (9 — x1)E.

lim e F(s) ds = lim e F(s) ds ,
T—o0 I T—o0 II7
esto es,
x1+i00 xo+100
/ e F(s) ds :/ e F(s) ds.
Tr1—100 9 —100

El siguiente resultado nos permite evaluar de una manera sencilla la integral de linea
que aparece en la férmula de inversién de la transformacién de Laplace [1].

Teorema 2.3.3. Sea F'(s) una funcion analitica en C salvo en un nimero finito de polos.
Supongamos que existen constantes M, k y b positivas tales que

M
|F(s)] < —= , para|s| > b.

s
Sea ¢ > 0 de modo que todos los polos s1, sa, ..., sp, de F(s) estdn situados a la izquierda
de la recta vertical Re(s) = ¢ (es decir, Re(si) < ¢, k =1,2,...,n). Entonces, para todo

t > 0, se tiene

1 c+1i00 1 ct+iR n
— e F(s) ds = — lim e F(s) ds = ZRes[e“F(s)hS:Sk.

27 J oo 2mi R J._iR P
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Demostracion. Consideremos el recinto limitado por el camino orientado I' de la figura,
donde el radio R de la parte circular se toma suficientemente grande para que R > by
todos los polos estén incluidos en la regién dibujada. Por el Teorema de los Residuos sigue
que

n
/ e F(s) ds = 2mi Z Res[e* F(s)]s=s,- (2.23)
r ,
7=1
Ahora bien,
/:Il+12+13+l4+15, (2.24)
r

denotando por I, I, I3, I e I5, respectivamente, las integrales a lo largo del segmento
AB y las arcos circulares BC,CD,DE y EA.
Analicemos I5. N6tese que sobre el arco BC' es s = Re’g, a <0 <m/2. Se tiene

w/2
L] = /A e F(s) ds| < / ¢Re0s0) (Y[R df) <
BC o'
Mo [T M M
< = etfeost g < Wed(g —a) = ﬁed R arcsen (%) ,

s __ C s C J—
ya que, como se ve en la figura, sen (5 — a) = 5. Puesto que I%gI;oRarcsen (E) =cy

Rh’m ﬁ = 0, se deduce de la desigualdad anterior que I — 0 cuando R — oo. El mismo
—00

razonamiento nos permite concluir que Is — 0 cuando R — oo.
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A continuacién estudiaremos I3. Sobre el arco CD es s = Re® = Rcosf + iRsen 0,
5 <8 <, por lo que

2
< tR cos 0 do = M v/ e—tRsenga d(p ’
Rk-1 /2 Rk—1 0
sin més que efectuar el cambio ¢ = 0—7 < 0 = p+7. Teniendo en cuenta que sen(p) > 27“0,
si 0 < ¢ < 7, llegamos a que

M [/? org g M

I < — _
5] < g 0 Y= 9Rk

(1 — e_tR) —0

cuando R — oo. Con el mismo argumento se infiere que Iy — 0, si R — co. Haciendo que
R — o0 en (2.23) y (2.24) se deduce que

n
lim e F(s) ds = lim I = 2mi Z Res[e* F(s)]s=s, ,

R—oo JT R—o0 =
es decir,
1 c+ico n
3 /Cioo e F(s) ds = Z Res[e* F(s)]s=s,

j=1
O

Nota. FEste aserto puede valer incluso cuando hay infinitos polos a la izquierda de la recta
vertical Re(s) = c. Elegimos un radio Ry, de la region circular dependiente de n, tal que
Ry, # |sp| y Ry — 00, cuando n — oo. St I; — 0, j = 2,3,4,5, para n — oo, y la serie
del sequndo miembro de (2.23) converge, es licita la generalizacion

1 c+i0o e
e F(s) ds = Z Res[eStF(s)hS:Sn.

n=1

Tm c—100
Ejemplo 2.3.3. Determinar £" {ﬁ} aplicando directamente la formula de inver-
st0n.

Aqui F(s) = ﬁ, que tiene un polo en s =1 de multiplicidad 4. Nétese que |F(s)| <

ﬁ, para |s| > b, y que basta tomar ¢ > 1. Se tiene

st 1 d3 |: est t3et
(

e
4 = lim— | — (s —1)*] = =
fes [(5 - 1>4:| |ls=1 ! sl—>rq ds3 | (s — 1)4 (S ) :| 6

Por tanto,

prf L YL e e
(s —1)% 2T Joioo (s —1)% 6
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Ejemplo 2.3.4. Calcular £ {m}, a € R.

Obsérvese que la funcion F(s) = 54%& es analitica en todo C salvo en los puntos
s1=a(l—1), ss=a(—1+1), s3 =a(—1—1i) y s4 = a(l —1i), donde posee polos simples.
Si elegimos ¢ = Re(s) > |a|, todos estos polos estarian situados a la izquierda de la recta
vertical Re(s) = c. Ademds, para cierto b > 0,

1
|[F(s)] < P siempre que |s| > b.

Se verifican todas las hipdtesis del Teorema 2.3.3, por lo que

1 s 1 c+1i00 . S 4 .
_ . s B 5
E {M} = % /C e m dS = ZRGS[@ F(S)hszsk‘

—io0 k=1

Ahora bien, para k = 1,2,3,4, se tiene

ReS[BStF(S)hstk - sliglk 6Stm

(s —sK) = —5

Ast pues,

4 . o o .
1{ S } 1 Z eSkt eat+iat e—at+iat e—at—iat eat—iat

st r4at [ 4 P g = RaZi 8a?i + 8%  8a%i
- eat eiat o e—iat e—at eiat o e—z’at - (sen at) (Sh at)
 4a? 2i 4q2 2 N 242

En definitiva,
_ S 1
£ I{M} = ﬁ(senat)(shat).

1
: -1
EJemplO 2.3.5. Hallar L {(52—{—1)3}
En este caso la funcion F(s) = m es analitica en todo C a excepcion de los puntos

s = =i, que son polos triples.
Por otra parte, para cierto b > 0,

1

Por consiguiente, tomando cualquier ¢ > 1 - a fin de que los polos yazcan a la izquierda
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de la recta vertical Re(s) = ¢ - la aplicacion del Teorema 2.3.3 nos lleva a que

1 c+ioco est est st
— 53 ds = Res [23] 23] =
210 Jolino  ($241) (s +1)° (2 + 1) | oy

1 d2 3 est 1 . d2 3 €St
=5 e {<5” <32+1>3} o im0 {““) <s2+1>3} =
= lh’m—2 [e (s +14) 7] —i—l lim & [est(s — i) 73] =
2 s—i ds? ids?

—I-Res[

1
= _lime* [t*(s +14) 7% — 6t(s +i) " + 12(s + i) ] +

s—1

1
+= lim e [12(s — i) = 6t(s — i) P+ 12(s — i) 0] =
2 s——i
1 [t3(et — e 6t , 0 12 ;
— 5 |:(686)7’ _ 176(6115 _i_efzt) _ @(ezt _ efzt)i _
2 3
= -3 sent — gtcost + 3 sent.

Ast pues,

-1 1 _ (3 —t?)sent — 3tcost
(s241)3 8 '

Ejemplo 2.3.6. Determinar £ {Shb‘/g}, a>b>0.

shay/s
En este caso F(s) = :EZ‘\/[% posee infinitos polos simples en las raices de la ecuacion

shay/s =0, es decir, en

Sp — —

7 , N = 1,2,3,...
Constatese que s =0 no es un polo de F(s).

Elijamos R, tal que |s,| < R, < |snt1| y ¢ > 0. De este modo R,, — oo si, y sélo
si, n — 00, y todos los polos estdn a la izquierda de la recta Re(s) = c¢. Veamos cdmo se
comporta Iy cuando n — oo (R, — 00).

w/2 0 w/2 o
|I2‘ S/ etRncoseO (e(bfa) Ry, cos §> R, do < Kect/ Rne(bfa) Ry cos 5 do — 0

(07

cuando n — 0o, ya que b —a < 0 (K > 0 cierta constante). Andlogamente se comprueba
que Is — 0 si n — oo.
FEstudiaremos ahora I3.

’13| S/ etRnCOSHO (e(bfa) Rncosg) Rn do — 0 )
w/2

al hacer n — oo, pues cosf < 0 ycosg >0 en g <0 <m, mientras que b—a < 0. De forma
stmilar se deduce que Iy — 0 cuando n — co. Por otra parte, el residuo correspondiente
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al polo s, es

hb hb
Res ests Vs lim S Vs -|- =
shay/s s_}_ﬂ232 shay/s
b

2mni _xn?, sh (2nmi) __2mn _s22% sen (amr)

a? ch(nmi) a2 cos(nm)

Por tanto, a la vista de todas las anteriores consideraciones y teniendo en cuenta que
en el recinto considerado limitado por el segmento AB y arco circular Ry, hay exactamente
n polos, por el Teorema de los Residuos sigue que

h g g h
/ stShbys o —S 1, =27} Res [ests b\/ﬂ
r shay/s ot — shay/s ]|
y haciendo tender n — oo (R,, — 00), obtenemos finalmente

. 1/c+an st Shby/s ds — ii%m e*%t sen (%nﬂ)
C

g, shays a? cos(nm)

Hemos establecido que

o0 b
_1{Shb\/§}_ anz 7”,21—321‘/ nsen(amr)

shay/s | a2 — c cos(nm)

con 0 < b<a.

Ejemplo 2.3.7. Cuando se presenta un punto de ramificacion hay que modificar un poco
el procedimiento sequido hasta aqui. Ilustraremos lo dicho hallando [,_1{6_\/5}. Tenemos
que calcular

NP 1 /C—H’OO st 3
{7V} = e’ e ds ,

27TZ —i00

donde ¢ = Re(s) > 0.
Si I' denota la curva que limita el recinto de la figura, se tiene

B
/e“\/g ds:Oz/ +/A+/A+/+/A+/+/A +/A (2.25)
r A BC CD DE EFG GH HI IA

Sobre los arcos de la circunferencia grande es

s:Rei9:>\/§:\/§ei%, R>0.

En concreto, sobre el arco BC' es

[ SIS

SZReie, a<i<

\/E:\/Eei ’

o] 2
IA
N D
IA
N

T
2
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Entonces, como a <8 < 5§ = cosa > cost) = Rcosa > Rcosfl = c tenemos

/2 /2
/A et emVE ds| < / etficosd —VReos5 p g < etc/ 67\/%]% df =
BC «@ a
R R
= (g — a) etCRef\/; = (arcsen E) Re \/; e“ =0,
al hacer R — oo, para todo t > 0.

Andlogamente,
/ et e V5 ds
TA

Sobre CD es s = Re 5 <8<, porlo que

-0, R— oo

eV ds

_/ﬂ' etRcose ,\/ﬁcong da_/ﬂ- tRcost\/Econg do =
/2

—R/ tRcosw w)— \/Ecos(gf% dg@ R/ —tRcosgo \/Esenf ng )

efectuando el cambio p =7 — 6.
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Analicemos la funcion
A(p) =tRcosp + \/Eseng , p € {O, g} :
Hallamos su derivada

R R
A'(¢) = —tRsen p + fcos(g = —2tRsen§cos§ + gcos(g =

s (- o VR s
—cos2< 2tRsen2—|— 2), (,06{072].

Luego, como COS% >0, pe€ [0, %], tenemos que
n Si @ < 2tRsen§ = A'(p) < 0= A(p) decrece.

CIY) @ > 2tRsen$ = A'(p) > 0= A(p) crece.

En resumen

. . . [ 1 ; 0 < < L)
» Si A(p) es creciente si sen § < wVR decir, si 0 < ¢ < 2arcsen <4t\/ﬁ .

: o @ 1 : 1
= Si A(p) decrece sisen 5 > VR 0 5en sip > 2 arcsen (m)

Por otra parte, A(0) =tR y A (%) = \/g

Ast pues,

w/2
< R/ e~ A) dp =
0

/A et eV ds

(&
= R/Qarcgen(ulﬁ) e A% dp + R/7r/2 e A% dp <
0 2 arcsen ( 4t\1/§)
S R/Zarcsen(ui/ﬁ) e_tR d(P n R /2 ei\/g d(p _
0 2arcsen(ﬁ)

1 _./R 1
= Re P2 arcsen <> + Re \/E (ﬂ — 2arcsen <)> —0, R— o0.
4tVR 2 4tvVR

Andlogamente,

-0, R— .

‘/A et eV ds
HI

Sobre la circunferencia pequenia que rodea el punto de ramificacion s = 0 se ve que
s:eele, —n<f0<me>0.
Se obtiene

/ eSmVE (s <
EFG

o ,
/ e€cosf—yfecos 5 dO‘ < IreetTVE 5 () , € —0.
iy
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Sobre los segmentos DE y GH se tiene que s =re’™, R<r<eys=re ™, e<r <R,
respectivamente.

Luego,
€ t 7 1% : R t —im —i% ;
/ +/ :/ etre —\/re el dT’—i—/ etre —\/re e~ dp —
DE GH R €

= —/ eIV g / eIV g = / el (e*’\/; - e“/F> dr =
R € €

R 0
:2i/ e‘”senﬁdr%%/ e"senv/rdr, e—»0, R— oo.
€ 0

Haciendo en (2.25) que e = 0 y R — oo, teniendo en cuenta todos estos resultados, se

llega a que

c+1i00 o)
/ et e V5 ds — Zi/ e sen~/r dr = 0.
(&

—100 0
Por tanto,
1 c+i00 1 0
LT e VoY = — et eV ds == / e sen/r dr. (2.26)
210 Jeico T Jo
Calculemos )

[o¢]
- / e " sen /1 dr.
0

™

Hacemos el cambio r = 2.

1 0o 2 o0 2
L / eftr sen\/; dr = = / l‘eitx senzx dx. (227)
0 0

T 7
Pongamos

e 2
I(t) :/ re "™ senz du.
0

Integramos por partes

9 T—00
= |- b [T e cosp dn = 2 1) (2.28)
= 5y Sena 5, e cosx de = L J(t,1) )

=0
J(t,\) = / e " cos Az da.
0

Por derivacion paramétrica

gi = —/0 e " sen Az da.

St recurrimos nuevamente o una integracion por partes, sigue

o.J e—ta:2 Treo o0 e—tac
— =—1< |——sen\x +/
oA —2t 0 2t

2

Acos \x dx} = —AJ ,
2t
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es decir,
aJ(t,N) A
o _2tj(t’ A).

Ademas,

J(t,0) = / et dy = / e WVED? gy

0 0

Haciendo el cambio uw = \/t x, resulta

[ee] 1 o0
J(t,0) = / e il; = — / e du =
0 t tJo

Tenemos asi el problema de valores iniciales

9 1)
L = =2 (6N

J(t,0)=/E
cuya solucion general es la siguiente

A2

J(t,\)=Ce =

J(t,0)=/F=C

2
J(t,\) = ,/4% e,

Para A\ = 1, sustituyendo en 2.28, sigue que

I = L YT
2t 24/t

es decir,

Por 2.27 se tiene que

1 t3/2 1

2y

™

Sustituyendo en 2.26 se tiene, finalmente, que

t3/2 1
L e Vo) = e at.
2w

oo
— / e sen/r dr = e %
0

o7

(2.29)
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Consecuencias

Calcular £~ {e=%*}, a > 0.

Recordamos que
t

1
LTYF®Bs)y=~f(+), b>o0.
b” \b
Asi pues, tomando b = a?, resulta

a?

a2 27

t\=3/2 1 -
£ ey = g ey = L ) a2

Es decir,
(It_3/2 _ a?

-1 —(L\/EZ t
L7 H{e } 2\/7?64'




Capitulo 3

Aplicaciones

3.1. Introduccion

La de Laplace es quizas la transformacién integral que mds aplicaciones tiene, junto
con la de Fourier, en fisica y en las distintas ingenierias. Posee la ventaja sobre esta 1ltima
de que se dispone de tablas de transformadas de Laplace con miles de entradas.

Por su propia naturaleza la transformacién integral de Laplace parece destinada a
resolver problemas de valores iniciales. Recordemos la férmula del primer capitulo

L{xM (1)} = s" X (s) — " Lz(0) — "2/ (0) — ... — s2("72(0) — 21 (0) |

donde X(s) = L{z(t)}, que convierte la derivada n-ésima en el espacio imagen en un
simple producto algebraico, pero que ademés lleva consigo los datos iniciales. Por eso, el
amplio campo de aplicaciones de esta transformacién lo ilustramos en este capitulo resol-
viendo problemas de Cauchy o de valores iniciales para ecuaciones y sistemas de ecuaciones
diferenciales lineales con coeficientes constantes. También se aborda la resolucién de ecua-
ciones diferenciales con coeficientes variables, de tipo polinémico.

Finalmente, se muestra como la transformacion de Laplace es igualmente 1til en la
resolucién de problemas planteados mediante ecuaciones en derivadas parciales.

3.2. Aplicaciones teodricas

Aunque, como se verd en el parrafo siguiente, las aplicaciones m&as importantes de
la transformacién integral de Laplace estdn relacionadas con la resolucién de ecuaciones
diferenciales, ordinarias o en derivadas parciales, también su utilizacién puede simplificar
la derivacion de otros resultados.

Iteracion del operador integracién y la integral fraccionaria

En lo que sigue I f(t) denotara el operador integracién
¢
If#) = /0 F(u) du. (3.1)

59
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Si iteramos n-veces este operador se puede demostrar, usando integracion por partes e
induccién sobre n, que

o [ ([ ([ 10 8)- ) ) -

t U —u n—1
[, 52

es decir, la iteracién del operador (3.1) se puede expresar mediante una tnica integral.
La anterior férmula se obtiene facilmente mediante el teorema de convolucién. En efecto,
el primer miembro de (3.2) se puede escribir

n veces
——
I"f(t)=f(t)* 1x1x-- %1
Aplicando Laplace y teniendo en cuenta que £{1} = 1, Re(s) > 0, resulta

n veces

e N n—1 n—1
LSO} = 455y = £ o = £ gy b = £ {10 g

Por el teorema de Lerch (unicidad) y de la defincién de convolucién, sigue que

tn_l 1
I"f(t) = f(t = ) d
FO = 105 o = oy [ S ;.
expresién que coincide con (3.2).

En realidad, se ha establecido que

I"f(t):ﬁ_l{F(S)} , n€N,

Sn

donde F'(s) = L{f(t)}. El primer miembro de esta férmula sélo tiene sentido para n €
N, no asi el segundo miembro, pues se puede dividir F(s) por una potencia s" con n
fraccionario, real o incluso complejo. Ello nos invita a definir la integral fraccionaria de
orden o € C mediante

s = e B < pppet {2 = o = s [ e

siempre que esta integral tenga sentido. A la expresién

£ (1) /f (t— 21 dz . Re(a)> (3.3)

se le conoce como integral fraccionaria de Riemann-Liouville.
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Ejemplo 3.2.1. Si f(t) = t, scudl es el resultado de integrar esta funcion media vez?

Tenemos cit) )
/2, _ _
el =S =wm
por lo que
172 _ o 1 £3/2 B 443/2
B 52 T I(5/2) 47w
Anélogamente se pueden deducir
I3/4t _ +7/4
'(11/4)
T+1
=
I'(m+2)
I i . t(7r+1)+ei
s elt —

T((7+2) + ei)

Ejemplo 3.2.2. Si calculamos la integral de orden o = 15, n=1,2,3,..., de ft) =t,
se tiene

ﬁ{[#lt} = ﬁ{f} _ 1

sn+l snLH—i_Q ’
de donde
1 t2n+1
n n+1
Iniit=L"1¢ — = : 3.4
g o0
En particular,
t5/3
(3/3) ° para n
t7/4
P = =3
r{1/4) ° para n
t9/5
145 = =4
T{14/5) ’ para n
£19/20
PR = — =9.
T(29/10) > P4 "
Si hacemos n — oo en (3.4), se infiere formalmente que
2 2
P
ra) 2

que, como era de esperar, coincide con una de las primitivas de la funcion f(t) =t.
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Funcién relacionada con la ecuacién del calor
Otro ejemplo que muestra que operar en el espacio imagen es, en general, mucho mas
sencillo que en el espacio original es la verificacién de la siguiente propiedad aditiva
p(x1,t) * p(xe,t) = p(r1 + 22,t) , 1 >0, 22 >0
para la funcién

2

X
———e 1w, x>0,
2,/ t3/2

que comparece en la teorfa de la ecuacién del calor. Se sabe que ([4, p. 143], Ejemplo 1.2.12

(iii))

x

pz,t) =

Lip(a,t)} = e V>

Por el teorema de la convolucién,

L{p(z1,t) % p(we, 1)} = e T1V5 . ¢722V5 = = (@14e2)V/s,

Y, aplicando la férmula de inversion, se tiene (Ejemplo 2.3.7)

2
_ C(zitao)ys | L1t X2 (@ite)”
plasst) »plag,t) = £ {7t }_2\/77753/26 T

que es una comprobacién elegante de la anterior propiedad. No resulta muy recomendable

hacerlo directamente, en el espacio del tiempo, partiendo de la definicién de convolucién.

Deduccién de la integral de Poisson para la funcién de Bessel Jy(x)
Sabemos que ([4, p. 162], Ejemplo 1.2.11)

1 1
VsZ2+1 Vs+i Vs—i

Recordando la correspondencia (Ejemplo 1.2.4)

L{Jo(x)}

E{:L‘_I/Q e_o‘m} = \I;(Sl/% = \/;CL&

resulta
1 -1/2 —iz -1/2 iz
L{Jy(z)} = - L {m e } E{x e }
Luego, por el Teorema de Lerch (unicidad) y la definicién de la convolucion, se obtiene

Jo(z) = (.ﬁ_% e ) x (ZL‘_% ') :/ w2z e (r— u)_% ') gy, =
0

BN
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[ NI

i T 4 1 1
— 67 / U (f]}' — u)fé 672“/4 du — / eZI(l*Z’U) [U(l o 'U)]i% dv :
s 0 T 0

donde se ha puesto u = xv. Realizando el cambio de variable 1 — 2v = z, se llega a la
expresion

Finalmente, con la sustituciéon z = cos ¢, se establece el resultado deseado

1 T 1 77 2 Tr/2
Jo(z) = = / e dp = = / cos(z cosp) dp = — / cos(z cos ) dy
0 0 0

™ m

Funcion Beta

Esta funcion euleriana viene definida por

1
B(m,n) = / g™V (1 —2)" " dr, Re(m)>0, Re(n)>0.
0

Para deducir su propiedad fundamental

I'(m) T'(n)
B =—"—= :
(m,n) Tmtn) (3.5)
que la relaciona con la funcién Gamma, escribimos
t
Bi(m,n) :/ 2™t —2)" T da (3.6)
0

Nétese, en particular, que Bj(m,n) = B(m,n). Con ayuda de la convolucién, (3.6)
adopta la forma

Bi(m,n) =t st

Al aplicar Laplace y tener en cuenta que £ {t/\} = Fii‘ﬁ), Re(M\) > —1, Re(s) > 0, se
tiene

L{By(m,n)} = L{m™ 1Y c{n1) = L(m) D(n) _ T(m) I(n)

smogn smtn
Invirtiendo, queda (Ejemplo 1.2.2)
gmAn—1
Bi(m,n) =T(m) I'(n) Tm )

Finalmente, haciendo t = 1, resulta la propiedad (3.5).
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Calculo de integrales

(a) Evaluar

/ t e~ cos(t) dt
0

Por el Teorema 1.4.7

oo d d S 82*1
— —st — — —
L{t cost}—/O e 't cost dt = 7 L{cost} = s <52+1> BETEEER

para s € C, Re(s) > 0. En particular, si s = 2,

& 3
/ t e cost dt = —.
0 25

o] eft _ ef3t
|
0 t

Antes de proceder a este calculo, derivaremos una propiedad mas de la transforma-
cion de Laplace. Es sabido que integrar en el espacio original se corresponde en el
espacio imagen con una operacién algebraica, dividir con una potencia de s. Recipro-
camente, jen qué se traduce la divisiéon de f(t) por una potencia de t? Pues que en
el espacio imagen se integra. Pongamos

o= {10) - [ e 10

(b) Calcular

t

Sabemos que ®(s) es analitica en cierto semiplano a la derecha y que
oo
'(s) = — / = F(1) dt = —F(s).
0

Entonces

Como lim ®(s) =0, ha de ser C' = 0.

c{fff)} :/:O F(z) da. (3.7)

Es decir,
En nuestro caso, se tiene facilmente que

1 1

7t_ —3t - =
L™ =™} s+1 s+3°

Re(s) > —1.



Resultados Clasicos de la Transformacion de Laplace 65

Por (3.7)

sen? t

dt.

o
(c) Hallar el valor de la integral /
0

Es obvio que esta integral converge absolutamente. Por otra parte, sabemos que

(Ejemplo 1.3.4)
2

240 _
L{sent} = FEE Re(s) >0
En virtud de (3.7), sigue
sen?t © 2dx 1 s2+4
t s x(z?+4) 2 s

Reiterando el proceso

[ee] n2
/ estsentd_ﬁ{sen t}zﬁ{sett}:
. 2 2 t

vt +4 24+ 1 Vs2 44
/ ’ (77 —sln Ve s 2 arctg ;) (3.9)
s

T2

Noétese que

o0 t oo 2t
/ e st sen” dt‘ / % dt , Re(s)>0.
0 t? 0 t

Haciendo entonces en (3.9) que s — 0, se tiene

> gen?t
/ dt —
t2
0

3.3. Aplicacién a la resolucién de ecuaciones diferenciales
lineales con coeficientes constantes

v | 3

La transformacion integral de Laplace esta preparada para resolver problemas de Cauchy
o de valores iniciales, como pone de manifiesto el Teorema, 1.7.2.
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3.3.1. Ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes constantes

Supongamos el siguiente problema de Cauchy

ap () + a1 2'(t) + ag z(t) =b(t) , t>0
(3.10)
z(0)=a, 2/(0)=8.

donde los coeficientes ag, aj y az son constantes, siendo a y 8 los valores iniciales. Sabemos,
gracias al citado Teorema 1.7.2, que

L{z" ()} =s* X(s) —as—
LL(1)} = sX(s) —ar
denotando X(s) = L{x(t)}. Si B(s) = L{b(t)}, al aplicar Laplace, el problema dado se
convierte en
(a032 +a1s+ a2)X(s) — aaps — apf — a1 = B(s) ,

que es una sencilla ecuacion algebraica de solucion

B(s) + aaps + apfS + a1«

X(s) =
(5) aps? + a1s + as

Bastaria con aplicar la férmula de inversién para obtener la solucién z(t).
Ejemplo 3.3.1. Resolver el problema de Cauchy
2"(t) + 32/ (t) + 2x(t) = te™*

z(0)=1, 2/(0)=0.
Sea X (s) = L{x(t)}. Entonces,

L{z"(t)} = s*X(s) — 5
L{2'(t)} = sX(s) — 1
1

L{te "} = G

Aplicando Laplace, sigue que

1
$2X(s) —s+3sX(s) —3+2X(s) = G
La solucion del problema transformado es inmediato
1 s+3

X — =
() (s+1)2(52+3s+2)+s2—|—35+2
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1 2 1
= — . 3.11
(s+1)3(3+2)+s+1 s+2 (3:-11)

ﬁl{sil} =2
)
tl{(sjl)s <si2>} - <£{<+11>3}) ' (ﬁ{i2}> B

t2 —t 1 t t2
= Z xe 2 = 2/ 2 e e 27T) dr = <2 —t+ 1> et — 27
0

Invirtiendo

Si al aplicar el Teorema de Inversion en 8.11 tenemos en mente todos estos resultados,
se infiere que

x(t) = (tz —t+ 3) et — 27
=3 .

Este resultado se generaliza facilmente. Consideremos el siguiente problema de valores
iniciales que involucra la ecuacion diferencial lineal de orden n con coeficientes constantes
ag, k=0, 1, 2,..., n,

ap 2™ 4+ a1 2V 4+ L a0 2+ an 1 &+ an x = b(t)

.’IJ(O) =0, 1'/(0) =Qa2, ..., x(nil)(o) = ay

donde b(t) es una funcién conocida y g, o, ..., ay, son valores dados. Pongamos X (s) =
L{z(t)} v B(s) = L{b(t)}. Recurriendo otra vez al Teorema 1.7.2, al aplicar Laplace
convertimos el problema de Cauchy de partida en la simple ecuacién algebraica

Po(s) X(s) + Qn-1(s) = B(s) ,

donde P, (s) es el polinomio de grado n

Py(s)=ags"+ai s+ +an_1s+ay

y Qn—1(s) un polinomio de grado n—1 que envuelve los coeficientes a; (k =0, 1, 2,..., n)
y los datos iniciales oy (I =1, 2,..., n). La solucién de esta ecuacién es
B(s) — Q—
X(S) — (S) Qn 1(5)'
P,(s)

Aplicando la férmula de inversién deviene la solucién deseada

z(t) = L7HX(s)}.
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Ejemplo 3.3.2. Resolver el problema de valores iniciales

d* d?
dﬁﬁ“ +2 dﬁgt) + x(t) = sent

Si ponemos, como antes, X (s) = L{z(t)} y recordamos que L{sent} =
Laplace se llega a que

#, aplicando

st X(s)+25% X(s)+ X(s) = ,

s24+1

cuya solucion es

1 1
(s24+1)(s2+2s24+1)  (s2+1)3°

Y antitransformando, se deduce que (Ejemplo 2.3.5)

X(s) =

(3 —t?)sent — 3tcost

x(t) = S

Ejemplo 3.3.3. Hallar la solucion del problema de Cauchy

d3 d? d
olt) _ gdat) | 340 _ y(t) = 2te!

Si X(s) = L{x(t)} y tenemos en cuenta que

L{z'(t)} = sX(s) - 1
L{z"(t)} = s°X(s) = s
L{z"(t)} =5°X(s) —s* =1

L{te'} =

(s —1)?

el problema de Cauchy se convierte via Laplace en la ecuacion algebraica

X (s) — s> —1— 352X (s) + 35+ 35X (s) — 3 — X(s) = G-

La solucion se obtiene fdcilmente y es

2 +32—33+4
(s = 1) (s—1)3 7

X(s) =

que se puede fraccionar de la forma
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2 2 1 1
Go1p "o =12 s—1

Finalmente, aplicando la férmula de inversion, se llega a la solucion

X(s) =

_ t4 2 t

Nota. Las ecuaciones diferenciales de sequndo orden aparecen con gran frecuencia en in-
genieria y todas las ciencias, particularmente, en fisica. Si en el problema de Cauchy 3.10,
la incdgnita © = x(t) denota el desplazamiento de una particula en el instante t y los coe-
ficientes ag, a1 y az denotan la masa m, la constante de amortiguacion b y el coeficiente
de elasticidad k, respectivamente, reemplazando b(t) por la fuerza externa f(t), se tiene el
problema de valores iniciales

ma’(t)+ba'(t)+kx(t)=f(t), t>0
z(0) =x0 , 2'(0) = vo.

que es la modelizacion matemdtica del problema fisico de un sistema masa-resorte. Se trata
de determinar la posicion xz(t) de la particula en cualquier instante t > 0, conocidas la
posicion y velocidad iniciales.

Andlogamente, si reinterpretamos los coeficientes ag, a1, az y la funcion b(t) como L
(inductancia), R (resistencia), C' (capacitancia) y E(t) (potencial o voltaje), respectiva-
mente, y en lugar de x(t) ponemos la carga q = q(t), resulta esto otro problema de valores
iiciales

L't)+Rd(t)+&qt)=E@R), t>0

q(0) =qo , ¢'(0) = io.

que es la modelizacion matemdtica de un circuito eléctrico. En este caso hay que calcular
la carga g = q(t) en cualquier instante t, conocidas la carga e intensidad iniciales.

Como se va claramente, dos problemas fisicos diferentes responden al mismo modelo
matemdatico.

3.3.2. Sistemas de ecuaciones diferenciales lineales con coeficientes cons-
tantes

También se puede utilizar la transformacion de Laplace para resolver un sistema de
ecuaciones diferenciales. Mostraremos este punto con el ejemplo

G=—otytz, x(0)=1
%:x—y+z, y(0) =0 (3.12)

%:x—i-y—&-z, 2(0) = 0.
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En lo que sigue denotamos X (s) = L{z(t)}, Y(s) = L{y(t)} y Z(s) = L{z(t)}. Se tiene
que

L{z'(t)} = sX(s) — 1
L{y'(t)} = sY(s)
L{Z'(t)} = sZ(s).
Al aplicar la transformacién de Laplace, el sistema (3.12) se reduce al sistema algebraico
sX(s)—1=—-X(s)+Y(s)+ Z(s)

sY(s) =X(s) =Y (s)+ Z(s)

sZ(s) = X(s) +Y(s) + Z(s) ,

es decir,
(s+1)X(s)—Y(s)—Z(s)=1
X(s)—(s+1)Y(s)+ Z(s) =0

X(s)+Y(s)—(s—1)Z(s) =0,

cuya solucion es

_ 52 -2 _1)2 1/6 1/3
(8)—(s+2)(82—3—2)—3+2 s—2 s+1
B s _—1/2 1/6 1/3
Y@%7@+2M§—8—2) 542 05— sl
2(s) = 1 _ 1/3 B 1/3

$2—s5—-2 s—2 s+1°

Invirtiendo para regresar al espacio del tiempo, se obtiene la solucién deseada

6 3
1
y(t) _ —56_% + 88215 + ge—t
1 1
z(t) = gth - geft.

Nota. Se ha visto como un problema complicado en el espacio original, la resolucion
de un problema de Cauchy, se reduce en el espacio imagen - mediante la aplicacion de
la transformacion de Laplace - a una sencilla ecuacion algebraica de primer grado con
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una sola incdgnita. Ademds, con la transformada de Laplace, se introducen de una forma
natural los datos iniciales en el proceso.

El procedimiento cldsico consiste en hallar la solucion general de la ecuacion diferencial,
para lo cual es preciso encontrar la solucion general de la ecuacion homogénea y anadirle
una solucion particular de la ecuacion completa, y después utilizar los datos iniciales para
determinar las constantes arbitrarias que figuran en la solucion general.

Nota. En el caso de la resolucion de un sistema de ecuaciones diferenciales, el uso de
la transformacion de Laplace lo convierte en un sistema algebraico de solucidon inmediata,
por ejemplo, recurriendo al método de Cramer. También ahora son obvias las ventajas de
usar Laplace.

3.4. Aplicacion a la resolucion de ecuaciones diferenciales
lineales con coeficientes variables

En este caso los coeficientes de la ecuacién diferencial lineal no son constantes, como
en el parrafo anterior, sino polinomios en la variable . También es factible resolver este
tipo de ecuaciones mediante la transformacion de Laplace.

El fundamento teérico de este método es el siguiente. Sea P(t) = > r_, axt® un polino-
mio de grado n con coeficientes constantes ag. A tenor del Teorema 1.7.2

L{PWI(B)} =L {Zakt’fﬂt)} =Y a0 {0t} =
k=0 k=0

n k s
= Zak(—l)kdd};g ) = M(—-Ds)F(s) ,
k=0

donde F(s) = L{f(t)} y Ds = &L.
Ejemplo 3.4.1. Hallar la solucion del problema de Cauchy

tz"(t) + (1 — 262 (t) — 22(t) = 0

z(0) =1, 2/(0) = 2.
Si ponemos X (s) = L{xz(t)}, se tiene L{z'(t)} = sX(s) — 1, por lo que

LA 202/ (1) = L1a'(1)} + 2L L1 (1)) =
=5X(s) —1+2(sX'(s) + X(s)) =2sX'(s) + (s +2)X(s) — 1.
Andlogamente, L{z"(t)} = s2X(s) — s — 2, de modo que

L{ta"(t)} = —% [s°X(s) — s — 2] = —s*X'(s) — 25X (s) + L.
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Al aplicar Laplace, el problema de partida se transforma en este otro

—52X"(s) — 25X (s) +1+25X'(s) + (s +2)X(s) =1 —2X(s) =0,

esto es,

(25 — s X'(s) — sX(s) =0,

que es una ecuacion diferencial en el espacio imagen, de variable separada, ya que

X1
X 2-s
Su solucion general es
X (s) =
() 2—5s’

donde C' representa una constante arbitraria. Invirtiendo se tiene la solucion

z(t) = L7HX(s)} = —Ce*.
Por la condicion inicial x(0) = 1, se infiere finalmente la solucion pedida, que es
z(t) = e*.
Ejemplo 3.4.2. Resolver el siguiente problema
tz"(t) + (t — Da'(t) — z(t) =0
z(0)=5, z(t) >0 si t— oo.

Llamemos X (s) = L{x(t)} y, como no conocemos su valor, pongamos x'(0) = k. En-
tonces, L{x'(t)} = sX(s) — 5 y, en consecuencia,

L{(t =12’ ()} = —L{(=t)2' ()} — L{2' (1)} =
= —% {sX(s) — s} —sX(s)+5=—sX"(s) — (s+1)X(s) +5.
Por otra parte, L{z"(t)} = s2X (s) — 5s — k y, por tanto,
L{tz"(t)} = —L{(-t)2"(t)} = _di; {s*X(s) —5s — k} = —s°X'(s) — 25X (s) + 5.
Teniendo en cuenta estos resultados, al aplicar Laplace al problema original, se obtiene
—5?X"(s) — 25X (s) +5—sX'(s) — (s + D)X(s)+5—X(s) =0,
esto es,

dX(s) 3542 10
X =
ds + s2+s (5) s2+s

7
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que es una ecuacion lineal de primer orden, cuya solucion general es
5 C
s+1 * s2(s+1) "’
siendo C' la constante arbitraria de integracion. Aplicando la formula de inversion, resulta
la solucion

X(s) =

z(t) =5 P+ C(t—1+e7").

Para que lim x(t) = 0 necesariamente debe ser C' = 0. Asi pues, la solucion es
t—o0

z(t) = et

3.5. Aplicacion a la resolucion de ecuaciones en derivadas
parciales

Tlustraremos este apartado con dos ejemplo relacionados con la ecuacién del calor.

Ejemplo 3.5.1. Resolver el problema de tipo mixto [5]

%:%, O<z<l, t>0
u(z,0) = 3sen(2mx)

(3.13)
u(0,t) =0

u(l,t) =0,
donde u = u(x,t). Aplicaremos primero Laplace respecto de la variable t, lo que indicamos
ast
U(z,s) = LA{u(z,t); t — s}.
Admitimos que, para la variable que no interviene,

0%u(x,t 0? 0?U(x, s
c {a(x?)} = L{u(z, 1)} = 8;2).

Por otra parte,

0 t
L { ug, )} = sU(z,s) —u(x,0) = sU(z,s) — 3sen(27x) ,
mientras que las condiciones de frontera se transforman en U(0,s) =0 y U(1,s) = 0.

A la vista de estas consideraciones, al aplicar la transformacion de Laplace al problema
dado, se llega a este otro

% —sU(x,s) = —3sen(2mx)
U(0,s)=0 (3.14)

U(l,s)=0
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que es un problema de valores en la frontera para una ecuacion diferencial ordinaria de
sequndo orden. Podemos resolverlo directamente, pero optaremos por aplicar de nuevo la
transformacion de Laplace, poniendo U, (0, s) = k. Téngase en cuenta que ahora se aplica
Laplace en la variable x, que se transforma en la variable p, como se indica a continuacion

V(p,s) = L{U(z,s); v — p}.

Puesto que

aQU 2 / 2
L =pV —-pU(0,s) = U(0,s) =p°V(p,s) — k

Ox?
27
C{Sen(QTrx)} = m ,
este ultimo problema se convierte en
6
2 _
pVi(p,s) —k—sV(p,s) = T2 tan?
ecuacion algebraica de solucion inmediata
67 1 k

V(p,s) = TP dn? (2 — s) + P2 —s)

O bien, fracciondndola,

6 1 67 1

YO = 5 i ) o VB) 2l + ) 0t Vs

)—I—

n 6 1 n k 1 1
s+4Am?p2+4m?  2/s\p—+/s p+s)’

Antitransformando, la variable imagen p convirtiéndose en x, para obtener U(x,s) =
LAV (p,s);p — x}, resulta

k 67
U(z,s) <2\/§ 2\/§(s+47r2)> (e e + S A sen(2mx).
Aprovechamos la condicién U(1l,s) = 0 para determinar la constante k. Se infiere
ast que
U(z,s) = sen(2mx) , (3.15)

s+ 4x?

que es la solucion del problema (3.14).
Por dltimo, invirtiendo (3.15) respecto de s, se halla la solucion pedida, a saber,

u(z,t) = LU (x,8); s =t} =L7" { sen(27x); s — t} = 36_4”2tsen(27rx).

s + 472
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Ejemplo 3.5.2. Hallar la solucion del problema de tipo mixto, donde u = u(z,t), [4]

Pu_ 10w ps0, O<z<a, t>0
u(z,0) =0

u(0,t) = f(t) , wu(a,t)=0.
Procediendo como en el problema anterior, si representamos U (z, s) = L{u(x,t); t — s},
al aplicar Laplace, resulta

0*U
#—%U(fv,s), 0<z<a

U(0,s) = F(s) = L{f (1)}

Ul(a,s) =0.

que es un problema de valores en la frontera para ecuacion diferencial ordinaria de sequndo
orden. Su solucion general es

U(z,s) = A(S)efm\/% + B(s)ex\/% ,

donde las constantes A(s) y B(s), que dependen paramétricamente de s, se determinan a
partir de las condiciones de frontera. Asi se llega a

x,8) = _Fls) e/ _ o—(a=s)\/%
Viws) = 2sh(a/%) [ Vi \F}

o0 sea,

Ule,s) = F(s) ((a (;S \/)5). (3.16)

%

Puesto que L{F(s)} = f(t), si llamamos
sh ((a —s)\/7
g(l‘,t)zﬁ_l{ ( )s : )} ,
sh (a/3 )
invirtiendo (3.16) via la convolucion de Laplace, obtendremos la solucion
sh((a—s)y/%
sh (ay/} )

:/ Fw) gla,t — ) du. (3.17)

St recurrimos al Ejemplo 2.8.6 del Capitulo 2, sin mds que sustituir a por f y b por

(a\/g), se tiene que

u(w,t) = L7HF(s)} « L7 { ) } = f(t) xg(z,t) =

2.2

27Tk: T\ _kn’e? 3
S en (")



Esta serie converge uniforme y absolutamente en 0 < x < a y para t > tg, cualquiera
que sea ty > 0. Por tanto, si la llevamos a (3.17) y hacemos las cuentas oportunas, se

deduce que
(@, 1) 27Tk: Z ba(t) sen <n7m:)
a )

. n/ f k:7r2n2 (t—u) du

Nota. Obsérvese que en problemas planteados para ecuaciones en derivadas parciales tam-
bien se simplifican notablemente los cdlculos si se pasa al espacio imagen por medio de
la transformacion de Laplace. Ciertamente, mediante ella se convierte una ecuacion en
derivadas parciales en una ecuacion ordinaria, que a su vez se puede resolver aplicando de
nuevo la transformacion de Laplace - como se hizo en el primer caso - o bien se resuelve
directamente - como se realizé en el sequndo.

donde
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Differential operator

Let f be a real-valued function defined on [0,00). We call the Laplace
transform of f to the function

L{f} = /O T et dt

where s € C, whenever the integral exists.

. J

Convergence and existence

(i) The exact domain of absolute convergence of Laplace transform is
either an open right half-plane Re(s) > «a or else a closed right
half-plane Re(s) > a. Also, there are the possibilities o = +o0.

(ii) The exact domain of convergence of Laplace transform is an open
right half-plane Re(s) > (, possibly including none of, part of or all
of the line Re(s) = p.

J

Uniqueness and analyticity theorems

Theorem 1 (Uniqueness theorem or Lerch’s theorem).  Two original
functions, whose images are identical, differ at most by a nullfunction

n(t).

Theorem 2 (Strengthened Uniqueness Theorem). Two functions, whose
1mages take equal values on an infinite sequence of equidistant points along
a line parallel to the real axis, differ at most by a nullfunction.

Theorem 3 (Analyticity theorem). The Laplace transform is an analytic
function in the interior of of its half-plane of convergence, Re(s) > f3,
that is, it has derivatives of all orders. The derivatives are obtained by
differentiation under the integral symbol,

F(s) = = (=1)"L{t" f(1)}-

(=)™ /OOO e S'" f(t) dt

. J

Operational rules

Let f:[0,00) — R be a function and we assume that £{f} = F(s). Then,

(i) for a > 0 and b > 0,

Lif(at—b)} =~ F()

a

whenever f(t) =0 for t < 0.

(ii) for ¢ > 0 and d € C,

. J

Integral operator

We define the integral operador of the function f by means of

1(f) = o(t) = / f(r) dr.

If £L{f} converge for some real s
s = xg, and we have

xo > 0, then L{p} converges for

Ligk = ~L{f},
that is,
(s

1
—F(s) for s =z and Re(s) > xo.
S

If f(t) is diferentiable n times for ¢t > 0 and £{f(™} converges for some
real xg > 0, then the limits

dm f(t) = f(0*), - lim f7D() = f7D(07)

exist, and L{f} converges for s = xq, verifying that

L{F™MY} = s"L{f} — £(0F)s" ™t — f/(0F)s" 2 — .. — f*=D(0%).

. J

The convolution

We define the convolution of the functions f; and f5 as

t
fl*f2=/ fi(7) fa(t — 7) dr.
0

Theorem 4 (Convolution theorem). If L{f1} and L{f2} converge ab-
solutely for s = sg, and if f1 and fo are absolutely integrable functions
which are bounded in every finite interval that does not include the origin,
then L{f1 * fo} converges absolutely for s = sqg , and we have

L{f1 = fo} = L{f1} - L{f2} para Re(s) > Re(sp).

Theorem 5 (Extended convolution theorem). If L{f1} converges absolu-
tely for s = sg, and L{ f2} converges for s = sq, f1 and fa being absolutely
integrable functions which are bounded in every finite interval that does
not include the origin, then L{f1 * fao} converges for s = sg, and we have

L{f1 % fo} =L{f1}  L{fo} para S =sy and Re(s) > Re(sg).

. J

Inversion theorem

Theorem 6 (Inversion theorem). Suppose that Li{f} = F(s) converges
absolutely for s = sg (real) and, consequently, for Re(s) > xg, that is

/OO et £(1)| dt < oo.
0

w If f(t) is of bounded variation in some neighbourhood of t > 0, we
have

_ etSF(S) dS— f(t_)+f(t+)

. 1 T+100
LHFO) =5 [ 2

(x > xg).

w If f(t) is of bounded variation in an interval on the right of t = 0,

then
. 1 r+100
L F —
P =g= |

s Ultimately, if t <O,

T+100
L HEF(s)} = %/ e*F(s) ds=0 (x> x9).
T Jg—ico

\.

Applications

(i) Theoretical applications: Beta function, calculate integrals, . ..

)
(i)
)
)

Solving linear differential equations with constant coefficients.
(iii) Solving linear differential equations with variable coefficients.

(iv) Solving partial differential equations

\.




